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 ���
!"����#���#

�������� ��	�
 ��
 ����� 	������ ���� ��
 ����� �������� ���� ��
 ����

����������� �� �
��� �
�� ����	�� ��������� �� � ����� ����� �	�
�� �� � ��� ������  �������
�	����� �� ��������� �� �
� ��	��� �	����� �� �
�  ������� ��� �
� ����� �� ��� ����� ����� �	�
�� �
���
 C1!�� ����!���� ������"# $����" �� �
� ���	�
 %��	� �����&

���� ������������������	�
����

�
� n ∈ N ��� M �
 �� n����
������� ���
�
������
 �������� �� ����� C1 ���� � ��������
 ���
 ��
�


�  �
������� �
����� δ !�� ����� C0" �
 #�$
�� %���& ��� 
��� x ∈ M ��
 ���#
�� �'��
 TxM �� M �� ��


'���� x �� 
����
� ���� ��
 ���� |ξ| =
√
δ(ξ, ξ), ξ ∈ TxM. () TM �
 �
���
 ��
 $���
�) �� ���#
�� $
�����

�� ��
 �������� M, ��� �) df : TM → TM �
 �
���
 ��
 �
��$���$
 !���
�
�����" �� � ������ ��''��#
f : M → M. () S �
 �
���
 ��
 �
� �� ��� ��''��#� M → M �� ����� C1 ����
 �
��$���$
 �� ��� �
#
�
���


�� 
��� '���� x ∈ M.

����
 �
 �� ��� �
*���
 �� M ��) �����
��
�� �� �
��$���$
� �� ������
�
� ��''��#�& ��
 $���
� �
+�
�

�
��� ��
 '����� �� 
,�
��
� ����
� �,�� R ≡ R � {−∞,+∞}, ����� �
 
���� ���� ��
 �������� ���
�

��� ���
� ��'���#)�

-
+�
 ��
 �������������� �	
������ �� � ���#
�� $
���� ξ ∈ TM ���
� � ��''��# f ∈ S �) ��
 
*�����)

.�/

λ(f, ξ) =

{
lim

m→+∞
m−1 ln |dfmξ| ��� |ξ| �= 0,

−∞ ��� |ξ| = 0.

�
���	���� ����	�	�� �� � ��''��# f ∈ S �� � '���� x ∈ M ��
 �
+�
� �) ��
 
*������
� .�/

λi(f, x) = inf
L∈Gi(x)

sup
ξ∈L

λ(f, ξ), i = 1, . . . , n,

��
�
 Gq(x) �� ��
 �
� �� ��� q����
������� $
���� ����'��
� �� ��
 ���#
�� �'��
 TxM.

0����
�& ��� ��� f ∈ S, x ∈ M & ��� i = 1, . . . , n �����
 Ei(f, x) = {ξ ∈ TxM : λ(f, ξ) ≤ λi(f, x)}. 1� ��
�
�� 2���� ��� 
����) '��$
� ���� Ei(f, x) �� � $
���� ����'��
 �� ��
 �'��
 TxM .�/�

��	���� ����	�	�� �� � ��''��# f ∈ S �� � '���� x ∈ M ��
 �
+�
� �) ��
 
*������
� .�/

Ω(i)(f, x) = inf
T∈N

lim
m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln ‖dfT |df(k−1)T Ei(f,x)‖, i = 1, . . . , n,

��
�
 Y |L �� ��
 �
��������� �� ��
 ��''��# Y ���� ��
 ����'��
 L ��� ��
 ���� �� ��
 ���
�� ��''��# ��

����
� �'��
� �� �
+�
� �� ��
 �������� ��) !�� ��
 ��,���� �� ��
 ���� �� ��
 ���#
 �� ��
 ����
�

$
����"�

����	
 �� 1� ��
 ���
 �� ���'��� ��������M ��
 $���
� ��������
� ���$
 ��
 +���
 ��� �� ��� �
'
��

�� ��
 �����
 ��  �
������� �
����� �� M !����
 ��) ���  �
������� �
����� �� � ���'��� �������� ��



*��$��
��"�

3
 
���� ��
 �'��
 S ���� ��
 C1����'�����'
� ��'���#)�  
���� ��� �
+������ .�& 4���/� �
� f ∈ S ���

(ϕ,U), (ψ, V ) �
 ��'� �� ��
 �������� M. 0����
�& �
� K ⊂ U �
 � !��� 
�'�)" ���'����� ���� ����

f(K) ⊂ V. 0�� 
��� ε > 0& �
+�
 ��
 �
�

K(f ; (ϕ,U), (ψ, V ),K, ε) (1)

�5	



�	� %'()*

�� ��
 �
� �� g ∈ S ���� ���� g(K) ⊂ V ��� ��
 ��������# ��
*������
� ����6

max
x∈ϕ(K)

|(ψfϕ−1)(x) − (ψgϕ−1)(x)| < ε, max
x∈ϕ(K)

‖(ψfϕ−1)′(x) − (ψgϕ−1)′(x)‖ < ε,

��
�
 | · | �� ��
 7�����
�� ���� �� ��
 �'��
 R
n ��� ‖ · ‖ �� ��
 ����
�'�����# �'
����� ����� ����


��
 ��������� ψfϕ−1 ��� ψgϕ−1 ��
 �
�
����
� �� ��
 �'
� �
� ϕ(U ∩ g−1(V ) ∩ f−1(V )) ⊃ ϕ(K), ��


�
��$���$
� '�
�
����# �� ��
 ����
� ��
*�����) ��$
 �
��
� %�
 �������� f �� ����
� ��
 �
��
� �� ��
 �
� !�"� 8

C1����'�����'
� ��'���#) �� #
�
���
� �) �
�� !�"& ��
�& +���
 ���
��
������ �� �������
� �
�� ���� ��
 ���


�� ���� ��'���#)�

 
���� ��
 �
+������ �� (���
9� �����
� .:& 4���1;/ �� ��������� �
�
����
� �� � ��'���#���� �'��
 X.

<
�� (���
9� ����� �������� �� ��� ���������� ��������� f : X → R. 1� �����
� ���� ����
�� �
�� ���� k ��$


�

� ���
��) �
+�
�& ��
� ��
 k�� (���
 ����� �������� �� ��������� f : X → R ��������# ��
 �
'�
�
�������

f(x) = limm→∞ fm(x), x ∈ X, ��
�
 ��
 ��������� fm, m ∈ N, �
���# �� �����
� ���� ����
�� �
�� ���� k.

1� .
/& =�����������2�$ ��������
� ��
 '����
� �� �
�
��������� �� ��
 �
��� (���
 ����� ���������# ��

�������� Ω(i) ��� '����
� ��� ���� ��
 �������� Ω(n) �
���#� �� ��
 �
���� ������ 8��
� ����& �� .�/& �


��������
� ��
 ���
����� ���� ��
 ��������� Ω(i), i = 1, . . . , n − 1, �
���# �� ��
 ������ ����� !�� ��
 ���


�� ���
����'����� �� � ���'��� ��������"& ���
$
�& �� .�/& ���� ���
����� ��� �
'���
� �) ��
 ������ �) �

�
�2
� ��
& ���
�)& ���� ����
 ��������� �
���# �� ��
 +��� ������ >����� �� ���
������ �
�����
� �
�
 �
�


��� '������
��

%�
 ��� �� ���� '�'
� �� ��
 '���� �� ��
 ������� ���?
����
 �� =�����������2�$ ���� ��
 �
����� 
,'��
��

�
���#� �� ��
 ������ (���
 ������ %�
 '����
� �� ��$
� 
������
 �� ��
 ����
� �� (���
 ����� �
����� �'
��

���	��� ���� �� ��	����	� Ω(i) : S ×M → R, i ∈ {1, . . . , n − 1}, ����	�� �� ������ ������� ������ �	


��� ��	����	 Ω(n) : S ×M → R ����	�� �� ��� ����	
 �	��

����	
 �� 8 ������� '����
� ��� (��� 
,'��
��� ��� ������
�
� �� .5/�

>�
���
 ��
 '���� �� ��
 ��
��
� ���� �
$
��� �
����� 1� �� ���$
��
�� �� ��
 �����
�& ���������
���



�
+������ �� ��
 C1����'�����'
� ��'���#) �� ��
 �'��
 S. %� �� ����& ������
� ��
 ��������# ��,�����)

�������������

�
� X ��� Y �
 ��'���#���� ��������� ���� �����
� ����
� �� ��
� !��� �
�
������) ��,����"� 7����

��
 �'��
 C(X,Y ) �� ���������� ��''��#� ���� X �� Y ���� � C0����'�����'
� ��'���#) �
+�
� �� ��


��������# ��) .�& 4���/� �
� f ∈ C(X,Y ) ��� (ϕ,U), (ψ, V ) �
 ��'� �
���#��# �� ��
 ����
� �����
� �� ��


��������� X ��� Y & �
�'
���$
�)� 0����
�& �
� K ⊂ U �
 � ���'��� �
� ���� ���� f(K) ⊂ V. 0�� 
��� ε > 0

�
 �
+�
 ��
 �
� !��
 �������� f �� ����
� ��� �
��
�"

N (f ; (ϕ,U), (ψ, V ),K, ε) (2)

�� ��
 �
� �� g ∈ C(X,Y ) ���� ���� g(K) ⊂ V ��� ��
 ��������# ��
*�����) �����6

max
x∈ϕ(K)

|(ψfϕ−1)(x) − (ψgϕ−1)(x)| < ε.

�
�� �� ���� !�" ���� ��
 '�
���
 �� ��'���#) �� ��
 �'��
 C(X,Y ).

%�
 ��������# ���
����� ����� ��� �� �
+�
 ��
 ���
 ��'���#) ��� ����# ���������
 ��'� ��� ���� '��$
�

��� ���
'
��
��
 �� ��
 �����
 �� �����
� �� ��
 ��������� X ��� Y.
����� �� ��� X �	
 Y �� ����������� ��	����
� ���� ������� �����	 �	 ���� (	�� 	���������
 �������)�

�	 ���� ���� ��� C0������������	 �������
 �	 ��� ����� C(X,Y ) ����	 �
 ����� ������� ��� ��� �������
��	�����	� �� ��� ����

ν(K,W ) = {f ∈ C(X,Y ) : f(K) ⊂ W}, (3)

����� K ⊂ X �� � ��������� �	
 W ⊂ Y �� �	 ���	 ����

 ����� �� 0���� �
 '��$
 ���� ��
 ��'���#) #
�
���
� �) �
�� !�" ��
� ��� ����#
 �� �
 ������
� ���) ��


���'��� �
�� K ⊂ X ��� �'
� �
�� W ⊂ Y �)��# �� ��
 ������ �� ������ �� ��
 �� ��'� ���� ��
 ����
�

�����
�� �
� f ∈ ν(K,W ). ����
 ��
 ��������� X ��� Y ��
 ���'��� ��� ��
 �������� f �� ����������& ���


��� '���� x ∈ K ��
�
 
,���� ��� �
�#�������� O(x) '���
����# ��
 ��������# '��'
���
�6 �" f(O(x)) ⊂ W ;

�" ��
 �
� O(x) ��
� �� ��
 ������ �� ������ �� ��
 ��' ���� ��
 #�$
� ����� �� ��
 �������� X ; �" ��
 �
�

f(O(x)) ��
� �� ��
 ������ �� ������ V (x) �� ��
 ��' ���� ��
 #�$
� ����� �� ��
 �������� Y. �
� O(xi),

i = 1, . . . ,m, �
 � +���
 ��$
���# �� ��
 ���'����� K. 8����
 Ki = K ∩O(xi), i = 1, . . . ,m. 1� ���� ���
&
f ∈

⋂m
i=1 ν(Ki,W ∩ V (xi)) ⊂ ν(K,W ).

�)+,)- ./�*0�+�1' �2130�21�,+ %.4401�/ *��& 5� /�& 6 ����



1) ��44�)/+3,3�()*7+ 8�)%40� �	�

�� �
� (ϕ,U) ��� (ψ, V ) �
 ��'� �� ��
 ��������� X ��� Y & �
�'
���$
�)� 0����
�& �
� f ∈ ν(K,W ),
��
�
 K ⊂ U �� � ���'��� �
� ��� W ⊂ V �� �� �'
� �
�� ���� ���� ��
 �
� ν(K,W ) ��� � ����
� �� ����

!�" ���������# ��
 '���� f � 8����


d = inf{|x− y| : x ∈ ψ(f(K)), y ∈ ψ(V \W )}.

%�2��# ���� ������� ���� ψ(f(K)) �� � ���'����� ��� ���
��
����# ��
 �
� ψ(V \W ) ����
� ���� �
�'
�� ��

ψ(V )& �
 #
� d > 0. 1� ���� ���
& f ∈ N (f ; (ϕ,U), (ψ, V ),K, d) ⊂ ν(K,W ).

�� ���� ���� ��� ��) �
� P �� ���� !�" ��� ��� '���� g ��
�
 
,���� � �
� Q �'
� �� ��
 ��'���#) #
�
���
�

�) �
�� �� ���� !�" ���� ���� g ∈ Q ⊂ P. �
� P = N (f ; (ϕ,U), (ψ, V ),K, ε) ��� g ∈ P. 8����
 η =

(ε −maxx∈ϕ(K) |(ψfϕ−1)(x) − (ψgϕ−1)(x)|)/4. (
��� �) Br(z) �
 �
���
 ��
 �'
� ���� ���� ��
 �
��
� ��
��
 '���� z ��� ��
 ������ r > 0 �)��# �� ��
 ����
�'�����# ����'��
� ����
 ��
 �������� ψgϕ−1 �� ����������&

��� 
��� x ∈ ϕ(K) ��
�
 
,���� � ���� Br(x)(x) ⊂ ϕ(U) ���� ���� (ψgϕ−1)(Br(x)(x)) ⊂ Bη((ψgϕ
−1)(x)). %�2


� +���
 �����$
���# Br(xi)/2(xi), i = 1, . . . ,m, ���� ��
 ��$
���# �� ��
 ���'����� ϕ(K) �) ��
 �����

Br(x)/2(x)� 1� ���� ���
 �
 ��$


ϕ(K) =
m⋃

i=1

Ci, Ci = Br(xi)/2(xi) ∩ ϕ(K) ⊂ Br(xi)(xi).

8����


Q =
m⋂

i=1

ν(ϕ−1(Ci), ψ
−1(Bη((ψgϕ

−1)(xi)) ∩ ψ(V ))).

() ������������& g ∈ Q. ���� ���� Q ⊂ P. �
� h ∈ Q ��� x ∈ ϕ(K). 1� ���� ���
& x ∈ Ci ��� ���


i ∈ {1, . . . ,m} ��� (hϕ−1)(x) ∈ V. %���& h(K) ⊂ V. %�
 ���������� (ψhϕ−1)(Ci) ⊂ Bη((ψgϕ
−1)(xi))

��� (ψgϕ−1)(Ci) ⊂ Bη((ψgϕ
−1)(xi)) ��'�) |(ψhϕ−1)(x) − (ψgϕ−1)(x)| < 2η. %�
�
���
& ��
 ��
*�����)

|(ψhϕ−1)(x) − (ψfϕ−1)(x)| ≤ ε− 2η �� $����& ����� #�$
� h ∈ P. %�
 �
��� �� '��$
��

() π : TM → M �
 �
���
 ��
 ������� '��?
����� �� ��
 ���#
�� �����
� 1� ��������& �� (ϕ,U) �� � ��'

�� ��
 �������� M & ��
� �) Tϕ : π−1(U) → R
n × R

n �
 �
���
 ��
 ��''��#� �����# ��������# �� ��
 ���


Tϕ(ξ) = (ϕ(π(ξ)), ϕ′(ξ)), ξ ∈ π−1(U). %�
 '��� (Tϕ, π−1(U)) �� � ��' �� ��
 �������� TM ����
� ��


	������ ��' .�& 4���/ ����
�'�����# �� ��
 ��' (ϕ,U). %�
 	������ ����� �� TM �� �
+�
� ��������)�

%�
 ��������# �
��� �������
� ��
 ��) �� �
+�
 � ��'���#) �� ��
 �'��
 S ��� ����# ���������
 ��'�

��� ���� 
��������
� ���
 '��'
���
� �� ���� ��'���#)�
����� �� !�� �������	� ��������	� ��� ����
"
�" ��� �����	� Υ: S → C(TM, TM) ����	� �
 ��� ���� Υ(f) = df �� � ������������� �	�� ��� �����#
�" ��� ��	����	 ����	� ���� S × TM �� R �
 ��� ���� (f, ξ) 
→ |dfξ| �� ��	��	����#
�" ��� ���� k ∈ N ��� �����	� ����	� ���� S �� S �
 ��� ���� f 
→ fk �� ��	��	�����

 ����� �� @����
 ���
 ����� �� ��
 �������� M ��� ��
 ����
�'�����# ������� ����� �� TM � A��
 ����


��� �
� �� ���� !�" �������� ��#
��
� ���� 
��� ��� '���� � �
� �� ��
 ���
 ���� ���� ��
 �
��
� �� ���� '����

!���� �
��
� $���
 �� ��
 '����
�
� ε"� %�
 ���
 �� ���
 ��� �
�� �� ���� !�"� 0����
�& ��
 ���#
 �� ��) �
�

K(f ; (ϕ,U), (ψ, V ),K, ε) ���
� ��
 ��''��# Υ �������� ��
 �
� N (df ; (Tϕ, π−1(U)), (Tψ, π−1(V )),Σ, ε) ∩
Υ(S), ��
�
 Σ = {ξ ∈ π−1(K) : |ϕ′(ξ)| = 1}. %�
 
*�����) Σ = (Tϕ)−1(ϕ(K) × B1(0)) ��'��
� ���� Σ ��

���'���� %�
�
���
& ��
 ���#
 �� 
��� �'
� �
� ���
� ��
 ��''��# Υ �� �� �'
� �
� �� ��
 �'��
 Υ(S).

B� ��
 ���
� ����& �
� (ϕ,U) ��� (ψ, V ) �
 ��'� �� ��
 ����
� ����� �� ��
 �������� M � 0����
�&

�
� � ���'����� Ξ ⊂ π−1(U), ε > 0& ��� � ��''��# f ∈ S �
 #�$
� ��� df(Ξ) ⊂ π−1(V ). 8����

r = 2 sup{|ϕ′(ξ)| : ξ ∈ Ξ}+ 2. %�
� ��
 ��������# ��������� �����6

Υ(K(f ; (ϕ,U), (ψ, V ), π(Ξ), ε/r)) ⊂ N (df ; (Tϕ, π−1(U)), (Tψ, π−1(V )),Ξ, ε).

8��$
 ��#��
��� ��'�) ���� ��
 '�
���#
 �� ��) �'
� ����
� �� ��
 �'��
 Υ(S) ���
� ��
 ��''��# Υ �� ��

�'
� �
� �� ��
 �'��
 S. 0�����)& Υ �� ��
������
 �
����
 �� f = π ◦ df ◦O, f ∈ S, ��
�
 O �� � C
�� $
����

+
�� �� M. %���& �
 ��$
 
��������
� ���� ��
 ��''��# Υ: S → Υ(S) �� � ���
����'�����

�� A��
 ���� ��
 �������� �����# ���� S × TM �� R �) ��
 ���
 (f, ξ) 
→ |dfξ| �� � ���'������� �� ��

��������# ���������� ��''��#�6 �" ��
 ���
�� '������ �� ��
 ��''��# Υ �) ��
 ��
������ ��''��# �� ��

�'��
 TM ; �" ��
 ����������� ��''��# �����# ���� C(TM, TM)×TM �� TM �) ��
 ���
 (F, ξ) 
→ F (ξ); �"

�)+,)- ./�*0�+�1' �2130�21�,+ %.4401�/ *��& 5� /�& 6 ����



�	� %'()*

��
 �������� | · | : TM → R. %�
 ���������) �� ��
 +��� �� �������
� ��''��#� ������� ���� �����
 �& ��� ���
��
 �
���� ��
 �� ������� ���� %�
��
� ��: �� .	& @�� ;11/� 8��
����� � �� '��$
��

�� �
� k ∈ N �
 #�$
�� -�
 �� �����
 �& �� �� ��D��
�� �� ���� ���� ��
 ��''��# �����# ���� C(TM, TM)

�� C(TM, TM) �) ��
 ���
 F 
→ F k �� ����������� %�
 ����
� ��� �
 '��$
� �) ��������� ���� %�
��
� ���

�� .	& @�� ;11/� 8��
����� � �� '��$
�� %�
 �
��� �� '��$
��
����� �� !�� ������ S� M � �	
 TM ��� �����$�����

 ����� 8�) �������� �� � ������) ���'��� �'��
� -�
 �� .��& 4:��;& %�
��
� �/& ���� �'��
� ��
 ���'�
�
�)

�
#���� .:& 4�:�1/ ���& ��
�
���
 .:& 4�:�1& %�
��
� �/& ��
 �
#���� .:& 4
�;/� %�
�
���
& �) E�)����9� ��
��
� .:&

4���11& %�
��
� �/& 
��� �������� ���� � ��������
 ���
 �� �
���C���
� 1� '���������& 
��� �� ��
 �'��
� M

��� TM �� �
���C���
� %�
 �
���C������) �� ��
 �'��
 S ������� ���� ���
����� � �� �
��� � ��� %�
��
� �

�� .��& 4::�F11/ !�

 ���� .�& %�
��
� :�:/"� %�
 �
��� �� '��$
��

() p : S × TM → S ×M �
 �
���
 ��
 ���
�� '������ �� ��
 ��
������ ��''��# 1S �� ��
 �'��
 S ���

��
 ������� '��?
����� π �� ��
 ���#
�� �����
& ��
�& ��
 ��''��# �����# �) ��
 ���
 (f, ξ) 
→ (f, π(ξ)), f ∈ S,
ξ ∈ TM.

����� �� ��� H ⊂ S × TM. �	 ���� ���� ��� �������	� ��������	� ��� ����
"
�" �� ��� ��� H �� ���	� ���	 ��� ��� p(H) �� ���	 ���#
�" �� ��� ��� H �� �� �
�� Fσ, ���	 p(H) �� ���� � ��� �� �
�� Fσ.

 ����� �� �
� {(ϕi, Ui)}i∈N �
 ��
 ����� �� ��
 �������� M ��� (Tϕi, π
−1(Ui))i∈N �
 ��
 ����
�'�����#

������� ����� �� ��� ���#
�� �����
� %� '��$
 ��
 +��� ���
�����& �� �� ��D��
�� �� $
���) ���� ��� ��) i ∈ N ��


�
��������� �� ��
 ������� '��?
����� π �� ��
 �'��
 π−1(Ui) �� �'
�� 1� ����& ���� �
��������� �� � ���'�������

�� �'
� ��''��#� Tϕi, '��?
����� �� ��
 '������ �� ϕi(Ui)×R
n �� ��
 +��� ��������& ��� ��
 ��''��# ϕ−1

i .

�� A�� �
� H �
 � �
� �� �)'
 Fσ. 0�, i ∈ N ��� ���� ���� p(H) ∩ (S × Ui) �� � �
� �� �)'
 Fσ. -
+�


��
 ��''��# θi : ϕi(Ui)× R
n → Ui × R

n �) �������# θi(x, v) = (ϕ−1
i (x), v) ��� ��) x ∈ ϕi(Ui) ��� v ∈ R

n.

1� ���� ���
 ��
 ��''��# hi = 1S × (θi ◦ Tϕi) : S × π−1(Ui) → S × Ui × R
n �� � ���
����'����� %�
 �
�

Hi = H ∩ (S × π−1(Ui)) �� � �
� �� �)'
 Fσ �� ��
 �'��
 S × π−1(Ui), ��
�
���
& ��
 �
� hi(Hi) �� � �
� ��

�)'
 Fσ �� ��
 �'��
 S × Ui × R
n. -�
 �� .��& 4:��1F&  
���2 �/& ��
 '��?
����� �� ��
 �
� hi(Hi) ���� ��


'������ �� +��� ��� ��������� �� ��
 '������ S × Ui ×R
n �� � �
� �� �)'
 Fσ �� ��
 �'��
 S × Ui. A��
 ����

���� '��?
����� �������
� ���� ��
 �
� p(Hi). %�
 �
+������ �� ��
 �
����$
 ��'���#) ��'��
� ���� ��
�
 
,����

� �
� P �� �)'
 Fσ �
����$
 �� ��
 
����
 �'��
 S×M ���� ���� p(Hi) = P ∩(S×Ui) .:& 4
�F/� ����
 ��
 �'��


S ×M �� �
���C���
 !�

 �
��� �"& 
��� ��� �'
� ����
� �� � �
� �� �)'
 Fσ .:& 4���1F/� %���& p(Hi) �� � �
�

�� �)'
 Fσ �� ��
 �'��
 S × M. %�
 �
*���
� ���
����� ������� ��� ���� ��
 
*�����) p(H) =
⋃

i∈N
p(Hi).

%�
 �
��� �� '��$
��
����� �� %�� �	
 r ∈ R ��� ��� {(f, ξ) ∈ S × TM : λ(f, ξ) < r} �� � ��� �� �
�� Fσ.

 ����� %�
 �
*���
� ���
����� ������� ���� ��
 
*�����) !�
 �����
 ln 0 = −∞"

{(f, ξ) ∈ S × TM : λ(f, ξ) < r} =
⋃

k∈N

⋃

j∈N

⋂

m≥k

{(f, ξ) ∈ S × TM : ln |dfmξ|1/m ≤ r − j−1}, r ∈ R.

1� ����& ��
 ��������� �����# ���� S × TM �� R �) ��
 ���
 (f, ξ) 
→ ln |dfmξ|1/m, m ∈ N, ��
 ����������

��
 �� ���
������ � ��� � �� �
��� �& ��
�
���
& ��
 �
�� ���
� ��
 ��#� �� ���
��
����� ��
 ����
� �� �
�� ��

��
 �
���� �� ���
��
������ %�
 �
��� �� '��$
��

 ���� �� ��� �������� �� () (TM)∗ �
 �
���
 ��
 ����
� �� ���#
�� �����
 TM ������
� ���� �� �)

�������# ��� ��
 C
�� $
���� �� 
��� ��)
�� 0�, ��������) k, T ∈ N ��� �
+�
 ��
 �������� gk,T : S×(TM)∗ →
R �) ��
 
*�����)

gk,T (f, ξ) = |dfkT ξ| · |df (k−1)T ξ|−1, f ∈ S, ξ ∈ (TM)∗.

-�
 �� ���
������ � ��� � �� �
��� �& ��
 �������� gk,T �� �����������
0�, i ∈ {1, . . . , n− 1} ��� ��� 
��� j ∈ N �
+�
 ��
 �������� hk,T

i,j : S ×M → R �) ��
 
*�����)

hk,T
i,j (f, x) = sup

ξ∈Ei,j(f,x)\{0}
gk,T (f, ξ), f ∈ S, x ∈ M,

��
�
 Ei,j(f, x) = {ξ ∈ TxM : Φ(λ(f, ξ)) < Φ(λi(f, x)) + j−1}, ��� Φ: R → [−1, 1] �� ��
 ����
����#
���
����'����

Φ(x) =

{
x

|x|+1 ��� x ∈ R,

sgnx ��� x = ±∞.

�)+,)- ./�*0�+�1' �2130�21�,+ %.4401�/ *��& 5� /�& 6 ����



1) ��44�)/+3,3�()*7+ 8�)%40� �	�

0�, ��������) r ∈ R ��� ���� ���� ��
 �
� Ck,T
i,j,r = {(f, x) ∈ S × M : hk,T

i,j (f, x) > r} �� � �
� ��
�)'
 Gδσ . 8����
 Gk,T

r = {(f, ξ) ∈ S × (TM)∗ : gk,T (f, ξ) > r}. =��
�$
�& ��� 
��� q ∈ Q �����


Aq = {(f, ξ) ∈ S × TM : Φ(λ(f, ξ)) < q}, Bi,j
q = {(f, x) ∈ S ×M : Φ(λi(f, x)) + j−1 > q}. 1� ���� ���
 ��


��������# �
'�
�
������� �� $����6

Ck,T
i,j,r =

⋃

q∈Q

p(Gk,T
r ∩Aq) ∩Bi,j

q . (4)

-�
 �� ��
 ���������) �� ��
 �������� gk,T & ��
 �
� Gk,T
r �� �'
� �� ��
 �
���C���
 !�) �
��� �" �'��
 S×TM

��� �
��
 �� �� � �
� �� �)'
 Fσ .:& 4���1F/� -�
 �� �
��� 
& ��
 �
� Aq �� ���� � �
� �� �)'
 Fσ. %�
�
���
&
��
�� ���
��
����� '���
��
� ��
 ���
 '��'
��) ��� �
��
& �) �
��� :& ��� ���#
 ���
� ��
 ��''��# p ��
�

���� 7��� �
� �� �)'
 Fσ �� ��
 �
���C���
 !��
 �� �
��� �" �'��
 S ×M �� � �
� �� �)'
 Gδσ .:& 4���1F/�

8�������# �� ��
 �
���� �� .��/& ��
 �������� λi : S × M → R �
���#� �� ��
 �
���� (���
 ������ %�
�
���
&

Bi,j
q �� ���� � �
� �� �)'
 Gδσ .��& 4�	��/� %���& ��
 �
�� �������# �� !:" ���
� ��
 ��#� �� ��������
 ����� ��


�
�� �� �)'
 Gδσ �� �
�� �� ��
 �
����� �� ���� ������

�� -
+�
 ��
 ��������� sm,T,j , σl,T,j & ��� Ω
(i)
T,j , m, T, l, j ∈ N, ���� S ×M �� R �) ��
 
*������
� !f ∈ S,

x ∈ M"

sm,T,j(f, x) =
1

mT

m∑

k=1

lnhk,T
i,j (f, x), σl,T,j(f, x) = sup

m≥l
sm,T,j(f, x), Ω

(i)
T,j(f, x) = inf

l∈N

σl,T,j(f, x). (5)

0�� ��) T ∈ N �
+�
 ��
 �������� Ω
(i)
T : S ×M → R �) ��
 
*�����)

Ω
(i)
T (f, x) = lim

m→∞

1

mT

m∑

k=1

ln ‖dfT |df(k−1)T Ei(f,x)‖, f ∈ S, x ∈ M,

��� ���� ����

Ω
(i)
T (f, x) = inf

j∈N

Ω
(i)
T,j(f, x), f ∈ S, x ∈ M. (6)

0�, T > 0, f ∈ S& ��� x ∈ M.A��
 ���� ��� ��) j, k ∈ N ��
 �
+������ �� ��
 �������� hk,T
i,j ��'��
� ��
 
*�����)

hk,T
i,j (f, x) = ‖dfT |df(k−1)T Ei,j(f,x)‖. 0����
�& ��� 
��� j ∈ N �
 ��$
 ��
 ��������� Ei(f, x) ⊂ Ei,j(f, x), ���

��� �
����� j0 ∈ N �� ����� �� 
*�����) �
����
 ��
 �
� �� $���
� �� ��
 �
��������� �� ��
 �������� λ ����

��
 ���#
�� �'��
 TxM �� +���
 .�/� 0�����)& ��
 �� ��
 �
+������ �� ��
 �''
� ����� �
 ��$
 ��
 
*�����)

Ω
(i)
T,j(f, x) = limm→∞ sm,T,j(f, x).

�� 8�������# �� '���#��'� �& ��� 
��� �� ��������� lnhk,T
i,j , j, k, T ∈ N& ��
 '�
���#
 �� 
��� ��) (r,∞],

r ∈ R �� ��
 �
� �� �)'
 Gδσ, ��
�
���
& ��
 �� .��& 4�����1/& ��
�� ���� sm,T,j '���
�� ��
 ���
 '��'
��) �� �
��

�� ��
 ��������� σl,T,j , m, T, l, j ∈ N. %�
 
*�����) [r,∞] =
⋂

s∈N
(r− 1/s,∞] ��� '��'
���
� �� ��
 '�
���#


�� � �
� ��'�) ���� ��
 '�
���#
 �� ��) ��) [r,∞] �� � �
� �� �)'
 Gδσδ ��� 
��� �� ��
 ��������� σl,T,j ,

l, T, j ∈ N� -�
 �� ��
 ��
��
� .��& 4�	��/& ��
�
 ��������� �
���# �� ��
 ����� (���
 ������ %�
 �
+������ ��

�
����� 
,'��
��� ��� 
*������
� !
"& !�" ��'�) ��
 �
'�
�
�������

Ω(i)(f, x) = inf
(l,T,j)∈N3

σl,T,j(f, x), f ∈ S, x ∈ M.

 
������# �� �� ��
 ����

Ω(i)(f, x) = lim
k→∞

min
l+T+j≤k

σl,T,j(f, x), f ∈ S, x ∈ M,

�
 #
� ���� ��
 �������� Ω(i) �� � ����� �� � �������
����# �
*�
��
 �� ��������� �� ����� (���
 ����� ���&

��
�
���
& �� �
���#� �� ��
 ������ ������

:� @�����
� ��
 ���
 i = n �
'����
�)� -
+�
 ��
 ��������� hk,T , sm,T , σl,T , k, l,m, T ∈ N, ���� S ×M

�� R �) ��
 
*������
� !f ∈ S, x ∈ M"

hk,T (f, x) = sup
ξ∈TxM\{0}

gk,T (f, ξ), sm,T (f, x) =
1

mT

m∑

k=1

lnhk,T (f, x), σl,T (f, x) = sup
m≥l

sm,T (f, x).

�)+,)- ./�*0�+�1' �2130�21�,+ %.4401�/ *��& 5� /�& 6 ����



�	: %'()*

8� ��� '����
� ��� �� '���#��'� �& ��� 
��� r ∈ R ��
 �
� Gk,T
r �� �'
�& ��
�
���
& ��
 +��� ���
����� ��

�
��� : ��'��
� ���� ��
 �
� p(Gk,T
r ) = {(f, x) ∈ S ×M : hk,T (f, x) > r} �� �'
� ���� %���& ��
 ���������

hk,T ��
 �
������������ ���� �
��� ��� �
��
 ��
 ��������� lnhk,T '���
�� ��
 ���
 '��'
��) �� �
�� ��

��
�� ���� sm,T ��� ��
 ��������� σl,T , k,m, T, l ∈ N ��
 �� .��& 4�����1/�%�
 �
+������ �� ��
 �''
� �����

��'��
� ��
 �����

Ω(n)(f, x) = inf
T∈N

lim
m→∞

sm,T (f, x) = lim
k→∞

min
l+T≤k

σl,T (f, x), f ∈ S, x ∈ M.

����
 
��� �
������������ �������� �
���#� �� ��
 +��� (���
 ����� .��& 4�5�1/& ��2��# ���� ������� .��& 4���111/&

�
 #
� ���� ��
 �������� Ω(n) �� ��
 ����� �� � �������
����# �
*�
��
 �� ��������� ���� ��
 +��� ����� ���

�
��
 �� �
���#� �� ��
 �
���� ������ %�
 ��
��
� �� '��$
��

 707 7A@7�

�& *& �& ��������
�
�9��
 :1#����� 8	���	���� �� ,���������� 0���������� +��$����#& 8�	� *���
; <���	& .	���& 	

=��>
 �??� =��?�>&

�& *& �& ��������
�
�9��
 :4#������ 0�������� �� � @� ��# �� 0��� �	�
�� � �� � ���	�A�� *����	 %�����
;
���� & B� ��9� �� =�>
 �� =��?6>&

�& �& -& 3�	��

 $�%	�	����� &�'���"� =+�	��"�	
 /&'&
 ��5C� ��	 ������
 ��5�>&

�& (& (�	�����9�
 &�'���"�& *��& � =2���� �� 8	���
 /&'&
 4�����
 -�	�A���
 ��CC� ��	
 ������
 ��CC>&

6& *& �& ��������
�
�9��
 :.������� 8	�$�� �� ,���	�� 0��������
; <���	& .	���& 	
 =��>
 ��?� =��??>&

C& *& �& ��������
�
�9��
 :)� %��	� ,���� �� ,���	�� 0��������
; <���	& .	���& 	� =��>
 ���� =��?�>&

5& *& �& ��������
�
�9��
 :�������� %�
� 0�������� ��� %��	� ,������ �� @��������
; <���	& .	���& 	� =C>
 ��?5
=����>&

?& *& *& %#9��
 :%�
� 0�������� ��� %��	� ,������ �� @��������
; ��D &���� �	���# (# �# )	���
���"�
 *�� ��
=������ +���� .���&
 ������
 ����>
 ��& ��E���&

�& �& <�"���F�
 &�'���"� =2��#� ��� %����
 %�����
 ��CC>&

��& (& (�	�����9�
 &�'���"�& *��& � =2���� �� 8	���
 /&'&
 4�����
 -�	�A���
 ��C?� ��	
 ������
 ��C�>&

��& *& �& ��������
�
�9��
 :4#������ 0�������� �� @�������� �� 8�	� ���	
; ���� & +$�	�& ��� =�>
 �C� =��??>&

��& @& 3�����	�
 �	� &�	��� =��� *���
 4���A�"
 ����� )/1�
 ������
 ���5>&

!��	�����
 �
 &� &���
�	�'��

�)+,)- ./�*0�+�1' �2130�21�,+ %.4401�/ *��& 5� /�& 6 ����


