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� �
�� ����� �� �������� �
� ������� �������� ������� ��� ������ ��������� ��������� �� �
� ��������
������� �� 
���������� ��������� ������� �������� ���� ���������� �� ��� ������� !
� ������� ��
������"����� �� �
� ����� �� �
� #���� �� �
� ������� �� �
� #���� �� ��� �������� ������� ��� ���������� ��
$�% �� �
� ����� �� ����������� &������� ������� 
� �
�� ���� �
� ������ �� �
�� ������� ��� ��� �������� ���
������� #����� �� ����������� !
� ������� ���� ��� ���������� �� $�%� 
� ��������' �
� ������� ��� �
� ��#����
�������� ��� ���� ���#�� �� �
�� ������ (���
�� ��������"����� ��� �������� �� $�%' �
� ����� �� �����
���
��� �
� ������� #���� ��� �
� ����������� ��� �
� �������� ������� �� �
� ������� ���� ����������� !
�
�������� �� ������"����� �� �
� �)���� ��� �������� ����� �� �
� ��������� �� �
� ������� #���� ��� �
�
������� �� �
� ���� �� &������� ������ ���� ���#�� �� $*' 	% ��� $+%' ��������#�� � ,��� �
�� �� ��� ������
��������� ���#� �
� ��������� ���� �� �
� �������� ��������� �� �
� ��������� �� �
� ������� �� �
� ���� �� �
���-����������� .��/�# ������� ��� �
� �������� �� �
� ���� �� .����' �� 0�������� (� ���������#� �������

��� �������� �� $�% �� �
� ������� �������� ������� �� �
� ���� �� �� �������� ��������� �� �
� 0�-����
�� �� ��1���� ���� 
���"�� ��� ��� �������� 
���������� ��������� ( ����������� �)������ ��� ��������
�� �
�� ����������� �� �
�� �
� ������� �� �
� ������� �������� ������ ���� ������ �
�� �)������� 
� ���
�
��� �
�� �
� 2������� ���������3 
����' ����� ' ��� �
���� ��/� �
� ������� �������� �� �
� �)������
��� �������� �
� ��������' ����' �
� ��� �� ������ �
��� �
� #���� �� �
� ������� ��������� ���
 ��� �������
�������� 
� �
�� ����� �� ���� � ������� �������
 ��� ������ �� �� �
� ���� �� 1���� 
���"��' �
��
 ������
�� �� ��������"� �
� ������� �� $�4+%�

5������� �
� ���� �� �� �������� 
���������� ��������

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt, (1)

�
��� Bt �� �
� �������� &������� ������ ����������� ���
 �
� 1�������� (Ft)t≥0 ��� �
� ��������� b ���
σ ��� 0����
��"���' ����'

|b(x) − b(y)|+ |σ(x) − σ(y)| ≤ C |x− y|
��� ���� �������� C' �
��
 ������� �
� ��������� ��� P-���� ���)������ �� �
� ������ �������� �� 6�7� 8�
���� ������� �
� �������� Xt �� �������' �
�� ���� ��� �������� �
� ��������� ������� �� �������� ��� ��
����������� �� � ����������� �� ������� �����

(� �� /����' �
� �
������������ �������� ��� �������� 6�7 
�� �
� ����

LXf(x) = b(x)
∂f

∂x
(x) +

σ2(x)

2

∂2f

∂x2
(x).

& J �� ������ �
� ��� �� #����� �
��
 �
� ������� (Xt,Mt) ��� ��/� ��� �������� �
� ������� ��������
�������

V∗(x, s) = sup
τ∈MX(f)

Exsf(Xτ ,Mτ), (2)

�
��� �� ������ �
�� �
� �������� f(x, s) ∈ C2,1(J ) ���������� �
� 2���������3 �� �
� #���� �� �
� �������
�� �
� �������� ������ �� �
� #���� �� �
� ������� ������� �����1�� �
� ��������� f ′

s(x, s)|x=s = 0' ���
MX(f) �� �
� ��� �� ��� �������� ������� τ ������ ��� �
� ��������� Exs supt≤τ |f(Xt,Mt)| < ∞' ∀(x, s) ∈ J �

���
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0 '�1&'/' ���

(� ����' ������� �
�� �� P( lim
t→∞

Xt = lI) > 0' �
�� ∀s ∈ I lim sup
x→lI

f(x, s) < ∞� !
� #�������� �� �
��

��������� ��� ������� s ����� �
�� V∗(x, s) = ∞ ��� x < s�
9������ 6�7 �� � ���������� ���� �� �
� ������� V∗(x, s) = sup

τ≥0
Exsh(Xτ ,Mτ+ε)' �
��� ε > 0 �� ����

�������� 6������� �)��� �� ��1��� 7 ��� �
� �������� f(Xτ ,Mτ ) = E(h(Xτ ,Mτ+ε|Xτ ,Mτ ))�
:����� �
�� �
� ����� ����	
�� ��� � 
���������� �������� ������ ��� ����
����� �)������ 6�7 �� ��#�� � 

�
� �������

L(x) =

∫ x

exp

(
−

∫ y 2b(z)

σ2(z)

)
.

;����� μ(x) = b(x)
σ2(x) = − 1

2 (lnL
′(x))′ = − 1

2
L′(x)
L′′(x) �


� τa �� �
� ������ �
�� �
� �������� ����
�� �
� ��#�� a ��� τa,b = min(τa, τb)' �
�� ��� a ≤ x ≤ b ��

�#�

Px(Xτa = a) =
L(b)− L(x)

L(b)− L(a)
, Px(Xτa = b) =

L(x)− L(a)

L(b)− L(a)
.

,��� �
�� �
� ������ ���������� �� �
� .��/�# ������� (Xt,Mt) �
����� ��� �� �
� ��������' ����' ��
������ �
��� Xt = Mt�

;�� �� �
� �����
������� �
��������"����� �� �
� �������� V∗(x, s)' �
� ���� �� ��� ������� �� �
� ������
��� � ��� �� �
� �������� 6����' x < s7 �
��� �� 
�#�

f ′′
xx(x, s) + 2μ(x)f ′

x(x, s) > 0. (3)

<�� �
� ������ � ��� �� �
� ��������' �
� ��1��������� ��������� 
�� � ���� ������� ����� ,�#���
�����'
��������� 6�7 �� ��=����� ��� � ����� (x, x) �� ������ �� �
� ������ �� ������������ �� �����#�������

����� 	
 �	 
� ��	 �
	
��� 	� �	�
 �	 
�
�	� (x, x) ���� 	��	 �
	��� f ′
s(x, x) > 0� �� f ′

s(x, x) = 0 ��� 6�7
������

!
� ����� �� ����� �� �
� ���� �
�� �� ���������� �� �
� ����� ��� ��� ��=������ ����� k �� 
�#�
lim
δ→0

Exxf(Xτk,δ
,Mτk,δ

) > 0' �
��� τk,δ = inf{t : Xt = x + δ �� Xt = x − kδ}� !
� �������� ����� �� �
��

���)����� �� ������#�� ���� ��� �� �� ���� ���
!
� ���
�� �� �������� �� ������� 6�7 �� � ����� ��� ������� �������� ��������� 8� ������� �
�� �
�

��������� �� �����
 ������ �� #���� ��� �
�� ���#� �
� #���1������ �
������ !
� ������ ������� 
�� �� �
��
���� �
� ��������� ����>

LXV (x, s) = 0 ��� g(s) < x < s, ∂V
∂s (x, s)

∣∣
x=s− = 0,

V (x, s)|x=g(s)+ = f(x, s), ∂V
∂x (x, s)

∣∣
x=g(s)+

= f ′
x(x, s).

;����� Vg(s) = Vg(s, s)� ?���� �
�� X �� � ������� .��/�# �������' �� ��� �����

Vg(s, x) = H(s)
L(s)− L(x)

L(s)− L(g(s))
+ Vg(s)

L(x) − L(g(s))

L(s) − L(g(s))
. (4)

!
�� ���)����� 
���� ��� ��� x ∈ (g(s), s)� !�/��� �
� ����� ��� x ↓ g(s)' �� ���

lim
x↓g(s)

Vg(x, s)−H(s)

L(x)− L(g(s))
= lim

x↓g(s)

[
Vg(x, s)−H(s)

x− g(s)

/
L(x)− L(g(s))

x− g(s)

]
=

∂Vg(x, s)

∂x

∣∣∣∣
g(s)

· 1

L′(g(s))
=

F (s)

L′(g(s))
.

!
��' ���)����� 6*7 �������
Vg(s)−H(s)

L(s)− L(g(s))
=

F (s)

L′(g(s))
.

@��������� Vg(s) ���� �
� ������ �)����� ' ������������ �� �� ���� 6*7' ��� ���� ��� �
� ��������� �� ������
��A������' �� ���

Vg(x, s) =

[
F (s)

L′(g(s))
· (L(x)− L(g(s)))

]
+H(s). (5)

;����� Λ(g(s), s) = L(s)−L(g(s))
L′(g(s)) � (� �
� ����� (g(s), s) �� 
�#�

g′(s) = −f ′
s(g(s), s)Λ

−1(g(s), s) + f ′′
xs(g(s), s)

f ′′
xx(g(s), s) + 2μ(s)f ′

x(g(s), s)
. (6)
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& I �� ������ �
� �����#�� �
��� �
� �������� ��/�� ��� #����� ��� � I0 �� ������ �
� ���� �����#��
���
 ��� ����� ������ lI �

����
�
�� 	
 ( �������������� ���� ����� ������� g : I → I0' g(s) ≤ s' �� ������ ���������� �� �
�
������ (g(s), s) ������ �� �
� ������� �� �
� ��� {(x, s) : LXf(x, s) < 0} ��� ��� lI < g(s) < s �
� ��������
g(s) �����1�� 6+7�

;������������� 6	7 ���
 ������� �� g(s) 6�� �� ����������� #�������7' �� ������ �
� ���������
����� �
 �� 	�� 
������
	� g1(s) ≤ g2(s) ����� ��� ��� s� 	��� Vg1(x, s) ≥ Vg2(x, s)�
<���
��' ����� �
� �������� �� �
� ����������� �)������ ����������� ������� �� �
� ������� ����������'

�
��� ������ �
� ������� ���������� ������� g∗(s)� 8� �� �
�� �
� �������� f �����1�� �
� ������ ��������
��������� �� ��� �� s �
��� ������ � ������� x(s) ���
 �
�� LX(x, s) ≤ 0 ��� x < x(s) ��� LX(x, s) ≥ 0
��� s > x > x(s)�

������� 	
 ��	 f ��	
��� 	�� �
���� �����
�� ����
	
��� �� 	�� ����	
�� Ef(Xτ∗ ,Mτ∗) < ∞ ����� ��� 	��
�	�


�� �����	 τ∗ = inf{t > 0 : Xt ≤ g∗(Mt)}� 	��� 	�
� �����	 
� �
	
��� 
� 
������ 6�7�
������ 0�� g(s) �� �� ���������� ������� � (��� 
��B� ������� �� �
� ������� Vg(Xt,Mt)� 8� ���

Vg(Xt,Mt) = Vg(x, s)+

t∫

0

σ(Xr)
∂Vg

∂x
(Xr,Mr)dBr+

t∫

0

σ(Xr)
∂Vg

∂s
(Xr,Mr)dMr+

t∫

0

(LXVg)(Xr,Mr)dr. (7)

!
� �������� �#�� Mr �)���� "��� ������� �� �
� ��������� �� ������ ��A�������

!
� �������
t∫
0

σ(Xr)
∂Vg

∂x (Xr,Mr)dBr �� � ���������� ����� ���������� ��� �
� �������
t∫
0

(LXVg)(Xr,Mr)dr

�� ��� ���������� ��� �� �
� ������ �������� ���������� !
�� ������� �
�� Vg(Xt,Mt) �� � ����� ����������������
0�� τ �� �� �������� �������� ������ ��� X � 5������� τ ′ = inf{t ≥ τ : LX(Xt,Mt) ≤ 0}� (��� ���


��B� ������� �� �
� ������� f(Xt,Mt)' ������� �� 6�7 �� ���

f(Xt,Mt) = f(x, s) + Q̂t + P̂t,

�
��� Q̂t �� ���� � ����� ���������� ��� P̂t =
t∫
0

(LXf)(Xr,Mr)dr ��������� ��� τ ≤ t ≤ τ ′�

!�/� � ��)����� �� �������� ������ σn ����� ������"��� ��� Q ��� Q̂� 
� �
�� ����'

Exsf(Xτ∧σn ,Mτ∧σn) ≤ Exsf(Xτ ′∧σn ,Mτ ′∧σn) ≤ ExsVg(Xτ∧σn ,Mτ∧σn) ≤ Vg(x, s) +ExsQτ ′∧σn = Vg(x, s).

!������ n �� ��1��� ��� ����� <����B� �����' �� ��� Exsf(Xτ ,Mτ ) ≤ Vg(x, s)� !�/��� �
� ��������
�#�� ��� �������� τ ��� �
� ��1��� �#�� ��� �������� g' �� ������

V∗(x, s) ≤ inf
g
Vg(x, s) = Vg∗(x, s),

��� �
� �)����� 
���� ������� �� Vg∗(x, s) = Exsf(Xτ∗ ,Mτ∗)�
,�� ������� �� �
� ���� �� 1���� 
���"��� 5������� �
� �������

V∗(x, s, t) = sup
0≤τ≤T

Exstf(Xτ ,Mτ , τ), �
��� (f ′
s(x, s, t))|x=s = 0 ��� �� s ��� t (8)


�� ��������� ���������� ���� ��
V∗(x, s, t) = sup

0≤τ≤T
Exsth(Xτ ,MT )

��� �
� �������� f(Xτ ,Mτ , τ) = E(h(Xτ ,MT )|Xτ ,Mτ , τ)�
& �
� ������ ���
 �
� ���#���� ����' ��� �
� .��/�# ������� (Xt,Mt, t) �� 
�#�
����� �
 �� f ′′

xx(x, s, t) + 2μ(x)f ′
x(x, s, t) + f ′

t(x, s, t) > 0 	��� 	�� �	�
 �	 	�� 
�
�	 (x, x, t) 
� ��	
�
	
����

!
� ����� �����"�� �
� ���� ���� �� 0���� �' ��� 
���� �� ���� ���

� ����� �� ����#� �� �)������ ��� �
� ������� �� ������� ��������' �� ���� ��� ���� �������� �����
����� �
 ��� ���
��	
�� V ′

s (x, s+, t) ��
�	� ��� ��	
���� 	�� ������
�� ����	
�� �� 	�� ����
� C ��
���	
���	
�� �� �������	
��� (

∂

∂t
+ LX

)
V ′
s (x, s+, t) = 0. (9)
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������ 5������� �� �������� ����� (x0, s0, t0) ��� ���#� �
� ��)����� ��������� ��� ��� ����� �
� ��� C ��
����' �� ��� ��/� δ > 0 �� �
�� {(x, s, t)} ∈ C ��� s0 ≤ s ≤ s0 + δ� <�� �� �������� ������� g = g(t)
�������� �
� �������� ������ τ̄g = inf{θ > t : Xθ ≥ s0 �� Xθ ≤ g(θ)}� ;�1�� �
� �� ��� ��������

W (x, s, t) =

{
V (s0, s, t), ��� x = s0 C

f(x, s, t), ��� x < s0 �

<����� ' ������ w(x, s, t, g) = ExtW (Xτ̄g , s, τ̄g)� ,��� �
�� ����� V ′
s (s0, s+, t)|s=s0

������ ��� �� t' �
�� W
�� ������������� ��� 
���� w′

s ������ ���� ����� �
� ������� g 6��� 
���� τ̄g7 ���� ��� ������ �� s' �
�
��������� �������� �� #����>

w′
s(x, s, t, g) = ExtW

′
s(Xτ̄g , s, τ̄g).

!
�������' w �����1�� �
� �)������ w′′
st + LXws = 0�

<���
��' ��� s0 ≤ s ≤ s0 + δ �� 
�#� w(x0, s, t, g) ≤ V∗(x0, s, t0)' ��� �
� �)����� �� �������� ���
g(θ) = g∗(s, θ)�

& X �� ������ �
� ������� �� �
� ����� �� ������������� (Xτ̄g ,Mτ̄g , τ̄g) ���
 ��� �������� τ̄g� 
� �� �����
������� ��� �� ε > 0 ��� ��� ��=������ ����� ������ M �
� ������ #������� ������� �� �
� ������� ���
[x0−M,x0+M ]×[s0, s0+M ]×[0, T ]���
 �
� ���������� ��������� 1−ε� !
�������' ��������� �� 9��/
���#B�
�
�����' X �� ������� 6�� �
� ���/ ���#������� ������� 7� <���
��' W ' ��� 
���� w' ��� ��������������
���� ���#�� !
�� ���� ��� �
� ��������� �� w′

s ����� �� �� ���� �
� ��#����� �
����� �� �
� ����������� ��
5������� * ���� $D%� !
�� ��#�� �
�� �
� �������� V∗(x, s, t) = w(x, s, t, g∗) �� ������������� ���
 ������� �� s
���� �
� ���
� ��� �
� ����#���#� �����1�� 6E7� !
� ����� �� ���#���

,��� �
�� �� g(s, t) �� �����
' �
�� �
� ��������� �� �����
 ������ ������� �
� �)�������� V ′
s (g(s, t), s, t) =

f ′
s(g(s, t), s, t) ��� V ′

t (g(s, t), s, t) = f ′
t(g(s, t), s, t)�

;���#� �
� ����������� �)������ ��� �
� ������� ����� �
� ������� �� �
� ������� �������� ������ ��� �
�
������� (Xt,Mt, t)� ;�1�� �
� �������� ������� τg = inf{t > 0 : Xt ≤ g(Mt, t)}' τ0 = inf{t > 0 : Xt = Mt}'
��� τg0 = τg ∧ τ0� ;����� Vg(x, s, t) = Exstf(Xτg ,Mτg , τg) ��� V 0

g (s, t) = Vg(s, s, t)�
(��� ��� 
��B� ������� �� �
� �������� V ′

s (x, s, t)' �� ���

V ′
s (Xτg0 , s, τg0) = Vs(x, s, t) +

τg0∫

t

(
∂

∂t
+ LX

)
Vs(Xr, s, r)dr +

τg0∫

t

σ(Xr)
∂Vs

∂x
(Xr, s, r)dBr .

!�/��� � ������"��� ��)����� �� �������� ������� ��� ����� <����B� ����� �����' �� �������� �
�� V ′
s (x, s, t) =

EV ′
s (Xτg0 , s, τg0)' ��

V ′
s (x, s, t) =

T∫

t

V ′
s (s, s, θ)dΦ

h(x, s, θ) +

T∫

t

V ′
s (g(s, θ), s, θ)dΦ

l(x, s, θ), (10)

�
��� Φh(x) = P (τg0 = τ0 ≤ x) ��� Φl(x) = P (τg0 = τg ≤ x)� !
� 1��� ������� �� 6��7 �)���� "��� ��� ��
�
� ��������� �� ������ ��A������� ?�� �
� �����
���� �� ������ �� s ��� ������������ ���
 ������� �� x' 8�
������

Vxs(g(s, t), s, t) =

T∫

t

fs(g(s, θ), s, θ)d(Φ
l)′x(g(s, t), s, θ). (11)

F� �
� ��
�� 
���' �������������� �
� �������� ��������� �� �����
 ������ ���
 ������� �� s' �� ���

Vxs(g(s, t), s, t) + gs(s, t)Vxx(g(s, t), s, t) = fxs(g(s, t), s, t) + gs(s, t)fxx(g(s, t), s, t),

V ′′
xs(g(s, t), s, t) =

(
∂

∂t
+ LX

)
f(g(s, t), s, t) · g′s(s, t) + f ′′

xs(g(s, t), s, t).

5�������� �
�� ���
 6��7' �� ������ �
� ��������� �)������>

g′s(s, t) =
σ2(g(s, t))

2
·

T∫
t

f ′
s(g(s, θ), s, θ)dψ(s, t, θ) − f ′′

xs(g(s, t), s, t)

(f ′
t + LXf) (g(s, t), s, t)

, (12)
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�
��� ψ(θ, s, t) = (Φl)′x(g(s, t), s, θ) ��� �� ���������� �� ��������� �� �
� ������ /��� G������� �)������

Ψ′
x(g(s, t), g(s, r), r) =

r∫

t

Ψ(g(s, θ), g(s, r), r − θ)dψ(s, t, θ)

��� �
� ������������ �������� Ψ(x, y, t) = P(Xt∨τ0 ≤ y | X0 = x)�
9������ �� �
� ����� �� �
� #���1������ �
������
����
�
�� �
 ( �������������� ���� ����� ������� g : I× [0, T ) → I0' g(s, t) ≤ s' �� ������ ����������

�� �� �
� ������ �
��� lI < g(s, t) < s �
� �������� g(s, t) �� �
� �������� �� �)������ 6��7 ��� �
� ���)����� 
LXf(g(s, t), s, t) ≤ 0 
���� ��� ��� (s, t)' �
��� g(s, t) > lI �

8� �� �
�� � �������� f �����1�� �
� ������ �������� ��������� �� ��� ���
 s �
��� ������ � ������� 
x(s, t) �� �
� �����#�� I ���
 �
��

(
∂
∂t + LX

)
f(x, s, t) ≥ 0 ��� x > x(s, t) ���

(
∂
∂t + LX

)
f(x, s, t) ≤ 0 ���

x < x(s, t)�
;�1�� Vg(x, s, t) ��� s ≥ x ≥ g(s, t) �� �
� �������� �� 5���
 ������� ��� �
� �)������

(
∂

∂t
+ LX

)
Vg(x, s, t) = 0

���
 �
� ������� �������� ���������� ��� ���������� �� �����
 ������ �� �
� ������� g' ��� ���� ���
 �
�
��������� Vg(x, s, T ) = f(x, s, T )� 
� �
�� ���� �� ��� �������� ���#� �
�� Vg(Xt,Mt, t) �� � ����� �����-
�����������

����� �
 �� ��� ��� s ��� t 	�� 
������
	� g1(s, t) ≤ g2(s, t) 
� ���
�� 	��� Vg1(x, s, t) ≥ Vg2 (x, s, t)�
������ <�� Vg1 ��� Vg2 �� ����� ��������������� ������� �� 6�7 ���
 �
� ��� �� �
� ����� ����������� Q1

r

��� Q2
r ��� �
� ������������� ��������� P 1

r ' P
2
r � �������� ��� ���� �
� ��
�� ��� ��/� � ������"��� ��)�����

�� �������� ������� ��� Q2
r −Q1

r� 8� 
�#�

(Vg2 − Vg1)(Xτ1∨σn ,Mτ1∨σn , τ1 ∨ σn) = Vg2(x, s, t)− Vg1 (x, s, t) + (M2 −M1)τ1∨σn + (P 2 − P 1)τ1∨σn , (13)

�
��� τ1 �� �
� ������ �
�� g1 �� ��������� !
� ������ ������� �� �)��� ��
τ1∨σn∫
τ2∨σn

(
∂
∂t + LX

)
Vg2(Xr,Mr, r)dr

��� �� ��� ���� �
�� "���'
<�� n → ∞ �
� ���������� �� �
� ���
�-
��� ���� �� �)����� 6��7 ����� �� Vg2(Xτ1 ,Mτ1 , τ1)−Vg1(Xτ1 ,Mτ1 ,

τ1) = f(Xτ1 ,Mτ1, τ1)− f(Xτ1 ,Mτ1, τ1) = 0� ?���� <����B� �����' �� ��� Vg2(x, s, t)−Vg1 (x, s, t) ≤ 0' �
��

��� ��)������

<����� ' ���#� �
� ���� �������� �������
����� �
 ����� ��
�	� 	�� ���
��� ���
��
��� �������� g∗(s, t)�
������ 
� �������� ���
 �
� ���� �� �� ��1���� ���� 
���"��' �
� ���� �� �
� �)������ ��� �
� ������� ��

��� ������� 
��� �� ���#� �
� ��������� �� �
� ������� �������� ������� � ,����� ������� �
�� �� �� ��=�����
�� ���#� �
� ��������� �� �� ���������� �������� 
�#��� �
� ������� �������� (s, t) �→ Vg(s, s, t)�


� ����' ������� g1(s, t) ��� g2(s, t) ��� ��� ���������� ���������� ��� ��� �
� ���)����� Vg1(s, s, t) ≤
Vg2 (s, s, t) 
��� ��� ��� s ∈ I ��� t ∈ [0, T ]� 
� �
�� ����' Vg1(g1(s, t), s, t) = f(g1(s, t), s, t) ≤ Vg2 (g1(s, t), s, t)'
� 0���� 	� ;����� C1 = {(x, s, t) : s > x > g1(s, t)}' �� �
� ������� �� �
�� ��� �� 
�#� Vg2 (x, s, t) −
Vg1 (x, s, t) ≥ 0� ����� �� �
�� ����

(
∂
∂t + LX

)
Vg1 = 0 ������ �� C1' �
�� ��� �� �
� ������ �������� ���������'

������ �� C1 �� 
�#� �
� �)����� 
(

∂
∂t + LX

)
(Vg2 − Vg1) ≤ 0� (���� ���
 �
� ���)����� �� �
� ������� ��

C1 �
�� ����� �
�� Vg2 − Vg1 ≥ 0 �� C1� F������ �� C1 �� �������� ��� Vg1 (x, s, t) = f(x, s, t) ≤ Vg2(x, s, t)�
!
��' �� ��� � ������� ���������� �������� g∗ ��� ��� ��� (s, t) �
� �)����� Vg∗(s, s, t) = inf

g∈G
Vg(s, s, t) ��

#���� 6
��� �� 
�#� ������� �
� ��� �� ��� ���������� ���������� � G7' �
�� ��� ��� (x, s, t) �� 
�#�

Vg∗(x, s, t) = inf
g∈G

Vg(x, s, t).

,�� ������� �
� ���)����� g(s, t) > g∗(s, t) 
���� ��� ���� ���������� �������� g ��� ���� s ��� t� 
�
�
�� ����' Vg(g(s, t), s, t) = f(g(s, t), s, t) < Vg∗(g(s, t), s, t)' ��� �
�� ����������� �
� ��������� �� Vg(s, s, t)�


� ������� �� �
�� �
� ��������� �� �
� �������� g∗ ������"��� Vg(s, s, t)� 5������� �
� �������� V̂ (s, t) =
inf
g∈G

Vg(s, s, t)� !
� ��1��� �� ���������� 
��� ������� �
� #����� ��� ������� ���� ����� � �
� #��-

�� f(s, s, t)�
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<����� ' ��1�� V̂ (x, s, t) �� �
� �������� �� �
� 5���
 ������� ���
 ���������� �����1�� �� �
� ��������'
����' (

∂
∂t + LX

)
V̂ (x, s, t) = 0, V̂ (x, s, t)

∣∣∣
x=s

= V̂ (s, t), ∂ ̂V
∂x (x, s, t)

∣∣∣
x=s

= ∂ ̂V
∂s (x, s, t).

!
� ������� V̂ (x, s, t) ������� f(x, s, t) �#�� ���� ���#� g∗(s, t) �
��
 �� ���������� ������� �
� ��������
�� �
� 5���
 ������� ����������� ������� �� ������� �����������

!
� 1��� ������ �� ��#�� � 
������� �
 ��	 g∗(s, t) �� 	�� ���
��� ���
��
��� ����	
��� �� 	�� �	�


�� �����	 τ∗ = inf{t > 0 :

Xt ≤ g∗(Mt, t)} ��	
���� 	�� 
������
	� Ef(Xτ ,Mτ , τ) < ∞� 	��� 
	 
� �
	
��� 
� 
������ 6D7�
������ 0�� τ �� �� �������� �������� ������ ��� �
� ������� X � 
� �
� �������������� �� Vg �� ��/� �

������"��� ��)����� �� �������� ������� σn ��� Q� 
� �
�� ����'

Exstf(Xτ∧σn ,Mτ∧σn , τ ∧ σn) ≤ ExstVg(Xτ∧σn ,Mτ∧σn , τ ∧ σn) ≤ Vg(x, s, t) +ExstQτ∧σn = Vg(x, s).

!��� n �� ��1��� ��� ��� <����B� ������ 8� ������ Exsf(Xτ ,Mτ ) ≤ Vg(x, s)�
!�/��� �������� �#�� ��� �������� τ ��� ��1��� �#�� ��� ���������� g' �� ���

V∗(x, s) ≤ inf
g
Vg(x, s) = Vg∗(x, s);

�
� �)����� ��/�� ����� ������� �� Vg∗(x, s) = Exstf(Xτ∗ ,Mτ∗)�

:@<@:@,5@�

�� �� )���!��"� :� 1�� ��� 1� 5� :���� ;
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