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Reflexivity for spaces with extended norm
I.G. Tsar’kov∗,∗∗,1
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��� �������� �� � �������� ����� �� ������ ���� ��� ��������� ���� �� ����� ������ ������ �� ���
���������� ����������� ������ � !������������ ���������� �� ���� �� ���������� ����������� ��� ��"��
#��� ��� ���� �������� �� ��������� �� ������� ������ �� ������"$������� %��� ���$���� ��  ��������
������������� ������ ��� ������� ������ �� ���������� ���� ����������� &�� ���� ���"��� �� ������ ������
#��� ���������� ����' ��� (�)*(+)� &�� ���� ���"��� �� ���$���� ��  �������� ������������� ������ ��
���������� ������' ��� (,)*(-.)�

/�� B $� � ������ �"$��� �� � ������ ����� X ���� R #��� ��� �����#�� ����������0
�1 0 ∈ B2
-1 ��� ���� � = {te | t ∈ R := [−∞,+∞]} 3e �= 01 ������ ����" � ��� ��� �� ���������� B �� �� ������

����� ��������2 ���� ��' B ∩ � = {te | t ∈ [α, β] ⊂ R}� 4���' #� ���"�� ���� α = −∞ 3β = +∞1 �� � ∩ B ��
��� "���� 3��#��1 $�"��� 5��� B #� #��� ��������� ��� ������ %��6�#�6� �"�������� pB : X → [0,+∞]
$� ������ ' ��� ��� x ∈ X \ {0}'

pB(x) := inf{t ∈ R+ := [0,+∞] | tB � x}.

�� x ��� ��� ��� �� tB ��� ��� ����� t � 0' ���� #� ���� pB(x) = +∞� 5� ���� ��� pB(0) = 0�
��# ��� ����"��

‖ · | := pB( · )

����� �� X �� �������� 3�� ������	
���1 ���������� ��������� /�� Z := {e ∈ X | e �= 0' ‖e| < +∞}� ���
���������� K = K(X) ��� � �������� ‖ · | �� ���� $� K = {te | t � 0' e ∈ Z}� 7�' K = Z ∪ {0}� /��
L = L(K) $� ��� ������� ������ ������� ��������� �� ��� ������� te 3t ∈ R' ±e ∈ Z1� �� ‖e| > 0 ��� ���
���8��� e ∈ Z' ���� ��� ������ �������� ‖ · | �� ����� ��� �������� ����

9� ��������' #� ���

B̊ := {x ∈ X | ‖x| < 1}, B̊(x0, r) = x0 + rB̊ = {x ∈ X | ‖x− x0| < r} (x0 ∈ X, r > 0).

7��������'  ���� x0 ∈ X, r � 0' #� ����

B(x0, r) := x0 + rB = {x ∈ X | ‖x− x0| � r},
S(x, r) := B(x0, r) \ B̊(x0, r),

&�� $������' #� #���� S := S(0, 1) 3��� "��� ������1� ���� ���� �� ‖ · | �� � ����' ��� $��� B(0, 1) �������� ��
��������� �� ��� ���� [0, x]' #���� x ∈ S� �� ‖ · | �� � ��������' ���� ��� $��� B(0, 1) �������� �� ������ ���
��� ���� {te | t � 0}' #���� e ∈ K �� �� ��$������ ���8��� ����� �"�� ���� ‖e| = 0�

��������� �	�	 ! ��� A ⊂ K �� ����� ������� �� ����� ������ � $��� B(0, R) ��������� ��� ��� A�
! ��:"���� �� � ���������� �� ����� ������� �� �� ���� �� � $�"�� ���' ��' ���������' �� ���� $��� B(0, R)�

��� 3���"���1 ������ � �� X ��  ������� $� ��� �"$$��� �� ��� $���� {B̊(x0, r)}x,r�
/�� L∗ $� ��� ��� �� ��� $�"�� 3��� �������� ��  ���� $���#1 ������ �"���������' �� ��� S∗(L) $� ���

��� �� ��� ������ �������� �"��������� ���� ����� L∗ 3��� (;)' (+)1�

!%%



"  (��)*+�,

<���� x ∈ X �� � �������� ��� A ⊂ X ' A ∩Kx �= ∅' #���� Kx = (K+ x)' #� ����

�(x,A) = inf{‖y − x| | y ∈ A}

3�� ����� "� �� ��� ������� ���� � ����� x �� � ��� A1

�� ��� ���� A ∩Kx = ∅' #� ��� �(x,A) = +∞�

��� ������ ���� 3��������1 ‖ · | : X → R �� � ������ ����� X ��� ��� �����#�� ����������0
1� ‖αx| = α‖x| ��� ��� α � 0 �� x ∈ X 2

2� ‖x+ y| � ‖x|+ ‖y| ��� ��� x, y ∈ X 2

3� ‖x| � 0 ��� ��� x ∈ X ' �� ‖x| = 0 ⇔ x = 0 3��� � ��������' ��� ���� �������� �� ������� $� ‖0 | = 01�

&��� �� ���������� ���� 3��������1 #� ���� ��� ���������  �������8� ���� 3��������=1 $�

‖ · ‖sym := max{‖ · |, ‖ − ·|} : X → R.

�� ��� ���� ‖ · | �� ��� �:"������� �� ��� ��������8����� ���� ‖ · ‖sym' ���� #� ��� ���� (X, ‖ · |) �� ��
������
�		� ������
� ������

! ������ �"�������� x∗ : X → R �� ������� �� x∗(x) � C‖x| 3��� ���� C � 01 ��� ��� x ∈ X � �� ��� ���"��
����' ���� ���:"����� ��� $� �������� ���� ��� x ∈ K� ��� ���������� ���� 3��������1 ‖x∗|∗ �� � $�"��
������ �"�������� x∗ 3�� ���� �� (;)' (+)1 �� ��� �������� �������� C ��� #���� ��� �$��� ���:"����� �� �������
��� ��� x ∈ K�

/�� X◦ $� ��� ��� �� ��� ������ �"��������� �� X ' �� ��� K∗ ⊂ X◦ $� ��� ���� �� ��� $�"�� ������
�"��������� �� X � ��� ���������� K∗ �� �:"���� #��� ��� ���������� ���� 3��������1 ‖ · |∗' #���� ��
������ �� �  �������8� ���� �� X◦ ��� ‖x∗|∗ := +∞ ��� ��� X◦ \K∗� ����' ���� ���� 3��������1 �� ���
%��6�#�6� �"�������� �� ��� ��� �� ��� ������ �"��������� �� X "���� $�"�� $� 1� ��� ���������� K∗ #���
$� ����� ��� "�� ����� �� K� 4��� �� �� #���� ������� �"� ���� ��� "�� ����� �� �� ����������� ����������
������ ����� �� ��� � ������ ����� 3��� (�)1�

��� ����� "�� ���� K∗∗ := (K∗)∗' ��� "��' ����' ��� ���� ����������

!� �"������ �� ������ ����� ‖ · |' ‖ · |∗ �� ‖ · |∗∗ #� ��� �������' ������������' �� ����� �� ��� ������
������ X ' X◦ �� X◦◦ := (X◦)◦' ��� ������ �"��� �� ��� ����� K' K∗ �� K∗∗ �� ��� ������ ������ #����
������� ����� ������ �� ���������' ��� ����������� ������ 3 �������8�1 ����� ��� ������ $� +∞� !��
����� x ∈ K ��� $� ���6� "��� �� �� ������� �� ��� ����� "�� ���� �� x �� ����"��� �� ��� x∗ ���� ���
���������� K∗ $�

x(x∗) := x∗(x).

��� "����� $��#��� x �� x∗ 3���� ��' ��� ������ �� � ����� ���� � �>����� ���1 �� ������������ #������ ��

(x, x∗).

���� ������������� $��#��� �������� �� � ���������� K �� ��� ���������� K∗∗ #��� $� ����� ��� ������	

�����
��

J : K → K∗∗

�� � ���������� K ���� ��� ���������� K∗∗� 9� �����6 -�? 3��� $���#1' ��� ���� ‖J(x)|∗∗ �������� #��� ���
���� ‖x| ��� ��� x ∈ K� �� ���� #��' ��� �������� J(x) �� x ��� ������� "��� ��� ���"��� ��$��� J�


���� �	�	 ! ������ �"�������� x∗ : X → R 3��' �� ������"���' ���� ���� �����6 -�?1 ��� $� ��������
�� �� �@�� �"�������� �� K (���� ��' ������ �� ������� �"�������� �� K) #���� ����������� �� L �� � ������
�"��������� ��� 3����1 ���� 3�� � �@�� �"��������1' �� ���� $�

sup
x∈B

x∗(x),

�������� #��� ��� ���������� 3����1����� ���� ����� ���� ��� ���������� K∗ ��� $� ���������� �� � ������
�� �@�� �"��������� �� X #��� ����� ���� supx∈B x∗(x) #���� ������������ �� ��� ������� ������ �������
L(K) ��� ������ �"���������� �� ������"���' �"�� �@�� �"��������� ������ �� ���� ���8��� ������ %�������'
����� $�"�� �"��������� �� ��� ���� K � ��� ��6� ��� ���"�� +∞' $"� ��� ���"�� ��� ���"�� −∞ �� K�
�� ���� �� ���� ��� ������ ������� $��#��� �"�� �@�� �"���������' �� �"@��� �� ����� ���� �� ������
�"��������� �� ��� ������ �"�� �� ��� ���������� K 3���� ��������� �� ���� "��:"���1' �� ���� ����"��� ���
������ ���� �� ��� �>�������
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)41048�,�(7 1�) �6�54� 9�(3 48(4.�4� .�)2 " �

��������� �	�	 ! ��:"���� {xn} ⊂ X �� � ������ �������� 3�� 
������ ������ ��������1 ��' ��� ���
ε > 0' ����� ������ N ∈ N �"�� ���� ‖xm − xn| < ε (‖xn − xm| < ε) ��� ��� m � n � N �

!� ���������� ����� X = (X, ‖ · |) �� �
���� 3	����1 ���	��� ��' ��� ��� 
�"��� ��:"���� {xn} ⊂ X ' �����
������ � ����� x ∈ X �"�� ���� ‖x − xn| → 0 (‖xn − x| → 0) �� n → ∞� ! �� �� �������� ����� #��� $�
������ ����� � �������� ������

!� ���������� ����� X = (X, ‖ · |) �� ����� 
������	� �
���� 3	����1 ���	��� ��' ��� ��� ������� 
�"���
��:"���� {xn} ⊂ X ' ����� ������ � ����� x ∈ X �"�� ���� ‖x − xn| → 0 (‖xn − x| → 0) �� n → ∞� !�
��������� �� ����������� ����� #��� $� ������ ����� �� 
������	� ���	��� ������

���� �������� �� ������������ ������� �� ������ #��� "�"�� ���������� ����� �� ���������' �� ���� ��
����� #��� ������ ����� �� ���������� ���� �������� ���� ������ ���$���� �� ������ #��� ����������
������ �� �����������

������� �	�	 /�� M(Q) $� ��� ������ ����� �� ��� �"������� f : Q → R �:"���� #��� ��� ������
��������

‖f | = ‖f |M(Q) := sup
t∈Q

f+(t), #���� f+(t) := max{f(t), 0}.

5� ����� ���� M(Q) �� � �� ����������� ������ ����' ��� {fk} $� � 
�"��� ��:"���� �� M(Q)� ����� ������
� �"$��:"���� {ϕk := fnk

} 3n1 = 11 ��� #���� ��� ������
∑∞

k=1 ‖ϕk+1 − ϕk| �� ������ ���� ��� �� ��� ������
�� ���� ��:"���� 3��' ���������' �� ��� ��� ���� ��:"����1 �� ��� �"������

ϕ1(t) +

∞∑

k=1

(ϕk+1 − ϕk)+.

!� ������� ����� #� ��� ���� ������� ��� �"������ lim supn fn(t) �� ��� "���� �������� supn fn(t)�


���� �	�	 ��� ���������� K∗ �� �� ������������

������ /�� {x∗
n} ⊂ K∗ $� � 
�"��� ��:"����� ����� ������ � �"$��:"���� {x∗

nk
} �"�� ���� ��� ������∑∞

k=0 ‖x∗
nk+1

− x∗
nk
| �� ������ ���� 7����� x∗

n0
= 0' #�  �� ���� ��� ������

∑∞
k=0(x

∗
nk+1

− x∗
nk
) ������ ��

�� ��� ����� X◦ �����#����� �� � ������ �"�������� s : X → R #���� ���� �� "���� $�"�� $� ��� �"�
�� ��� ������

∑∞
k=0 ‖x∗

nk+1
− x∗

nk
|� 7�' ��� $�"�� �"�������� s #���� �� ��� �� �� ����� �� ��� ������� �"��

sK :=
∑K

k=0(x
∗
nk+1

− x∗
nk
) = x∗

nK+1
�� ���� ��� �� �� ����� �� ��� ��� ���� 
�"��� ��:"����� ���� ������ ���

����� �� ��� �����6�

��� ���� ���"�� ���#� ���� ��� ���������� ����� ��� $� ������������� ��$�� ���� M(Q) ��� ���� Q�

������ �	�	 ��� ‖ · | �� �� �������� ��� �� ��
��� �� � 	
���� ����� X� 	�� Q ⊂ X �� � �������

������� ����
��� ��� ���
�� M : Q → M(Q) �����
��
�� �
�� ���� x ∈ Q ��� �����
�� ϕx(y) := ‖x − y|�
���� ‖u− v| = ‖M(u)−M(v)|M(Q) ��� �		 u, v ∈ Q�

������ &�� ��� w ∈ Q' #� ���� ‖u−w|−‖v−w| � ‖u− v|� ���� ���:"����� $������ �� �:"����� �� ��� �����
w = v� 4���� supQ(M(u)−M(v))+ = ‖u− v|' ������ ��� ������

�� ���# �� ������� ���' #� ��� ��#��� ���"�� 3"� �� � ���"��� ��������1 ���� Q �� � �"$��� �� M(Q)�
�� ���� ����' ��� ���� 
�"��� ��:"���� �� Q' #� ��� ������� ��� "���� ������� �� � ������ �� ���� #��' $�
�" ������ Q #��� ��� ����� ������' #�  �� ��� �� �� ���������� �� ��� ��� Q� ���� ����� �� ���������� ���
$� ����� ��� ����� �� �� �� ���������� ��� �� ���������� �������

������������' � �>����� ������"����� ��� $� ������������ ������ �� ��� ���� �� ������ ����������
������ Y � ������' ������� K∗ = Y ∗' ��' �"�����' K∗∗� 9� �����6 ��-' ��� ���������� K∗∗ �� � �� ���
�������� ����������� 4���� ��� �� �� ����"�� �� J(Y ) �� K∗∗ �� � �� ����������� ����� ���� ����"�� ��� $�
������������ �������� �� ��� �� �� ���������� 3��' ��� ����������' ��� �
��� �	�����1 �� ��� ����� Y ' #����
#� ������� #��� J(Y )� �� ��"���' #��� ��� �� �� ���������� �� K' ���� $�"�� �@�� �"��������� 3�� ���
���� ����� K∗1 ��� ��' ����� �"��������� ��� ��6� ��� ���"�� −∞ �� K∗�

&�� �����"� ���"��� �� ���������� �� ���������� ������' ��� 
�$8�A� (;)� �� ��� ������� �����' #� #���
�������  ��� ��� �������� �� ���������� �� ��� ���� #���� � ���������� K �� �������� �� ��� �� �� ����"��
�� L(K)� 5��� ���� ��������' ���� ��������� ���"��� ��� "�"�� ����� ������ ��� $� ������ ���� �� ���
���� ���������� ������� �� ������"���' ���� �������� ?��*;�- 3��� $���#1 �� #��� �����# ���� ��� 1��� "���
���������� 3��� B - $���#1 ��� ���� ����������� ��� ���� ����
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" & (��)*+�,

/�� "� ��# $����� ���"�� ��� ���$��� �� ��������� 3��' ���� ���������' ��������1 �� �� �@�� �"�������� f :
K → R ���� �������� �� ��� ��� �� �� ��� ������ �"�� L �� ��� ���� K� �� ��� ���� −K ���� �"�������� ���
$� ���� $�

f(−x) := −f(x), x ∈ K.

4���� ��� ����� ������ ���$�������
∑

α cαxα �� ������� {xα} ��� $� #������ ��

∑

α:cα�0

cαxα +
∑

α:cα<0

cαxα,

#���� ��� ���� �"� �� x ∈ K' �� ��� ����� �"� �� y ∈ −K� ���� ����� ��� ������ �"�������� f �� L $�

f
(∑

α

cαxα

)
:= f(x) + f(y).

����' ���� �"�������� ��� $� ������ ���� �� X �� �� ��� �� �$���� ���������� L �� X �� �� ���� �� $�'
���' 8����

���� ���� ���� �� � ������ �"�������� f : X → R �� ����������� �� K' ���� ��� �������� ‖f |∗ :=
supx∈B f(x) = supx∈B f+(x) �� 8���� 7�' �� �"� ��� �� ��  ������� � ���� ���� � ��������' #� ��� ��
����� �� ������� ��� �"�� �"��������� #��� ��� 8��� �"���������

5� ����� ���� �� � �"�������� f ���"��� �������� ���"��' ���� ���� ��� ��� K+ := {x ∈ K | f(x) � 0} ���
��� "��:"��� ������� ��� ������ �"�������� f �� L #���� ������ f �� K+� �� K = K+' ���� ���� ��������� ��
�$����� $� ��� �$��� ������� �� ��� ��� K− := {x ∈ K | f(x) < 0} = K\K+ �� ��������' ���� $� ���������
�� K− �� K+' ����� ���� ��� $� �������� $� � ������ �"�������� ϕ : L → R �� ���� ϕ #�"� $� ��������
�� ���� ����� ���� K∗

+ := {x ∈ K | f(x) > 0} �� �� ����� �� K− 3���' ��� �������' (-,)1� �� �� ������ ����
���� ��� ��� K0 := {x ∈ K | ϕ(x) = 0} = Kerϕ ∩K �� "��:"��� �������� ���� f �� �� ��������� ��
� ��������� �"�������� ϕ� /�� P+ $� ��� ������ �"�� �� K+ ∪ (−K−) ∪K0 ∪ (−K0)� ���� ��� �"�������� f
�� "��:"��� ������ �� ��� ���� P+' �� f � 0 �� P+� ��� �"�������� f �� "��:"��� ������ �� ��� ����
P−' #���� �� ��� ������ �"�� �� ��� ��� K− ∪ (−K+)∪K0 ∪ (−K0)� ���� ���� P− = −P+' �� f � 0 �� P−�
����' f �� "��:"��� ������ �� ��� ������ �"�� �� ��� ����� P+ �� P−' #���� �������� #��� L 3���� ���� ��
����� $� ��� ���� �� "�����1� &"�����' f � 0 3f � 01 �� P+ 3P−1' ���� ��' Ker f ��������� ����� �����'
��' ���������' K0 := {x ∈ K | f(x) = 0}� �� ������ ���� f �� K+ "��:"��� ��������� f �� L' #� ���"��
���� ����� ������ � ������ �"�������� f1 #���� �������� #��� f �� K+ �� #���� �� �>����� ���� f �� ���
�������� ��� K−� 5� ���� K0 = Ker f ∩K = Ker f1 ∩K� &�� ��$������ ������ x ∈ K+ �� y ∈ K− �"��
���� f(y) �= f1(y)' ����� ������ � ����� z ∈ (x, y)∩K0� ��� �"�������� f − f1 �������� �� ��� ������ x �� z'
��' ���������' �� ��� �������� [x, y]' #���� ���������� ��� ������ �� ��� ����� y� 7�' ��� �@�� �"���������
#���� ������� �� K+ ��� ���� �:"�� �� K' �����' $� "��:"� ������$����� �� ����� �"��������� ���� K �� L'
#� �� ���� f ≡ f1 �� L�

&��� ��� �� "����� �� ��� ������� ���� ���� #�  �� ��� �����#�� ����� �� ����� ������ � ����� x ∈ K ��
#���� f(x) > 0' ����' ���� ��� 6��#� ����� ����� ���� f+( · ) �� f �� K' ��� ������ �"�������� f �� "��:"���
�������� �� L� 5� ���� ���� ���� �� f � 0 �� K' ���� f+ ≡ 0' �� �� ���� f+ #� ������� ��� 8��� �"���������
���� ���������� �� ‖f |∗ = 0' #���� ���"� ��� �� �� ����"���� �� �"�� ����������� �"��������� 3�� K1 ���
������� #��� ��� 8��� �"���������

-� �C&������� �& �C&/CD�E��F &�� 7G!
C7 5��4 CD�C��C� ���% �� 7C%����%

��������� �	�	 �� � ���������� K �������� #��� K∗∗ "��� ��� ���"��� ��$��� J' #���� ����������
#��� ���� $�"�� �"�������� x∗∗ �� X◦ � "��:"� ������� x ∈ K �"�� ����

x∗(x) = x∗∗(x∗) ��� ��� x∗ ∈ K∗,

���� ��� ���������� K #��� $� ����� �����
��2 ��� ����� �� ��� �������� ����������� #��� $� ����� $� (Rf)�


���� �	�	 ���� ���� �� K ∈ (Rf)' ���� ��� ������� ������ �������� L = L(K) �� L∗∗ := L(K∗∗)
��� ������� "��� ��� ���"��� ��$��� K∗∗ �� K�

��������� �	�	 /�� Y $� � ������ ����� #��� 3"�"��1 ���������� ���� ‖ · |� <���� � ������ ����� X ⊃ Y '
#� ����� ���� ���� 36����� ��� ���� ��������1 $� ����� �� �� $� +∞ �� X \ Y � /�� K∗ = Y ∗ $� ���
"�� ���� �� K := Y �� K∗∗ $� ��� ����� "�� ����� �� ��� ������� ������ ������� L(K∗∗) �� �������
#��� ��� ����� Y "��� ��� ���"��� ��$��� ' ���� Y #��� $� ����� � ��
�� ������	 ������
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���� �	�	 /�� Y $� �#��� ���"�� �������� �� X ⊃ Y � ����' $� ��������� ��� ������ Y �� J(Y )
�� �������� X ⊃ Y $� X◦◦ ⊃ Y ' #� ��� ����� ��� ���� 3��������1 ‖ · | "��� ��� 3��������1 ‖ · |∗∗'
�� ������� ��� ���� K∗∗ �� ��� ���������� K� �� ���� ��� �� �� ����"�� �� ��� ����� J(Y ) ≡ Y ��������
K∗∗' ���� ��� "�� ���� K∗ �������� �� ��� ���������� �� ��� ���� ������ �"��������� ���� Y ∗ 3���� ���
"��:"��� ���� ���� ����� ���"�� �� Y 1 �� ��� ���������� K := K∗∗ #��� ������������ �� ��� ��� ���� ����
3��������12 ���� L(K) �� ������� 3��' �� #� #��� ���' ��������1 #��� Y � �� ���� ����' ��� ���������� K ��
���"����� ������� �� �� ��� �������� ��������� �� ��� �#��� ���"�� ����� Y �

�� ��"���' �� Y �� � �������� ��������8�$�� �����' ���� �� �� ����������� �� �� ���� Y �� ���������

��������� �	�	 /�� Y $� � �#��� ���"�� ������ ���������� ����� ��� #���� ����� ������ � ��������
���������� K �"�� ���� Y = L(K)' J(Y ) = L(K∗∗)' �� ��� ���� �� K �� �� ��������� �� ��� ���� �� Y �
7"�� � Y #��� $� ����� � ��������
�� ������


���� �	�	 /�� ‖·| $� �� ������ ���� 3��������1 �� �� ���������� ����� X � ����' ��� ��� x0 ∈ S'
����� ������ � ������ �"�������� x∗ �"�� ���� x∗(x) � ‖x| ��� ��� x ∈ X ��

x∗(x0) = ‖x0| = 1.

7"�� �"�������� x∗ #��� $� ��� �� $� � �"����� �"�������� �� ��� "��� ������ S �� � ����� x0 ∈ S� ���
���������� ���� �� ��� �"�� ������ �"�������� 1 (��� (;)' (+)). 5� ���� ���� ����' ��� ���� x ∈ K ����� ������
� �������� ������ �"�������� x∗ �"�� ���� x∗(x) = ‖x|�

��� ���� ���"��' #���� �� � ����� ����� "� �� ��� ����������� ���"�� ��� �������� ����� ������' �����
���� ��� $�"�� ������ �"�������� �� � �������� ���������� ������� ��� �����

������ �	�	 ��� K = K(X) �� � �����
�� ���� ������ ����� ��� ��� 3��� ���1 �����
���	 x∗ ∈ S∗�
����� 
� � ��
�� x0 ∈ S ���� ����

x∗(x0) = ‖x0| = 1.

������ 9� ������� �����6 -�? �� ����� X◦ #��� ������ ���� ‖ · |∗' #� �� � �������� �"��������
x∗∗ ∈ K∗∗ �� X◦ �"�� ����

x∗∗(x∗) = 1.

9� ���������� �� ��� ���������� K' ����� ������ x0 ∈ S �"�� ���� 1 = x∗∗(x∗) = x∗(x0)� ���� ������ ���
��������

?� �4C 5C!H∗ !�� �C<	/!� 5C!H∗���G�/�<F�

�%G!
��C77 �& 9!//7 �� �C<	/!� 
��C�7G!
C7�

�� #��� �����#�' #� #��� ������� ��� ����������� K �"�� ���� ��� �� �� ����"�� �� L(K) �������� K� ���
���������� K∗ �� K∗∗ #��� ���� $� ���"�� �� ������� ��� ���� �����������

��������� �	�	 <���� R � 1' #� ��� ���� � ���������� K �� R�����	�� �� ��� "��� $��� B(0, 1) �� ���
���������� K �� �������� �� ��� �� �� ���������� �� B(0, R) ∩ L� ���� �������� ����� ���� K �� � �� ���
�������� ���������� �� ����� ������ R �"�� ����' ��� ��� x ∈ B ⊂ K' ����� ������ � ��:"���� {xn} ⊂ L
�"�� ���� ‖xn| � R 3n ∈ N1 �� ‖x− xn| → 0 �� n → ∞�

! ���������� K #��� $� ��� �� $� ����	�� �� K �� � �� ����������� ����������' ��' ��� ���� ����� ���� K'
����� ������ � $�"�� ��:"���� ���� L(K) ������ �� �� ���� ����� 3�� ���� ����' #� #��� ���� ��� ��� �� ��
����"�� �� L(K) �������� K1�

! ���������� K �� ����� ���������	�� �� $��� K �� ��� "�� ��� 1��� "����


���� �	�	 /�� a ∈ K $� �� ��$������ ����� �� {ak} ⊂ L $� �� ��$������ ��:"����� ���� ��� ��
� 
�"��� ��:"���� {ak} �� $�"�� ������� ���� ���� �"�$��� %�������' �� ‖a− ak| → 0 �� k → ∞' ����'
��� ��� f ∈ L(K∗)'

lim inf
n→∞

f(an) � f(a) � lim sup
n→∞

f(an).

�� !���" #�$� ����' ������� ���� ���� �"�$�� n0 #� ���� ‖an − an0 | � 1� 4���� ‖an| � ‖an0 |+ ‖an −
an0 | � ‖an0 |+ 1� 7���� f(a)− f(ak) � ‖f |∗‖a− ak| → 0' k → ∞' #� ���� f(a) � lim supn→∞ f(an)� &�� ���
f ∈ L(K∗)' �������� f $� −f ' #�  �� −f(a) � − lim infn→∞ f(an)' ���� ��' lim infn→∞ f(an) � f(a)�
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	��� �� ����� "� �� ��� 9���� ������� �� ��� $� ���#� ���� ��� �"������ R∗(a) := lim supn→∞ f(an) ��
������� "���� $�"��' �� ��� �"������ R∗(a) := lim infn→∞ f(an) �� ��#�� $�"��� %�������' �� ‖an| � C
3n ∈ N1' ���� f(a) � R∗(a) � C‖f |∗�

������ ���� ��� ���������� ���� �� � ������ �"�������� f : K → R �� ���� $�

‖f |∗ := sup
B

f(x) = sup
B

f+(x), #���� B ⊂ K �� ��� "��� $���.


���� �	�	 &��� �����6 ?�� �� �����#� ���� �� K �� � 1��� "��� ����������' ����

f(a) � sup
x∈B∩L

f(x) ��� ��� a ∈ B.

7�' ��� ������ �"�������� f ������� ��� ���� �� B ∩ L�

�� ��� ��� �� ��� $�"�� ������ �"��������� 3#��� ����� ����1 ������� ��� �����#��� �� �� ������ ����
�� � ��� {fα}' ���� ��' ‖f(x)− fα(x)|R → 0' #���� ‖t| := ‖t‖R = t+ �� �� ���������� �������� �� R' x ∈ K�
���� ������ ���� ��  ������� $� ��� ����������� �� K∗ �� ��� �"$$��� �� ��� �$������ �� f

O−
x,ε(f) := {ϕ | f(x)− ϕ(x) < ε}.

���� ����

O−
x,ε(f) := f +O−

x,ε(0).

&�� �� ��$������ ����� ��� �� ������ {x1, . . . , xn} �� ��$������ ε > 0' ������� ��� $��� �� ��� �$������0

O−
x1,...,xn,ε(f) :=

n⋂

k=1

O−
xk,ε(f) = {ϕ | f(xj)− ϕ(xj) < ε, j = 1, k},

#���� ����� ��� ������ � �� �� �� �����#��� ������ ���� �� K∗� ���� ���� �� {±x1, . . . ,±xn} ⊂ L := L(K)'
���� ��� ��� �$����� O−

±x1,...,±xn,ε(f) ��"��� ��

Ox1,...,xn,ε(f) := {ϕ | |f(xj)− ϕ(xj)| < ε, j = 1, k}.

7�' ��� ������ � �� �����#��� ������ ����  �������� �� L ��� "�"�� �����#��� ������ ���� �� ���� {fα}' ����
��' |f(x)− fα(x)| → 0 ��� ��� x ∈ L�


���� �	�	 /�� B∗ = {f ∈ K∗ | ‖f |∗ � 1}' �� {fα}α∈A $� � ��� �� B∗� ���� ����� ������ � �"$���
{fβ}β∈B ������ �� �� ��� "�"�� ����� �� L �"�� ���� |f(x) − fα(x)| → 0' #���� f �� � ������ �"��������
#���� ���� �� ��I���8� $� 1 �� L� ���� ���"�� �����#� ���� #∗������������ �� ��� "��� $��� �� L∗ 3��� (;)'
(+)1�

/�� g(x) = lim supβ fβ(x) := limβ supγ�β fγ(x) ��� ��� x ∈ K� ���� g �� ������ �� ����� �� K� &���
������� .�-; �� (-,)' �� �����#� ���� ��� ��� P(g) �� ��� ������ �"��������� f � g �� ��������� %�������'
−f(x) = f(−x) � g(−x) = − lim infβ fβ(x) ��� ��� x ∈ L' ���� ��'

lim inf
β

fβ(x) � f(x) � lim sup
β

fβ(x) �� L.

4���� limβ fβ(x) = f(x) �� L $� ��� ������ �� ��� ��� {fβ}β∈B� �� �� ������ ���� ���� ‖f |∗ � 1 ��� ���
f ∈ P(g)� %�������' ��� ���� x ∈ K' f(x) �� � ‖ · |R������ ����� �� ��� ��� {fβ(x)}β � 5� ����� ����
f ∈ B∗ �� � ����� ����� �� ��� ������ � �� �� �� �����#��� ������ ����� ����' ��� ��� ε > 0' #� ��� ������
� �"$��� {fγ}γ∈Γ �"�� ����' ��� ��� ��� xk ∈ K �� ��� γ ∈ Γ' #� ���� fγ(xk) � g(xk) − ε' k = 1, n� 7�'
f(xk) � fγ(xk) + ε ��� ��� k = 1, n �� γ ∈ Γ � 4���� ��� ��� �$����� O−

x1,...,xn,ε(f) �������� ������ ��
��� ��� ���� ���� !� � ���"��' f �� � ����� ����� �� ��� ������ � �� �� �� �����#��� ������ ����� 5� ���� ����
f(x) � g(x) = lim supβ fβ(x) � lim supβ ‖x| = ‖x| ��� ��� x ∈ K' ��' ���������' ‖f |∗ � 1�

���� ���� ��� ������������ �� ��� ��� �$������ Ox1,...,xn,ε(f) 3{x1, . . . , xn} ⊂ L1 �� K∗  �������� � ����
����� #��6�� ������ � ���� ��� ������ � �� �� �� �����#��� ������ ����' �� ����� ��� $��� B∗ �� �������
���� �� ���� ������ �' #���� #��� $� ����� ��� #��6∗ 3�� #∗�1 ������ � �� K∗� 7�' ��� �∗ ����	��� ��
��
���

�
�� ��� ����	��� �� ��
���
�� ����������� �� L�
��� �����#�� ���"�� �� � ����� �����:"���� �� �����6 ?�?�
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������� �	�	 ��� ��
� ��		 B∗ 
� ������ 
� ��� ����	��� �� ���"∗ �
��� ��
���
�� ������������ ���

�	�� 
� ��� ����	��� �� ���"∗ ����������� 
� ��� ���� ����� K∗�


�������� ?�� ������� ���� ��� $���� B∗(f, r) := rB∗ + f 3f ∈ K∗1 ��� #∗��������� 4�#����' �� ���# ��
�����6 ?�-' ����� $���� ��� #∗������ ���� �� ��� ���������� K �� 1��� "���� ���� �����#� ���� ��� ���� ����
�� f ∈ K∗ \B∗' ���� ����� ������ x ∈ L(K) ∩ B �"�� ���� f(x) > 1' #������ ϕ(x) � 1 ��� ��� ϕ ∈ B∗� ����
���� ����� $���� ��� �� ��"��� ����� �� ��� ������ � �� #��6∗ �� �� �����#��� ������ �����

!������ ��������� �������� �� ���� #���� ������� �"�� &�� ���� a ∈ L �� ��� α ∈ R'

{y∗ ∈ K∗ | (a, y∗) � α} �� {y∗ ∈ K∗ | (a, y∗) � α} �� ����� �������� �� K∗,

��
{y∗ ∈ K∗ | (a, y∗) > α} �� {y∗ ∈ K∗ | (a, y∗) < α} �� ���� �������� �� K∗.

7��������' #� ���� ��� #∗������� � �� K∗∗  ������� $� ��� �"$$��� �� ��� ������������ �� ��� ��� �$���
����

Ox∗
1,...,x

∗
n,ε(x

∗∗) := {y∗∗ ∈ X◦◦ | |(x∗
j , y

∗∗ − x∗∗)| < ε, j = 1, n} �� ��� ��� K∗∗,

#���� {x∗
j}nj=1 ⊂ L(K∗)' x∗∗ ∈ K∗∗� �� ���� ����' ��� "��� $��� B∗∗ �� K∗∗ �� #∗� ��������

!� � ������ ���������' #�  ��

������ �	�	 % ���� ����� 
� �����
�� 
� ��� ��	� 
� 
�� ��
� ��		 
� ���"	� ������ 
� ��� ����	��� ��

�
��� ��
���
�� ������������ &�������� 
� ��� ��		 �� � ���� ����� K 
� ���"	� ������ ��� K∗ 
� 1 ����	���

���� K 
� �����
���

������ /�� K $� ��������� 9��� "�� �� K∗' ��� "��� $��� �� ��� ���������� K∗∗ �� ������� �� ��� ������ �
�� �� �� �����#��� ������ ���� �� K∗' #���� ������� #��6 ����������� �� ��� $��� �� ��� ���������� K ��
��� ������ � �� �� �� �����#��� ������ ���� 3#� ���"�� ���� ���� $��� �������� #��� ��� "��� $��� K∗∗ "���
��� ���"��� ��$��� 1�

/�� ��� "��� $��� B �� ��� ���������� K $� #��6�� ������� �� ��� ������ � �� �� �� �����#��� ������ �����
	��� ��� ���"��� ��$��� ' ���� $��� �������� #��� ��� #∗� ����"�� �� K∗∗ �� ��� ������ � �� �� �� �����#���
������ ����' ���� ��' #��� ��� $��� B∗∗� 4���� K �� ���������

�� ��� $��� B �� � ���������� K �� #��6�� ������� 3�� ��� #∗������� � �� K∗1 �� K∗ �� 1��� "���' ����
��� ����"�� �� ��� #∗������� � �� K∗ �� ��� $��� B 3"��� ��� ���"��� ��$��� 1 �� �������� �� ��� "���
$��� B∗∗ �� ��� ���������� K∗∗� �� �����#� ���� ��� ����"�� �� ��� #∗������� � �� K∗ �� ��� $��� B 3"���
��� ���"��� ��$��� 1 �� ��� "��� $��� B∗∗ 3��� ������� .�- $���#1� ���� ������ ��� ��������


���� �	�	 �� � �������� ���������� K #��� 1��� "��� "�� K∗' ��� "��� $��� B ⊂ K �� ������� �� ���
������ � �� #��6 �����#��� ������ ���� 3���� ��' �� ��� ������ � �� #∗������#��� ������ ���� �� �"���������
���� K∗∗ �� K∗) �� �� ���� �� �� �� ������� �� ��� ������ � �� #��6 �� �� �����#��� ������ ���� 3���� ��'
�� ��� ������ � �� #��6 �� �� �����#��� ������ ���� �� �"��������� ���� K∗∗ �� K∗)�


���� �	�	 /�� ��� �� �� ����"�� �� L = L(K) ������� K' ��� z∗ $� � #∗������ ����� ��� � ��:"����
{z∗n}� ���� z∗ �� ���� � #∗������ ����� ��� ��� ��:"���� {x∗

n} �"�� ���� ‖z∗n − x∗
n|∗ → 0 �� n → ∞�

������ 
������ ��$������ {ai}ki=1 ⊂ L �� ε > 0� /�� M > 0 $� �"�� ���� ‖ai| � M ' i = 1, k� ���
��� �$����� Oε/2,a1,...,ak

(z∗) �������� ��������� ���� ����� �� ��� ��:"���� {z∗n}� 7���� ‖z∗n − x∗
n|∗ < ε

2M
������� ���� ���� �"�$�� N ' �� �����

(ai, z
∗ − x∗

n) = (ai, z
∗ − z∗n) + (ai, z

∗
n − x∗

n) < ε/2 + ‖ai|‖z∗n − x∗
n|∗ < ε (i = 1, k),

�� �����#� ���� ��� ��� �$����� O−
ε,a1,...,ak

(z∗) �������� ��������� ���� ����� �� ��� ��:"���� {x∗
n}� ������

����' z∗ �� � #∗������ ����� ��� {x∗
n}�

&�� �� "��� ����������� K' ��� ����	�� �∗ ����	��� �� �����"�� �� �����#�� 
������ ��� ������ �� ��� ��
$������

rO−
x1,...,xn

(0) := {ϕ ∈ K∗ | −ϕ ∈ K∗, −ϕ(xk) < ε, k = 1, n};
rO−

x1,...,xn
(f) := {ϕ ∈ K∗ | f − ϕ ∈ K∗, (f − ϕ)(xk) < ε, k = 1, n}, f ∈ K∗.

������ �	�	 ��� K∗ �� � 1 ����	�� ���� ������ ���� ��� ��		 B∗ 
� � ����	�� �∗ ������ ����
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������ ��� ��� BL∗ := B∗∩L(K∗) �� ���� �� ��� 3����� 1 ������ � �� �� �� ������ ���� �� ��� $��� B∗' ��
����� �� ���� �� ��� �� "��� #∗������� �� 5� ����� ���� ��� ��� {ϕα}α∈A ⊂ BL∗ ��� � �"$��� ������ �� 
�� ���� ����� f ∈ B∗� 9� ��� ������� #∗������������ �� ��� $��� B∗' ����� ������ � �"$��� {ϕβ}β∈B

������ �� �� f ∈ B∗ �� ��� #∗������� �� 7���� ϕβ ∈ L(K∗)' #� �� ���� f, ϕβ , f −ϕβ ∈ K∗� ���������' ���
�"$��� {ϕβ}β∈B ������ �� �� ���� f �� ��� �� "��� #∗������� ��


������ �� ��$������ ���� 3�� ��� �� "��� #∗������� �1 ������� {Gλ}λ∈Λ �� B∗� �� ���� ������� �� ���
������� Gλ' ��� ���� g ∈ Gλ' #� ��$� � ����� ��� �$�����

Vαg (g) =
rV −

x1,...,xn,εg (g) := {ϕ ∈ K∗ | g − ϕ ∈ K∗, (g − ϕ)(xk) � εg, k = 1, n}

#��� �� ����������� ������ αg = (x1, . . . , xn, εg) �"�� ���� x1, . . . , xn ∈ L(K) �� εg > 0� 5� ����� ����
����� ������ � ����� ������ �� ��� �$������

Oαgj
(gj) =

rO−
x1,...,xn,εgj

(gj) := {ϕ ∈ K∗ | gj − ϕ ∈ K∗, (gj − ϕ)(xk) < εgj , k = 1, n},

j = 1, N ' #���� ����� ��� ��� BL∗� !��"�� �� ��� �������� ���� ����� �� �� �"�� ����� ������� ���� #���
���� ��� β := (αg1 , . . . , αgN ) #� ��������� � ����� ψβ ∈ BL∗ ��� ���� �� ��� "���� �� ��� ��� �$������
Oαgj

(gj)' j = 1, N � �� ��� ���� ��� {β} #� �����"�� ��� ������� ����

β1 � β2 ⇔ β1 ⊂ β2.

9� ��� �$���' ����� ������ � �"$��� {ψβγ} �� {ψβ} ������ �� �� ���� ����� f ∈ B∗ �� ��� �� "��� #∗������� ��
4���� Oαf

(f) �������� ��� ����� �� ��� �"$��� {ψβγ} ��� ��� γ ������� ���� γ0' #���� ���������� ���
������"����� �� ���� �"$���� ��"�' #� ���� ���#� ���� ����� ������ � ����� ��� �� ��� �$������

Oαgj
(gj) =

rO−
x1,...,xn,εgj

(gj) := {ϕ ∈ K∗ | gj − ϕ ∈ K∗, (gj − ϕ)(xk) < εgj , k = 1, n},

j = 1, N ' #���� ������ ��� ��� BL∗�
�� ��� ����������� ������ �� ����� ��� �$������ Vαgj

(gj)' j = 1, N ' ������ ��� ������ ��� B∗' ���� ���

������ ��������� �� ��� ������ �� ��� ��� ���� ������� Gλj �"�� ���� Vαgj
(gj) ⊂ Gλj ' �� � ����� �"$������� 

�� ��� ��� ���� ������� � 4����' B∗ �� � ������� ��� �� ��� �� "��� #∗������� �� 7"����� ���� ����� ������
� ����� g0 ∈ B∗ ��� ���� �� ��� "���� �� ��� ���� Vαgj

(gj)' j = 1, N � �� gj − g0 /∈ K∗' ���� #� ������

yj ∈ L(K) �� �� �� ���� (gj − g0)(yj) > 12 �����#��� #� ������ yj ∈ L(K) ��$��������� 4���� ����� ������
� ��� �$����� rO−

x1,...,xn,y1,...,yn,ε0(g0) ��I���� ���� ��� ��� �$����� ���� ��� ������ Oαgj
(gj) ⊂ Vαgj

(gj)'

j = 1, N ' �� #���� �������� ��� ��� BL∗' ��#����' ���� ������ $� ��� ���� 3��� ��� ���� ���� ���� �� ���
�����1� ���� ������ ��� ��������

������ 3��� �� .J;1 ���� �� K �� ���� � 1��� "��� ����������' ���� B∗ �� ����� �� ��� #∗������� �' ��'
���������' ����� �� �� ��� �� "��� #∗������� � 3#���� �� ����� ��1�


���� �	�	 ! ������� �� "���� ���#� ���� ��� �� �� ����"��NR �� ��� ��� BL∗(R) := B∗(0, R)∩L(K∗)
�� � �� "��� #∗� ������� ��� �� K∗� �� �����#� ���� �� ��� ����������K∗ �� R��� "��� �� �� ��� $��� B∗ �� �����
�������� �� ��� �� "��� #∗������� �' ���� �� �� � �� "��� #∗� ������� ��� �� K∗� ���� �������� �� �������'
�� ������"���' �� ��� ���������� K �� 1��� "���� ����' ��� ��:"��� ����������� �����#� ���� ��� ����"����
B∗ ⊂ NR �� ����� ��� $��� B∗ �� ����� �� ��� #∗������� �' ��' ���������' �� ��� �� "��� #∗������� �'
#���� �� � ����� �� ������ �� ���� ��� $��� B∗ �� ����� �� ��� #∗������� � #�� ������ �"� �� �� .J;�

���� ���� ��� �� "��� #∗������� � �� �� ���� ��������� #��� � �������� ����� 4���� #��� ���� ����
K∗

f := f +K' f ∈ K∗' #� #��� ���� �� ��������� ��� ������������ �� "��� #∗������� �' #���� #��� $� �����
��� �� "��� #��6∗ ������ � #��� ������� �� ��� ���� K∗

f � ���� ������ � ��  ������� $� ��� ��� �$������

rO−
x1,...,xn

(f) := {ϕ ∈ K∗ | f − ϕ ∈ K∗, f − ϕ(xk) < ε, k = 1, n};

rO−
x1,...,xn

(f + g) := {ϕ ∈ K∗ | (f + g)− ϕ ∈ K∗, ((f + g)− ϕ)(xk) < ε, k = 1, n}, g ∈ K∗.

�� ������"���' ��� �$��� ������ � �� ��� �� "��� #��6∗ ������ � #��� ������� �� ��� ���� K∗
0 = K∗� ����'

��� f, g ∈ K∗' ��� ���� ��� �� ��� �� "��� #��6∗ ������ � #��� ������� �� ��� ���� K∗
f �� � ����������� $�

ϕ := f −g ∈ X◦ �� ���� ���� ��� �� ��� �� "��� #��6∗ ������ � #��� ������� �� ��� ���� K∗
g' �� ���� ������

7�' $� ����� �' �� #��� $� ���������� �� ����� ���� ���� ������ � ���� �� ��� ����� Kf ��� f ∈ X◦ 3���� ��'
f ��� ����������� ���� �� ��� ���� K∗1� 4�#����' �� ���"� $� ������ �"� ���� �� f ∈ L(K∗)' ���� M ⊂ K∗ ��
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������� �������� �� ��� �� "��� #∗������� � #��� ������� �� ��� ���� K∗ �� �� ���� �� ��� ������� ��������
�� ��� ���� K∗

f � ! ������� �������� ���� ���� ��� ��� ����� K∗
f �� K∗

g' f, g ∈ X◦ �� f − g ∈ L(K∗)� �� ���
����  ������ ������ ' M �� ������� �� ��� �� "��� #∗������� � #��� ������� �� ��� ���� K∗

f �� �� ���� ��
Mg := M + g ��� ������� �� ��� �� "��� #∗������� � #��� ������� �� ��� ��� K∗

f+g' f, g ∈ X◦�

������� �	�	 ��� � ���� ����� K �� 1 ����	��� ��� ��� ���� ����� K∗ �� ����	��� ���� ����� ��
���

� ������������� ��		 B∗(g, r) ������ 
� ��� ����	�� �∗ ����	����

������ !��"�� ���� ��� �� �� ����"�� Nn = NRn �� ��� ��� BL∗(R) := B∗(0, R) ∩ L(K∗) �� � �� "��� #∗�
������� ��� �� K∗ 3n ∈ N1' #���� Rn ↑ +∞ �� n → ∞� !� �� �����6 ?�+' �� ��� $� ���#� ���� ��� ����
Nn' n ∈ N' ��� ������� �� ��� �� "��� #∗������� �� 7���� ��� ���������� K∗ �� �� "���' �� ��� $� ������
$� � ����� ������ �� ������� ���� �� ��� �� "��� #∗������� � {Nn}n∈N� 7���� K∗ �� �� �� ��������' ��
����������� �� ��� 9���� ������� 3��� (;' B ��-)1 ���#� ���� ����� ������ � ���� ������� $��� B∗(g, r) ���� ��
���� ��� Nn0 � 7���� ��� ���������� K �� 1��� "���' ��� $��� B∗(g, r) �� � ����� ��� �� ��� �� "��� #∗������� �'
��' ���������' �� � ������� ��� �� ��� �� "��� #∗������� �� ���� ������ 
�������� ?�-�

��������� �	�	 ! ���������� K �� ����� 	��� ����	�� ��' ��� ��� ����� x ∈ K �� ��$������ ε > 0' �����
������ ϕ ∈ L(K) �"�� ���� ‖ϕ− x| < ε� ! ���������� K �� ������	� ����	�� �� �� �� ���"������"��� �� "��� ��
������� "����

������� �	�	 ��� � ���� ����� K �� 1 ����	�� ��� ��� ���� ����� K∗ �� ����	��� ���� ��� ��		 B∗ 
�

������ 
� ��� ����	�� �∗ ����	����

������ 9� 
�������� ?�-' ����� ������ � ���� ������� $��� B∗(g, r) #���� �� ������� �� ��� �� "��� #∗�
������ �� ����� ������ � ����� ϕ ∈ L(K) �"�� ���� ‖ϕ − g| < r/2� 4���� ��� $��� B∗(ϕ, r/2) �� ��������
�� ��� $��� B∗(g, r)' �� �����' ����� B∗(ϕ, r/2) �� �����' �� ������� �� ��� �� "��� #∗������� �� 4���� ���
$��� B∗(0, r/2) = B∗(ϕ, r/2) + (−ϕ) �� ���� ������� �� ���� ������ �' $���"�� −ϕ ∈ L(K)� �� �����#� ����
��� $��� B∗ = 2

rB
∗(0, r/2) �� ������� �� ��� �� "��� #∗������� �� ���� ������ 
�������� ?�?�

��� ����������� K ����"�� ��� ���� �� #��6∗ ������ ���� ��������� ���� �� ��� �������� �� �����#���
������ ���� �� ��� ���������� K ��� ��� �"��������� L(K∗)� ����' ������� �� ��$������ ����� a ∈ K ��
�� ��$������ ��:"���� {ak} ⊂ L �"�� ���� ‖a− ak| → 0 �� k → ∞� !��"�� ����' ��� ��$������ ε > 0' �����
������ k0 �"�� ���� ‖a− ak0 | < ε� ����' ��� ��� �"�������� ϕ ∈ L(K∗) �"�� ���� |ϕ(ak0)| < ε' #� ����

ϕ(a) = ϕ(a− ak0) + ϕ(ak0) < ‖ϕ|∗‖a− ak0 |+ ε � ε(1 + ‖ϕ|∗)

��' ���������'

−ϕ(a) = −ϕ(a− ak0)− ϕ(ak0) < ‖ − ϕ|∗‖a− ak0 |+ ε � ε(1 + ‖ − ϕ|∗).

4����
|ϕ(a)| < ε(1 + ‖ϕ|∗ + ‖ − ϕ|∗).

&�� �� ��$������ �"��������� f ∈ K∗' ����� f(a)− f(ak) � ‖f |∗‖a− ak| → 0' #� ���� ‖f(a)− f(ak)|R → 0
3k → ∞1' ���� ��' ��� ���"� �� � ����� a �� ���� �� ��� ����� �� ��� ��:"���� {f(ak)} �� ��� ����� (R, ‖ · |R)�

.� K!%C7 �C&/CD�E��F �4C��C%

�� #��� �����#�' ��� ������������ �� ������������' #� #��� ����� ���� ���� ������ ����� ���� ��� ������
�� ����� ������ ����� �� ��� ���������� ������ �

������ �	�	 ��� A ⊂ K∗ �� � ������� ������ �∗ �	���� ���� ����� ��� ��� �����
���	 f ∈ K∗ \ A�

����� ��
��� � ��
�� y ∈ L = L(K) �������
�� f ��� A� ���� 
��

y(f) = f(y) > sup
g∈A

g(y) = sup
g∈A

y(g).

������ 5� #��� ���"�� ���� K �� ���"����� ��$�� ���� K∗∗� 7���� A �� #∗� �����' ����� ������ � ��� ��
$����� U = {y∗ | |y∗(yi)| < ε, i = 1, N}' �� ��� ��� ��' {yi}Ni=1 ⊂ L' �"�� ���� (f + U) ∩ A = ∅� 7����
U �� ���������' �� �����#� ���� f ��� ��� ��� �� ��� #∗����� ������ ��� A + U = A − U ' ��' ���������'
$� ��� 4���*9����� �������' ����� ������ � ������ �"�������� F ∈ K∗∗ �"�� ���� F (f) > supv∈A+U F (g) �
supu∈U F (u) + F (g0) ��� ��� g0 ∈ A� 5� ����� ���� ��� �"�������� F �� �� ������ �� ���� y ∈ L #���� ��
� ������ ���$������� �� yi' i = 1, N � ����' P := supU F � F (f) − F (g0)' #���� g0 �� ���� ��� �����

)-����. /�-).�0 �1 2�(342�(�5�0 637��5� ,��� ! .�� ! & &!



" ' (��)*+�,

���� A' �� �����' �� �����' ��� ��� ±y∗ ∈
⋂N

i=1 Ker yi =: T0 �� ��$������ t > 0' #� ���� F (±ty∗) � P �
4���� ±F (y∗) � P/t → 0 (t → +∞)' ���� ��' F (y∗) = 0� /�� T $� ��� ������ �"�� T0 �� ��� ����� X◦'
�� {z∗i }Ni=1 ⊂ K∗ $� � �������� ��������� ������ �� �"��������� �"�� ���� T ∩ Z = {0}' #���� Z �� ���
������ �"�� �� ���� ������� 5� ��� ����� F �� ��� ������ ������� T ⊕Z �� � ������ �"��������� ���� ���� F
�� �� ����������� �� T � ��� ������ ����� Z �������� � ��� �� �������� {z∗i }Ni=1 �"�� ���� yj(z

∗
i ) = δji 3δji

�� ��� H�����6�� ����1� 4���� F −
∑N

i=1 F (z∗i )yi �������� �� T ⊕ Z' ��' ���������' F =
∑N

i=1 F (z∗i )yi
�� K∗ ⊂ T ⊕Z� 4���� F �� � ������ ���$������� �� yi (i = 1, N)' ���� ��' � ����� �� ��� ����� K� ���� ������
��� ��������

������ �	� 3<�������1	 '� K∗ 
� � 1 ����	�� ���� ������ ���� ��� �∗ �	����� �� ��� ��
� ��		 B �� ���

���� ����� K �� � ������ �� K∗∗ ����� ��� ������	 �����
�� 3��	��
�� �� K∗) 
� ��� ��
� ��		 B∗∗ 
� ���

���� ����� K∗∗�

������ ��� #∗�����"�� A �� ��� ��� B 3�� � �"$��� �� B∗∗ "��� ��� ���"��� ��$��� 1 �� �������� �� B∗∗�
/�� Y = K∗� �� A �= B∗∗' ���� ��� ���� f ∈ B∗∗ \ A ⊂ Y ∗ \ A �� ���# �� ������� .��' ����� #�"� �����
y ∈ Y = K∗ 3���� ���������' y ∈ L(K∗)1 �"�� ���� f(y) > supg∈A g(y)�

���� ���� ‖y|∗ �= 0' ����� �����#��� #� #�"� ���� f(y) � ‖f |∗∗‖y|∗ = 0' #����' ��#����' �� �������$��'
$���"�� supg∈A g(y) � 0� 7���� B ⊂ A �� ����� ‖y|∗ = supg∈B y(g) > 0' #� �� ���� ��� �� ������ ��� ��
��� ���:"����� f(y) > supg∈A g(y) �� ��������' �� ��' �� ���������' #� ��"� �"������ y $� � �������� �"�$��
�� ���� ��� ���:"����� #�"� ������ ���� �� ��� �� ������ ��� #�"� $� �:"�� �� �� 7�' #� ��� ���"��
#����"� ���� ��  ��������� ���� f(y) > supg∈A g(y) = 1� 7���� ��� �"����"� ���� �� 1 �� B ⊂ A' #�  ��
‖y| � 1' $"� f(y) > 1 ��� ‖f | � 1' #���� ������ $� ��� ����� ���� ������ ��� ��������


���� �	�	 ���� ���� � ������� �� ��� <������� ������� �� ��� ������ �� ��� $��� B �� � ������
���������� ����� �� ��� $��� B∗∗ �� ������� -�;�-+ �� (;)� !� �� ������� .�-' �� ��� $� ���#� ���� ���
$��� B ⊂ K �� ���� �� B∗∗ �������� �� ��� #��6 ������ � �� �� �� �����#��� ������ ����  ������� $� ���
��� �$������ O−

x∗
1,...,x

∗
n,ε

(f) 3f ∈ K∗∗' x∗
k ∈ K∗' k = 1, n1� ���� �����#� ���� ��� ���� ���� ���� �"��������

f ∈ K∗∗ ��������� ���� ��� �$����� ���� ���� ��� ��� $� #������ ��
∑n

k=1 αkx
∗
k 3H"��*�"�6��L� �������2

��� (-+)1' #���� αk � 0 3k = 1, n1� ���������' f ∈ K∗� ����' #� ������ �� �� ��� ����� �� ������� .�-
������� ���� ��� ����� ���� �����

7���� ��� $��� B∗∗ �� ����� �� ��� #��6 ������ � �� �� �� �����#��� ������ ����' #� ���� ��� �����#�� 
���"���

��� �	����� �� ��� ��
� ��		 B �� � ���� ����� K 
� K∗∗ 3����� ��� ������	 �����
��1 ��	��
�� �� ���

����	��� �� ���" �
��� ��
���
�� ����������� 
� ��� ��
� ��		 B∗∗ �� ��� ���� ����� K∗∗�

<���� � �������� ��� E' ������� ��� ���������� �����

m(E) = {x = (xα)α | ‖x| := sup
α

(xα)+ < +∞},

���� x : E → R �� xα = x(α) (α ∈ E)' (xα)+ := max{xα, 0}� &�� � $�"�� ��:"���� {xn} ⊂ m(E)
3� ��:"���� �� $�"�� �� ����� �� � �"�$�� "�������� ��I���8�� ��� ���������� �� ���� ��:"����1' �������
��� ����� lim supn→∞ xn =

(
lim supn→∞ xn(α)

)
α
∈ m(E)� 5� ��� ���� � ����� x = (xα)α ∈ m(E) �������

��� �"����"� �� E �� ����� ������ �� ���� β �"�� ���� xβ = supE x : = supα∈E xα�
9���#' $� convM �� convM #� �����' ������������M ��� ������ �"�� �� � ��� M �� ��� �� �� ����"���

&�� �� ��$������ ��:"���� {xn}' ��� ��� �� ��� �������� �� ��� ����
∑

n λnxn #��� $� ����� $� conv{xn}'
#���� {λn} �� �� ��$������ ��:"���� �� ����� ����� �"�$��� #���

∑∞
n=1 λn = 1�

����� �	� 37����L� ���:"�����1	 ��� E �� � ������� ��� ��� 	�� {xn} �� � ������� �������� 
� m(E)�
%���� ����� ��� ��� �������� �� ��������
�� ������ {λn} �
��

∑∞
n=1 λn = 1� ��� ������

∑
n λnxn ����
��


�� ������ �� E� ����

sup
E

(
lim sup
n→∞

xn

)
� inf

x∈conv{xn}
sup
E

x.

������ &�� ���� k ∈ N' ��� Ck $� ��� ��� �� ��� �"�� �� ��� ����
∑∞

m=k λmxm' #���� {λm} ⊂ R+ �� �"��
����

∑∞
m=k λm = 1� ���� ����' ��� ���� α'

lim sup
k→∞

∞∑

m=k

λmxm(α) �
∞∑

m=k

λm lim sup
k→∞

xk(α) = lim sup
k→∞

xk(α).
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5� ��� �� ���# ���� supE
(
lim supn→∞ xn

)
� infx∈C1 supE x� 
������ �� ��$������ ε > 0 �� ����

zk+1 ∈ Ck+1 (k ∈ Z+) ��"������� ���� ��� ��������

sup
E

(2kvk + zk+1) � inf
z∈Ck+1

sup
E

(2kvk + z) +
ε

2k+1
,

#���� v0 = 0 �� vk =
∑k

m=1
zm
2m � ����' �����

zk+1 = 2k+1(vk+1 − vk) = 2k+1vk+1 − 2kvk − 2kvk,

#� ���� 2kvk + zk+1 = 2k+1vk+1 − 2kvk� 5� ���� ��� v =
∑∞

m=1
zm
2m � 7���� zm =

∑∞
n=k+1 λmnxn' #����∑∞

n=k+1 λmn = 1' #� ����
∑∞

m,n=k+1 2
k−mλmn = 1' ��' ���������'

2kv − 2kvk = 2k
∞∑

m=k+1

zm
2m

=

∞∑

m=k+1

2k−m
∞∑

n=k+1

λmnxn =

∞∑

n=k+1

xn

∞∑

m=k+1

2k−mλmn ∈ Ck+1.

!� � ���"��'

sup
E

(2k+1vk+1 − 2kvk) = sup
E

(2kvk + zk+1) � sup
E

(2kvk + (2kv − 2kvk)) +
ε

2k+1

= sup
E

2kv +
ε

2k+1
= 2k sup

E
v +

ε

2k+1
.

7���� v ∈ C1' $� ��� ���������� �� ��� �����' ����� ������ α ∈ E �"�� ���� v(α) = supE v� ��� �:"�������
∑k−1

m=0 2
m = 2k − 1 ��� ��� k �����

2kvk(α) =

k−1∑

m=0

(2m+1vm+1 − 2mvm)(α) � (2k − 1) sup
E

v + ε = 2kv(α) + ε− sup
E

v.

4���� supE v � 2kv(α) − 2kvk(α) + ε' ��' ���������'

inf
x∈C1

sup
E

x � sup
E

v � lim sup
k→∞

(2kv(α) − 2kvk(α)) + ε � lim sup
k→∞

(xk(α)) + ε

3$���"�� 2kv − 2kvk ∈ Ck+1)� ��# ��� ��:"��� ���:"����� �����#� ����� ε �� ��$������� ���� ������ ���
������

��������� �	�	 /�� K $� � ����������' ��� K∗ $� ��� "�� ����������' �� ��� A $� � $�"�� �"$���
�� K∗� ! ��� C ⊂ A �� ����� � (��� �������� ��� A ��' ��� ���� x ∈ K' ����� ������ � �"�������� g ∈ C �"��
����

x(g) = (g, x) = g(x) = sup
f∈A

x(f) = sup
f∈A

f(x).


���� �	�	 <���� � ���������� K' � $�"�� ��� A ⊂ K∗' �� ��� �������� K���� $�"���� E' #�
��� ��� K ���� � �"$��� �� ��� ����� m(A) ��m(E) $� ���������� #��� ���� ����� x ∈ X ��� ������ (xf )f∈A

�� (xf )f∈E ' ������������' #���� xf = f(x)� ���� ���� supA(xf ) = supE(xf ) �� ������� ��� ��� x ∈ K' ��
����� ��� 7����� ���:"����� ��� $� ������ �� ����� �������

�� ��� �����#�� �������' ������$����� #��� $� �������� #��� ������� �� L(K) �� ���� �������� �"$���
�� E �� ��� ���������� Y := K� 9� ��������' E �� �������	� #��� ������� �� L(K) �� ����� ������ � ��"���$��
��� D ⊂ L(K) 3���� #� ��� ���"�� #����"� ���� ��  ��������� ���� D = −D1 �"�� ���� ��� �� �� ����"��
�� D = {an} �������� �� ��� ���������� ���� ‖ · | �������� E� �� ��� �� �� ����"�� �� L �������� K' ����
������$����� �� E �� ���� �� E �������� �� L(K) ��� �:"��������

�� #��� �����#�' #� #��� ������ ��� ���� E �� ������$��� �� ���� ����' ���� $�"�� �"$��� M �� ��� �����
Y ∗ = K∗ ��� $� �:"���� #��� � ������  �������� ��� �����#��� ������ ���� �� �"��������� y∗ ∈ M � 7����'
��� ��$������ {a1, . . . , an} ⊂ D' ��� #∗������� � �� M ��  ������� $� � ��"���$�� ������ �� ���������

pa1,...,an(z
∗) := max

k=1,n
|(ak, z∗)|,

���� ��� �� ��������� �����8�$�� 3��� (;)1� ���� ������ �  �������� �� L ��� �����#��� ������ ���� �� �"���������
���� K2 �� �� �����8�$�� �� M �
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"� (��)*+�,

���� ���� ����' �� ��� ������$�� ����' ��� #∗������� � �� �� �� �����#��� ������ ���� ��  ������� $�
� ��"���$�� ������ �� ���������� ���������

pa1,...,an(z
∗) := max

k=1,n
(ak, z

∗),

#���� ��������� ���� ��"���$�� ��� �� ��� �$������ �� ������ z∗ ∈ M � 4����' M �� ������� �� �� ����
�� �� �� ��:"�������� ��������

������ �	� 3<������1	 ��� K �� � ���� ������ 	�� A �� � ������� �
��� �	���� ������ ������ �� ���

���	 1 ����	�� ���� ����� Y = K∗� ��� 	�� E �� � �������	� (��� �������� ��� A� ���� A = convE�

������ /�� B $� ��� "��� $��� �� ��� ���������� K� !��"�� �� ��� �������� ���� ����� ������ y∗0 ∈ A\convE�
9� ��� 4���*9����� �������' ����� ����� � � �������� ������ �"�������� F ∈ K∗∗ �� �"�$��� α, β : α < β
�"�� ���� F (y∗0) � β > α � F (f) ��� ��� f ∈ E� 
������ ��� ��� M = {x ∈ B | x(y∗0) = y∗0(x) � β}� 9�
������� .�-' ��� �"�������� F ���� �� ��� #∗�����"�� �� ��� ��� M �� ��� ����� K∗∗' #���� �� ��� ������������
�� ��� $��� B∗∗ �� ��� ��� {f ∈ K∗∗ | f(y∗0) = y∗0(f) � β}� ��� ��� E �� ������$�� �� Y = K∗' �� ����� ��
��� $�"�� �"$���� �� ��� ����� Y ∗ = K∗∗ ��� ��� �����"�� � ������  �������� ��� �����#��� ������ ����
�� �"��������� �� ��� ��� E� 4���� ���� ��:"���� {xn} ⊂ M ������ �� �� ���� �"�������� F �� ���� ����� ��
��� ��� E' ���� ��' xn(f) → F (f) ��� ��� f ∈ E' ��' ���������' supE

(
lim supn→∞ xn

)
= supE F � α 3����

{xn} �� �������� �� m(E) 3��� �����6 .�-11� �� ��� ����� ���' conv{xn} ⊂ M �� y∗0 ∈ A' �� �����
supE x = supB x � x(y∗0) � β ��� ��� x ∈ conv{xn}� 9� ��� 7����� ���:"����� 3��� /���� .��1'

α � sup
E

(
lim sup
n→∞

xn

)
� inf

x∈conv{xn}
sup
E

x � β,

����������� ��� ���:"����� α < β� ���� ������ ��� ��������


���� �	�	 ��� ����"�� �� ��� #��6 �� �� �����#��� ������ � 3���� ��' �� ��� ������ � �� �� �� �����#���
������ ���� �� K∗) �� ��� $��� B "��� ��� ���"��� ��$��� �������� #��� B∗∗' �� �����' � �������
�� "���� ���#� ���� A = convE #����"� ��� �������� ��:"������� ���� ��� ���������� K∗ ���"� $�
1��� "����

������ �	� 3K����1	 ��� K �� � ���� ������

�1 '� C ⊂ K 
� � ������ ��� 
� ��� ����	��� �� ���" �
��� ��
���
�� ����������� 3�� K∗)� ���� ����

�����
���	 f ∈ K∗ ����
�� 
�� ������ C�

-1 '� C 
� � ������� �	���� 3��	��
�� �� ��� ����	��� ��������� �� ���� ��		�1 �� ������ ������� ������ ��

� �������	� ���� ����� K ��� ��
�� ���� �����
���	 f ��� ��� 1 ����	�� ���� ����� K∗ ����
�� 
�� ���� ����

C 
� ������ 
� ��� ����	��� �� ���" �
��� ��
���
�� ������������ ���� ���������� ��� 
� ��� ���" ����	����

������ /�� "� ����� ��� ���� ���������� �� C �� � ������� ��� �� ��� ������ � �� #��6 �� �� �����#��� ����
��� ����' ����' ����� ���� �"�������� f ∈ K∗ �� "���� ����������"�"� �� ���� ������ �' f ���"��� �� C ���
��� ��� ���"��

/�� "� ������ ��� ����� ���������� 9� ��� ���"������ �� ���� �������$����� �� �"���������' ��� ��� B 3���
"��� $��� �� K1 �� � K���� $�"���� �� ��� #∗�����"�� �� ���� ��� �� ��� ����� K∗∗' #���� �� ��� "��� $��� B∗∗

�� ��� ���������� K∗∗� ����' ������� A = B∗∗ �� E = B' �� �������� �� �� ��� ����� �� ������� .�?'
#� �� ���� B = convB = B∗∗ 3"� �� � ���"��� ��$��� 1� 4���� $��� B = B∗∗ �� kB ��� ������� ����
�� ��� ������ � �� #��6 �� �� �����#��� ������ ����� 7���� C �� $�"��' #� ���� C ⊂ kB ��� ���� k > 0�
����' K = K∗∗' �� �����' ����� C �� �����' �� �����#� ���� ��� 4���*9����� ������� ���� C �� ����� ��
��� ������ � �� #��6 �� �� �����#��� ������ ����� 4���� C �� � ������� ��� �� ��� ������ � �� #��6 �� ��
�����#��� ������ ����' ��' ���������' �� ��� #��6 ������ �� ���� ������ ������� .�.�


���� �	�	 ! ������� �� "����  ���� ��� �����#�� ���������� �� ��� ���� ��������� �� ������� .�.
3#����"� ��� ���"������ ���� K∗ �� 1��� "���10 
� C 
� � ������� �	���� 3��	��
�� �� ��� ����	��� ���������

�� ���� ��		�1 ������ ������� ������ �� � �������	� ���� ����� K 
� ��
�� ���� �����
���	 f ∈ K∗ ����
��


�� ���� ���� C 
� ������ 
� ��� ����	��� �� ���" �
��� ��
���
�� ������������
�� ����� ���� ���"��' #� "�� �����6 .�? �� �� ������� .�. �� ��� ���� ���� C �� ��:"�������� ������� ��

��� ������ � �� #��6 �� �� �����#��� ������ ���� 3����� E �� ������$��1�

��� �����#�� ���"�� �� � ����� �����:"���� �� �����6 .��' ��� ������"� �������' �� ��� ������

������� �	� 3K����1	 ��� � ���� ����� K �� �������	� ��	��
�� �� L(K)� ���� K 
� �����
�� 
� ���

��	� 
� ���� �����
���	 f ∈ K∗ ����
�� 
�� ����
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&��� ������� ?�� #� ����

������� �	� 3K����1	 ��� � ���� ����� K �� �������	� ��	��
�� �� L(K) ��� 	�� K∗ �� 1 ����	��� ���� K

� �����
�� 
� ��� ��	� 
� ��� ��
� ��		 
� K 
� � ������ ��� 
� ��� ���" ����	��� �� �
��� ��
���
�� �����������

3��� �� ��� �	���� ������ ������� ��� 
� ������ 
� ��� ���" ����	��� �� �
��� ��
���
�� �����������1�

������� �	�	 '� ��� ��������
�� �
��� ���	��� ���� ����� K ����� �
��� �	����� L(K) �����
�� K
��� ��� ��
�� K∗ 
� 1 ����	��� ����� ��
��� � �
��� ���	��� �������	� ��������
�� ���� ����� K0�

������ 5� #��� ���"�� ���� K �� ���"����� ��$�� ���� K∗∗� 7���� K /∈ (Rf) �� K∗ �� 1��� "���' ��� "���
$��� B "��� ��� ���"��� ��$��� �� K∗∗ �� ��� � #��6�� ������� ���' �� ��� #��6 ����"�� �� ��� $��� B∗∗

3"��� ��� ���"��� ��$��� 1� �� ���� ����' ���� ��:"���� �� B ��� � ����� ����� �� B∗∗� �� ������' ���
������ ����� L(K) �� �����#�� ���� L(K∗∗)' ��� �����#��� ��� �� �� ����"�� L(K) #�"� ������� #��� ���
�� �� ����"�� �� L(K∗∗)' ���� ��' K = K∗∗� 9"� ���� �� �������$��' ����� K �� ������������

G������� �� �� /���� - 3��� (-N' 
�� N' B -' �� -N;)1' #� ������"��' ��� ���� ����� F ∈ L(K∗∗) \K �"��
���� ‖F |∗∗ � 1' � ��:"���� {xn} ⊂ K �"�� ���� ‖xn| � 1 �� ��� #���� F �� � ����� ������ 9� �����6 ?�;'
���� ��:"���� ��� $� ��6�� ���� L(K)� 5� ��� ���"�� ����' ��� ��� ������$�� ������ ������� L ⊂ L(K)'
����� ������ δ = δ(L ) > 0 �"�� ����

‖F − y| � δ ��� ��� y ∈ L , ‖y| � 1,

$���"�� �����#��� ��� ����������� �� �� ����� �� ����"�� L �� � ������$�� ����������� �����' ��� #����
��� �����"���� �� ��� ��������� �����

5� ������"�� $� ��"����� ��� ������������� ��:"���� {xn} ⊂ L(K) #���� ������ �"�� �� L �
�� �� .J,' #� ���� ���#� ���� ��� ������ � �� #��6∗ �� �� ������ ���� �� ��� ������� ������ �"�� �� ���

"�� ����� �������� �� ���� �"�� #��� ��� #��6∗ �����#��� ������ ���� �� Y = K∗ 3�� ������"���' �� ��� "���
$��� B∗ ⊂ Y 1� !������ ���� �������� �� Y ∗ �� Y ' #� �� ���� ����� ������ f1 ∈ B∗ ��� #���� ����� ������
x1 ∈ L(K)' ‖x1| � 1' �"�� ���� |(F − x1)(f1)| < 1� 
������ ��� ����� Y2 ⊂ K∗∗ ������ $� ��� �"���������
F �� F − x1� ����� ����� {f1, . . . , fk2} ⊂ S∗ �"�� ����

max{G(fm) | 2 � m � k2} � 1

2
‖G|∗∗

��� ��� G ∈ Y2�
!� "�� �� �� ��� ������"� ���� ����' #� �� x2 ∈ L(K)' ‖x2| � 1' �"�� ����

max{|(F − x2)(fm)| | 1 � m � k2} <
1

2
.


������ ��� ���������� Y3 ⊂ K∗∗ ������ $� ��� �"��������� F ' F−x1 �� F−x2' �� �� {fk2 , . . . , fk3} ⊂
S∗ �"�� ����

max{G(fm) | k2 � m � k3} � 1

2
‖G|∗∗

��� ��� G ∈ Y3� ����� ������ � ����� x3 ∈ L(K) �"�� ���� ‖x3| � 1 �"�� ����

max{|(F − x3)(fm)| | 1 � m � k3} <
1

3
.


�����"�� ���� �������' #�  �� � ��:"���� {xn} ⊂ L(K) �"�� ���� ‖xn| � 1 �� ��������� 

max{G(fm) | kn−1 � m � kn} � 1

2
‖G|∗∗

��� ���G ∈ Yn' #���� Yn �� ��� ����� ������ $� ��� �"��������� F ' F−x1' . . .' F−xn' �� {fk2+1, . . . , fk3} ⊂
S∗ �"�� ����

max{|(F − xn)(fm)| | 1 � m � kn} <
1

n
.

/�� x ∈ K∗∗ $� � ����� ����� �� ��� ��:"���� {xn} �� ��� #��6 ������ �� ���� ���� �� x ��� ��� ��� �� ���
�� �� ����� ����"�� �� L ' ���� ���� ����"�� �� � ������$�� ����������� �����' #���� ������ ��� ���"�� ��:"���
�� ��� ����������

!��"�� ���� x ��� ��� ��� �� ��� �� �� ����� ����"�� �� L � ���� F − x ∈ K∗∗ ��

max{(F − x)(fm) | 1 � m < +∞} � 1

2
‖F − x|∗∗.
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&�� � ��� m' #� ���� |(F − xn)(fm)| < 1
p ��� n � kp � m. 4����

|(F − x)(fm)| � |(F − xn)(fm)|+ |fm(xn − x)| � 1

p
+ |fm(xn − x)|

��� n � kp � m� 7���� x �� � ����� ����� �� ��� ��:"���� {xn} �� ��� #��6 ������ �' ��� ��� N > m �����
������ n � kN � m �"�� ���� |fm(xn − x)| < 1

N � &�� ���� xn 3���� ���� kN � m1 #� ��� �"� p = N � 4����
#� ���� |(F − xn)(fm)|+ |fm(xn − x)| � 2

N � 7���� N �� ��$������' #�  �� (F − x)(fm) = 0 ��� ��� m ∈ N� 9�

��� ���"������' ����� ������ � ����� y ∈ L �"�� ���� ‖x− y| < δ
4 � 1

4‖F − y|� 4����

0 = sup
m∈N

(F − x)(fm) = sup
m∈N

(
(F − y)(fm)− (x− y)(fm)

)

� sup
m∈N

(
(F − y)(fm)− ‖x− y|

)
� 1

2
‖F − y| − 1

4
‖F − y| = 1

4
‖F − y|,

��' ���������' 0 = ‖F − y| � δ' #���� �� �������$���
/�� B0 $� ��� �� �� ���������� �� ��� ������������ �� B #��� ��� ������ �"�� �� ��� ��:"���� {xn}� 7��������'

��� K0 $� ��� �� �� ���������� 3#���� �������� #��� �� �� ����"�� �� K∗∗1 �� ��� ������������ �� K #��� ���
������ �"�� �� {xn}� �� �� ������ ���� ���� B0 �� ��� � #��6�� ������� ���' ����� �����#��� ��� ��� #∗������ ������
3"��� ��� ���"��� ��$��� �� K∗∗1 �� ��� ��:"���� {J(xn)} #�"� ��� �� J(B0)� ���������' K0 /∈ (Rf)�
���� ������ ��� ����������


���� �	�	 ��� ����� �� 
���������� .�- �� .�? 3#����"� ��� ���"������ ���� K∗ �� ���� "���1 ��
�������� �� �"@��� �� ������ ��� ���� ���� ��� "��� $��� �� ��� ����������� ���������� K �� ��� ������� ��
��� #��6 ������ � �� �� �� �����#��� ������ ���� 3��� ������� ?��1� �� ��� ����������� �� ����������� �����
����� K ��� #���� ��� �� �� ����"�� L(K) �������� K' ����� ������ � �� ����������� ������$�� �����������
���������� K0�

;� ���7CG!�!9/C E!��!�� �& �4C K!%C7 �4C��C%


������ � ��:"���� �� ������ �"��������� {ϕn} �� X $�"�� �� ��� ����� m(K)� /�� L ({ϕn}) $� ���
��� �� ��� ������ �"��������� w ��������� 

lim inf
n

ϕn(x) � w(x) � lim sup
n

ϕn(x) ��� ��� X.

���� ���� 3��� (-,' ������� .�-;)1 ���� ����� ������ � ������ �"������ �( · ) �� X ⊃ K ��������� 

lim inf
n→∞

ϕn(x) � �(x) � lim sup
n→∞

ϕn(x).

���� ���:"����� ����� ���� L ({ϕn}) �� ���������

����� �	�	 ��� K �� �� ���
����� ���� ������ 	�� 0 < θ < 1� ��� 	�� {fn} ⊂ K∗� ‖fn| � 1 (n ∈ N)�
)������ ���� �(w, conv{fn}) � θ ��� �		 w ∈ L ({fn})� ����� ��� ��� �������� �� ���
�
�� ������ {λn}�∑

n λn = 1� ����� ��
�� � ����� α ∈ [θ, 2] ��� � �������� {gn} ⊂ K∗� ‖gn| � 1� �
�� ��� ��		��
�� �������
��0
��� ���� �����
���	 w ∈ L ({gn})� ∥

∥
∥
∑

n

λn(gn − w)
∣
∣
∣ = α

���� ��� ���� �����
���	 w ∈ L ({gn}) ��� ��� N �

∥
∥
∥

N∑

n=1

λn(gn − w)
∣
∣
∣ < α

(
1− θ

∞∑

n=N+1

λn

)
.

������ /�� εn > 0 $� �"�� ����

∞∑

n=1

λnεn
(
∑∞

n=N+1 λn)(
∑∞

n=N λn)
< 1− θ.

5� ������"�� ��� ��:"���� {gn} $� ��"������ /�� ψ
(0)
i = fi 3i ∈ N1� 5� ���

α1 := inf{sup{‖g − w| | w ∈ L ({ϕi})}},
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#���� ��� ����"� �� ��6�� ���� ��� g ∈ conv{ψ(0)
i } �� ��� ��:"����� {ϕi} ��������� ϕk ∈ conv{ψ(0)

i }∞i=k ���

��� k� /�� g1 ∈ conv{ψ(0)
i } �� ��� � ��:"���� {ϕ(1)

i } $� �"�� ���� ϕ
(1)
k ∈ conv{ψ(0)

i }∞i=k ��� ��� k ��

α1 � sup{‖g1 − w| | w ∈ L ({ϕ(1)
i })} < α1(1 + ε1).

����' #� ������ w′ ∈ L ({ϕ(1)
i }) �"�� ����

α1(1− ε1) < ‖g1 − w′| < α1(1 + ε1).

/�� x ∈ K' ‖x| � 1' $� �"�� ����
α1(1 − ε1) < (g1 − w′)(x).

7���� lim infi ϕ
(1)
i (x) � w′(x), ����� ������ � �"$��:"���� {ψ(1)

i } �� {ϕ(1)
i } �"�� ����' ��� ��� w ∈

L ({ψ(1)
i })'

lim inf
i

ϕ
(1)
i (x) = lim

i
ψ
(1)
i (x) = w(x) � w′(x).

���� ����� ���� $� �������� w′ $� w #�  ��

α1(1− ε1) < (g1 − w)(x).

����' #� ���

α2 := inf
{
sup

{∥
∥λ1g1 +

∞∑

n=2

λng − w
∣
∣ : w ∈ L ({ϕi})

}}
,

#���� ��� ����"� �� ��6�� ���� ��� g ∈ conv{ψ(1)
i }∞i=2 �� ��:"����� {ϕi} ��������� ϕk ∈ conv{ψ(1)

i }∞i=k ���

��� k� /�� g2 ∈ conv{ψ(1)
i }∞i=2 �� {ϕ(2)i} $� �"�� ���� ϕ

(2)
k ∈ conv{ψ(1)

i }∞i=k ��� ��� k' ��

α2 � inf
{
sup

{∥
∥λ1g1 +

∞∑

n=2

λng2 − w
∣
∣ : w ∈ L ({ϕ(2)

i })
}}

< α2(1 + ε2).

����' #� ������ w′ ∈ L ({ϕ(2)
i }) �"�� ����

α2(1 − ε2) <
∥
∥λ1g1 +

∞∑

n=2

λng2 − w′∣∣ < α2(1 + ε2).

!��"�� ����' ��� ���� x ∈ K �"�� ���� ‖x| � 1' ��� �����#�� �������� �� ���0

α2(1 − ε2) < λ1g1(x) +

∞∑

n=2

λng2(x)− w′(x).

!� �$���' #� ������ � �"$��:"���� {ψ(2)
i } �� {ϕ(2)

i } �"�� ����' ��� w ∈ L ({ψ(2)
i })'

lim inf
i

ϕ
(2)
i (x) = lim

i
ψ
(2)
i (x) = w(x) � w′(x).

7�' #� ��� � ��� ������� w′ $� w�
G������� �� ���� #��' #� ����

αN := inf
{
sup

{∥
∥
∥

N−1∑

n=1

λngn +

∞∑

n=N

λng − w
∣
∣
∣ : w ∈ L ({ϕi})

}}
,

#���� ��� ����"� �� ��6�� ���� ��� g ∈ conv{ψ(i−1)
i }∞i=N �� ��� ��:"����� {ϕi} #���� ������� ��� ���������

ϕk ∈ conv{ψ(N−1)
i }∞i=k ��� ��� k� /�� gN ∈ conv{ψ(N−1)

i }∞i=N �� ��� � ��:"���� {ϕ(N)
i } $� �"�� ����

ϕ
(N)
k ∈ conv{ψ(N−1)

i }∞i=k ��� ��� k ��

αN � sup
{∥
∥
∥

N−1∑

n=1

λngn +
∞∑

n=N

λngN − w
∣
∣
∣ : w ∈ L ({ϕi})

}
< αN (1 + εN ).
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"�" (��)*+�,

����' #� ������ w′ ∈ L ({ϕ(N)
i }) �"�� ����

αN (1− εN ) <
∥
∥
∥

N−1∑

n=1

λngn +

∞∑

n=N

λngN − w′
∣
∣
∣ < αN (1 + εN).

!��"�� ����' ��� ���� x ∈ K �"�� ���� ‖x| � 1'

αN (1− εN ) <
N−1∑

n=1

λngn(x) +
∞∑

n=N

λngN(x)− w′(x).

7���� lim infi ϕ
(N)
i (x) � w′(x), #� ��� �� � �"$��:"���� {ψ(N)

i } �� {ϕ(N)
i } �"�� ����' ��� ��� w ∈

L ({ψ(N)
i })'

lim inf
i

ϕ
(N)
i (x) = lim

i
ψ
(N)
i (x) = w(x) � w′(x).

7�' �� �$���' #� ��� ������� w′ $� w' #����  ���� ��� ���:"�����

αN (1− εN ) <
N−1∑

n=1

λngn(x) +
∞∑

n=N

λngN (x)− w(x).

���� ��������� ��� ��"����� �����

7���� L ({gN}) ⊂ L ({ϕ(N)
i }) ��� ��� i' �� ��� ��� N ' �� ��� w ∈ L ({gN})' #� ����

αN (1− εN ) <
∥
∥
∥

N−1∑

n=1

λngn +

∞∑

n=N

λngN − w
∣
∣
∣ < αN (1 + εN ).

���� ���� ‖gN | � 1 ��� ��� n� 4���� g ∈ conv{gN} ������� ‖g| � 1� 5� ���� ‖w| � 1 ��� w ∈ L ({gN})' ��
����� αN � 2� 9� �������� �� αN �� �� ������ ���� ���� ��� ��:"���� {αN} �� �������� ��������� ' ��' ��
��"���' αN � 0 $� ������"����� �� ��� ���������� �� ��� ������ !� � ���"��' ��� ����� α := limN→∞ αN

������ �� ��������
0 �

∥
∥
∥
∑

N

λN (gN − w)
∣
∣
∣ � 2.

%������� 3��� (-;' �� �-)1'

∥
∥
∥

n∑

i=1

λi(gi − w)
∣
∣
∣ �

( ∞∑

i=n+1

λi

) n∑

k=1

λkαk(1 + εk)

(
∑∞

n=k+1 λn)(
∑∞

n=k λn)
� α

(
1− θ

( ∞∑

i=n+1

λi

))
.

���� ������ ��� ������


���� �	�	 	��� ��� ��������� �� /���� ;��' ��� �"��������
∑

n λn(gn−w) ��� ��� ������ ��� ����
�� � ��:"���� {λn} �� ������ �� �����#�0 λn > 0' λn+1 < Δλn (n ∈ N)'

∑
n λn = 1' #���� Δ ∈ (0, θ2/2) ��

���� �"�$���

&�� �� ��$������ x ∈ K' ‖x| � 1' ��� ��������

lim inf
k

gk(x) � w(x) ��� ��� w ∈ L (gn)

������� ���� ����� ������ � �"@������� ��� � N �"�� ����

(gN+1 − w)(x) < θ2 − 2Δ � αθ − 2Δ.

4����

∑

n

λn(gn − w)(x) <

N∑

n=1

λn(gn − w)(x) + λN+1(αθ − 2Δ) +

∞∑

n=N+2

λn(gn − w)(x)

�
∥
∥
∥

N∑

n=1

λn(gn − w)(x)
∣
∣
∣ + λN+1(αθ − 2Δ) + 2

∞∑

n=N+2

λn � α
(
1− θ

( ∞∑

i=n+1

λi

))
+

λN+1(αθ − 2Δ) + 2Δ
∞∑

n=N+1

λn = α− (αθ − 2Δ)
∞∑

n=N+2

λn < α.

9"� α �� ��� ���� �� ��� �"��������
∑

n λn(gn − w)' ���� ��' ���� �"�������� ��� �� ������ ��� �����
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)41048�,�(7 1�) �6�54� 9�(3 48(4.�4� .�)2 "�:

������� �	�	 ��� K �� � ��������
�� ���� ����� ����� �
��� �	����� L = L(K) �����
�� K� ���� �����

��
��� � �����
���	 K∗ ��
�� ���� ��� ����
� 
�� ��� �� K�

������ 5� #��� ���"�� ����K �� ���"����� ��$�� ��K∗∗� �� �"@��� �� ������� ��� ���� �� ���������$��K�
/�� K0 $� � ������$�� ����������� ������"$����� #���� �� ��� �� �� ����"�� �� L0 := L(K0) 3��� �����6 .�;1�
�� L0 �������� #��� L(K0

∗∗)' ���� ��� �� �� ����"��� �� ����� ������ �������� ��� �:"�� 3"��� ��� ���"���
��$��� K0 ���� K0

∗∗1�
!��"�� ���� L0 := L(K0) �� �>����� ���� L(K0

∗∗)� 4���� ����� ������ F ∈ L(K∗∗
0 )' ‖F |∗∗ = 1' �"��

���� F ��� ��� ��� �� ��� �� �� ����"�� �� L0' ����� �����#��� L(K0
∗∗) #�"� ��� �� K0 3"��� ��� ���"���

��$��� 1' #���� #�"� ����� L0 = L(K0
∗∗)� /�� B0 $� ��� "��� $��� �� K0' �� B∗∗

0 $� ��� "��� $���
�� K∗∗

0 � ����� ������ δ > 0 �"�� ���� ��� ��� δB∗∗
0 + L0 �������� F �� ��� $�"����� 
������ ��� ��:"����

{xn} ⊂ L0 #���� �������� � ��� ��������� �$�"� ��� ��� �� �� �� �� �������� �� K0� 9� ��� ����� ��

�������� .�?' �� ��� $� ���"�� ���� F �� � ����� ����� ��� {xn} �� ��� #��6 ������ � 3��� #∗������� �
�������� �� K∗

01� /�� Ln $� ��� ������ �"�� �� ��� ������� {xk}nk=1' Mn := δB0 +Ln� ��� ���������� Y := W ∗
n

��������� �� ��� �"����� �"��������� �� ��� Mn' ��� ������������ �� ��� ����� Ln� ���� ���� Y �� ��� "��
����� �� ��� ���������� K0 �� #���� B0 + Ln �� ��� "��� $����

/�� B∗
n $� ��� "��� $��� �� ��� ���������� Y ' �� ��� B∗∗

n $� ��� "��� $��� �� ��� ���������� Y ∗� ����'
��� M∗∗

n := δB∗∗
0 + Ln' �� ��� Fn ∈ [0, F ] ��� �� ��� $�"���� �� M∗∗

n � �� �� .J, #� ���� ���#� ���� ���
������ � �� #��6∗ �� �� ������ ���� �� ��� ������� ������ �"�� �� ��� "�� ������ �������� �� ���� �"�� #���
��� #∗������#��� ������ ���� �� Y 3�� ������"���' �� ��� "��� $��� BY ⊂ Y 1� !������ ���� �� Y ∗ �� Y ' #�
�� ���� ����� ������ ψ ∈ BY �"�� ���� ψ(F ) > δ/2 =: θ� 9� ������"�����' ψ �������� �� Ln�

5� ��� fn := ψ� 5� ���� fn(x) → 0 �� n → ∞ ��� ��� x ∈ L0 = L(K0)' �� ��� ���� �� ��� �����������
�� L0 �� ��� �"�������� f ∈ K0

∗ �"�� ���� f ∈ conv{fn} �� �� ���� θ0 = θ/‖F |∗∗�
4����' ��� ��� w0 ∈ L ({fn})' ��� �"�������� w0 �� �� ����������� �� L0� 4����' ��� ��� f ∈ conv{fn} ��

��� x ∈ L0'

‖f − w0|∗ � (f − w0)(x) = f(x), �� ����� ‖f − w0|∗ � θ0.

9� /���� ;��' ��� ��� ��:"���� �� �������� �"�$��� {λn} �"�� ����
∑

n λn = 1' ����� ����� � �"�$�� α ∈
[θ0, 2] �� � ��:"���� {gn} ⊂ K∗' ‖gn| � 1' #��� ��� �����#�� ����������0 ��� ���� �"�������� w ∈ L ({gn})'

∥
∥
∥
∑

n

λn(gn − w)
∣
∣
∣ = α

��' ��������' ��� ���� �"�������� w ∈ L ({gn}) �� ��� N '

∥
∥
∥

N∑

n=1

λn(gn − w)
∣
∣
∣ < α

(
1− θ0

∞∑

n=N+1

λn

)
.

9� �����6 ;��' ����� ������ � �"�������� ���� K∗ ���� K ��� �������� ��� �����

�� ��� �����#�� �#� ���"���' $� ������"$������ K0 �� � ���������� K #� #��� ���� ������ ����� K0 ⊂ K
���� �� ��� �� �� ����"�� �� L(K0)�

������ �	�	 ��� K �� � �
��� ���	��� ���� ������ ���� K 
� �����
�� 
� ��� ��	� 
� �� 
� ���� �
��� 

���	��� �������	� ���� �������� K0�

������ ���������� /�� K $� ��������� �� ����� ������ ������ ������$�� ����������� ���������� K0' ����' �� ��
��� ����� �� 
�������� ;��' �� ��� $� ���#� ���� ����� ������ � �"�������� ��� �������� ��� ����� 9"� ����
���������� ������� -��� ���� ������������ ������ ���� ���� �� ����������� ������$�� ������"$����� K0 ��
���������

7"@������� 7"����� ���� ���� �� ����������� ������$�� ������"$����� K0 �� ��������� !��"�� �� ���
�������� ���� K /∈ (Rf)� ���� ����� ������ � $�"�� ������ �"�������� x∗ ∈ K∗ ��� �������� ��� ����
�� K� 4���� ����� ������ � ��:"���� {xn} ⊂ L(K) �"�� ���� x∗(xn) → ‖x∗|∗ �� n → ∞� /�� L0 $� ��� ������
�"$����� ������ $� {xn}' �� K0 $� ��� �� �� ����"�� �� L0 �� ��� ���������� K� ���� ��� ������ �"��������
x∗
0' #���� �� ��� ����������� �� ��� �"�������� x∗ �� K0' ��� ��� ���� ���� �� K0 �� x∗' �� ���� ���� �� ���

������� �� K0� 4���� $� ������� -�� �� �����#� ���� K0 /∈ (Rf)' #���� ���������� ��� ���"������� ����
������ ��� ��������

��� �����#�� ���"�� �� � ����� �����:"���� �� 
�������� .�?�
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"�$ (��)*+�,

������ �	�	 ��� K �� � �
��� ���	��� ���� ������ ���� K 
� �����
�� 
� ��� ��	� 
� ���� �
��� ���	���

���� �������� K0 
� �����
���

������� �	�	 /�� 1 < p, q < +∞' Ω ⊂ R
n $� � ����"��$�� ��� �������� �� ��� /�$�� "� ����"�� μ' Σ $�

� σ��� �$�� �� ����"��$�� �"$���� �� Ω' Lp := Lp(Ω,Σ, μ)' Lq := Lq(Ω,Σ, μ)� 
������ ��� ������ �������
L := Lp∩Lq' #���� #� �:"�� #��� ��� ���������� ���� ‖f |p,q,1 := ‖f+|Lp + ‖f−|Lq �� #��� ��� ����������
���� ‖f |p,q,∞ := max{‖f+|Lp ; ‖f−|Lq}� ��� �� �� ���������� �� ��� ������ ������� �� ��� ���������� K ��
����"��$�� �"������� f : Ω → R #��� ����� ���� ‖f |p,q,r' #���� r = 1 ∨∞� 5� ����� ���� ���������� $�
Lp,q,r� ��� "�� ���������� K∗ �� ��� ��� �� ��� ����"��$�� �"������� f : Ω → R #��� ����� ���� ‖f |p∗,q∗,r∗ '
#���� p∗ = p

p−1 ' q
∗ = q

q−1 ' r
∗ = ∞ 3������������' �1 �� r = 1 3������������' ∞)� ��� ����� "�� ���������� ��

K� ���� ���� ���������� K �� ��� "�� ��� ����� �� �� "��� �� 1��� "���� 7�' ��� ���������� K �� ��������
�� �� �"����� "���'

��� �� "����� �� ��� �$��� ������� ���# ���� ���� �� ����������� ������"$����� �� Lp,q,r �� �� ���������
���' ���� ��' ��� ��� ����� x ∈ Lp,q,r' ����� �� � ‖ · |p,q,r�������� ����� �� ���� ������"$������

&	����<

���� �������� #�� ������ �"� "��� ��� �������� �"����� �� ��� �"����� 7������ &�"������ 3 ���� ���
--�-��JJ-J.1�
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