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Abstract

We give a new description of the logarithm matrix of a modular form in terms of distributions,
generalizing the work of Dion and Lei for the case a;, = 0. What allows us to include the case
ap, # 0isanew definition, that of a distribution matrix, and the characterization of this matrix
by p-adic digits. One can apply these methods to the corresponding case of distributions in
multiple variables.

Résumé

Nous donnons une nouvelle description de la matrice de logarithme d’une forme modulaire
en termes de distributions, généralisant le travail de Dion et Lei pour le cas a, = 0. Ce
qui nous permet d’inclure le cas a, # 0 est une nouvelle définition, celle d’une matrice
de distributions, et la caractérisation de cette matrice par des chiffres p-adiques. On peut
appliquer ces méthodes au cas correspondant d’une distribution a plusieurs variables.

Mots Clés (Keywords) Distributions p-adiques (p-adic distributions) - Chiffres p-adiques
(p-adic digits) - Théorie d’Iwasawa (Iwasawa theory) - Forme modulaire (modular form) -
Courbe elliptique (elliptic curve)
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1 Introduction

Soit f = Y22 | a,q" une forme parabolique de poids 2 propre pour les opérateurs de Hecke
telle que a; = 1 et de Nebentypus €. Soit p un nombre premier tel que p ne divise pas
le niveau de f. Par exemple, on peut prendre pour f la forme associée a une courbe ellip-
tique telle qu’elle ait bonne réduction en p (ordinaire ou supersinguliere). Une construction
due a Mazur-Swinnerton-Dyer, Amice—Vélu et Visik [1, 7, 14] nous permet d’associer des
fonctions L p-adiques L; pour chaque racine A du polyndme X> — a pX + €(p)p telle que
vp(A) < 1, 0l v, et la valuation p-adique telle que v, (p) = 1.
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520 F.Sprung

Dans le cas ordinaire, ol v,(A) = 0, on peut utiliser L; pour formuler une conjecture
principale d’Iwasawa, voir par exemple [7]. Dans le cas supersingulier, ot v,(A) > 0, la
situation n’est pas idéale: Il y a deux choix « et 8 pour la racine A, et les deux fonctions L, et
L g sont analytiques, mais ne sont pas bornées sur le disque compact Z, comme dans le cas
ordinaire. Néanmoins, il existe une factorisation de type distribution=mesure x distribution

(Loz, LB) = (Lﬁ» Lb)LOgap

ot Log,, est une matrice de dimension 2 x 2. L’idée de considérer le vecteur (L, Lg) a
ses origines dans les travaux de Perrin-Riou, voir par exemple [8]. Cette factorisation est un
analogue de la factorisation

£(s) =) x (79207 (s/2))

de la fonction z€ta de Riemann en une fonction E(s) plus convenable et une fonction qui est
responsable des zéros triviaux. Ce sont les zéros de z(s) qui sont intéressants, et on peut dire
de méme des fonctions L; et L,.! Comme les deux fonctions Ly et L, sont des fonctions
analytiques bornées sur Z, elles sont plus convenables pour formuler des conjectures prin-
cipales en théorie d’Iwasawa, voir [4] pour le cas a;, = 0 et [13] pour le cas général pour les
courbes elliptiques.

Les coefficients de Log,, (la matrice de logarithme) sont des fonctions analytiques p-
adiques asymptotiquement équivalentes a celles de L, et Lg, voir [12, Section 4.3] pour les
détails. Le nom de la matrice Log,, provient du fait que

det Log,,(1+T7) = logp(l + T') x (un facteur simple),

voir [12, Remark 4.4] pour ce facteur. Rappelons au lecteur que le logarithme p-adique s’écrit
comme un produit infini comme suit?:

O,n(14+T
logp(1+T):T1_[%,

n>1

ol @ ,n est le p"-ieéme polyndéme cyclotomique.

Dans le cas a), = 0, il existe une expression explicite pour les coefficients de Log,, par les
logarithmes p-adiques signés dus a Pollack [9] (ol I’on considere deux analogues du produit
infini comme ci-dessus, mais ou I’on multiplie seulement les termes avec n impair ou pair).
Dans [3], Dion et Lei ont pris une autre perspective pour ces logarithmes signés, celle des
distributions.

On peut comprendre une fonction analytique par la transformée d’ Amice—Mahler. Pour
une distribution.? & sur Z p a valeurs dans Q,(«), on peut former une série formelle (con-
vergeant sur B (0, 17)% par la formule

Am):fZ (1 +T) (),

la transformée d’ Amice—Mabhler de . La transformée d’ Amice—Mahler est 1’analogue p-
adique de la transformée de Mellin. Rappelons au lecteur que 1’on peut exprimer la fonction

L par exemple dans [11, 12], des invariants (d’ Twasawa) attachés aux fonctions Ly et L, controlent la croissance
du groupe de Safarevic-Tate le long de I’extension Z p-cyclotomique.

2 Cela suit par exemple de [2, Corollaire IV2.20] ou [15, Proposition 5.6].

3 distribution continue, si on suit la terminologie de [2, V.3.].

4 c-a-d. sur chaque boule de rayon < 1, ou le centre est 0.
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¢ (s) de Riemann pour s > 1 comme

1 /OO g1 dt
- 1 ,
') Jo el —1

et I'(s)¢ (s) est la transformée de Mellin de e,d_’ T-

Toujours dans le cas a, = 0, Dion et Lei [3] ont donné une description concréte des
distributions dont la transformée d’ Amice—Mahler sont les logarithmes signés de Pollack.

Dans le cas général supersingulier, on peut définir Log,, comme un produit infini de
matrices [12] qui contiennent les polyndmes cyclotomiques. Dans le cas ordinaire, seulement
les termes de la premiere colonne convergent dans ce produit, et on définit Log,, comme
cette colonne.

Le résultat principal généralise le résultat de Dion—Lei et nous fournit une caractérisation
de la matrice de distributions dont la transformée d’ Amice-Mahler est Log,, . Cette caractéri-
sation est plus simple que la définition de Log,,, et en un mot refléte si des chiffres p-adiques
sont nuls ou non-nuls.

On sait que la matrice de distributions en question est déterminée par ses valeurs sur les
ouverts b + p"Z, dans le disque p-adique. Le théoréme de ce travail dit qu’on peut lire
ces valeurs des chiffres p-adiques de b, en convertissant chaque chiffre en une matrice de
dimension 2 x 2 (la représentation chromatique du chiffre). Pour simplifier la version du
théoreme dans I’introduction, on suppose ici que €(p) = 1:

Théoréme 1.1 Soit b € Z, tel que

1

b=by+bip'+ - by_1p" ' (mod p")avech; € {0,---p —1}.

On dénote parmy, - - -, my les longueurs des chaines des chiffres nuls>:
(bo. - bue1) = (0, 0,# 0,0, 0,70, #0,0,---,0)
[ — ——

————
mi my my

Soit [La, la matrice de distributions dont la transformée d’Amice—Mahler est Logap.
Silap| >0, 0na

mi my mj
wr + (ap 1 0 0\ (a1 00) (00)[(al
Ha,(b+ p"ZLp) = (_1 0) <_1 0)\-10 -10 —10)\-10) R
Silap| =0,

Ha, b+ p"Zp) = la premitre colonne du produit des matrices ci-dessus.

De plus, cela caractérise jiq,,.

| _ﬁn+2 —Oln+2
Pour la définition de R,,, voir Sect.2. Si p #2,0ona R, = e </3”+3+" o3 )

5 Par exemple, si les premiers deux chiffres ne sont pas nuls, c.-a-d.
(bo, b1, -+ ) =(#0,#0,--),

onam; =my = 0.
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Le théoréme dit que dans la représentation chromatique du chiffre b, la matrice (_01 8)

c . . 1 . .
représente un chiffre non nul et la matrice > représente le chiffre O.

ap
-10
Quelques observations sur le produit des matrices:

(1) Si b a deux chiffres non nuls consécutifs, la matrice 14, (b + p"Z,) est nulle:

00 .
OO) silap| >0

0
si =0.
0) |ap|

mi
(2) Sia, =0,0na (_01 8) (il’l (1)> (—Ol 8) = <8 8) pour m; pair. Par conséquent,

si un nombre pair de Os sépare deux chiffres non nuls, on a automatiquement g, (b +

Hay, b+ anp) =

P'Ly) = <8 8) Mais simgy, - - - , m; sont tous impairs, le produit n’est pas (8 (0)> (On

00 0 £l
non nulle si et seulement si tous les chiffres de position impaire de b sont 0 ou tous les
chiffres de position paire le sont. Cela explique la définition des ensembles S,jf dans [3].

obtient <0 il) R, ou (O 0 ) Ry.) Cest-a-dire, la matrice uq, (b + P"Z,) peut étre

11y existe divers analogues de la matrice de logarithme qui jouent un réle important dans
les travaux de Lei, Loeffler, Zerbes et Biiylikboduk (mais la construction est différente — ils
utilisent la théorie de modules de Wach). Voir par exemple [10] pour une théorie récente.
La question d’étudier leurs matrices de distributions provenant de la théorie des modules de
Wach semble tres intéressante.

Remerciements. Je remercie Cédric Dion, Antonio Lei, Bernadette Perrin-Riou, Jean-
Pierre Serre, Joseph Silverman et la-le lecteur-trice expert-e pour leurs commentaires, en
particulier JPS pour des conseils d’écriture.

2 Définition et propriétés de la matrice de logarithme
Nous rappelons la définition de la matrice de logarithme définie dans [12]. Soit & (X) =

Zf;ol X" e p"-ieme polyndme cyclotomique. Nous dénotons €(p) simplement par €.
On pose

(n) — ap ! ap A ap 1
Loga, (1 +T) := (—scppa +7) 0) <—sd>pz(l +7) 0) (—mpp,,a +1)0) K

ou R, dénote la matrice de racines. Cette matrice dépend des racines « et 8 du polynome
x? - apX + ep = 0 que I'on choisit telles que || > || pour une valeur absolue p-adique
quelconque. La matrice R, est définie par

R a, 1 —2-n 1 -1 _ 1 _/32+n _a2+n
n = —8p0 ‘3 o —W ﬂ3+n a3+n
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sip>3,et
R a, 1 —3—n 1 -1 _ 1 _ﬂ3+n _g3tn
=1 epo B a)” W pin ghtn

Définition 2.1 Si |a,| > 0, la matrice de logarithme est

sip=209

Log,, (1 + T) := lim Log,, ™ (1 + 7).
n—oo

Si |ap| = 0, la matrice de logarithme Log, (1 + T') est la premiere colonne de

lim Log, ™ (14 7).

n—o0
Lemme 2.2 Les termes de Logap(l + T) convergent vers des séries dans Qp(c)[[T]]. De
plus, on sait évaluer Log, (1 + T) au point T = ¢ — 1, out §x dénote une racine pk-ieme
primitive:

Silap| > 0,0na
Loga, (&) = Loga, ® (0).
Silay| =0,0na
Logap (¢k) = premiere colonne de Logap ® (&r).

Démonstration [12, Lemma 4.8] ou [13, Lemma 4.4]; ’observation clé est que ® I &)=p
sii > k. ]

3 Le théoreme

Définition 3.1 La transformée d’ Amice—Mahler d’une distribution p sur Z,, a valeurs dans
C, est une série formelle

Au(T) = /Z (14 T)* pu(x).

La transformée d’Amice-Mahler d’une matrice M = (u;;) des distributions 1;; comme
ci-dessus est la matrice

Au(T) == (Ay; (D).

On rappelle au lecteur qu’une distribution est déterminée par la transformée d’ Amice—
Mahler, voir [2, ThéoremeV.3.11].

Théoréme 3.2 Soit b € Z,, tel que

b=bo+bip' +---by_1p"' (mod p") avecb; €{0,---p — 1}.

6 Dans [3], tous les résultats nécessitent I’hypotheése p > 2. (La premiere formule [3, Formule 1] est incorrecte
si p = 2. La formule correcte de Pollack est L, =log, L4 + % log; L_ si p =2, voir [9, Theorem 5.6].)
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524 F.Sprung

On dénote par my, - - - , my les longueurs des chaines des chiffres nuls:
(B0 bu) = 0.+ 0,#0,0, - 0.0, -, #0,0,---,0)
— —— —— e —

m my my

Soit fa, la matrice de distributions dont sa transformée d’Amice-Mahler est Log,,.
Alors on a, si|ap| > 0,

mi my mp
n — ap 1 0 0 ap 1 0 0 oo 0 0 ap l
Ka, (b + p"Zy) = (_6 o) (—e 0)\—co0 —€0 —co)\Zco) Fn

etsilap| =0,
Ha, (D + P"Zp) = la premiére colonne du produit des matrices ci-dessus.

De plus, la matrice jiq, est caractérisée par ce théoreme.

Démonstration Soit 14 pn Zp(x) la fonction caractéristique de b + p"Z,. On a

Lot prz,n) = — Z S

Zeup
Par conséquent,

ta, (b + p"Ly) = /Z Lot prz, (O pta, (¥) = > — f g, (x)

CEUpn

1 _ _
= Zﬂj ”/ * a, (x) = p— > ¢ PLog,, (©).

CEUpn

Pour calculer cette somme, on utilise la Proposition 3.4 ci-dessous. La caractérisation suit
du fait que les entrées dans Log,, (dans le cas supersingulier) et les entrées dans la premiére
colonne de Loga, (cas ordinaire) sont des distributions d’ordre o(log p(l + T)), voir [12,
Proposition 4.20]. O

Définition 3.3 Soit b = by + by p' +---b,_1p" L avec b; € {0, ---, p — 1}. Pour chaque
b;, on définit sa représentation chromatique par

1
ap ) sib; = Oet
—e0

Y =
(oo) (ap 1>=<o 0) by 0.
01 —e0 -0

On définit la représentation chromatique de » (mod p") comme le produit des représen-
tations chromatiques des chiffres, c.-a-d.

YoYi1 - - Yy—1.

Proposition 3.4 Les valeurs de Log,, en les racine d’unité de puissance p sont reliées a la
représentation chromatique: On a

> ¢ Loga, (€)= p"YoY1 -+ Yy 1Ry
Zeﬂp"
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4 Démonstration de la Proposition 3.4

Lemme 4.1 Soit
i=p"—l
P(x) = Z cix' e (Cp[x,xfl],
i=z—(p"-1)

ou C,, dénote le corps des nombres complexes p-adiques. On a alors

Y. PE@) =cop".
;eﬂp"
" sik=0 mod p"
Démonstration On a deﬂpn k= { g .l b .
simon.

Démonstration de la Proposition 3.4 11 suit du Lemme 2.2 que pour ¢ € jpn

¢ 7"Log,, (¢) = ¢ "Loga, ™ (¢).

alors chaque terme est de la forme P (¢) pour des polyndomes de Laurent P (x) comme dans
le Lemme 4.1 (ou I’on autorise les puissances négatives). En appliquant ce lemme 4.1, on
voit que

Z ;“_bLogap (¢) = p" x matrice des termes constants dans )c_bLogap ™ (x).
é‘EV«p”

Montrons alors que les termes constants sont donnés comme dans 1’énoncé de la propo-
sition. Posons
(1 0 _fap 1
i (x) = (0 o, (x)> ety := <_8 0) .

Loga, ™ (x) = ¢o(x)Y 1 (x) - - Ypu_1 (X)Y Ry,

Par définition, on a

et aussi

n—1

xb = x=boy=bip . —ba-1p
En combinant ces deux observations, on a
—b —b —b —by—1 p"!
x P Logy, ™ (x) = x o () Yx PPy (x) - Yx TP g ()Y Ry

En notant que

1 (k=bp)p'
0 Zlfzo x( )p

i x~bipi 0
X i () = ( P :

on voit que les termes dans x‘bLogap ) (x) sont des combinaisons linéaires des termes

de la forme x/i”" avec ji € {—(p — 1), -+, 0, - (p — D)}.
Mais on cherche les termes constants, c.-a-d. la contribution des (multiples des) termes
xJiP" avec ji = 0.
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526 F.Sprung

Comme il n’y a pas d’annulation des puissances de x dans les divers termes de la forme
x~biP ¢;(x)Y, on peut analyser chaque terme x %' ¢; (x)Y pour ses contributions au terme
constant:

1 0
1><<0 1>><Y sib; =0
Cette contribution est Y; = O

i 0 0
—b;p' ) .
X X (O xb,'p’) x Y sib; #0.

5 Généralisation au cas a plusieurs variables

On généralise le résultat principal au cas de k variables, généralisant [3, Section 4] ou k = 2
eta, = 0. Dans tout ce qui suit, on suppose que k > 2. Dans [5], Lei a étudi€ des matrices
de logarithmes a deux variables (k = 2) en appliquant le produit tensoriel. Nous rappelons
la convention pour les cas étudiés dans les dernieres sections.

Exemple 5.1 Soit M une matrice. Deux exemples pour le produit tensoriel sont

ay a a M apnM a an M
nany oy (4 12 et (M) @ p o= (911 )
azy ax a1 M anM azi a M
On dénote les vecteurs a k coordonnées par des lettres grasses, par exemple

X:(-xla"' 7xk)etT:: (Tla 7Tk)'

Définition 5.2 Pour une distribution p sur Z’; a valeurs dans C,, on définit la transformée
d’ Amice-Mahler comme la série formelle

A (T) = /Zk (L 4+ T)" (14 T2 - (14 T)™ ().

Pour une matrice (u;;) de telles distributions on définit la transformée d’ Amice-Mahler
comme la matrice

(42, (D).

Définition 5.3 Soit ,u[?;k la matrice de distributions telle que la transformée d’ Amice—Mahler
est

LOgap (Tl) ® LOgap(T2) K- ® LOgap(Tk)-
Pour I’existence et I’unicité de /ng;k, voir [6, Theorem 3].
Pourb = (by,--- ,by) etn = (ny,--- ,ng),onécritb + p"Zp pour 1’ouvert
b1+ p"Zpy, - b+ P L)

dans Z’I‘,.
Nous rappelons au lecteur que g, (b; + pj'Z ;) est une matrice de dimension 2 x 2.
Proposition 5.4 Pourb = (b1, --- ,by) etn = (ny, --- , nx) comme ci-dessus, on a

REXd + pZy) = ta, (b1 + P Lp) @ a, (b2 + p"2ZLp) @ -+ ® pra, (bi + P L)

p
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Démonstration de la Proposition 5.4 Par linéarité, cela suit de 1’analogue de cette proposition
pour le cas ol les matrices sont de dimension 1 x 1. Cet analogue est la Proposition 6.1
(Multiplicativité) ci-dessous. ]

Pour b € Z), et n € N, écrivons les longueurs des chaines des chiffres dans le développe-
ment p-adique modulo p” comme dans le Théoréme 3, c.-a.-d. soient

chiffresde b (mod p") = (0, ---,0,#0,0,---,0,%0,---,%#0,0,---,0).
— — ——— e —
mi m2 mp

Définition 5.5 Si |a,| > O (cas supersingulier), la représentation chromatique normalisée
de b (mod p™) est

mi my mj
o (ap 1 0 0\ (a,l 00) (00)(al
M, (b + p") = (—g o) <_10 -0 -10 ~10)\e0) Fr

Sila,| = 0, on définit la représentation normalisée chromatique M, (b+p") deb (mod p")
comme la premiere colonne du produit des matrices ci-dessus.

Corollaire 5.6 Sous les hypotheses de la Proposition 5.4, les valeurs de M%k sont données
par des produits tensoriels des représentations chromatiques:

HEX (b + p"Zy) = Mq, (b + p") ® Mg, (b2 + p™) ® - - ® Mq, (b + p™).

6 La Proposition 6.1 (Multiplicativité)

Nous introduisons une notation convenable pour discuter des vecteurs composés des k — 1
premieres coordonnées des vecteurs comme X avec k coordonnées. On les dénote avec des
lettres grasses avec une apostrophe, par exemple

X' = (x1,-,x-) et T o= (T, -+, Tr).
On pose aussi b’ + p“/Zp pour I’ouvert
(bl +pan[n e ’bkfl + p"k—lzp)

k—1
dans Zp .

Proposition 6.1 (Multiplicativité) Soient i (x), w1 (x'), w2 (xx) des distributions sur Zk, Z];_l
et Zp. Si

Au(T) = A, (T x Ay, (Th),
ona
1w+ pP7Zy) = i + pZp) X pa(by + p™Zy).

Etant donné deux vecteurs de méme dimension, on définit leur puissance comme le vecteur
des puissances des coordonnées. Par exemple pour v = (v, -+, vx) et w = (wy - -+, Wg),

VW= (v'f)', e ,v}(”").
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528 F.Sprung

On définit aussi, pour n = (ny, - - - ng),

n

pr=(p", -, P,

Etant donné un vecteur, on définit sa pseudo-norme, dénotée || - ||, comme le produit de
ses coordonnées, par exemple || p"| = p™ TRtk
On définit

IL = H,pnl X oo .M]7”k'
Lemme 6.2 Soirm € Zb. Ona [ L, &™) = Lpey 1™

Démonstration Pour des ensembles finis / et J, on a

(Zo) ()= = o

iel jel (i, j)elx]
O

On rappelle au lecteur que 1’apostrophe signifie qu’on a tronqué la dernieére coordonnée.

J
Dans ce cas, on définit la puissance v , pseudo-norme, etc. d’une facon analogique. (Noter
k> 2).
., . P k .
On dénote la fonction caractéristique de b + p"Z, sur Z), par 1p pnz,:

1 sixeb+p"Z,

Iptprz, (X) = .
P 0 sinon.

Lemme 6.3 Ona fZ,;) Ly pnz, (1(X) = ”;T” ”Z;E,L exb ”

Démonstration Cela suit du cas a une variable par induction:
Ona

]-b+p“ZpM(X) = 1b’+p“/Zpl’L(X/) X lbk+17"kZpM(xk)
1 ‘ 1 ‘

T Z, , Pk 2

en CEU K

1
™

x'—b’
C’

;xk —by H

Z ;"‘_b par la démonstration du Lemme 6.2.
Len

Démonstration de la Proposition 6.1
u+ pZy) = /Zk Lo prz, 1(X)
4

1
n .
1" Jz

Z Pl ux)  (parle Lemme 6.3)
Lep

IP™Ml i 2

b H u(x) (parle Lemme 6.2)
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[ 181

| 4.0

IIP I

||P Iz

1 b _
Il Z ¢ e A au)
;"x{eu’xupnk

1 b 1 _
= o 2 | v 3 e
e CEm K

= i + pVZ,) X pa(by + pZy).

Au(?)

Pour I’avant-derniére égalité, on a appliqué 1’analogue direct du Lemme 6.2 pour les dimen-
sions k — L et 1. O
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