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Abstract
The marine risers are often subjected to parametric excitations from the fluctuation top tension. The top tension on
the riser may fluctuate with multiple frequencies caused by irregular waves. In this paper, the influence between
different frequency components in the top tension on the riser system is theoretically simulated and analyzed. With
the Euler−Bernoulli beam theory, a dynamic model for the vibrations of the riser is established. The top tension is set
as fluctuating with time and it has two different frequencies. The influences from the fluctuation amplitudes, circular
frequencies and phase angles of these frequency components on the riser system are analyzed in detail. When these
two frequencies are fluctuating in the stable regions, the riser system may become unstable because ω1+ω2≈2Ωn. The
fluctuation amplitudes of these frequencies have little effect on the components of the vibration frequencies of the
riser. For different phase angles, the stability and dynamic behaviors of the riser would be different.
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1  Introduction
Marine risers are widely used in the field of ocean en-

gineering. They are used to transport oil or gas from seabed
wells to surface floating platforms or vessels. Under the ac-
tions of waves, the upper platform may heave with time (Xu
et al., 2008; Xiao and Yang, 2014; Cabrera-Miranda and
Paik, 2018). As a result, the top tension on the riser may
fluctuate with time. The riser is parametrically excited
(Yang et al., 2013; Xiao et al., 2013). When the top tension
fluctuates with multiple frequencies, the stability and dy-
namic behaviors of the riser would become more complic-
ated, which need further investigations (Nayfeh and Mook,
1995; Kuiper et al., 2008).

As a typical parametrically excited system, the marine
riser excited by the fluctuation top tension has been extens-
ively studied for several decades with theories and experi-
ments (Nayfeh and Mook, 1995; Kuiper et al., 2008; Yang
and Xiao, 2014; Franzini et al., 2015; Lei et al., 2017a). Hsu
(1975) analyzed a vertical hanging string parametrically ex-
cited by the fluctuation supported end which was moving
up-and-down periodically. When the frequency and amp-
litude of the motion satisfy certain conditions, the string
would become unstable due to parametric resonances, which
is dangerous. Patel and Park (1995) investigated a tether of
a platform subjected to a fluctuation top tension in theory.

The fluctuation of the top tension was described with a co-
sine function of time. After some derivations, a set of Math-
ieu equations were obtained. Based on these equations, the
stability of the tether was analyzed. Chatjigeorgiou and
Mavrakos (2002) performed numerical studies to simulate
the nonlinear dynamics of risers when the top tension was
harmonically fluctuating with time. Kuiper et al. (2008) em-
ployed the Floquet theory to determine the stability of the
riser that was parametrically excited. In their study, the un-
stable regions were divided into three categories for differ-
ent scenarios. Xiao et al. (2013) analyzed the stability of the
riser which was subjected to bi-frequency parametric excita-
tion, in which the second frequency was twice of the first
frequency. Based on the linear wave theory, Yang et al.
(2013) and Xiao and Yang (2014) simulated a marine riser
subjected to fluctuation top tension with multiple frequen-
cies. Franzini et al. (2015) carried out a series of experi-
ments to test the vibrations of the riser in parametric reson-
ances. Subsequently, they built a theoretical model to pre-
dict the dynamic behaviors of the riser (Franzini and
Mazzilli, 2016). Recently, Cabrera-Miranda and Paik (2018)
studied the stochastic fluctuation of the top tension and ana-
lyzed its influence on the dynamic buckling of the riser. In
addition, some other effects on the parametrically excited
riser system have also been investigated by many research-
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ers. Lei et al. (2017a) and Meng et al. (2018) took the influ-
ence of the internal fluid flow into account and found that
the riser system was more unstable with the increase of the
internal flow velocity. Lei et al. (2014, 2017b) theoretically
studied the riser excited by the fluctuation top tension and
the external regular and irregular waves. Moreover, the
parametric excitation of the fluctuation top tension com-
bined with vortex-induced vibrations has been investigated
by Wang et al. (2015), Zhang and Tang (2015), Yuan et al.
(2018) and Zhang et al. (2018).

The floating platform on the sea surface is usually sub-
jected to irregular waves, currents and winds. The platform
may heave with multiple frequencies. As a result, the top
tension on the riser may fluctuate with multi-frequency. For
different combinations of frequencies, the top tension fluc-
tuates differently and the riser is differently excited para-
metrically. However, the influence between different fre-
quency components on the riser system has not been fully
investigated and some aspects are still unknown. Therefore,
this paper is aimed to investigate the influence between the
frequency components of the top tension on the riser sys-
tem that is parametrically excited. The stability and dynam-
ic behaviors of the riser are mainly considered. The influ-
ences from the fluctuation amplitudes, circular frequencies
and phase angles are analyzed in detail.

The rest of this paper is organized as follows. In Sec-
tion 2, a theoretical model for the vibrations of the riser is
established. The top tension is set at fluctuating with time
with two different frequency components. The solution
methods and the model validation are presented in Section
3. In Section 4, the influences from different aspects of fre-
quency components on the riser system are analyzed. At last
in Section 5, the conclusions of this paper are summarized.

2  Theoretical model
As shown in Fig. 1, a common riser system is taken into

account. This riser is connected to the seabed and the sea
surface floating platform. It is uniform with a total length of
L and outer diameter of D. To describe the motion of the
riser, a rectangular coordinate system o-yz is established at
the bottom end of the riser. The y-axis and z-axis are in the
horizontal and vertical directions, respectively.

Because of irregular waves, the top tension on the riser
may fluctuate with multi-frequency. To analyze the influ-
ence between different frequency components on the riser
system, two different frequency components are typically
considered. Then the fluctuation top tension is expressed as
(Kuiper et al., 2008; Yang et al., 2013; Xiao et al., 2013)
Ntop(t) = N0+ k[a1 sin(ω1t+θ1)+a2 sin(ω2t+θ2)], (1)

where N0 is the static top tension, k is the stiffness of the
tensioner and t is the time. a1, a2, ω1, ω2, θ1 and θ2 are the
fluctuation amplitudes, circular frequencies and phase
angles of these two frequency components, respectively.

The marine riser is very long and flexible. The shear de-
formation and rotatory inertia can be neglected. According
to the Euler-Bernoulli beam theory, the governing equation
for the vibrations of the riser is expressed as (Patel and
Park, 1995):

EI
∂4y
∂z4 −

∂
∂z

[
Ne(t)

∂y
∂z

]
+M

∂2y
∂t2 = fd, (2)

where EI is the bending stiffness and Ne(t) is the effective
tension on the riser. M is the total mass of the riser for per
unit length, which includes the pipe structural mass, intern-
al fluid mass and external fluid added mass. fd is the extern-
al fluid damping. The effective tension on the riser Ne(t) is
written as:
Ne(t) = Ntop(t)−W(z−L), (3)

in which W is the submerged weight of the riser for per unit
length. According to the studies of Kuiper et al. (2007,
2008), the external fluid damping fd can be expressed as:

fd = −μA1
∂y
∂t
− 1

2
ρf DA2

∣∣∣∣∣∂y
∂t

∣∣∣∣∣ ∂y
∂t
, (4)

in which μ is the dynamic viscosity of the external fluid and
ρf is the external fluid density. A1 and A2 are two dimension-
less constants which can be obtained with experiments. By
substituting Eqs. (1), (3) and (4) into Eq. (2), the governing
equation of the riser is derived as (Kuiper et al., 2008):

EI
∂4y
∂z4 −

∂
∂z
{[N0+ ka1 sin(ω1t+θ1)+ ka2 sin(ω2t+θ2)−

W(z−L)]
∂y
∂z

}
+μA1

∂y
∂t
+

1
2
ρf DA2

∣∣∣∣∣∂y
∂t

∣∣∣∣∣ ∂y
∂t
+M

∂2y
∂t2 = 0.

(5)
Both ends of the riser are simply supported. The bound-

ary conditions are

y|z=0 = 0,
∂2y
∂z2

∣∣∣∣∣∣
z=0
= 0, y|z=L = 0,

∂2y
∂z2

∣∣∣∣∣∣
z=L
= 0. (6)

Introduce dimensionless variables and parameters
η = y/L ξ = z/L τ = t

√
EI/(ML4) Π = N0L2/(EI),   ,   ,   ,

 
Fig. 1.   A marine riser parametrically excited by the fluctuation top
tension.           
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δ1 = ka1L2/(EI) δ2 = ka2L2/(EI) ω∗1 = ω1
√

ML4/(EI)
ω∗2 = ω2

√
ML4/(EI) w =WL3/(EI) ζ1 = μA1L2/

√
EIM

ζ2 = A2ρf DL/(2M)

,   ,   ,
,   ,   ,

.
The governing equation is expressed in dimensionless

form as:

∂4η
∂ξ4 +w

∂η
∂ξ
−
[
Π+δ1 sin

(
ω∗1τ+θ1

)
+δ2 sin

(
ω∗2τ+θ2

)
−

w(ξ−1)]
∂2η
∂ξ2 + ζ1

∂η
∂τ
+ ζ2

∣∣∣∣∣∂η∂τ
∣∣∣∣∣ ∂η∂τ + ∂2η

∂τ2
= 0. (7)

Similarly, the dimensionless boundary conditions are

η|ξ=0 = 0,
∂2η
∂ξ2

∣∣∣∣∣∣ξ=0
= 0, η|ξ=1 = 0,

∂2η
∂ξ2

∣∣∣∣∣∣ξ=1
= 0. (8)

3  Solution methods and model validation
The dimensionless governing equation (Eq. (7)) is a par-

tial differential equation with respect to the dimensionless
axial coordinate ξ and the dimensionless time τ. It can be
transformed into a set of ordinary differential equations only
related to the time τ by utilizing central difference formulae
(Kuiper et al., 2008). The riser is equally divided into n seg-
ments and each segment has a dimensionless length of
l=1/n. A set of nodes numbered from 0 to n are used to con-
nect these segments. The second-order central difference
formulas with respect to ξ are written as:

∂ηi

∂ξ
=
ηi+1−ηi−1

2l
,
∂2ηi

∂ξ2 =
ηi+1−2ηi+ηi−1

l2
,

∂4ηi

∂ξ4 =
ηi+2−4ηi+1+6ηi−4ηi−1+ηi−2

l4
, (9)

where i (=1, 2, …, n−1) stand for the connected nodes. By
substituting Eq. (9) into Eq. (7), the governing equation is
expressed as:
ηi+2−4ηi+1+6ηi−4ηi−1+ηi−2

l4
+w

ηi+1−ηi−1

2l
−[

Π+δ1 sin
(
ω∗1τ+θ1

)
+δ2 sin

(
ω∗2τ+θ2

)
−w (ξi−1)

]
ηi+1−2ηi+ηi−1

l2
+ ζ1

∂ηi

∂τ
+ ζ2

∣∣∣∣∣∂ηi

∂τ

∣∣∣∣∣ ∂ηi

∂τ
+
∂2ηi

∂τ2
= 0,

i = 1,2, ...,n−1. (10)
To deal with the boundary conditions of the riser, two

virtual segments with two connected nodes (−1 and n+1) are
placed at the first and last of the riser, respectively. The
boundary conditions are formulated as:
η0 = 0,η−1 = −η1,ηn = 0,ηn+1 = −ηn−1. (11)

The equations in Eq. (10) can be solved with the fourth-
order Runge−Kutta method in the time domain (Kuiper et
al., 2008). A small perturbation is usually given on the riser
as the initial condition. Then the dynamic responses are sim-
ulated. The vibration frequencies of the riser are obtained
through the Fast Fourier Transform technique with respect
to the steady-state responses.

un(t) =
w L

0
y(z, t)ϕn(z, t)dz

/w L

0
ϕ2

n(z, t)dz ϕn(z) =

sin(nπz/L)

To validate the present model and the solution methods,
the experiments performed by Franzini et al. (2015) can be
taken for comparison. In the experiments, a model riser was
submerged in the fluid and it was excited by a fluctuation
top tension. The vibrations of the riser were measured with
an optical tracking system. The main physical parameters of
the experiment are listed in Table 1. The cases of ft=2fN and
ft=3fN are selected for comparison, where ft is the fluctu-
ation frequency of the top tension and fN (=0.84 Hz) is the
first mode natural frequency of the riser. In the study of
Franzini et al. (2015), the modal responses were calculated
with  , where 

 is the modal function of the riser.

In the case ft=2fN, Figs. 2a and 2b plot the first modal re-
sponse and the associated PSD, respectively. It can be seen
that the results of the present model and the experiment are
in reasonable agreement. For the case of ft=3fN, the re-
sponse of the third mode has the largest amplitudes (Fran-
zini et al., 2015). With the comparison in Figs. 2c and 2d, it
can be seen that the results of the present model and the ex-
periment are also in good agreement. Therefore, the present
model is reliable to predict the dynamic behaviors of mar-
ine risers which are parametrically excited by the fluctu-
ation top tension.

4  Numerical results and analyses
When the top tension on the riser fluctuates with mul-

tiple frequencies, the riser system is different for different
combinations of frequencies. To investigate the influence
between different frequency components on the riser sys-
tem, a fluctuation top tension with two different frequencies
is considered in this paper. The marine riser given by
Kuiper et al. (2008) can be taken into account. The main
physical parameters are listed in Table 2. The static top ten-
sion N0 is taken as 1.3 times the submerged weight of the
riser. The stiffness of the tensioner is k=WL/ac, where ac is
the critical heave amplitude of the platform (ac=10 m).
Kuiper et al. (2008) analyzed the stability of the parametric-
ally excited riser with a single frequency. Some parametric
resonances were determined with the Floquet theory. It was
found that for larger external fluid damping or smaller ten-
sioner stiffness, the riser system is more stable. In the
present study, the top tension of the riser is firstly fluctuat-
ing with a single frequency and then with two different fre-
quencies.

Table 1   Physical parameters of the experiment (Franzini et al., 2015)

Parameter Value
Stretched length, L 2.602 m
Outer diameter, D 0.222 m

Mass, m 1.19 kg/m
Axial stiffness, EA 1200 N
Bending stiffness, EI 0.056 Nm2
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4.1  A single frequency component
When the top tension fluctuates with a single frequency,

the stability and dynamic behaviors of the riser can be simu-
lated with the present model. The vibrations of the riser may
be different for different fluctuation amplitudes (a1) and cir-
cular frequencies (ω1). The fluctuation amplitude a1 is cal-
culated from 1 m to 2 m with an increment of 0.02 m.
Meanwhile, the circular frequency ω1 is increased from 1.2
rad/s to 2.2 rad/s with a step of 0.01 rad/s. The phase angle
of the first frequency component θ1 is set as zero. The influ-
ence from the second frequency component is neglected
with a2=ω2=θ2=0. The maximum root-mean-square (rms)
displacements of the riser are calculated and plotted in Fig. 3.

In Fig. 3, it can be seen that when the top tension fluctu-
ates with different amplitudes and different circular frequen-
cies, the riser system would be stable or unstable. In the
parametric resonances of ω1=2Ω5, 2Ω6, 2Ω7 and 2Ω8
(Kuiper et al., 2008), the riser system is unstable. Out of
these resonances, the riser system is stable. In the unstable
regions, the maximum rms displacements of the riser are in-
creased with the increase of the fluctuation amplitude a1. In
the stable regions, however, the riser vibration displace-
ments are always very small.

To display the dynamic behaviors of the riser in the un-
stable regions, the case of a1=1.6 m and ω1=2Ω6 is selected
from Fig. 3. The vibration shapes of the riser, the fluctu-

ation of the top tension, the largest displacement and the
amplitude spectrum are plotted in Fig. 4.

Fig. 4a clearly shows that the sixth mode of the riser
dominates this vibration. The time histories of the top ten-
sion and the largest displacement of the riser are plotted in
Figs. 4b and 4c, respectively. They are uniform and period-
ic. In the frequency domain, the vibration of the riser has
only one response frequency, as shown in Fig. 4d. This re-
sponse frequency is half of the frequency of the top tension.

4.2  Two different frequency components
When the top tension fluctuates with two different fre-

quency components, the stability and dynamic behaviors of
the riser would be different for different fluctuation amp-
litudes, circular frequencies and phase angles. These influ-
ences on the riser system are analyzed as follows.

4.2.1  Influence of the fluctuation amplitudes a1 and a2
Firstly, the influence from the fluctuation amplitudes (a1

and a2) on the riser system is analyzed. There are three
cases for them, i.e., a1>a2, a1=a2 and a1<a2. So the values of
them can be taken as a1=1.6 m, a2=1.4 m, 1.6 m and 1.8 m.

Table 2   Physical parameters of the riser system (Kuiper et al., 2008)

Parameter Value
Length, L 2000 m

Outer diameter, D 0.25 m
Inner diameter 0.22 m

Mass, M 136.7 kg/m
Submerged weight, W 735.3 N/m
Elastic modulus, E 2.1×1011 N/m3

Sea water density, ρf 1025 kg/m3

Sea water dynamic viscosity, μ 1.00×10−3 kg·s/m

 
Fig. 2.   Comparisons of the present model with the experiment of Franzini et al., (2015) at (a, b) ft=2fN and (c, d) ft=3fN; (a, c) the modal responses and (b,
d) the associated PSD.

 
Fig. 3.   Maximum rms displacements of the riser under single-frequency
parametric excitation.
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The circular frequencies ω1 and ω2 are both calculated from
1.2 rad/s to 2.2 rad/s with an increment of 0.01 rad/s. The
phase angles θ1 and θ2 are both set as zeroes. The maxim-
um rms displacements of the riser are calculated and plotted
in Fig. 5.

In the case of a1>a2, Fig. 5a shows that as the circular
frequency ω1 increases, the parametric resonances of 2Ω6,
2Ω7 and 2Ω8 are excited. While only the parametric reson-
ances of 2Ω7 and 2Ω8 are excited with the increase of ω2.
When a1=a2, Fig. 5b shows that the parametric resonances
of 2Ω6, 2Ω7 and 2Ω8 are both excited by these two frequen-
cies. For the case of a1<a2, Fig. 5c shows that the paramet-
ric resonances of 2Ω6, 2Ω7 and 2Ω8 are excited by the first

circular frequency ω1. The second circular frequency ω2
triggers the parametric resonances of 2Ω5, 2Ω6, 2Ω7 and
2Ω8, which are more. From Fig. 5, it can be known that with
the increase of the fluctuation amplitude a2, the riser system
becomes more unstable, and the vibration displacements in
the unstable regions increase.

To demonstrate the vibrations of the riser affected by the
fluctuation amplitudes, the case of ω1=2Ω6 and ω2=2Ω7 is
selected from Fig. 5. In this case, the first circular fre-
quency ω1 would excite the sixth mode of the riser while the
second circular frequency ω2 would trigger the seventh
mode. The riser vibration shapes in Figs. 6a-1, 6a-2 and
6a-3 show that these vibrations are dominated by the sev-
enth mode. The reason for this may be that the riser in the
parametric resonance of ω2=2Ω7 could be more affected by
the top tension than that in the case of ω1=2Ω2. Fig. 3 could
confirm this since the maximum rms displacements of the
riser in 2Ω7 are larger than those in 2Ω6.

As the fluctuation amplitude a2 increases, Figs. 6b-1,
6b-2 and 6b-3 show that the top tension fluctuates with lar-
ger amplitudes. As a result, the vibration amplitudes of the
riser are increased, as shown in Figs. 6c-1, 6c-2 and 6c-3.
However, the time history trends of the top tension and the
displacements are almost the same. In the frequency do-
main (see Figs. 6d-1, 6d-2 and 6d-3), it can be seen that the
amplitudes of the response frequencies increase with the in-
crease of the fluctuation amplitude a2. While the compon-
ents of the response frequencies seldom change.

4.2.2  Influence of the circular frequencies ω1 and ω2
The influence of the circular frequencies ω1 and ω2 on

the riser system should be further analyzed. When ω1=ω2,
the displacements of the riser in the diagonal line of Fig. 5
are largely increased. This is because in this condition, these
two frequency components in the top tension can be simply
added and a single frequency with a large fluctuation amp-
litude (a1+a2) is obtained.

When the circular frequencies ω1 and ω2 are both fluctu-
ating in the stable regions, the riser system is usually stable,
as shown in Fig. 5. But in some cases, the riser system be-
comes unstable, especially when ω1 and ω2 get close to the

 
Fig. 4.   Dynamic behaviors of the riser at a1=1.6 m, ω1=2Ω6, θ1=0 and a2=ω2=θ2=0: (a) vibration shapes of the riser, (b) time trace of the top tension,
(c) the largest displacement, and (d) the amplitude spectra.

 
Fig. 5.   Maximum rms displacements of the riser under two-frequency
parametric excitation for a1=1.6 m, a2=1.4 m (a), 1.6 m (b), and 1.8 m (c).
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diagonal line. For instance, the case of ω1=1.51 rad/s and
ω2=1.59 rad/s is selected from Fig. 5a. The corresponding
dynamic behaviors are plotted in Fig. 7. Fig. 7a shows that
the riser vibration is dominated by the sixth mode. Figs. 7b
and 7c show that the top tension and the vibration displace-
ments of the riser are beating with time. There is a time-lag
phenomenon between them. In Fig. 7d, it can be seen that
the riser vibration consists of multiple frequencies. These
frequencies are smaller than those of the top tension. The
reason for the riser system becoming unstable might be that
the contributions from ω1 and ω2 would excite the paramet-
ric resonance of 2Ω6 since ω1+ω2≈2Ω6. In Fig. 5, the para-
metric resonances of ω1+ω2≈2Ω5 and ω1+ω2≈2Ω7 can also
be found.

When one of the circular frequencies is in the stable re-
gions while the other one is in the unstable regions, the riser
system is usually unstable, as shown in Fig. 5. To display
the dynamic behaviors of the riser, the case of ω1=1.43 rad/s
and ω2=2Ω6 is selected from Fig. 5b. The riser vibration is
plotted in Fig. 8. Fig. 8a shows that the sixth mode of the
riser dominates this vibration. When comparing Fig. 8a with

Fig. 4a, it can be found that the vibration amplitudes of riser
are increased. This reflects that the first frequency in
the stable regions can still add energy to the riser system.
Figs. 8b and 8c illustrate that the top tension and the riser
displacement are beating with time. In Fig. 8d, it can be
seen that this vibration consists of multiple frequencies.

When these two frequencies are both in the unstable re-
gions, the riser system is unstable, as shown in Fig. 5. For
the dynamic responses, the case of ω1=2Ω6 and ω2=2Ω6 is
selected from Fig. 5b and plotted in Fig. 9. Fig. 9a shows
that the riser vibration is dominated by the sixth mode.
When Fig. 9a is compared with Fig. 4a, the increase of the
vibration amplitudes can be seen. This is reasonable be-
cause the first and second frequencies are both in the para-
metric resonances and they could both contribute energy to
the riser system. In Figs. 9b and 9c, it can be seen that the
top tension and the displacement of the riser are beating
with time. The riser vibration consists of multi-frequency,
as shown in Fig. 9d. The values of them are almost half of
those of the top tension.

 
Fig. 6.   Dynamic behaviors of the riser at ω1=2Ω6, ω2=2Ω7, and θ1=θ2=0 for a1=1.6 m, a2=(−1) 1.4 m, (−2) 1.6 m, and (−3) 1.8 m: (a) vibration shapes of
the riser, (b) time trace of the top tension, (c) the largest displacement, and (d) the amplitude spectra.
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4.2.3  Influence of the phase angles θ1 and θ2
The frequency components in the fluctuation top ten-

sion may have different phase angles, θ1 and θ2, which may
cause some effect on the riser system. In order to analyze
this effect, the phase angles θ1 and θ2 are chosen as random.
The circular frequencies of the top tension ω1 and ω2 are
both calculated from 1.2 rad/s to 2.2 rad/s with an incre-
ment of 0.01 rad/s. The fluctuation amplitudes a1 and a2 are
taken as 1.6 m and 1.4 m, respectively. The maximum rms
displacements of the riser are calculated and the results are
plotted in Fig. 10.

Compared with Fig. 5a, Fig. 10 shows that as the phase
angles θ1 and θ2 change randomly, the maximum rms dis-

placements of the riser are different, especially when ω1 and
ω2 are close to the diagonal line. That means the stability of

 
Fig. 7.   Dynamic behaviors of the riser at a1=1.6 m, a2=1.4 m, ω1=1.51 rad/s, ω2=1.59 rad/s, and θ1=θ2=0: (a) vibration shapes of the riser, (b) time trace
of the top tension, (c) the largest displacement, and (d) the amplitude spectra.

 
Fig. 8.   Dynamic behaviors of the riser at ω1=1.43 rad/s, ω2=2Ω6, a1=a2=1.6 m and θ1=θ2=0: (a) vibration shapes of the riser, (b) time trace of the top ten-
sion, (c) the largest displacement, and (d) the amplitude spectra.

 
Fig. 9.   Dynamic behaviors of the riser at ω1=2Ω6, ω2=2Ω6, a1=a2=1.6 m and θ1=θ2=0: (a) vibration shapes of the riser, (b) time trace of the top tension,
(c) the largest displacement, and (d) the amplitude spectra.

 
Fig. 10.   Maximum rms displacements of the riser under two-frequency
parametric excitation for random phase angles θ1 and θ2.
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the riser system may be different for different phase angles.
For the dynamic responses of the riser, the case of ω1=2Ω6
and ω2=2Ω7 can be selected from Fig. 10 and plotted in
Fig. 11. Fig. 11a shows that the vibration of the riser is
dominated by the seventh mode, which is similar to Fig. 6a-1.
For random phase angles θ1 and θ2, Figs. 11b and 11c show
that the time histories of the top tension and the riser dis-

placement are different from the case of θ1=θ2=0, which are
plotted in Figs. 6b-1 and 6c-1. In the frequency domain,
Fig. 11d and Fig. 6d-1 show that the components of the vi-
bration frequencies are almost the same. The comparison of
Fig. 11 and Fig. 6a shows that the vibrations of the riser
in the unstable regions are different for different phase
angles.

5  Conclusions
The marine risers are widely used in ocean engineering.

They are often subjected to parametric excitations from the
fluctuation top tension caused by waves. Owing to irregular
waves, the top tension may fluctuate with multi-frequency.
In this paper, the influence between different frequency
components in the top tension on the riser system is simu-
lated and analyzed. Based on the Euler-Bernoulli beam the-
ory, the governing equation for the vibrations of the riser is
established. The top tension is set as fluctuating with time
with two different frequencies. The influences from the
fluctuation amplitudes, circular frequencies and phase
angles are analyzed in detail. The conclusions of this paper
are drawn below.

(1) When the top tension fluctuates with two different
frequencies, the stability and dynamic behaviors of the riser
system will become more complex. When these two fre-
quencies are both fluctuating in the stable regions, the riser
system may become unstable because ω1+ω2≈2Ωn. When
one frequency is in the stable regions while the other one is
in the unstable regions, the riser system is usually unstable.
The frequency in the stable regions can still add energy to
the riser system. When these two frequencies are both in the
unstable regions, the vibrations of the riser would be domin-
ated by the frequency which has larger effect on the riser
system.

(2) With the increase of the fluctuation amplitudes of the
top tension, the riser system will become more unstable, the
vibration amplitudes of the riser in the unstable regions will
increase, while the components of the vibration frequencies
seldom change.

(3) The stability and dynamic responses of the riser sys-

tem are both affected by the phase angles of the frequency
components in the top tension. In practical engineering, the
influence from the phase angles should be taken into ac-
count.
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