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�� ���
����

	 
� 
�� �����
	 
� x� #����

������ 
�� q��
����� ��
� ��	 ���	� �	��� 
� K �� ��
��� 

 ��'� ��	� 
��


�
 �	��� 
� K �
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�� ���

	 
	�� 
� ���	� �	��� 
� K �
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 �������� q�

4��
	� �� 
��'�� ��
��	���
� �
 ���

	� 
� q! �� �
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 6 �
� q3� ;���

�� ���� � �����
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 	����� �� ���� �� ��
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�� � ��
��� �
��
�
��

#���� �� ���� 
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��� ��I�	���� �� 
��
! �������� ��
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 ��������� �� p �� ��� ���
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� ���

	� 
� q �	�

��

��
��	 �
�����! 
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���	� ���! ���
	�� ��1!

��� ���
	�� ��? ��
� �	

��0 �	� ���
�F

�
�
��� '� �������� �������� ��� ����#����� �������� �� ��� ������� ���������

� Q &��" ������� ���� ������� ������� ��� �"��� ��� �"� ����#����� �"���� � 

���" ����� �� �����������


�
�
����� (� �������� �������� ��� ����#����� �������� �� �"� ���� � ��������

� ��� ������� ��������� � Q &��" ������� ���� ������� ������� ��� �"��� ���

�"� ����#����� �"���� � ���" � ���� �� �����������


�
�
��� )� ��� q �� � �������� ������ ��� m > 0 �� �� ������� ��� ���

Kinf = Q

(
cos(2π/n), n =

s∏
i=1

p�ii , pi �≡ 1 mod qm, s, �1, . . . , �s ∈ Z>0

)
,

&"��� pi ����� �%�� ��� ������ ����� ���� �"� ��������� p �≡1 mod qm
 $� �"�� ����

�"� ����#����� �"���� � Kinf �� ����������� ��� Z �� ����#����� �������� Kinf 


�
�
��� *� !�� q#������� ������� ���� ���� �� ��������� �� � ������� ���� ����

�"�� "�� � ����#����� ��������� � �������� �������� ��� �"�� "�� �� �����������

����#����� �"����
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���� 	������ �	���� �� �����������! 
��� ��
������ 	����
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� E� A������ &�

���
 ��
��� A�����$� 	����
 �� �
��
	��
��� � �����
�
� 
� Z �� 
���� ��
����
���

/A����� �
��
	��
�� � �
��� 
� Z 

 �	
�� ��� ������������
� 	����
��0 �
 ��

�
	� �������! � 	����
 
� )� *
����
� ������� 
��
 �� � 	��� 
� ��
���	� ��� �

��	
��� ����	���
 ����� E� A����� ������ � C)���� *
����
� �����	D! 
�� ���
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����� � �	�
�
	��	 �
��� 
� Z 
��	 
�� 	���� ��� )���� *
����
� �����	 s 
�

� 	��� R 
� 


���� 	��� ��
���	� �� � 	��� �����	 s 
	 ∞! ���� 
��
 (0, s) �� 
��
�������
 ��
�	��� �
�
������ �����
��� ���� ��
� 
� �
�(���
�� 
� �����	� 
� R!

����! �����
��� ���� x ∈ R ��
� ��� 
�� �
�(���
�� /
��	 Q0 �� (0, s)� : 	����



� 5	
���'�	 ������� 
��
 s ≥ 4! ��� 
��	��
	� �� � 
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�
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�� 	��� ��	
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��� ���� ���
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� 	����
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 ��� 
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��
��� ������������
� 	����
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 (��
 �
���
 q3 ��
 ���
 �
���
 ��� 
�� �	���� �� S �

@�	
��	! �� �� 
�� ���� 
� q ��� �
	 ������	 	���
��! �� ���� �	���� �� S 

 ��

�
����
��� q��
������

,�.� �
� ����"���� 
� �
� ������ ��� ����	 �� �
	��
�	�� �� 
�� �
��
����

�����	� 3
�
 
� 
�� 
�������� ��
���� 
� �
 ����������
 ��
�	��
 �	� �� 
��

�������� /��� 9��
�
� �0� 9��
�
� 1 �
��
	��
� �	�
�
	��	 �����
�
�� 
� 
��

	���� 
� �����	��� ��
���	� �� �������� �����
� �����	��� ��
����
�� 
� Q! ���

9��
�
� ? �
�
���� ��	�
�� �������� 
� ����� ��
������� 
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�
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�
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�
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�� ����	�

• =�
 q �� � 	�
�
��� �	��� �����	�
• =�
 ξq �� � �	���
��� q�
� 	


 
� ���
��
• =�
 K,F,G,L ���

� �����	��� ��
����
�� 
� Q�

• @
	 � �����	 ���� G! ��
 pG, qG, tG, aG �� ���
���
 �
���	���������

�	���� 
� G�
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• �� K �� ��� ���
� ��
����
� 
� � �����	 ���� G! 
��� pK , qK , tK , aK

���

� �	���� ��
�� pG, qG, tG, aG 	�����
������

• @
	 K ��� G �� ��
��! ��
 CK(pG) ���

� 
�� ��
 
� ��� K��	���� ��
��

pG�

• �� K �� � �����	 ���� ��� x ∈ K ��� ordpK x > 0! �� ��� �� ����
��

��
� ����
�
� ����� 
��
 x ��� � "�	
 �
 pK � 9�����	��! �� ordpK x < 0!

�� ��� 
��
 x ��� � �
�� �
 pK �

• �� SK �� � ��
 
� �
���	��������� �	���� 
� K! 
��� �� ��
 OK,SK

���

� � ���	��� 
� K �
�
������ ��� 
�� ������
� 
� K ��
�
�
 ���

�
��� �
 �	���� 
�
���� SK �

• =�
 Q̃ �� �� �����	��� ��
��	� 
� Q�

• ��K �� � �����	 ����! 
��� �
	 ��� �	��� pK ! ��
KpK �� 
�� �
����
�
�


� K ����	 
�� pK����� 

�
�
���

• �� K �� � �����	 ����! ���

SK = {p1,K . . . . , pl,K}
�� � ���
� ��
 
� �	���� 
� K! 
��� ��
 Θq(K,SK) ���

� 
�� ��
 
� ���

������
� c 
�K ���� 
��
 
�� ����	�

	 
� 
�� �����
	 
� c−1 �� ���������

�� 
�� �����
	
∏l

i=1 pi,K �� 
�� �����	
�� 
� 
�� ��
��	�� �����
	� 
� K�

�� SK = ∅! 
��� ��
 Θq(K,SK) = K�

• �� K �� � �����	 ����! ��
 Φq(K) ���

� 
�� ��
 
� ��� ������
� c 
� K

���� 
��
 
�� ����	�

	 
� 
�� �����
	 
� c− 1 �� ��������� �� q3�

• ��K �� �� �����
� ��
����
� 
�Q! ���SK �� � ��
 
� �����
�
�� 
�K �����

��
�� ���
��� ���� �	���� 
� Q! 
��� � K�������
 c �� �� Θq(K,SK)

�� ��� 
��� �� �
	 �
�� �����	 ���� M ⊂ K ��� 
�� ��
 SM 
� �	����


� M ���
� �����
�
�� 
� SK �� ���� 
��
 c ∈ Θq(M,SM )� 9�����	��!

� K�������
 c ∈ Φq(K) �� ��� 
��� �� c ∈ Φq(Q(c))�

• @
	 �� �����	��� ��
����
� K 
� Q! ��
 Ω2(K) �� 
�� ��
 
� ��� 
��

������
� c 
� K ���� 
��
 �
	 ��� ��������� σ 
� K ��

 Q̃ �� ����


��
 σ(K) ⊂ R ∩ Q̃ ������� σ(x) ≥ 0� �� K ��� �
 	��� ���������� 
	

q > 2! ��
 Ωq(K) = K�

�� ������� ��� ���� �� �������� �� ������� � �������� �� Q�

1�6� +
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��� &� �
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��� ���
�
� ��
� �

�����
�
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��������� �
	� G���� � G��	��� pG ��� � ���� ��
� JG = {G−M1 −M2 · · · }
�	
� G 

 Kinf ! �� ����	���� �� J

�
�
� ,�6! %�	
 ?! ���� � ��
�

P = {pG − pM1 − pM2 · · · }

�	
��� 
�� 
	�� 
� pG����

	� q���	����! �� 
��	� ����
� i ∈ Z>0 ���� 
��


�
	 ��� ��
���	� j ≥ i! �� ���� 
��
 ordq(d(pMj/pG)) = ordq(d(pMi/pG)) = ni.

:��
! ���� Mi � q���	����� ���� ��� ���� ni � q���	����� ������

������ �
�� : q��
������ ���� ��� � q��
������ 
	��	 ���
 C�
	'D 
I 
�� ����

��
� ���	� 
��� ��	� ������� ������! ��
 M ��� n �� � q��
������ ���� ���


	��	 ������ ��
�� �
�� ���� ��
� JG! ��� ��
 N ∈ IG� �� 
��� ���� �
	 �
��

pN ∈ CN (pG) �
 �� 
	�� 
��
 ordq(d(pN/pG)) ≤ n� ������! �
�� ���� L ��
��


�� ���� ��
� JG �
�
���� M ��� N ��� �
	 �
�� pL ∈ CL(pG) �� ���� 
��


ordq(d(pL/pG)) = n� ����! �
	 pN = pL ∩ N ∈ CN (pG) �
 �� 
�� ���� 
��


ordq(d(pN/pG)) ≤ ordq(d(pL/pG)) = n� 9�����	��! �
	 ��� L ∈ IM �� ���� 
��


�
	 �
�� pL ∈ CL(pM ) �
 �� 
�� ���� 
��
 ordq d(pL/pM ) = 0�

+���� '�'� +"���� ��� ���� ���" JG �� �� 
������� �
	� ,��� * ��� ��������

�"� ������������� ���� �  ������  �� ���� ����� pG � G
 )� ����� �"�� pG ��

q#������� � ��� ���� � �� ���� ����� � q#������� ���"


,��� 
 ������! ����
�� pG �� q��
����� ��� ��
 n ∈ Z>0 �� ���� 
��
 �
	 ���

M ∈ JG �
	 �
�� pM ∈ CM (pG) �� ���� 
��
 d(pM/pG) �≡ 0 mod qn� @	
�


�� 
	�� 
� pG ���

	� �
		���
����� 

 JG 	��
�� ��� 
�� C�
���D /����! ���

	�


� pG0 ��
� 
�� �
��� ���	�� ��
� 	�����
 

 pG ��������� �� qn� J

� 
��
 ��

� �
�� ��	����� 	��
���! ��� 
� �
� �	�������
	� ���
 ��	���� 


� ����! 
��


	�� �
	��
�	� �� �	���	��� ����	 
�� 	��
��� 
� 
�� �
��� ��
� 
�� �
��� ���	��

��
� 	�����
 

 pG ��������� �� qn� ���� 
	�� ���� ���� �	��
	�	��� �
�� ��
��

��� 
���! �� 5B���$� =����! �� �����
� ��
�� 9���� 
�� 
	��	 �
 q 
� 
�� �
���

���	�� ��
�� 
��� ��
� �� �
�����! ��
�	 �
�� �
��
 
�� ���	�� ��� �	
� 
���

�� ���

	� �	��� 

 q�

E
���	����! ��
�� � q��
����� ��
� 
�� 
	��	 
� 
�� �
��� ���	�� �
 q ���� ��

�
����� ��� 
��	��
	� �� ����

 ���� �	��
	�	��� ��	�� �
��	� 
� q ������ 
��

�
��� ���	�� �
	 ��� 
�� ���

	� 
� � �	��� 
� ���� � ��
��

�� 
�� ���� � �	��� pG �� �
����
��� q��
�����! �� �����
�
�! 
��	� �� � q�

�
������ ���� ��� � q��
������ 
	��	 
��
 �
	' ��
�� ��� ��
�� 
�	
��� 
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��������� �
*� =�
 pG �� � �
����
��� q��
����� �	��� ��� ��
M ∈ IG �� ����


��
 �
	 ��� K ∈ IM ! �
	 ��� pM ∈ CM (pG)! ��� ��� pK ∈ CK(pM ) �� ����


��
 ordq d(pK/pM ) = 0� �� 
��� ���� ���� M � 
��������� q���	����� ����

/�
	 pG0� E��� maxpM∈CM (pG)(ordq(d(pM/pG))) � 
��������� q���	�����

����� /�
	 pG0�

;�	 ���� �� 

 ���� ��
� ��� ��
 ���
��� ���� �	���� �	�
� ���� �� ���
��

������� �� 
�� ���
�
� ���
��

1�,� �
� ���� ���� 
� �
� ��������
�� &� ���� ��� 
�� �
��
���� �

�
�
�

��� ������
�
�� �� 
��� ���
�
��


������� ��� !���������� �
-�

• =�
 Kinf �� �� �����
� �����	��� ��
����
� 
� Q�

• =�
 G ⊂ Kinf �� � �����	 ����! ��� ��
 SG �� � ���
�! �
������ ���
�

��
 
� �	���� 
� G� 9���
�� ��� 
�� �	���� 
� G �

 �������� q ��� �



�� SG �	� ��	���
�	��� q��
����� �� Kinf �

• =�
 QG �� 
�� ��
 
� ��� ���

	� 
� q �� G�

• =�
 WG = SG ∪ QG�

• =�
 OKinf ,WKinf
, OKinf ,SKinf

, OKinf ,QKinf
���

� 
�� ��
��	�� ��
��	� 
�

OG,WG ! OG,SG ��� OG,QG 	�����
����� �� Kinf �

,�
�
����
� '�*� $ ξq ∈ G� b, x ∈ Kinf � x �= 0, bxq + bq �= 0

c ∈ Ωq(Kinf) ∩Φq(Kinf) ∩Θq(K,SKinf
),

��� �"��� ������ y ∈ Linf � &"���

Linf = Kinf(
q
√

1 + x−1, q
√
1 + (bxq + bq)−1, q

√
1 + (c+ c−1)x−1)

���" �"��

/1�,0 NLinf(
q
√
c)/Linf

(y) = bxq + bq,

�"�� �"��� ������ � ���� M ∈ IG ���" �"��  �� ��� ���� K ∈ IM �  �� ���

���#���"������� ����� pK � K ��� �� WK � ��� � �"�  ����&��� ����������

"�����

/60 c �� � q#�" ��&�� ��� pK � ��

/,0 ordpK x ≥ 0� ��

/10 q ordpK x ≥ (q − 1) ordpK b� ��

/?0 ordpK b ≡ 0 mod q


!� �"� ���� ����� � x ∈ OKinf ,WKinf
� �"�� /1�,0 "�� � �������� y ∈ Linf 
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,��� 
 9���
�� 
��
 /1�,0 �
��� �
	 �
�� x, b, c, y �� �������� ��
��� =�
M ∈ IG

�� ���� 
��


x, b, c ∈ M,/1�10

y ∈ LM ( q
√
c),/1�?0

���	�

LM = M(
q
√
1 + x−1, q

√
1 + (bxq + bq)−1, q

√
1 + (c+ c−1)x−1)

���

/1��0 [Linf(
q
√
c) : Linf ] = [LM ( q

√
c) : LM ].

�� 
��� ����! �
	 ��� K ∈ IM ! �� ���
 ���� 
��
 x, b, c ∈ K! y ∈ LK( q
√
c), ���	�

LK = K(
q
√
1 + x−1, q

√
1 + (bxq + bq)−1, q

√
1 + (c+ c−1)x−1)

��
�
[Linf(

q
√
c) : Linf ] = [LK( q

√
c) : LK ],

��� 
��	��
	� �
 �� ���
 
�� ����

/1�.0 NLK( q
√
c)/LK

(y) = bxq + bq.

J
�! �� �
	 �
�� K��	��� pK ���� 
��
 pK �∈ WK �� ���� 
��
 �
�� 
� 
��

E
���
�
�� /60L/?0 �� ��
�����! 
��� �� %	
�
��
�
� ��� �� ���� 
��


ordpLK
(bxq + bq) �≡ 0 mod q

��� c �� �

 � q�
� �
��	 �
���
 pLK � #���� �� =���� ��� �� �
������ 
��
 
��

�
	� �7��
�
� /1�.0 ��� �
 �
��
�
� �� LK( q
√
c) �
�
	����
��� 
�	 ������
�
���

9���
�� �
� 
��


x ∈ OKinf ,WKinf
,

��
 M ∈ IG ��
���� ������
�
�� /1�10! /1��0 ��� �� ���� 
��


c ∈ Ωq(M) ∩ Φq(M) ∩Θq(M,SM ).

/&� ��� ��� M ��
������� c ∈ Ωq(M) �� *���	' ��1�0 &� �
� ��

�� ���

K ∈ IM ��� ��
� 
��
 /1�.0 ��� � �
��
�
� y ∈ LK( q
√
c)� 9���� /1��0 ����	��


��
 �
	 ��� y ∈ LK( q
√
c)!

/1��0 NLK( q
√
c)/LK

(y) = NLinf( q
√
c)/Linf

(y),

�� ���� 

 �
���

NLK( q
√
c)/LK

(y) = bxq + bq


����
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9���� x ∈ OKinf ,WKinf
! �� ���� 
��
 x ∈ OK,WK � @�	
��	! �� ���
 ���� 
��


c ∈ Ωq(K) ∩ Φq(K) ∩Θq(K,SK),

�� �����
�
� 
� 
���� ��
� ��� *���	' ��1� �� 
��� ���� �� %	
�
��
�
� ��62! �
	

���	� �	��� aLK �

 �������� q 
	 ��� �	��� �� SK ! �� ���� 
�� �
��
����F

• ordaLK
(bxq + bq) ≡ 0 mod q! ���

• ordaLK
c ≡ 0 mod q�

@�	
��	! �� =���� ��N ��� �� 
�	 ������
�
� 
��
 c ∈ Φq(K)! �� '�
� 
��


���

	� 
� q �	� �

 	������ �� 
�� ��
����
� LK( q
√
c)/LK ! ��� ����� 
�� �����
	


� c �� � q�
� �
��	 �� LK ! 
�� ��
����
� LK( q
√
c)/LK �� ��	������ �
 ��� ���
�

�	���� �� =���� ��.�

4� #����$� J
	� %	������� /��� ���
	�� 1,�� 
� +,?-0 
��� �
	� �7��
�
� ���

�
��
�
�� ��
����� /����! �� LK( q
√
c)0 �� ��� 
��� �� �
 ��� � �
��
�
� �
����� /����!

�� ���	� �
����
�
�0�

;���	�� ��	
��	 
��
 �
����� ���	� ���
 �� � �
	� �� �� ��	������ ��
����
�

/��� %	
�
��
�
� .! 9��
�
� ,! E���
�	 O�� 
� +??-0! ��� �� �
 �

 ���� 

 �
		�

��
�
 �	��������� �	����! ����� 
�	 ������
�
� 
� c� ������! �� q > 2! 
���

K ��� �
 ���������� ��

 R ��� 
��	��
	� ��� 
�� �	��������� �
����
�
�� 
�

��� 
�� ����� ���
���� �	� ��
�
	���� 

 C� �� q = 2! 
��� �� ���� 

 �
		�

��
�
 
�� �
�������
� 
���F �� �	��������� �
����
�
� 
� LK �� ��
�
	���� 



R! ����� � �
		���
����� �	��������� �
����
�
� 
� LK(
√
c) �� ��
�
	���� 



C� #
����	! 
��� ���� �� �	������� �� =���� ��61 ��� 
�	 ������
�
� 
��


c ∈ Ωq(K)�

J��
 �� 
���	�� 
��
 ����� LK( q
√
c)/LK �� � ������ ��
����
� 
� �	��� ���	��!

�� =���� ��� ���	� ��	������ �	��� ��
��	 ����
� �
����
��� 
	 �
�� �

 ����


�
 ���� �� � �	��� ����
� �
����
���! 
��� 
�� �
��� ���	�� �� 
�� ��� ���	� ������



� 
�� ���� ���
� �� ��

��
������ � �
	� �
����� �
 
��� �	���� 9
 
�� 
���

�	���� ���	� �� ����
 ���� ������
� 
��
 �	� �

 �
��� �
	�� �	� 
�� �	����


��
 �
 �

 ����
! 
	! �� 

��	 �
	��! 
�� �	���� ���	� 
�� �
��� ���	�� �� q�

/J

� 
��
 ��� ���

	 
� q ��� ��� ���

	 
� � �	��� �� SK ����
 �
����
��� ��


�� ��
����
� LK( q
√
c)/LK �� 
�	 ������
�
�� 
� c ��� =����� ��. ��� ��N�0

9
 ��
 rLK �� � �	��� 
� �
��� ���	�� q �

 �� WLK � 4� 
�� �	�����
 ��
��

�� ���� 
��
 ordrLK
(bxq + bq) ≡ 0 mod q� �� 
��� ����! �� 
�� &��' :��	
���

��
�
� ���
	��! 
��	� ����
� u ∈ LK ���� 
��
 ordrLK
u = 1 ��� 
��	��
	� �
	

�
�� ��
���	 m �
 �� 
�� ���� 
��
 uqm(bxq + bq) ��� 
	��	 2 �
 rLK 
	 �� 

��	

�
	�� uqm(bxq + bq) �� � ���
 �
 rLK �
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:� ��� q�
� �
��	 
� �� LK�������
! u
mq �� � �
	� �
����� ����� 
�� ���	��


� 
�� �
��� ��
����
� �� q �� 
�	 ������
�
�� ���	��
	�! umq(bxq + bq) �� �

�
	� �
 rLK �� ��� 
��� �� (bxq + bq) �� � �
	� �
 rLK � 4�
 u
mq(bxq + bq) �� �

���
 �
 rLK ��� 
��	��
	� �� � �
	�� #���� bx
q + bq �� � �
	��

�
�
����� '�-� $ ξq ∈ G �"��

/1�N0

OKinf ,WKinf
={0}∪{x∈Kinf\{0}|∀c∈Θq(Kinf ,SKinf

)∩Φq(Kinf)∩Ωq(Kinf)

∀b∈Kinf

((bxq + bq = 0) ∨ ∃y ∈ Linf(
q
√
c) :

NLinf( q
√
c)/Linf

(y) = bxq + bq)}.
$� ����������� � SKinf

�� ������ �"��

/1��0

OKinf ,QKinf
= {0} ∪ {x ∈ Kinf \ {0}|∀c ∈ Φq(Kinf) ∩ Ωq(Kinf)

∀b ∈ Kinf

((bxq + bq = 0) ∨ ∃y ∈ Linf(
q
√
c) :

NLinf (
q
√
c)/Linf

(y) = bxq + bq)},
��� � ������������ q > 2 �� Kinf "�� �� ���� ����������� �"��

/1�620

OKinf ,QKinf
= {0} ∪ {x ∈ Kinf \ {0}|∀c ∈ Φq(Kinf)

∀b ∈ Kinf

((bxq + bq = 0) ∨ ∃y ∈ Linf(
q
√
c) :

NLinf( q
√
c)/Linf

(y) = bxq + bq)}.
,��� 
 ��� 
��� ����	
�
� 
��
 	�7��	�� �	

� �� 
��
 �� x �∈ OKinf ,WKinf


���


��	� ����
 b, c ∈ Kinf ! �� �������� �� /1�N0! �
	 ����� /1�,0 ��� �
 �
��
�
�

y ∈ Linf( q
√
c)�

�� x �∈ OKinf ,WKinf
! 
��� �
	 �
�� �	��� pG(x) �∈ WG(x) �� ���� 
��


ordpG(x)
x < 0,

pG = pG(x) ∩G �∈ WG

��� pG �� ��	���
�	��� q��
����� �� Kinf � ����! pG(x) �� q��
����� �� Kinf � =�


M ∈ IG(x) �� ��� ���� �
�
������ � q��
������ ���� �
	 pG(x) ��� �

� 
��
 ��


�� 9
	
�� :��	
����
�
� ���
	�� 
��	� ����
�

c ∈ Θq(M,SM ) ∩ Φq(M) ∩ Ωq(M) ⊂ Θq(Kinf ,SKinf
) ∩Φq(Kinf) ∩ Ωq(Kinf)
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���� 
��
 c �� �

 � q�
� �
��	 �
���
 pM ! ���	� pM ∈ CM (pG(x)) ���� ��
��


�� q��
����� ��
� �
	 ����� M �� � q��
������ ����� @�	
��	! ��
 b ∈ M ����


��
 ordpM b = −1 ��� 
��� q ordpM x < (q − 1) ordpM b� ;���	�� ��	
��	 
��


�
	 ��� K ∈ IM �� ���
 ���� 
��


/60 c ∈ Ωq(K) ∩ Φq(K) ∩ Θq(K,SK)! �� �����
�
� 
� ��
� Ωq(K),Φq(K)!

��� Θq(K,SK)!

/,0 �
	 �
 ����
 
�� pK ∈ CK(pM ) �� ���� 
��
 d(pK/pM ) ��� 
��	��
	�

f(pK/pM ) �	� �

 ��������� �� q �� �����
�
� 
� � q��
������ ����! ���


��	��
	� c �� �

 � q�
� �
��	 �
���
 �
 ����
 
�� pK ∈ CK(pM )!

/10 �
	 
�� ���� pK �� �� /,0 �� ���
 ���� 
��
 e(pK/pM ) �� �

 ��������� ��

q! ��� 
��	��
	� ordpK b �≡ 0 mod q ����� q ordpK x < (q − 1) ordpK b�

���� �
�� 
� E
���
�
�� /60L/?0 
� %	
�
��
�
� 1�. �� ��
����� �
	 ��� K ∈ IM �

9
 M �� 	�7��	�� �� %	
�
��
�
� 1�. �
�� �

 ����
! ��� ����� /1�,0 ��� �


�
��
�
� y ∈ Linf �

1�1� .���%������ �� �������� ���� ������ ����% "
������ p��
������

���� �
� p �= q� &� �
� �
�����	 �����
�
�� 
� ��
��	���
� �
 ���
��� ����

�	���� 

 ����� Θq(Kinf ,SKinf
)! Φq(Kinf) ��� 
���	 �
�������
�� ;�� ��� 



�
 
��� �� 

 ��� � ��
 
� C��	����	 	���
����D �� ��
	
������ ��

��	 	�
�
���

�	��� p ��

 
�� ���
�	� ��� ��'��� ����
�
��� ������
�
�� ��
�
 
�	 �����

/#�	� C��	����	 	���
����D 	���	� 

 
�� ���
 
��
 �� ��� q 

 ����� ��
��	���
�

�
 ���

	� 
� p! ��� �� ��� p 

 ����� ��
��	���
� �
 ���

	� 
� q�0


������� ��� !���������� �
.�

• =�
 p �= q /��
� q �� ��
��0 �� � 	�
�
��� �	����

• :����� ξp ∈ G�

• :����� ���

	� 
� q ��� �	���� �� SG �	� ���������� p	
���
�
 �� Kinf

��� �	� ��� �	��� 

 p�

• =�
 WG = SG ∪ {���

	� 
� q �� G}! �� ��
���
• =�
 Mp ∈ IG �� � �
����
��� p��
������ ���� �
	 ��� �	���� �� WG�

/K��� 
�
��� �
����
��� �
������ ����� ��	� ������ �
	 � ������ �	���!

����	�� ��� ���
� �
����
�
� 
� �
����
��� �
����� �	���� ��� � �
��
�

�
����
��� �
������ ����! � ���� 
��
 �
�
���� � �
����
��� �
������

���� �
	 ���� �	��� �� 
�� ��
�0
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,�
�
����
� '�/� ��� d ∈ Mp �� ���" �"�� �"� ����������� � ��� ��%����

�� ��%������ �� �%��� ����� � WMp ��� d "�� �� ��"�� �����
 !�����  ���"��

�"��  �� ��� pMp ∈ WMp �� �� �"� ���� �"�� ordpMp
d �≡ 0 mod p
 /
��� �"��

���" �� ������� d ∈ Mp ������ �� �"� 0����� !������������ 1"�����
2 ���

a ∈ Φp(Mp) ∩ Ωp(Mp)� ��� ��� a �� �3��%����� �� � ���#p#�" ��&�� ������� � 

�"� ������� ���� ������ ��� ����� � WMp 
 /4�������� � a �� ���� ����������

�� �"� 0����� !������������ 1"�����
2 
�& ���

Ninf = Kinf(
p
√
1 + d−1, p

√
1 + (dxp + dp)−1, p

√
1 + (a+ a−1)d−1)

��� ���

B(Kinf , p, a, d) = {x ∈ Kinf |∃y ∈ Ninf(
p
√
a) : NNinf( p

√
a)/Ninf

(y) = dxp + dp}.
)� �����

B(Kinf , p, a, d) = {x ∈ Kinf |∀K ∈ IMp(x)∀pK ∈ WK : ordpK x >
p− 1

p
ordpK d}.

,��� 
 ��� �	

� 
� 
�� �	
�
��
�
� �� ���
�
 ����
���� 

 
�� �	

� 
� %	
�
���


�
� 1�.� ;�� ��
��� 
��� �
��
 
�
 
�� �
��
���� 
�
 ��(��
���
��

/60 4� �
��
	��
�
�! �
 �
�� 
� d �� ��� K ∈ IMp 
���	� �� 
�� �����
	 
� a!

����� a �� �

 � p�
� �
��	 �
���
 �	���� 
� WK � ����! (a+ a−1)d−1

��� �
��� �
 ��� 
�� �	���� 
���		��� �� 
�� �����
	 
� a� :��
! ��� "�	
�


� d 
� 
	��	� �

 ��������� �� p �� K �	� 	������ ��
� 	������
�
�

���	�� p ���
	� �� ��(
�� p
√
1 + (a+ a−1)d−1! ��� 
��	��
	� ��

NK = K(
p
√
1 + d−1, p

√
1 + (dxp + dp)−1, p

√
1 + (a+ a−1)d−1)

��� "�	
� ��� �
��� 
� a ���� 
	��	 ��������� �� p�

/,0 @
	 ��� �	��� pK ∈ WK �� ���� 
��


ordpK (dxp) �= ordpK (dp),

����� 
�� ���
 
	��	 �� �

 �7�������
 

 2 �
� p ��� 
�� 	���
 
�� ���

���� ����	 
���� ��	����
�����! ordpK (dxp + dp) ≡ 0 mod p �������


��
 ordpK (dxp + dp) = ordpK (dp) ���

/1�660 ordpK x >
p− 1

p
ordpK d > ordpK d.

E
���	����! �� �
	 �
�� K ∈ IMp(x) �� ���� 
��
 /1�660 �
��� �
	 ���

K��	���� ��
�� �	���� 
� WG! 
��� ordpK (dxp + dp) ≡ 0 mod p ���

x ∈ B(Kinf , p, a, d)�
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&� �
� ��� 
��� �����
�
� 
�B(Kinf , p, a, d) 

 
�
��� � �����
�
� 
� RKinf ,Winf

H
�� 	��� 
� ������
� 
� Kinf ��
��	�� ��
� 	�����
 

 �	���� 
� WG� �
 �
 
���

�� �

� 
�� �
��
�����

+���� '��0�

RKinf ,Winf
= {x ∈ B(Kinf , p, a, d)|∀y ∈ B(Kinf , p, a, d) : xy ∈ B(Kinf , p, a, d)}.

,��� 
 @�	�
 ������ 
��
 x ∈ RKinf ,Winf
⊂ B(Kinf , p, a, d) ��� �

� 
��
 �� 
���

���� x ��� �
������
��� 
	��	 �
 ��� �	���� 
� WG(x)� ����! �� �
	 �
�� ����

K ∈ IG(x) ��� �
�� K��	��� pK ��
�� � �	��� 
� WG �� ���� 
��


ordpK y >
p− 1

p
ordpK d,


���

ordpK xy ≥ ordpK y >
p− 1

p
ordpK d.

E
���	����! ����
�� 
��
 x ∈ B(Kinf , p, a, d) \ RKinf ,Winf
��� �

� 
��
 ��

K = Mp(x) �� ���
 ���� �
	 �
�� K��	��� pK ��
�� � �	��� 
� WG 
��


p− 1

p
ordpK d < ordp x < 0.

���	��
	� 
��	� ����
� �� r ∈ Z≥1 ���� 
��


xr ∈ B(Kinf , p, a, d)

��


xr+1 �∈ B(Kinf , p, a, d).

#���� �� �� ��
 y=xr! �� ��� 
��
 y∈B(Kinf , p, a, d) ��
 xy �∈B(Kinf , p, a, d)�

1�?� 1������% .���%������ �� �������� ���� ������ ����% "
������

q��
���������� ;�	 ���
 �
�� �� 

 ��
� 
��
 �� ��� ��
 ���� ����� q�

�
��������� 
��� /��
�
�
 ��
	
������ p��
��������� �
	 �� ����
�
��� �	���

p0� ��� ��
��	���
� �
 �	���� 
�SKinf
��� �� ������� ��
� �
����
� q��
������

���� 
��� ����� ��
� B(Kinf , q, a, d) �
	 ���	
�	��
��� �����
�� a ��� d �� ��
��!

����� 
�� �	���� 
� SK �	� �

 ���

	� 
� q� ���� �� ���� 

 ��'� �������

�		�������
� �
	 ���

	� 
� q 
���� 9���� �� �	� �
��� 

 ��� q��
���������

�����������! �� �
� �	
� :�����
�
�� ��� J

�
�
� 1�N ��� ��
	
���� 
�� �
��

�
���� ������
�
�� ��� �

�
�
��
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������� ��� !���������� �
		� &� ���� ��� 
�� �
��
���� �

�
�
� ��� ���

����
�
���
• :����� ��� 
�� �	���� 
� WG �	� �
����
��� q��
������

• =�
 Mq �� � �
����
��� q��
������ ���� �
	 ��� �	���� �� WG�

• :����� ξq ∈ G�

• =�
 QG �� 
�� ��
 
� ��� ���

	� 
� q �� G�

• =�
 fq = maxqMq∈QMq
{f(qMq/q)}�

• =�
 F/Q �� � 


���� 	��� ������ ��
����
� 
� ���	�� qfq+1! ���	� q �
��

�

 ����
� /9��� �� ��
����
� ����
� �� =���� ��6.�0

J
� �
�����	 � ������ ��
����
� FKinf/Kinf 
� ���	�� qr /
��� ��
����
� ��

������ 
� ���	�� �7��� 

 � �
��	 
� q �� =���� ��6�0! ���	� 0 ≤ r ≤ fq + 1�

&� ����� 
��
 �� ���
 r > 0� :����� 
�� 
��
��
�� �� 
��� ���� �
	 �
��

K ∈ IMq �� ���� 
��
 F ⊆ K� 4�
 
�� 	���
��� ���	�� 
� ��� ���

	 
� q �� K

�� �
 �
�
 fq! ����� 
�� 	���
��� ���	�� 
� ��� 
�� ���

	� 
� q �� FK �� �����	


��� fq� ����! r > 0�

J
� ��
 Einf �� 
�� ���7�� ������� 
� FKinf ���� 
��
 [FKinf : Einf ] = q

��� Kinf ⊂ Einf � 9���� ξq ∈ Einf ! �� ���
 ���� FKinf = Einf( q
√
a) �
	 �
��

a ∈ Einf /
��� �� �
 �� ���
	�� .�,! ���� ,NN 
� +6?-0� =�
 β ∈ Einf ����	�
�

Einf 
��	 Kinf � J
� ��
 N ∈ IMq �� ���� 
��
 F ⊂ N( q
√
a, β)! a ∈ N(β)! ���

β �� 
� 
�� ���� ���	�� 
��	 N �� 
��	 Kinf � =�
 K ∈ IN ��� �

� 
��
 β ��


� 
�� ���� ���	�� 
��	 K �� 
��	 N ! a ∈ K(β)! ��� F ⊂ K( q
√
a, β)� @�	
��	!

KF = K( q
√
a, β)/K �� � ������ ��
����
� 
� ���	�� qr �
	 �
�� r > 0! �
 ���

	


� q 	������ �� 
��� ��
����
� /�� %	
�
��
�
� N 
� E���
�	 ��! P? 
� +61-0! ��� �


���

	 
� q ����
� �� 
�� ��
����
� K( q
√
a, β)/K(β) �� =���� ��6N� 4� =����

��,2 �� ��� ���
 ������ a ∈ Ωq(K(b))�

9���� ���

	� 
� q �� N(β) �
 �

 	����� �� 
�� ��
����
� N(β, q
√
a)/N(β)! ��

�
	 �
�� ���

	 qN(β) 
� q �� N(β) �� ���� 
��
 ordqN(β)
a �= 0! �� ���
 ���


���� ordqN(β)
a ≡ 0 mod q� ���� ��
�
�
 �
�� 
� ����	���
� /���
������� a ��

q�
� �
��	� 
� �
�� ������
� 
� N(β)! �� �������	�0! �� ��� ������ 
��
 a ���

�
 
���		����� 
� ���

	� 
� q �� �
� �����
	� J

� 
��
 �� q = 2! �� �
��� 
���

�� ���
������� a �� �7��	�� ��� 
��� �

 �������� 
�� ���
 
��
 a ∈ Ω2(N(β))�

J
� ��
 AN(β) ⊆ CN(β)(q) = QN(β) ��� ��
 d ∈ N(β) �� ���� 
��
 �
	 ���

�	���� qN(β) ∈ AN(β) �� ���� 
��


ordqN(β)
d �≡ 0 mod q, ordqN(β)

d ≤ −3 ordqN(β)
q

��� d ��� �
 

��	 �
���� :� ��
��! ���� � d ����
� �� 
�� 9
	
�� :��	
����
�
�

���
	���
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��� 	���
� �
	 �
������ ��

���� � �����
 
� ���

	� 
� q �� 

 �
��
 
�
 
��


�� �	������� �� �
�$
 ���� 

 
	��
 ��� 
�� ���

	� 
� q 
�� ���� ���! ����! ��

��� ���
 

 ���
� �
�� 
� 
�� ���

	� �� C���
����

	�D! ����� ������� 

��	��

��� �	
�
��
�
� ���
� ��
� �� �
��� 
�� 
	��	 
� 
�� �
��� 
�� ������
� 
� 
�	

���� ��� ���� �
 ���

	� 
� q �� AN(β)! ����� ���
���� �
 �
��
	���
� 
� 

��	

���

	� 
� q�

,�
�
����
� '��&� ��� Einf �� ������ �� ���%�� ���

Finf = Einf(
q
√
1 + d−1, q

√
1 + (dxp + dp)−1, q

√
1 + (a+ a−1)d−1),

��� ���

C(Einf , a, d, q) = {x ∈ Kinf |∃y ∈ Finf(
q
√
a) : NFinf ( q

√
a)/Finf

(y) = dxq + dq}.

)� �����

C(Einf , a, d, q) =
{
x ∈ Kinf |∀K ∈ IN(β,x) ∀qK ∈AK :ordqK x >

q − 1

q
ordqK d

}
.

,��� 
 ��� �	

� 
� 
��� �	
�
��
�
� �� ���
�
 ����
���� 

 
�� �	

� 
� %	
�
�

��
�
� 1�� �����
 
��
 �
 	����� 
� %	
�
��
�
� ��66 ��� %	
�
��
�
� ��6, �� ����


� %	
�
��
�
� ��� ��� %	
�
��
�
� ��62�

:� ��
��! =���� 1�62 ���
�� �� 

 ��� 
�� �����
�
� 
� C(Einf , a, d, q) 




�
��� � �����
�
� RKinf ,Ainf
� &�
� 
�� �����
�
� 
� RKinf ,Ainf

�� ����! �� �
�

�
���� �����
�� 
�� �����
�
� �� E
	
���	� 1�� 

 	������

Φq(Kinf ,SKinf
) ∩ Φq(Kinf)

��
� �� ���	����
� ���
����� RKinf ,Winf
� &� ���
 �
�
� 
�� �
		���
����� ������


�
�� 
� OKinf ,SKinf
�
	 
�� ���� ���	� SG ∩ QG = ∅! ��� OKinf

� =�
 w, ŵ ∈ G

�� ���� 
��


/60 ordqG w = 3 ordqG q �
	 ��� qG ∈ CG(q)!

/,0 ordpG w = 1 �
	 ��� pG ∈ SG!

/10 w ��� �
 

��	 "�	
�!

/?0 ordqG ŵ = 3 ordqG q �
	 ��� qG ∈ CG(q)!

/�0 ŵ ��� �
 

��	 "�	
��

/:� ��
��! ���� ������
� w ��� ŵ ����
 �� 
�� 9
	
�� :��	
����
�
� ���
	���0
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�
����� '��'�

/60 x ∈OKinf ,WKinf
, x �= 0

⇔ ∀c ���" �"��
((c−1)

w
∈RKinf ,Winf

∧c∈Ωq(Kinf)
)

∀b ∈ Kinf((bx
q + bq = 0) ∨ ∃y ∈ Linf(

q
√
c) :

NLinf( q
√
c)/Linf

(y) = bxq + bq).

/,0 x ∈OKinf ,SKinf
, x �= 0

⇔x ∈ RKinf ,Qinf

∧ ∀c ���" �"��
((c− 1)

w
∈ RKinf ,Winf

∧ c ∈ Ωq(Kinf)
)

∀b ∈ Kinf((bx
q + bq = 0) ∨ ∃y ∈ Linf(

q
√
c) :

NLinf(
q
√
c)/Linf

(y) = bxq + bq).

/10 x ∈OKinf
, x �= 0

⇔x ∈ RKinf ,Qinf

∧ ∀c ���" �"��
((c− 1)

ŵ
∈ RKinf ,Qinf

∧ c ∈ Ωq(Kinf)
)

∀b ∈ Kinf((bx
q + bq = 0) ∨ ∃y ∈ Linf(

q
√
c) :

NLinf( q
√
c)/Linf

(y) = bxq + bq).

,��� 
 &� ��
� 
��
 
�� �	�
 �
	���� ������ 
�� 	���
 ��
� ��� �	�����
 �
	


�� 

��	 
�
 �����
�
�� �� ������	� �
 �� ��
��� 

 
���	�� 
�� �
��
����� ��

��� K ∈ IN 
�� ����	�

	 
� 
�� �����
	 
� c− 1 �� ��������� �� 
�� ����	�

	


� 
�� �����
	 
� q3 ��� �� ���	� pK �� SK � ���� c ∈ Θq(K,SK) ∩ Φq(K)�

E
���	����! �� c ∈ Θq(K,SK)∩Φq(K)! 
��� 
�� �����
	 c− 1 �� ��������� �� 
��

����	�

	 
� 
�� �����
	 
� q3 ��� �� ���	� pK �� SK ��� 
��	��
	� c−1
w �
��

�

 ���� ��� �
��� �
 �	���� 
� WK ! �
 
��


(c− 1)

w
∈ RKinf ,Winf

.

�
�
��� '��(� ��� p, q �� �������� ����� �������� ��� ����������� ��������


��� H �� � ������ ����� ��� ��� Hinf �� �� ��������� ��������� � H 
 ��� SH

�� � ������ �������� ������ ��� � ������ � H 
 !����� ��� ������ � H ��� ��

SH ��� "����������� q#������� �� Hinf � ��� ������ �� SH ���  ������ � q ���

���������� p#������� �� Hinf 
 $� �"�� ����� �"� �������� ������� � OH,SH ��

Hinf �� ����#����� �������� �%�� Hinf 
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,��� 
 G���� �� �	��
	�	� �����	 ���� H ��� �� �����	��� ��
����
� Hinf 
�

H ! �

 �������	��� �
�
������ ��� 	


� 
� ���
� 	�7��	�� ��
��! �� ���� 



��
� 
��
 
�� �
	� �7��
�
�� �� ���� ���� ����� �� 
�	 �����
�
�� ��� ��

	��	�

�� �� �
���
���� �7��
�
�� ��
� 	������
 �
��
�
�� �� Hinf � 4��
� ��

�	����
 �� ���
	��� 
�
���� 
� 
��� 	��	�
��� �	
����� @
	 � �
	� ����	�� ���

�
	��� ��������
� 
� 
�� 	��	�
��� 
�����7��� �� 	���	 
�� 	����	 

 
�� ���
�
�


� �

	����
� �
���
����� �� +1?-� =�
 G = H(ξq, ξp),Kinf = Hinf(ξq, ξp)�

&� �
�	
 ��
� 	��	�
��� 
�� �
	� �7��
�
� �
����� �� T �� ��� ���� 
� ���	���


�	��
�� 2 ��� c ∈ T \ T q! u1, . . . , uq, z ∈ T ! y =
∑q

i=1 ai
q
√
c
(i−1)

! 
���

/1�6,0
NT ( q

√
c)/T (y)− z =

q−1∏
j=0

q∑
i=1

uiξ
(i−1)j
q

q
√
c
(i−1) − z

=N(u1, . . . , uq, c, z) ∈ Z[u1, . . . , uq, c, z],

��� 
�� �
�M����
� 
� N(U1, . . . , Uq, C, Z) ������ 
� q 
����

�� c, w∈T, c=wq ! 
��� �
	 ��� z ∈ T 
�� �7��
�
� N(U1, . . . , Uq, c, z)=0 ���

�
��
�
�� u1, . . . , uq ∈ T (ξq)� ������! �
�����	 
�� �
��
���� ���
�� 
� �7��
�
��F⎧⎨
⎩
∑q−1

i=0 uiw
i = z,∑q−1

i=0 uiξ
ij
q wi = 1, j = 1, . . . , q − 1.

���� �� � �
��������	 ���
�� ��
� � ��
	�� (ξijq wi)! i=0, . . . , q−1! j=0, . . . , q−1

������ ��� 
� �
� ��
	��� �� T (ξq)� 9���� 
�� ���

	 (z, 1, . . . , 1) ���
 ��� ��� 
� �
�

��
	��� �� T (ξq)! �� �
������ 
��
 
�� ���
�� ��� � ���7�� �
��
�
� �� T (ξq)�

����! N(U1, . . . , Uq, c, z) = 0 ��� �
��
�
�� u1, . . . , uq ∈ T (ξq) �� ��� 
��� �� z

�� � �
	� 
� �� ������
 
� T (ξq, q
√
c) /��������� 
�� ���� ���	� 
�� ��
����
�

T (ξq, q
√
c)/T (ξq) �� 
	�����0�

9
 �� ��! �
	 �������! �
�����	 NLinf(
q
√
c)/Linf

(y) = bxq + bq ��
� �

��
���

�
��
�
�� y 	������ 
��	 Linf( q
√
c)! 
��� �� ��� �
������ 
��
 
��� �
	� �7��
�
�

�� �7�������
 

 � �
���
���� �7��
�
�

/1�610 N(u1, . . . , uq, c, bx
q + bq) = 0

��
� �
�M����
� �� Z ��� �

��
��� �
��
�
��

u1, . . . , uq ∈ Linf = Kinf(
q
√
1 + x−1, q

√
1 + (bxq + bq)−1, q

√
1 + (c+ c−1)x−1).

&� �
� �
��� ��'� 

 	������ /1�610 �� �� �7�������
 �7��
�
� ��
 ��
� �
��
�
��

��

L2,inf = Kinf(
q
√

1 + x−1, q
√
1 + (bxq + bq)−1).
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&� ���� 

 �
�����	 
�
 
�
�
��F ��
��	 
��	� ����
� γ ∈ L2,inf ���� 
��


/1�6?0 γq = 1 + (c+ c−1)x−1

��� �� 
��� ���� ��� 
�� �
��
�
�� u1, . . . , uq ∈ L2,inf ! 
	 1 + (c+ c−1)x−1 �� �



� q�
� �
��	 �� L2,inf �
 
��
 ui =
∑q−1

j=0 ui,jγ
j! ���	� γ �� �� �� /1�6?0 ���

ui,j ∈ L2,inf � �� 
�� ��

�	 ���� �� ��� 	��	�
� /1�610 �	�
 ��

/1�6�0 N

( q−1∑
j=0

u1,jγ
j , . . . ,

q−1∑
j=0

uq,jγ
j, c, bxq + bq

)
= 0,

��� 
��� �� � ���
�� 
� �7��
�
�� 
��	 L2,inf ����� 
�� ���
 
��
 
�� �	�
 q − 1

�
��	� 
� γ �	� �����	�� ����������
 
��	 L2,inf � �� 

��	 �
	��! �� 	��	�
�

/1�6�0 �	�
 ��

/1�6.0

q−1∑
i=0

Ni(u1,0, . . . , uq,q−1, c, b, x)γ
i = 0,

���	� Ni �	� �
���
����� �� ���
�� ��	������ ��
� �
�M����
� �� Z! �� ���
���

�
������ 	�������� γq ��� 1 + (c + c−1)x−1 ��� ����	��� 
�� ���
����

	� /����!

����	��� c �	
� ���
����

	� �� ���
������� 
�	
��� �� � ��M����
�� ���� �
��	


� c0! ��� 
��� �� � ���
��

/1�6�0

q−1∧
i=0

Ni(u1,0, . . . , uq,q−1, c, b, x) = 0.

J

� 
��
! ���� �� γ ∈ L2,inf ! �� ��� �
��� 	������ /1�610 �� /1�6�0� �
 ��� 
���

	��
�����	 /1�6�0 ��

/1�6N0 N

( q−1∑
j=0

U1,jΓ
j , . . . ,

q−1∑
j=0

Uq,jΓ
j , C,BXq +Bq

)
= 0,

��
� Ui,j, X,C,B,Γ �����	������� ����������
 
��	 Q̃! ��� �	
���� � ���
�� 
�

�7��
�
��

/1�6�0

q−1∧
i=0

Ni(U1,0, . . . , Uq,q−1, C,B,X) = 0

�� 
�� �	
���� ����	���� ��
��! �	�
 ���
���
������ 	�������� Γq ��

1 + (C + C−1)X−1,

����	��� 
�� ���
����

	� /
��� 
��� 	��
���� C �	
� ���
����

	�0! ��� 
���


	��
��� 
�� �	�
 q− 1 �
��	� 
� Γ �� �����	�� ����������
 
��	 
�� �
���
����
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	��� Q̃[Ui,j , X,X−1, C, C−1, B]� ;���	�� 
��
 
�� ���
 ���� 
� /1�6N0 �� �7�������





q−1∑
i=0

Ni(U1,0, . . . , Uq,q−1, C,B,X)Γi

�
���
 
�� ����� (Γq − 1− (C + C−1)X−1) �� 
�� 	���

Q̃[X,X−1, C, C−1, Ui,j , B,Γ].

�� 

��	 �
	��! �
	 ��� ������ 
� Ui,j , X �= 0, C �= 0, B �� Q̃ ��
������� 
��

���
�� /1�6�0! �� ���� 
��
 /1�6N0 ���� �� ��
����� �� �
�� �� Γ �� ��
 

 � �����

γ ∈ Q̃ ��
������� /1�6?0! ���	� c ��� x �	� 
�� Q̃������� �������� 

 C ��� X

	�����
������ #����! �� /1�6�0 ��� �
��
�
�� u1,0, . . . , uq,q−1 �� L2,inf ! 
��� /1�610

��� �
��
�
�� u0, . . . , uq−1 �� Linf ���
��	 
	 �

 
�� ��
����
� Linf/L2,inf ��


	������

E
���	����! �� /1�610 ��� �
��
�
�� �� L2,inf ! �� ��� ��
 ui,0 = ui ��� ui,j = 0

�
	 j > 0 ��� ��
���� /1�6�0 
��	 L2,inf �

���� �
	 ��� c, b, x ∈ Kinf �� ��� �
������ 
��
 /1�610 ��� �
��
�
��

u1, . . . , uq ∈ Linf

�� ��� 
��� �� 
��	� ����
 u1,0, . . . , uq,q−1 ∈ L2,inf ��
������� /1�6�0�

%	
������� �� 
�� ���� �����
� �� ��� ����
����� 
�
��� �� �7�������
 ���
��


� �7��
�
�� ��
� �

��
��� �
��
�
�� �� Kinf � J
� �� � ����� ���� Hinf �
�� �



�
�
��� ξq 
	 ξp! 
��� �� ��� 	��	�
� ��� 
�� �7��
�
�� 
�� �
	� 
��� �
 
��



�� ���� ���
�� ��� �
��
�
�� ��� �
�M����
� �� Hinf �

&� ��� ���
 ����	�
� 
�
 	����
� �
���	���� ��
��	���
� �
 ���
��� ���� �	�����

�
�
��� '��)� 1"�  ����&��� ���������� ��� ����


/60 $ � G#����� pG �� ���������� q#�������� M �� � q#�������� ����  ��

pG� b ∈ Kinf �� ���" �"��  �� ���� pM(b) ∈ CM(b)(pG) &� "�%� �"��

ordpM(b)
b �≡ 0 mod q ∧ ordpM(b)

b < 0� ��� b "�� �� ��"�� ������ �"��

�"� ��� � ��� �������� x ∈ Kinf ���" �"�� ordpM(x,b)
x ≥ q−1

q ordpM(x,b)
b

 �� ��� pM(x,b) ∈ CM(b,x)(pM(b)) �� ������������� ��������
 /5��  �����

�� ������ �� 0������ 6 ������ �"�� ��� �� $��(b, pM(b), q)
2

/,0 $ ����������� ������� �%�� G � ���  ������ � pG �� ������ ����� ���#

������ �� IG ��� ��� ����� �������� �"�� �"� �������� ������� � �"�

%�������� ���� � pG �� Kinf �� ������������� ��������
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��� '��*� ��� SG∪{  ������ � q} �� � ���������� q#������� �� Kinf �#

���� ��� � ������ � G� ��� ��� Rinf,SG �� � ������� � Kinf ���" �"�� x ∈ Rinf,SG

� ��� ���� � �� G(x) �"� ����� � x ��� ���"��  ������ � q �� ������ � SG� ��

��� �� ������ �"�� ��� q#���������
 $� �"�� ���� Rinf,SG �� ����#����� ��������

�%�� Kinf 
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�
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	��� 9
 ��


K ∈ IG ��� �
�����	

/1�,20 NLK( q
√
c)/LK

(y) = bxq + bq.
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��� �7��
�
� ���� �� �
������

�
����� �
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��� '��-� ��� P = {p1, . . . , pk} �� � ����� ��� � �������� ������ ���"

�"�� ���" ����� � G ��� ��%����� ��� ������� � P �� "����������� pi#�������

�� Kinf &��" ������� �� ���� pi� ��� ���" pi �� ���������� pj#������� �� Kinf

 �� ���� pj 
 $� �"�� ���� OKinf
�� ����#����� �������� �%�� Kinf 
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���������� ��������

�� 
��� ���
�
� �� ����	��� � ������ 
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����� �
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� �� �� �����
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�
����� �� ����
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���� ����� ��� �� �
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�'� � �
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� {Ki} 
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 �

 ������� 
��	 Q! �����	�� ���(
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��	 Q! 
� ���	�� ���� 
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	 �7���



 �
�� ���� n 
��	 Q! ��� �
�����	 � �
����
�
� 
� �����	 ����� {Ni}! ���	�
Ni ⊂ Ki ��� Ni �� �

 G��
�� 
��	 Q� J
� ��
 Ninf �� 
�� �
��
��
�� 
� ���

Ni ������ Q̃� �� Kinf �� 
�� �
��
��
�� 
� ��� Ki ������ Q̃! 
��� Ninf ⊂ Kinf ���

[Kinf : Ninf ] = ∞� ����! ����� A�����$� 	����
� ���� �� � �	�
�
	��	 �����
�
� 
�
OKinf


��	 Kinf ! 
��� �
 �

 ���� �� � �	�
�
	��	 �����
�
� 
� ONinf

��	 Ninf !


�
������� �� 
�	 ��
�
���

4������ *
� /G��
�� ��
����
�� ��
�
�
 ������ �����
����
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� ���	�� ���������

�� �	��
	�	��� ���� �
��	� 
� q0F �� Kinf �� � G��
�� ��
����
� 
� � �����	 ����

G ���� 
��
 �
	 ��� G��
�� ���� K ∈ IG! �� ���� 
��
 [K : G] �≡ 0 mod q! 
���

OKinf
��� 
�� ��
��	�� ��
��	� 
� ��� 	��� 
� S ���
���	� �� Kinf �� �	�
�
	��	

�������� 
��	 Kinf �

�
 �� �

 ��	� 
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��
 �� 
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� �����
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q��
������ ���� ������� �
��	� ����


��� ��
����
�� ��
� ���
��� ���� 	����

��� �	����! ����! ��
����
�� 
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�� �
	� Q(ξp�
1
, . . . , ξp�

k
, � ∈ Z>0) ���	� p1, . . . , pk

�	� 	�
�
��� �	����! ��� ��� 
���	 �������� 
��
 ������� ��� ������� ��
����
��
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� ���
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� 	���� 
� ��
���	� ��


���� ��
����
�� �
��
�� �	
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��0

G���� � �	��� q! ��� �� ��
���	 m > 0! 
�	 ��
�
� ���
 ������� 

 
�� ����


� � ����


��� ��
����
� /��� ��� 
� �
� ��������0 ����	�
�� �� 
�� ��


{ξp� |� ∈ Z>0, p �= q �� ��� �	��� ���� 
��
 qm+1 � |(p− 1)}.
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4������ *
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��� �	��� ��� ��
 {p1, . . .}
�� � ���
��� 
� ��� 	�
�
��� �	���� 
��

��� q� =�
 πi =

∏i
j=1 pj � =�
 G �� ���

�����	 ���� ��� ��
 {p1, . . .} �� � ���
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�� n ≥ 0� &� �
� �
��
	��
 Kn+1 �� 
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��	 pi ��������� �� pm�

@�	
��	! �
	 i ∈ Z>0! ��
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��
����
� M 
� K! 
��	� ����
�� �� �����
�� ��	�� 
� 	��' 
�� 
��	 K! '������

�
� 	��' 
��	 M � E
������ ��
� 4� %

���$� 
��
	��! 
��� ��� 	����
 ��
��


��
 
�� 9����	�����L��
� �
�(��
�	� ������� #�% �� ����������� 
��	 
�� 	����


� ��
���	� 
� ��� �����	 �����

E� A����� ���
 ���� ���
��� ����	�
�� �����
�� ��	��� 

 �	
���� ������������
�

	����
�� #�� ���	
���! �� ��������� ��
��! ��� ����� 
� �� ����
	�
�
� ��

E� &� #���
� 
� � �	
�
��
�
� 
� )� *
����
� ��� 	����
� 
� >� *
�	���� /���

+,�-0 �
���	���� ���
��� ����	�
�� �����
�� ��	��� �� �����
� �����	��� ��
����
���

��� ���� ����� �
	 
�� �	

� ���
� ���� ���� �	
�����
�� �� +1- �
	 
�� �����	

���� ����� #�	� 
��� � ���
	 ��(��
���
 �� 	�7��	��� &� �
�	
 ��
� 	��������


�
 
�������� ������ ����� ��� �� �
��� �� +6�-� =�
 E �� �� �����
�� ��	��

������ 
��	 � �����	 ���� K ��� �� �� �M�� &���	�
	��� �7��
�
� �
	 
��

��	��� =�
 P ∈ E(K) �� � �
��
 
� �����
� 
	��	! ��
 n ∈ Z	=0! ��� ��
 (xn, yn)

�� 
�� �

	����
�� �
		���
����� 

 [n]P ����	 
�� ��
��� &���	�
	��� �
����

G���� x ∈ K! ��
 n(x) �� 
�� ��
��	�� �����
	 ����� �� 
�� ����	�

	 
� 
��

�����
	 
� x �� K� @�	
��	 ��
 d(x) = n(x−1)�
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+���� *��� ���A�� ��� �������� ��%���� � K ��� ��� m �� � ������%� �������


1"�� �"��� ������ k∈Z>0 ���" �"�� A|d(xkm) �� �"� �������� ��%���� ���������

� K


+���� *�&� 1"��� ������ � ������%� ������� m ���" �"��  �� ��� ������%� ��������

k, l�

d(xlm)|n
( xlm

xklm
− k2

)2

.

,�
�
����
� *�'� ��� N/K �� � ������ ���� ��������� � ������ n
 ��� Q

�� � ����� � K ��� ��� q1, . . . , qm �� ��� �"� ������ � N ����� ���%� Q
 ���

u ∈ N �� �������� �� Q
 !�����  ���"�� �"��� ������ � ��3����� {(ki, yi)} &"���

ki ∈ Z>0� ki+1 > ki� yi ∈ K &��" ordqj yi ≥ 0  �� ��� i ��� j� ��� ���" �"��  ��

��� i, j &� "�%� �"�� ordqj (u− yi) > ki
 1"�� u ∈ K


,��� 
 =�
 α ∈ N �� � ����	�

	 
� N 
��	 K ���� 
��
 α �� ��
��	�� ��
�

	�����
 

 Q� =�
 D �� 
�� ����	������
 
� 
�� �
��	 ����� 
� α� 8���� 
���

�
��	 ����� �� ��� 	��	����
 ��� w ∈ N �� 
�� �
��
���� �
	�F

w =
n−1∑
r=0

brα
r

��
� Dbr ∈ K ��� ��
��	�� �
 Q� J

� 
��
 �
	 �
�� a0, a1, . . . , an−1 ∈ K ��

���� 
��


u− yi = (a0 − yi) +

n−1∑
r=1

arα
r

���

ordqj (u− yi) > ki, j = 1, . . . ,m.

=�
 � �� � �
��
��� ��
���	 ��� ��

�� i ���� 
��
 ki > n(� + ordQD)� �� 
���

����

u− yi ≡ 0 mod Q�+ordQ D

�� 
�� ��
��	�� ��
��	� 
� 
�� �����
�
� 	��� 
� Q �� N � =�
 B ∈ K �� ���� 
��


ordQB = �+ ordQ D.

;���	�� 
��
 u−yi

B �� ��
��	�� �
 Q! ��� 
��	��
	� D ar

B �� ��
��	�� �
 Q ��������


��
 ordQ ar ≥ � �
	 r = 1, . . . , n − 1� 9���� � ��� �� �	��
	�	��� ��	��! ar = 0!

r = 1, . . . , n− 1 ��� u ∈ K�
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&� �
� ��� 
�	 	����
� 
� ������� ��
��	���
� �
 � ������ �����	 ���� �	���



 
�
��� 
�� �
��
���� 
��
	���

�
�
��� *�(� ��� pG �� � ����� � G ���������� q#������� �� Kinf 
 $ �"���

������ �� �������� ���%� E ������ �%�� G ���" �"�� rank(E(Kinf)) > 0 ���

E(Kinf) = E(G)� �"�� G �� ����#����� �������� �%�� Kinf &��" ���� ��� %�������

�� �"� ����� � �"� ���%����� 3��������


,��� 
 @�� �� �M�� &���	�
	��� �7��
�
� y2 = x3 + ax + c �
	 E ��� ����
���

�
��"�	
 �
��
� 
� E(Kinf) ��
� ���	� 
� �
��
�
�� 

 
�� &���	�
	��� �7��
�
��

�� ��
��� =�
 b ∈ Kinf �� ���� 
��
 �
 ��
����� �
���
�
�� 
� ���
	�� 1�6�!

%�	
 6 ��
� 	�����
 

 ��� �	��� ���

	� 
� pG �� M(b)! ����! ordpM(b)
b < 0

��� ordpM(b)
b �≡ 0 mod q �
	 ��� pM(b) ∈ CM(b)(pG)! ���	� M �� � �
����
���

�
������ ���� �
	 pG� =�
 u ∈ Kinf �� ���� 
��
 ub ∈ Int(b, pG, q) ���

/.�60

∀z ∈ Kinf∃(a1, b1),(a2, b2) ∈ E(Kinf) :

b2

za1
∈ Int(b, pG, q) ∧ (u− a1

a2
)2a1 ∈ Int(b, pG, q).

&� ����� 
��
 �� 
�� �
	���� �� 
	�� �
	 �
�� u∈N =M(b, u)! 
���! �� %	
�
�

��
�
� .�1! �� ���� 
��
 u ∈ G� ������! ����� � z ∈ N ��� b2

za2
∈ Int(b, pG, q)!

�� ���� 
��
 �
	 ��� pN ����� ��
�� pG!

ordpN

b2

za1
>

(q − 1

q

)
ordpN b

��������

− ordpN z+ordpN

1

a1
>

(q − 1

q
−2

)
ordpN b=

(
−1−1

q

)
ordpN b > − ordpN b > 0.

#����

ordpN

1

a1
> ordpN z − ordpN b > ordpN z.

��� ���
�� ��	
 
� 
�� �
�(���
�
� �� /.�60 �
� �������

ordpN

(
u− a1

a2

)2

a1 >
q − 1

q
ordpN b,

2 ordpN

(
u− a1

a2

)
>
q − 1

q
ordpN b+ ordpN

1

a1

>
q − 1

q
ordpN b− ordpN b+ ordpN z > ordpN z.

9���� z ��� �� ��� ������
 
� N ��� a1

a2
∈ G! �
 �
��
�� �
 
��� �	
� %	
�
��
�
�

.�1 
��
 u ∈ G�
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J
� ������ 
��
 u = k2 ��
� k ∈ Z� =�
 (x1, y1) ∈ E(G) �� 
�� �M��

�

	����
�� ��
� 	�����
 

 � ��
��� &���	�
	��� �7��
�
� 
� � �
��
 P ∈ E(G)


� �����
� 
	��	! �� ��
��� ���� �� =���� .�, 
��	� ����
� � �
��
��� ��
���	

m ���� 
��
 �
	 ��� �
��
��� ��
���	 l!

d(xlm)|n
( xlm

xklm
− k2

)2

�� 
�� ��
��	�� �����
	 �����	
�� 
� G� @�	
��	! �� =���� .�6 �� ���� 
��
 �
	

��� �
��
��� C! �
	 �
�� r �� ���� 
��
 ordpN xrm < −C �
	 ��� pN � 9
 �����

� z ∈ Kinf ! ��
 a1 = xrm, a2 = xkrm ��
� r ��
��� �
 
��
 d(b2)n(z)|d(xrm)

�� 
�� ��
��	�� �����
	 �����	
�� 
� G(b, z)! ��� 
���	�� 
��
 
�� �	�
 ��	
 
�


�� �
�(���
�
� /.�60 �� ��
������ J��
 �� �

� 
��
 �
	 N = G(b, z)! �����

ordpN b < 0! �� ���� 
��
 ordpN xrm < 0! ��� �����

d(xrm)|n
( xrm

xkrm
− k2

)2

,

�� ���
 ���
 ���� 
��


ordpN

(( xrm

xkrm
− k2

)2

xrm

)
≥ 0

��� 
��� 
�� ���
�� ��	
 
� 
�� �
�(���
�
� /.�60 �� ��
������

@������ �� �

� 
��
 ��� �
��
��� ��
���	 ��� �� �	�

�� �� � ��� 
� �
�	

�7��	��! ��� ��� ������
 
� G ��� �� ���	����� �� � �����	 �
�����
�
� 
� �
��

����� ������
� ��
� 	�
�
��� �
�M����
�� ��� 	����
��� �
	���� �
	 G �� 
� 
��

�
	� ∃ . . .∃∀∃ . . . ∃P ! ���	� P �� � �
���
���� �7��
�
��

�� ���� 
� 
�� 
��
	�� ��
�� �� �
� ���� 
�� �
��
�����

�
�
��� *�)� ��� q �� � �������� ����� ��� ��� Kinf �� �� ������� ���������

��������� � Q &��" �� ����� ��� ����� � � ������ ���� ��������� �� Kinf

���������� q#�������
 !����� ���� �"��� ������ �� �������� ���%� ������ �%��

Kinf ���" �"�� ��� '������()��� ����� "�� ������%� ���� ��� �� ������� ���������


$� �"�� ���� Z �� ����#����� �������� �%�� �"�� ����� ��� �"��� ��� �"� ����#�����

�"���� � �"�� ���� �� �����������


���� 
��
	�� �	
����� ��

��	 ��� 

 ���	
�� 	����
� ��� 

 E� A����� ��

+?1-! ���	� ���
��� ����	�
�� �����
�� ��	��� �	� ���� 
��	 ����


���� ��
� 
��

	������ 	�
�
��� �	��� 

 ����	�
� � �
��� 
� Z ����� 	����
� 
� )���� *
����
��

8���� 
���� �����
�� ��	��� �� ����	���� ��
�� �� �
��� ���
 ��
 
�� �	�
�
	��	

�����
�
� 
� Z �� � �����
�
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:�

��	 ������� 
� � ������ 
� �����
� ��
����
�� 
� Q ���	� 
�� ��� ���

���
��� ����	�
�� �����
�� ��	��� ��� �� �
��� �� +1�- ���	� 
�� ��	��� �	� ����



 �	
�� ����
��
��� ������������
� 
� 	���� 
� ��
���	�� ;�� ��
��� �

� 
��



�� ����� ����	���� �� 
��
 ����	 �	� ��� q��
����� ��
� 	�����
 

 ���
�


��� 	�
�
��� �	���� ��� 
��� 
�� �
��� ���
 ��	��� 
�� 	����
� 
� 
�� �	�
�
	��	

������������
� 
� 
���� ����� ����� 
�� �
	� �7��
�
� ��
�
� ��
��� �� ����	��!


�� ���� �
	���
� 
� 
�� �����
�� ��	��� ��
�
� �� ��'�
�� ����� �� �
�$
 ����


�� �
����
� ���
�	� �
���	���� �����
�� ��	��� �� �����
� �����	��� ��
����
��


� Q�

�� �	�������! 
�� ��� ���
 ��� ���
	�� .�� 

 
�
��� ���
	��
�
� ��
�
 �����


���� 
� ���
��� ����	�
�� ��	��� �� �����
� ��
����
��� �� �� �����
� ��
����
�


� Q ��
� � �
����
��� q��
����� �	��� ��� � ��������� �	�
�
	��	 
��
	�! 
���


�	 
��
	�� ������� 
��
 ��� �����
�� ��	�� ������ 
��	 
�� ���� ��
��	 ��� 	��'

2 
	 �� �

 ���
��� ����	�
��� 8��
	
���
��� /
	 �
	
���
���0! 

 
�� ���
 '�
���

���� 
� 
�� ��
�
	! �� ��	���� '�
�! ��� �����	�
��
	�
�� ��
�
��! ���
 
��

	��'� 
� �����
�� ��	��� �	� 
��	 ��� ����� ���	� 
�� �	�
�
	��	 
��
	� �� '�
��



 �� ����������

'� ������� ( )��� ��������
 �	���� ������

�� 
��� ���
�
� �� ��
� �
� 

 ����� � ��
 
� ������
� 
� � �����	 ���� �
��


������ ��� ��
���	� ��� ���� 
��
 ��� �
����
���	� �� 
�� ��
 ���� ����
��� 
	��	�

/�
���0 
� 
	��	 ��������� �� � ����� �	��� �����	 q 
���� &� �
�	
 ��
� �
��

�

�
�
��


������� ��� !���������� 8
	� ��� �
��
���� �

�
�
� �� ���� 
�	
���
�
 
���

���
�
�� @
	 x, b, d, a, c ∈ K \ {0} ���� 
��
 bxq + bq �= 0, dxq + dq �= 0! ��


L1 =K(
q
√
1 + x−1),

L2 =L1(
q
√
1 + (bxq + bq)−1),

L =L2(
q
√
1 + (c+ c−1)x−1),

F1 =K(
q
√
1 + d−1),

F2 =F1(
q
√
1 + (dxq + dq)−1),

F =F2(
q
√
1 + (a+ a−1)d−1),
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��� 
���	�� 
��
 L ������� 
� K, q, x, b, c! ����� F ������� 
� K, q, a, x, d� @
	


�� 	��
 
� 
��� ���
�
� �� ���� ������ 
��
 x, b, d, a, c 
�'� ������ �� K �
 
��


��� 
�� ����� ��
�� �	� �������

��� �	

� 
� 
�� ����� ���
� �
��
�� �	
� 
�� #����L3��'
��'� ���
	��

��� 
�� ���
 
��
 
��	 � �
��� ���� � 7��
�	��	� �
	� �� �����	����

+���� -�&� $ H �� ��� ��������� ��������� � Q� �"�� �"� ���

{x ∈ H |∃x1, x2, x3, x4 ∈ H : x = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4}

�� ������� �"� ��� � ��� �������� � H ���" �"��  �� ��� ��������� σ � H ����

Q̃ &��" σ(H) ⊂ R ∩ Q̃ &� "�%� �"�� σ(x) ≥ 0


������ 8
�� �� K/M �� �� �����	��� ��
����
� ��� c ∈ Ω2(M)! 
��� c ∈ Ω2(K)�

#
����	! Ω2(K)∩M �= Ω2(M) �� ��� �����! ����� 
��	� ��� �� �� ��������� 
�

K ��

 Q̃ ����� �� �

 	��� ��
 
�� 	��
	��
�
� 

 
�� ����� 
� M �� 	���� :
 
��

���� 
���! �� Kinf �� �� �����
� �����	��� ��
����
� 
� M ��� c ∈ Ω2(Kinf)∩M !


��� �
	 �
�� ���
� ��
����
� N 
� M ��
� N ⊂ Kinf , �
	 ��� K ���� 
��


N ⊆ K ⊂ Kinf , �� ���� c ∈ Ω2(K)�

J��
 �� �
�
� #�����$� ����� ��� �
� �
	
���	� ����� ���� �� ���
	
��
 	
��

�� 
�	 ��� 
� 
�� #���� J
	� %	��������

+���� -�(� $ K �� � ������ ����� f(X) ∈ KpK [X ] "�� ���9������ �������� ��

pK � ���  �� ���� α∈KpK �������� �� pK &� "�%� �"�� ordpK f(α)>2 ordpKf ′(α)�
�"�� f(X) "�� � ���� �� KpK 
 /0�� +61! %	
�
��
�
� ,! 9��
�
� ,! E���
�	 ��-
2

�
�
����� -�)� $ K �� � ������ ����� x ∈ K �� �������� �� ���  ������ � q�

x ≡ 1 mod q3� ��� qK �� ��� ����� � K ��%����� q� �"�� x �� � q#�" ��&�� ��

KqK 


,��� 
 =�
 f(X) = Xq − x ��� 
���	�� 
��
 �� 
�	 ������
�
� 
� x �� ����


�� �
��
����F

ordqK f(1) = ordqK (1 − x) = 3e(qK/q).

:
 
�� ���� 
��� ordqK f ′(1) = ordqK q = e(qK/q) ��� 
��	��
	�

ordqK f(1) > 2 ordqK f ′(1).

#����! �� #�����$� ����� f(x) ��� � 	


 �� KqK ! ��'��� x � q�
� �
��	�
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��� 
�
 ������ ���
�! �
�
�� ��
�
�
 � �	

�! ���
 �
�� ����� �����	�


��
	�
�� ���
��

+���� -�*� $ F �� � ������ ���� ���������� ξq� b ∈ F ��� b �� ��� � q#�"

��&�� �� F � �"�� �"�  ����&��� ���������� ��� �����

/60 $ ordpF q = ordpF b = 0� �"�� pF ���� ��� ���� � �� �"� ���������

F ( q
√
b)/F 


/,0 $ ordpF b = 0� b �� ��� � q#�" ��&�� ��� pF � ��� pF ���� ��� ��%��� q�

�"�� pF ���� ��� ����� /�
�
� "�� ���� ��� ����� ���%� ��2 �� �"� ���������

F ( q
√
b)/F 


/10 $ ordpF b = 0� pF ���� ��� ��%��� q� ��� b �� � q#�" ��&�� ��� pF � �"��

pF ������ ���� ��������  ������ �� �"� ��������� F ( q
√
b)/F 


/?0 $ ordpF b �≡ 0 mod q� �"�� pF ������� ���������� �� �"� ���������

F ( q
√
b)/F 


��� ���
�� ����� ����� ��
� �
	�� ��� �	���� �� ������ ��
����
�� 
� ���

�	�� q�

+���� -�-� ��� G/F �� � ������ ��������� � ������ q � ������ �����
 $ pF

�� ��� ������� �� �"� ���������� �"�� ���"�� �� ������ ���������� /�� ��"�� &�����

���� q ��������  ������2 �� �� ���� ��� ����� �� ���
 5���"��� � w = NG/F (z)  ��

���� z ∈ G� ��� pF ���� ��� ����� �� �"� ���������� �"��

ordpF w ≡ 0 mod q.

��� �
��
���� ����� �	
����� � ��� 

 ��
�� 	������
�
� 
� ���

	� 
� q �����


�'��� � q�
� 	


�

+���� -�2� $ K �� � ������ ���� ���������� ξq� � K#����� qK �� �  ����� � 

q� ���

ordqK (c− 1) ≥ 3 ordqK q,

�"�� qK ������ ���������� �� �"� ��������� K( q
√
c)/K


,��� 
 4� E
	
���	� ��� 
�� �
���
���� Xq−c ��� � 	


 �� qK����� �
����
�
�


�K! ��� ����� 
�� ���� �
�
���� 
�� �	���
��� q�
� 	


 
� ���
�! 
�� �
���
����

��� q ���
���
 	


�� ����! 
�� �
��� ���	�� �� 
�� �
	 ��� 
�� ���

	� ��
�� qK �

��� ���
 
�
 �	
�
��
�
�� ������� 
�� ��	�
�� 
� ��
	
������ ��
����
�

L = K(
q
√
1 + x−1, q

√
1 + (bxq + bq)−1, q

√
1 + (c+ c−1)x−1).
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�� LF

/60 ��� �	���� 
��
 �	� "�	
� 
� x ��� bxq + bq 	����� ������ 
�� 
	��	 
�


���� "�	
� �� ��������� �� qR

/,0 ��� �	���� 
��
 �	� "�	
� ��� �
��� 
� c 	����� ������ 
�� 
	��	 
� c �



���� �	���� �� ��������� �� qR

/10 �� ��
�� 	�������� �	���� �� 
�� ������ ��
����
� 
�
����� �� 
�'���


�� q�
� 	


 
� c! ���	� �� �	� �
��� 

 �
��� �
	� �7��
�
��R

/?0 �� ��'� ��	� 
��
 "�	
� 
� x �
 �

 ���� ��� ��<����� 
� ���
��	 
��

�
	� �7��
�
� ��� �
��
�
���

,�
�
����
� -�/� $ K �� � ������ ���� ���������� ξq� ���  �� ���� ��������

b, c ∈ K ��� ���� K#����� pK �"�  ����&��� ����������� ��� �����

/60 pK �� ��� �  ����� � q�

/,0 c �� ��� � q#�" ��&�� ������ pK /���� �"�� �"�� ���������� ��������

�"� ���������� �"�� ordpK c = 02�

/10 ordpK x < 0�

/?0 ordpK b �≡ 0 mod q,

/�0 q ordpK x < (q − 1) ordpK b�

�"��  �� �%��� �����  ����� pL � pK �� L &� "�%� �"��

/60 ordpL x < 0�

/,0 c �� ��� � q#�" ��&�� ������ pL ��� �"�� ��� � q#�" ��&�� �� L� ���

/10 ordpL(bx
q + bq) �≡ 0 mod q


,��� 
 @�	�
! �� �	
��	
��� 
� �	���� ��� :�����
�
� 1! �� ���� 
��
 ordpLx<0�

4� :�����
�
� ?! �� ���� 
��
 ordpK b �≡ 0 mod q� J��
 �� �

� 
��


ordpK (x−1) > 0! ��� 
��	��
	� �� =���� ��.! %�	
 1 �� ���� 
��
 pK ����
�

�
����
��� ��

 ���
���
 ���

	� �� 
�� ��
����
� L1/K� /&� 	����� 
�� 	����	


��
 L1 = K( q
√
1 + x−1)�0 ����! �� L1 �� ���� 
��
 ordpL1

x < 0! ordpL1
b �≡ 0

mod q! ��� c �� �

 � q�
� �
��	 �
���
 pL1 � &� �
� �

� 
��
 �� :������


�
� � �� ���� 
��
 q ordpK x+ ordpK b < q ordpK b! ��� 
��	��
	�

ordpL1
(bxq + bq) = ordpL1

b+ q ordpL1
x < 0.

@�	
��	! �� :�����
�
� ? �� ���� 
��
 ordpL1
(bxq + bq) �≡ 0 mod q� :�������

=���� ��.! %�	
 1 �����! 
��� 
��� 
��	 
�� ����

L2 = L1(
q
√
1 + (bxq + bq)−1),
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�� ��� 
��
 �� 
�� ��
����
� L2/L1! 
�� L1��	��� pL1 ����
� �
����
��� ��



���
���
 ���

	� ��� 
��� c �� �

 � q�
� �
��	 �
���
 ��� pL2 ! �����

ordpL2
(bxq + bq) �≡ 0 mod q ��� ordpL2

(bxq + bq) < 0.

9����! �� ������
�
�! ordpK c = 0 ��� 
��	��
	� ordpL2
c = 0! �� =����

��.! %�	
 1 
�� �
	� 
���! pL2 ���� ����
 �
����
��� ��

 ���
���
 ���

	� ��


�� ��
����
� L/L2 ���! �� ���
	�! 
��� �
��� ����� 
��
 c �� �

 � q�
�

�
��	 �� L 
	 �
���
 ��� pL ��
�� pK � #�	� �� 	����� 
�� 	����	 
��


L=L2(
q
√
1+(c+c−1)x−1). @������! �� ���
 ���� ordpL(bx

q + bq) �≡0 mod q.

,�
�
����
� -��0� $ K �� � ������ ���� ���������� ξq� ��� x, c, b ∈ K,L ���

�� �� ,���������� 8
:� �"��  �� ��� L#����� aL �"�� �� ��� �  ����� � q ��� ��

��� � ���� � x� �"�  ����&��� ���������� "����

/60 ordaL c ≡ 0 mod q;

/,0 ordaL(bx
q + bq) ≡ 0 mod q;

/10 ordaL x ≡ 0 mod q


,��� 
 &� ����� �	
���� �� �������� =���� ��. 
�	�� 
����� �� 
�� ��
����
�

L1/K! ���	� L1 = K( q
√
1 + x−1)! ��� 
�� �	���� 
��
 �	� "�	
� 
� x 
� 
	��	

�

 ��������� �� q �	� 	������ �� =���� ��.! %�	
 ?! ����� �
	 ��� K��	��� aK

���� 
��
 ordaK x > 0 �� ���� 
��
 ordaK (1 + x−1) = ordaK (x−1) < 0�

�� 
�� ��
����
� L2/L1! ���	� L2 = L1(
q
√
1 + (bxq + bq)−1)! �� ���
	�! ��

	����� ��� 
�� �	���� aL1 ���� 
��


ordaL1
(bxq + bq) > 0 ��� ordaL1

(bxq + bq) �≡ 0 mod q.

@�	
��	! �� aL1 �� � �
�� 
� bx
q + bq ��
 �

 � �
�� 
� x! 
��� �
 �� � �
�� 
� b

��� 
��	��
	� ordaL1
(bxq + bq) = q ordaL1

b�

@������! (c+ c−1)x−1 ��� �
��� �
 ��� �	���� 
���		��� �� 
�� �����
	 
� c ���

�

 �
��� 
� x� 9���� �� L1! ��� 
��	��
	� �� L2! ��� "�	
� 
� x �	� 
� 
	��	

��������� �� q! �� c ��� � �
�� 
	 � "�	
 
� ���	�� �

 ��������� �� q! ��� 
��

�	��� �� 7���
�
� �� �

 � �
�� 
� x! �
 �
��
�� 
��
 (c + c−1)x−1 ��� � �
��


� ���	�� �

 ��������� �� q �
 
��� �	���! �
	���� �
 

 	����� �� 
�� ��
����
�

L2(
q
√
1 + (c+ c−1)x−1)/L2� ����! ordaL c ≡ 0 mod q �
	 ��� �	��� aL �



�������� q ��� �

 � �
�� 
� x�

&� �
� �
�����	 ���
 ������� 

 ���

	� 
� q ����	 ������ ��
����
�� 
�

���	�� q�
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,�
�
����
� -���� $  �� ���� �������� x, d, a � � ������ ���� K ����������

ξq ��� ���� K#����� qK �"�  ����&��� ����������� ��� �����

/60 qK �� �  ����� � q�

/,0 qK ���� ��� ����� �� �"� ��������� K( q
√
a)/K�

/10 ordqK x < 0�

/?0 ordqK d �≡ 0 mod q,

/�0 ordqK d ≤ −3 ordqK q�

/.0 ordqK a = 0�

/�0 q ordqK x < (q − 1) ordqK d�

�"��  �� �%��� �����  ����� qF � qK �� F &� "�%� �"��

/60 ordqF x < 0�

/,0 qF ���� ��� ����� �� �"� ��������� F ( q
√
a)/F � ���

/10 ordqF (dx
q + dq) �≡ 0 mod q


,��� 
 @�	�
 
� ��� �� �

� 
��


F = K(
q
√
1 + d−1, q

√
1 + (dxq + dq)−1, q

√
1 + (a+ a−1)d−1).

J��
 �� 
���	�� 
��
 
��	 
�� qK����� �
����
�
� KqK 
� K, � q�
� 	


 
�

a ����	�
�� �� ��	������ ��
����
� 
� ���	�� q� @�	
��	! �� G/K �� � ���
�

��
����
�! ���	� qK ��� � �
��� ���	�� 
�� /����! e = f = 10 ���

	 qG! 
���

GqG
∼= KqK , ��� � q�
� 	


 
� a ����	�
�� �� ��	������ ��
����
� 
� ���	�� q


��	 GqG , ���	� qG �
�� �

 ����
�

J
� �

� 
��
 �� :�����
�
� �! �� ���� 
��
 ordqK d ≤ −3 ordqK q! ���


��	��
	� �� =���� ��N �� ���� 
��
 qK ����
� �
����
��� ��

 ���
���
 ���

	�

�� 
�� ��
����
� F1/K� /&� 	����� 
�� 	����	 
��
 F1 = K( q
√
1 + d−1)�0 ����!

�� F1 �� ���� 
��
 ordqF1
x < 0! ordqF1

d �≡ 0 mod q ��� qF1 ��� � ���

	 
�

	���
��� ���	�� q �� 
�� ��
����
� ����	�
�� �� ��(
����� q
√
a 

 F1 �
	 ���

qF1 ∈ CF1(qK)� @�	
��	! �� :�����
�
� �!

q ordqK x+ ordqK d < q ordqK d ≤ −3q ordqK q,

��� 
��	��
	�

ordqF1
(dxq + dq) = ordqF1

d+ q ordqF1
x < −3q ordqK q < 0.

@�	
��	! �� :�����
�
� ? �� ���� 
��
 ordqF1
(dxq +dq) �≡ 0 mod q� :�������

=���� ��N �����! 
��� 
��� 
��	 
�� ���� F2 = F1(
q
√
1 + (dxq + dq)−1)! �� ���


��
 �� 
�� ��
����
� F2/F1! 
�� F1��	��� qF1 ����
� �
����
��� ��

 ���
���
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���

	�� E
���7���
��! ��� qF2 ��� � ���

	 
� 	���
��� ���	�� q �� 
�� ��
���

��
� ����	�
�� �� ��(
����� q
√
a 

 F2! ����� ordqF2

(dxq + dq) �≡ 0 mod q ���

ordqF2
(dxq + dq) < 0.

9����! �� ������
�
�! ordqK a = 0 ��� 
��	��
	� ordqF2
a = 0! �� =���� ��N


�� �
	� 
���! qF2 ���� ����
 �
����
��� ��

 ���
���
 ���

	� �� 
�� ��
����
�

F/F2, /��	� �� 	����� 
�� 	����	 
��
 F = F2(
q
√
1 + (a+ a−1)d−1)0 ���! ��

���
	�! 
��� �
��� ����� 
��
 ��� qF ���� ���� � ���

	 
� 	���
��� ���	�� q �� 
��

��
����
� ����	�
�� �� ��(
����� q
√
a 

 F ! ����� ordqF (dx

q + dq) �≡ 0 mod q.

9
 �� ��	
�����	! a �� �

 � q�
� �
��	 �� F �

J
� � q�C����
�D 
� %	
�
��
�
� ��62�

,�
�
����
� -��&� <���� �"� ����������� � ,���������� 8
		�  �� ��� F #

����� aF �"�� �� ��� � ���� � d ��� �� ��� � ���� � x� �"�  ����&��� ����������

"����

/60 ordaF d ≡ 0 mod q;

/,0 ordaF a ≡ 0 mod q;

/10 ordaF (dx
q + dq) ≡ 0 mod q


,��� 
 &� ����� �	
���� �� �������� =���� ��. 
�	�� 
����� �� 
�� ��
����
�

F1/K! ���	� F1 = K( q
√
1 + d−1)! ��� �	���� 
��
 �	� "�	
� 
� d �

 
� 
	��	

��������� �� q �	� 	������ �� =���� ��.! %�	
 ?! ����� �
	 ��� K��	��� aK

���� 
��
 ordaK d > 0 �� ���� 
��
 ordaK (1 + d−1) < 0�

�� 
�� ��
����
� F2/F1! ���	� F2 = F1(
q
√
1 + (dxq + dq)−1)! �� ���
	�! ��

	����� ��� 
�� �	���� aF1 ���� 
��
 ordaF1
(dxq+dq) > 0 ��� ordaF1

(dxq+dq) �≡ 0

mod q. @�	
��	! �� aK �� � �
�� 
� dxq + dq ��
 aK �� �

 � �
�� 
� d! 
���

ordaK (dxq+dq)=q ordaK x! ��� �� �
	 �
�� �
�� qK 
� d �� ���� 
��
 ordqK x>0!


���

ordqK (dxq + dq) = q ordqK d.

@������! (a+ a−1)d−1 ��� �
��� �
 ��� �	���� 
���		��� �� 
�� �����
	 
� a ���

�

 �
��� 
� d� @�	
��	! �� F2 ��� "�	
� 
� d �	� 
� 
	��	� ��������� �� q� ���� ��

a ��� � �
�� 
	 � "�	
 
� ���	�� �

 ��������� �� q! �
 �
��
�� 
��
 (a+ a−1)d−1

��� � �
�� 
� ���	�� �

 ��������� �� q �
 
��� �	���! �
	���� �
 

 	����� �� 
��

��
����
� F2(
q
√
1 + (a+ a−1)d−1)/F2� ����! ordaF a ≡ 0 mod q �
	 ��� �	���

aF �� ����	���� �� 
�� �
�
����
 
� 
�� �	
�
��
�
��

��� ����� ���
� �
�����	� �
�� �	��������� �
����
�
�� 
� � �����	 �����
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+���� -��'� $ c ∈ Ω2(K) ��� M = K(
√
c)� �"�� ��� ���"������� ����������

� M �� �������"�� �� �"� ������������� ���"������� ���������� � K


,��� 
 =�
 σ �� �� ��������� 
� M ��

 Q̃� �� σ(M) ⊂ Q̃ ∩ R! 
��� 
��

�	��������� �
����
�
� 
� σ(M) �� ��
�
	���� 

 R! ��� 
�� �
����
�
� ��

��
�
	���� 

 C 

��	����� ���	��
	� 

 �	
�� 
�� �����! �
 �� ��
��� 

 ��
�


��
 �������	 σ(K) ⊂ Q̃ ∩ R! �� ���
 ���� σ(M) ⊂ Q̃ ∩ R� ���� �������
�
�

�
��
�� �	
� 
�� ���
 
��
 �������	 σ(K) ⊂ Q̃ ∩ R! �� ���� σ(c) > 0 ���


��	��
	�
√
σ(c) ∈ R�

&� ���� ���� 
�� 
�
 ������ ���
� ���� �����"��� ���
 ������� 

 ���

	�


� q �� �����	 ���� ��
����
�� 
� ���	�� q�

+���� -��(� $ U/K �� � =����� ��������� � ������ ������ F/U �� � ������

������ ���� ���������� ��� �"� ��������� F/K �� =������ �"�� �"��� ��� ����#

����� ���� ������ � U ��� ��������� �� �"� ��������� F/U ��� ����� ���%� �

����� � K ��������� ���������� �� U 


,��� 
 �� σ �� � ����	�

	 
� G��(F/U)! 
��� ��� �	��� 
� F ��
�� @	
������


��	 K ��

σ ∈ G��(F/U) ⊂ G��(F/K)

���� ���� 
�� ����	�� �	
��	
�� J
� 
�� �����

�	�� >����
� ���
	�� 
���� ��


��
 
��	� �	� �����
��� ���� ���� �	�����

+���� -��)� ��� F/U �� � ������ ��������� � ������ ����� ���" �"��  ��

���� �������� ����� q &� "�%� �"�� [F : U ] ≡ 0 mod qm
 ��� N �� �"� ���3��

������� � F ���������� U ���" �"�� [N : U ] = qm
 ��� pF �� � ����� � F

��� ��� pU �� �"� U #����� ����& ��
 $ σ �� �"� 5�������� ��������"��� � pF

��� σ �� ��� � q#�" ��&�� �� =��(F/U)� �"�� pU ���� ��� ����� �� �"� ���������

N/U 


,��� 
 ;���	�� 
��
 G��(F/N) �� 
�� ��
 
� ��� ������
� 
� 
�� G��
�� �	
��


��
 �	� qm�
� �
��	�� ����! ����� σ �� �

 � q�
� �
��	 �� G��(F/U)! �� ���


���� 
��
 qm �� 
�� �������
 �
��
��� �
��	 r 
� σ ���� 
��
 σr ∈ G��(F/N)�

���	��
	�! �� ���� 
��
 σ|N ��� 
	��	 qm ��� 
��� ����	�
�� 
�� G��
�� �	
��


� N 
��	 U � #����! 
�� ���
��
��
�
� �	
�� 
� pF ∩ N = pN �� 
�� G��
��

�	
�� 
� N/U ! ��� pU �
�� �

 ����
 �� 
�� ��
����
� N/U �
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&� �
� �
��
	��
 � ������ ��
����
� 
� ���	�� �7��� 

 � �
��	 
� q! ���	� q

��� ���� �� �	��
	�	��� ���� 	���
��� ���	�� ��� �
 	������ ���

	��

+���� -��*� $ q �� � �������� ������ m ∈ Z>0� �"�� �"��� ������ � ������� ����

������ ��������� � Q � ������ qm &"��� q ���� ��� �����


,��� 
 =�
 � �� � 	�
�
��� �	��� ��
������� 
�� �
��
���� �
���
�
��F

/60 � ����
� �
����
��� �� Q(ξqm)/Q�

/,0 @��

	� 
� � �� Q(ξqm) �
 �

 ����
 �� 
�� ��
����
� Q(ξqm , q
√
q)/Q(ξqm)�

/;���	�� 
��
 �� =���� ��6? 
��	� �	� �����
��� ���� ���� �$��0 �
 �
��
��


��
 � ≡ 1 mod qm! ��
 q �� �

 � q�
� �
��	 �
� �� ������! ����� �

�

����� {1, ξq, . . . , ξ(q−1)qm−1

q } ��� {1, q
√
q, . . . , q

√
qq−1} �	� ��
��	�� ����� ��
�

	�����
 

 � ��� ��� 
� �
� ���

	�! 
�� ���

	�"�
�
� 
� � ��� �
� ���

	� �� 
��

��
����
�� Q(ξqm)/Q ��� Q(ξqm , q
√
q)/Q(ξq) �
		���
��� 

 
�� ���

	�"�
�
� 
�


�� 	�����
��� ������� �
���
����� �
���
 �� E
���7���
��! Z/� �
�
���� �

qm�
� 	


 
� ���
�! �
 
��
 qm|(�− 1)! ��� 
�� �
���
���� T q − q ��� �
 	


�

�
���
 ��� ���

	� � �� Q(ξq)�

J
� �
�����	 
�� ��
����
� Q(ξ�)/Q ��� �

� 
��
 �
 �� 
� ���	�� ���������

�� qm� �� τ �� 
�� @	
������ 
� q! 
��� τ(ξ�) = ξq� ��� τ �� �

 � q�
� �
��	 ��

G��(Q(ξ�)/Q)� ������! ����
�� τ = σq �
	 �
�� σ ∈ G��(Q(ξ�)/Q)� =�
 r �� �

�
��
��� ��
���	 ���� 
��
 σ(ξ�) = ξr� ��� 
��	��
	�

ξq� = τ(ξ�) = σq(ξ�) = ξr
q

� ,

�������� q ≡ rq mod � �� �
�
	����
�
� 

 
�	 ������
�
� 
� � ��� q� ���	��

�
	�! �� =���� ��6�! �� �
������ 
��
 q ���� �

 ����
 �� 
�� ���7�� ���	�� qm

��
����
� 
� Q �
�
����� �� Q(ξ�)�

&� �
� ��� 
�� ����� ��
�� 

 �
��
	��
 � ������ ��
����
� 
� � �����	

���� ���	� q ��� 	���
��� ���	�� q ��� �
 	������ ���

	�� &� �
 
��� �� 
�


�
���� ��� �	�
 �
�� �� 
�� ����� ���
��

+���� -��-� $ G �� ��������� �%�� Q� H � ������ ���� &��" H/Q ������� �"��

GH/G �� ������ &��" [GH : G]|[H : Q]


,��� 
 �� A = G ∩H ! 
���! ����� H/Q �� G��
��! [H : A] = [GH : G] ��� 
���

[GH : G] ������� [H : Q]. ������! ��
 α ∈ H ����	�
� H 
��	 Q ��� 
��	��
	�

���
 GH 
��	 G! ��� ��
 a0+a1T + · · ·+T r �� 
�� �
��� �		�������� �
���
����


� α 
��	 G� 9���� ��� 
�� �
�(���
�� 
� α 
��	 Q �	� �� H ! ��� 
�� �
�(���
��
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� α 
��	 G �	� �� H ! ��� 
��� a0, . . . , ar−1 ∈ H ��� ����� �� A� 9
 
�� ���	��


� α 
��	 G �� �
 ����
 �� ��	�� �� 
�� ���	�� 
� α 
��	 A� 9���� A ⊆ G! 
����

���	��� ���
 �� �7����

@�	
��	! H/A �� ����� � ������ ��
����
�! ��� ��� 
�� �
�(���
�� 
� α 
��	 A

��� 
��	 G �	� 
�� ����� #����!

G��(GH/G) ∼= G��(H/A)

��� �� ��� �
������ 
��
 
�� ��
����
� GH/G �� �������

���� �� 
�� ���
�� �
�� 
� 
�	 �
��
	��
�
��

+���� -��2� ��� G �� � ������ ���� ���" �"��  �� ���� ����� pG � G �����

���%� � �������� ����� pQ &� "�%� �"�� ordq(f(pG/pQ)) = m
 0������ ��& �"��

H �� � ������ ��������� � Q � ������ qr &��" r > m� &"��� pQ ���� ��� �����


��� GH �� �"� ���� ���������� � G ��� H ������ �"� �"���� ��������� �������

� Q
 <���� �"��� ������������ �"��� ������ � ���� Ĝ ���" �"�� G ⊆ Ĝ ⊂ GH

��� GH/Ĝ �� � ������ ��������� � ������ q &"��� ��  ����� � pH ������


,��� 
 E
�����	 
�� �
��
���� ���� ����	��F

pGH ∈ GH pG ∈ G��

pH ∈ H

��

pQ ∈ Q��

��

��� 
���	�� 
��
 f(pGH/pQ) ≥ qr! ����� ordq(f(pG/pQ)) = m < r� E
����

7���
��!

ordq(f(pGH/pG)) > 1

��� 
��� f(pGH/pG) > 1� 4� =���� ��6�! 
�� ��
����
� GH/G �� ������ 
�

���	�� 
��
 �� � �
��	 
� q� @�	
��	! �� %	
�
��
�
� N! 
� E���
�	 ��! P? 
�

+61-! GH/G �� ��	������ �
 ��� 
�� ���

	� 
� pG� =�
 σ �� � ����	�

	 
�


�� G��(GH/G) ��� 
���	�� 
��
 �
	 �
�� �
��
��� ��
���	 i! 
�� @	
������

��

�
	����� 
� ��� ���

	 pGH 
� pG 
��	 G �� σi �= id ��� ���
 �� 
� 
	��	

��������� �� q� J
�! �� Ĝ �=GH �� 
�� ���� ���� 
� σordσi/q! �� ���� 
��
 ���

���

	 pĜ 
� pG �� Ĝ ���� �

 ����
 �� 
�� ��
����
�GH/Ĝ ��� [GH : Ĝ]=q�

9���� �
	 ��� G ��� H �� ��
��! 
�� ���� Ĝ ��
������� G ⊂ Ĝ ⊂ GH ���

[GH : Ĝ] = q �� ���7��! �� ���� 
�� �
��
���� �
	
���	��
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�
�
����� -��/� ��� G,H �� �� �� ����� 8
	.� ��� ������ ������������

�"��  �� ��� G#����� pG ����� ���%� � �������� ����� pQ &� "�%� �"��

ordq f(pG/pQ) < [H : Q].

��� Ĝ �� � ������� � GH ���" �"�� G ⊂ Ĝ ��� [GH : Ĝ] = q
 $� �"�� ���� ��

Ĝ# ����� � pQ ������ �� �"� ��������� GH/Ĝ


&� �
� �
�����	 
�� ���� ���� q = 2 ��� ������� ����	�

	� 
� GH 
��	 Ĝ�

+���� -�&0� ��� G, Ĝ,H �� �� �� +�������� 8
	:� ��� q = 2� ��� ������ H ��

������� ����
 0������ HG = Ĝ(
√
a)� a ∈ Ĝ
 $� �"�� ����� � σ : Ĝ −→ Q̃ ∩ R ��

�� ��������� � Ĝ� �"�� σ(a) > 0


,��� 
 9���� H �� 


���� 	���! �
	 ��� ��������� σ : HG −→ Q̃! �� ���� 
��


σ(HG) ⊂ R ⇔ σ(G) ⊂ R.

�� σ(Ĝ)⊂R! 
��� σ(G)⊂R ��� σ(HG)⊂R ��������
√
σ(a)∈R ��� σ(a)≥0�

*������
��

B$C /� <�����
�! ������ �� 	�
���	�
 ������� ���� ������� ��
	� ��
���� 	�� ����� ����������!

)����������� �� ��� .������� 8����������
 /������ ��� #'-$(%! '''(D''?-�

B'C &� <����
�����! )� 2������ ��� 6� E�����! ���������	���� ���� 	�� �����	����� �������

��� ���
� �� ����
���! 7�	���
 �� )�F���� ��� 4������ =�����	� �� #'--+%! @'@D@(+�

B(C &� <����
����� ��� .� /�
� ������! ������
 ��� ����
��� �� �	�
� ���
� �� ������ �����

����
 ��� �������	� ��	������! :����GH����� .�������� 4�	�� /�����2�����	������ 5��

��
����� 8�������������GH ������	� ����� 
� .� /���
���� E� ���� 4�	������ /��������

#258�% ��� #'--,%! $AAD''(�

B?C 7� ;����! �����	����� ���� �� 	�
���	�
 ����
���� ��! )����������� �� ��� .������� 8����

�������
 /������ ��� #$A,-%! ''@D'(9�

B+C 7� ;���� ��� 1� 1� �����! �����	����� ���� ���� ���� ���
� �� 	�
���	�
 ����
���! 7�	���


�� ��� 1����� 8����������
 /������ �� #$A@,%! (,+D(A$�

B9C 7� ;����! 1� 1� �����! )� 2������ ��� 7� 
�� &��
 #����%! ��������� ����� ������� !��

�	����� ���� "��������
 	�� "�
���	�
 #������$! ��
	�� '@- �� <����� ����� 8�����

������! 
�
� '@-! .������� 8����������
 /������! 2���������! :�! '---�

B@C 6� 3������I��� ��� &� 3������! ���
��� �� �������
 
����� 	�� ��������� ����� �������!

2���������� �� ��� .������� 8����������
 /������ ��� #'--A%! $A+$D$A+A�

B,C 6� 3������I���! &� 3������ ��� .� /�
� ������! ��������� ����� ������� 	�� %	&����


��'�
����� �� 
���������	�$ ������
� �� ������ �����! 8����������
 :������� 1������

�� #'-$$%! $$?$D$$9'�

BAC 8� ;� �����! ;� 0���� ��� 0� 
J
�
���! !�	� ��������	���$ 	�� ��� ���� �� ���	��$

��	� �������! �� "��������
 #������$ (������ ")� *++,-! <����� ����� 8��������

���! 
�
� $@?! .������� 8����������
 /������! 2���������! :�! $AA?!   � $D(?�
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B$-C 6� �	�	����! ����	�����$ �� ��� ���
 �� ����
��� �� ���� ������� 	�
���	�
 �.�������� ��

��� �	����	��! 81K 8����������
 1���� K	�����
� �� #'-$'%! ($@D(('�

B$$C 7� 6����������! ������
 Z �� Q! .���
� �� 8���������� ��� #'-$9%! @ADA(�

B$'C 1� 6��������! )��� �/�&� 0��� 
���
���
�� ��� 
	�&&	���
�� 
��1
������! 7�	���
 �L� ���

:���� 	�� .��������� 8��������� �� #$,+@%! $@(D$@+�

B$(C /� 1���! "�
���	�
 2����� �����$! .������ ���
��! :������! 8.! $A@-�

B$?C /� 1���! "�
���	! &���	��� )���� �� 8����������! 
�
� '$$! / �������
��
��! 4�� >���!

'--'�

B$+C =� 8��	� ��� 6� :	���! �����	����� ��	�����$! ��M��"$+-(�-?9?'�

B$9C =� 8��	� ��� 6� :	���! !	�3� �� ������ �� �������
 
����� 	�� ��������� ����� �������!

����������� 8����������� ��� #'-$-%! +?$D+@+�

B$@C /� 2��
���! "�������	� ������� �� 	 ������� �� 4������/
�� 	�� 4������! .����� ��� 8����

������ �� #'-$$%! $?$D$?A�

B$,C =� 2�����! 4������
 
����� ����� �	�3 ���� ��� 
��� 	�� ��������� ����� ������� ����

��� ���
� �� ����
���! 2������ <���	���������

B$AC =� 2�����! 5���
 �������
 
����� �� �	�3 ��� ���	��� ��� ����
��	�����$ �� ��������� �����

������� ���� ���
� �� 	�
���	�
 ����
���! �� "�
�������
 2����� �����$ (6����$� 7887-!

1���	�� 4���� �� <�� 	��� /������! 
�
� '(9A! / ������! =��
��! '--'!   � ((D?'�

B'-C =� 2�����! ��������� ����� ������� 	�� %	&���� 
��'�
���� ��� �	�
� ������
� �� Q!

7�	���
 �� ��� .������� 8����������
 /������ �� #'--(%! A,$DAA-�

B'$C =� 2�����! 5���
��	�����$ �� ������ �����$! 4������ �� ��� .������� 8����������


/������ �� #'--,%! (??D(+-�

B''C =� 2�����! 9�	�	
����&��
 ����
��� 	���
 �	����	� ������� ���� 	 �������	���.�������	�

������	! .������� 7�	���
 �� 8���������� ��� #'--A%! 9@+D9,'�

B'(C =� 2����� ��� .� /�
� ������! �����	����� ����	�����$ �� ������� ���
���� ����

	�
������	� ���� 	�� �����	����� ������ ��� �	�
� ������
� �� ������ �����! 7�	���


�L� ��� :���� 	�� .��������� 8��������� ��� #'--+%! '@D?,�

B'?C �� :�����! %	.��	� :�����! 1����� 8����������
 /������ 8������ ��� 
�
� ',! )��

<
������� 2����! 5����� N��������� 2����! 5�����! '--(�

B'+C 7� :�������! ����	�����$ 	�� ��
����� �������� �� 	��������
! 7�	���
 �� /����
�� 1����

�	 #$A?A%! A,D$$?�

B'9C 7� :�������! ��� ����
��	�����$ �� 	�
���	�
 ����� 	�� ���
�! 2���������� �� ��� .�������

8����������
 /������ �
 #$A+A%! A+-DA+@�

B'@C 7� :�������! :� ��� ��
����� ������� ��� 	�
���	�
 ���
�! �� 6������ �� %	����	��
	�

"�	�$��� 	�� !��	��� ����
�! /������� N��������� 2����! /�������! <.! $A9'!   � 'A@D

(-?�

B',C :� 8� :�������! ��� ����
��	�����$ �� ���� ��	��
������	� �.�������� �� ��	� �����!

E���������� �L� 8������������ 1���� 	�� &�	��
���� ��� 8��������� �
 #$A9?%! '@+D

','�

B'AC ;� 3� :���
���! :� L����
����� �� �������
 
����� 	�� 
$
������
 ������! �����������

8����������� �� #$A,?%! ?-AD?'(�

B(-C :� :	��
�! 5���
��	�����$ 	�� ����	�����$ ��� ��� �����$ �� 
���	� �����! )�����������

�� ��� .������� 8����������
 /������ ��� #$A,-%! $A+D'$@�
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B($C :� /� :	��
�! "��������
 ���� ��� ���
 �� 	�� 	�
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 ����
���! 7�	���
 �L� ��� :����

	�� .��������� 8��������� ��� #$A,9%! $'@D$((�

B('C .� /�
� ������! �����	����� ����
��	�����$ �� ���� ���
� �� 	�
���	�
 ������� �� ���	��$

��	� ������� �.�������� �� Q! .���
� �� 2	�� ��� .  
��� 1���� �� #$AA?%! 'AAD('+�

B((C .� /�
� ������! ����������� ���������� �� �	����	� ���
����� 	�� S �����
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