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Der Weg in die Leistungstests, die mathematikdidaktische
Bedeutung, die Rolle als Interpretationshintergrund fiir den PISA-

Test

Zusammenfassung

PISA, das ,,Programme for International Student
Assessment* der OECD hat deutlicher als manche
andere vergleichende Studie formuliert, dass sich
die Leistungsfihigkeit der Bildungssysteme an ei-
nem normativen Anspruch grundlegender Bildung
zu bewihren hat. Dies ist eine Weiterentwicklung
komparativer Untersuchungen, die bisher eher von
einem deskriptiv bestimmten Kerncurriculum aus-
gingen. PISA stellt daher den Begriff , literacy* ins
Zentrum. ,,Mathematical literacy” baut in PISA
auf mathematikdidaktischen Modellen und Forde-
rungen auf, die zunichst dargestellt werden. Im
nationalen Erginzungstest in Deutschland wurde
der Begriff ,,mathematical literacy“ ausdifferen-
ziert und erweitert zu einem auch in der deutschen
Allgemeinbildungsdiskussion zu verankernden
Begriff ,,mathematischer Grundbildung®“. Dieser
konkretisiert sich in der Forderung, dass ausgewo-
gene Performanz in drei Typen mathematischen
Arbeitens erreicht werden soll, in den technischen
Fertigkeiten sowie bei rechnerisch bzw. begrifflich
orientierten Modellierungs- und Problemltseauf-
gaben. Diese Beschreibung mathematischer
Grundbildung erlaubt es, die PISA-Daten inhalt-
lich nach mehreren Gesichtspunkten hin zu inter-
pretieren, so dass auch die praktische Relevanz
von PISA deutlich werden kann. Die bisherigen
Interpretationsansidtze werden abschlieBend kurz
vorgestellt.

Summary

Mathematical Literacy/Fundamental Mathemati-
cal Education: Performance testing, importance
for mathematical didactics, role as background for
interpretation of PISA-study

Performance in education systems has to stand the
test of fundamental educational norms (“Bil-
dung”). PISA, the OECD “programme for interna-
tional student assessment” formulated this re-
quirement more clearly than many other compara-
tive studies have done previously. Because it fo-
cuses on the term “literacy”, the study is an im-
provement on the usual comparative investigations
which often begin from the concept of a descrip-
tive core curriculum. The concept of “mathemati-
cal literacy” in PISA is developed from didactic
requirements and models for mathematics, which
will be presented here. In the national extended
study in Germany the term ‘“mathematical liter-
acy” was elaborated to arrive at a definition of
fundamental mathematical education. This concept
has direct relevance for general educational de-
bates on educational science in Germany. It for-
mulates the requirement for a balanced performance
in three types of mathematical work: in technical
skills, as in modelling and problem-solving activi-
ties on a procedural or a conceptual basis. This de-
scription of mathematical literacy facilitates the in-
terpretation of PISA-data from various perspectives
and makes the practical relevance of PISA clearer.
Recent approaches to interpretation of the data will
be presented in the final section of this paper.

Mehr als in manchen anderen Lindern wurde PISA, dqg »Programme for International
Student Assessment (OECD 1999), in der deutschen Offentlichkeit beachtet. Die Re-
zeption beschrinkte sich im offentlichen Diskurs allerdings oft auf die Kenntnisnahme
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der Platzierung Deutschlands im unteren Mittelfeld auf der Liste der teilnehmenden
Staaten. Die Intentionen hinter PISA, ndmlich — {iber mehrere Doménen hinweg — Indi-
katoren zu gewinnen, die konstruktive Hinweise auf den Stand der Bildung in den teil-
nehmenden Lindern ermoglichen, wurden dagegen eher am Rande diskutiert. Dabei hat
gerade PISA deutlicher als manche andere vergleichende Studie formuliert, dass die Leis-
tungsfihigkeit der Bildungssysteme nicht lediglich mittels an curricularen Vorgaben ori-
entierten Leistungstests bestimmt werden kann, sondern sich messen muss an einem An-
spruch grundlegender Bildung fiir eine moderne, entwickelte Gesellschaft. Schliissel da-
fiir ist der bei PISA in variierenden Beziigen benutzte Begriff , literacy®.

Diese Ausrichtung gilt fiir alle drei in PISA erfassten Inhaltsbereiche, Lesen, Mathe-
matik und Naturwissenschaften. Fiir den Bereich der Mathematik steht am Beginn der
internationalen Rahmenkonzeption diese Begriffsbestimmung: ,,Mathematical literacy is
an individual’s capacity to identify and understand the role that mathematics plays in the
world, to make well-founded mathematical judgments and to engage in mathematics, in
ways that meet the needs of that individual’s current and future life as a constructive,
concerned and reflective citizen.” (OECD 1999, S. 41)

Ziel dieses Aufsatzes ist es, diese Begriffsbestimmung im mathematikdidaktischen
Feld zu verorten. Dabei werden insbesondere die Erweiterungen im Framework fiir die
nationale PISA-Option in Deutschland beriicksichtigt. Aus dieser Sicht heraus erweist
sich schlieBlich ,,mathematical literacy*/,,mathematischer Grundbildung® als eine Inter-
pretationsfolie, vor der die Leistungen deutscher Schiilerinnen und Schiiler im internatio-
nalen Rahmen inhaltlich zur Geltung gebracht werden konnen, und die auch die prakti-
sche Relevanz von PISA sichtbar macht.

1 ,,Mathematical literacy* als Orientierung fiir internationale
Leistungsvergleiche: Das Problem der Curriculum-Ferne

Zwar wurde bereits TIMSS, die im Jahr 1994 durchgefiihrte ,,Third International Mathe-
matics and Science Study“, auf einem relativ breiten, insbesondere auch pragmatisch ausge-
richteten Bild der Bedeutung von Mathematik in der Schule aufgebaut: ,,Die Mathematik ist
als Werkzeug gewissermallen Teil der kulturellen Alphabetisierung.” (BAUMERT u.a. 1997,
S. 58) Dennoch waren es die curricularen Vorgaben, aus denen bei TIMSS die Testaufgaben
gewonnen wurden: ,,Bei aller Variabilitdt innerhalb und zwischen Lindern gibt es so etwas
wie ein internationales Kerncurriculum des Mathematikunterrichts in der Mittelstufe, das in
sehr unterschiedlicher Form im Lehrplan, im Lehrbuch oder im professionellen Selbstver-
stindnis von Mathematiklehrern verankert sein kann (SCHMIDT u.a. 1996). Dieses rekon-
struierte internationale Kerncurriculum ist Konstruktionsrichtlinie und externes Validitits-
kriterium der TIMSS-Leistungstests.” (BAUMERT u.a. 1997, S. 58) Mit dem Konstrukt des
»internationalen Kerncurriculums* wird dabei solcher Stoff abgegrenzt, der in der Mehrzahl
der Linder zum Unterrichtsbestand gehort, aber auch Stoff erfasst, der in einzelnen Léndern
nicht lehrplankonform' ist, also durch die allgemeine mathematische Kompetenz der Schii-
lerinnen und Schiiler erschlossen werden muss.

Von der Orientierung am Kerncurriculum zu ,literacy* als Basis internationaler Ver-
gleichstests zu kommen, ist eine Weiterentwicklung der komparativen Ansitze. Erstmals
explizit zu diesem Zweck wurde das Konstrukt ,,mathematical literacy* 1994 bei TIMSS-
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IIT verwendet; das ist die Komponente von TIMSS, bei der die Schiilerinnen und Schiiler
am Ende der Sekundarschulzeit untersucht wurden (vgl. MULLIS u.a. 1998; BAUMERT
u.a. 2000). TIMSS-III unterscheidet explizit zwischen zwei Untersuchungsstringen:
»Parallel zu den Tests zur mathematischen und naturwissenschaftlichen Grundbildung
(mathematics and science literacy) [...] wurden mathematische und physikalische
Testaufgaben entwickelt, die den Lehrstoff voruniversitdrer Fachkurse am Ende der Se-
kundarstufe II abbilden sollen.* (KLIEME 2000, S. 57) Neben den stirker curricular ori-
entierten Test zur ,,voruniversitiren Mathematik* trat also ein ,literacy“-Test. Dessen
Rahmenkonzeption wurde in einem eigenen Framework dargestellt. Es heifit dort: ,,Un-
like both other components of TIMSS and other IEA-Studies, the mathematics and sci-
ence literacy study is not curriculum based. That is, it is not an attempt to measure what
has been taught and learned in a given year of schooling or in a given age group of stu-
dents. Instead, it is a study of the mathematics and science learning that final year stu-
dents have retained regardless of their current areas of study. [...] The MSL [mathematics
and science literacy] study could not be based on a specific intended curriculum.*
(ORPWOOD/ GARDEN 1998, S. 10-11).

Mit dem Begriff ,,mathematical literacy* soll also zum Ausdruck gebracht werden,
dass es in einem Test gerade nicht um die in den Curricula festgelegten Wissenselemente
und Fertigkeiten geht. PISA macht diese Distanz bereits in der Rahmenkonzeption expli-
zit: ,,Der Begriff Grundbildung (literacy) wurde gewéhlt, um zu betonen, dass mathemati-
sche Kenntnisse und Fihigkeiten, wie sie im traditionellen Curriculum der Schulmathe-
matik definiert werden, im Rahmen von OECD/PISA nicht im Vordergrund stehen. Statt-
dessen liegt der Schwerpunkt auf der funktionalen Anwendung von mathematischen
Kenntnissen in ganz unterschiedlichen Kontexten und auf ganz unterschiedliche, Reflexi-
on und Einsicht erfordernde Weise.” (OECD 1999, nach der deutschen Ubersetzung, S.
47) Freilich sind auch dies keine per se curriculumfremden Elemente, wenn man die all-
gemeinen Ziele mit heranzieht, die in den Lehrpldnen, in Deutschland oft in den so ge-
nannten ,,Priambeln®, niedergelegt sind. Somit greift auch ein ,literacy*“-Test — zumin-
dest indirekt — zuriick auf unterrichtliche Gegebenheiten in einem Land, einer Schulform,
einer Schule. Allerdings geschieht dieser Riickgriff weniger auf einzelne stoffliche Fest-
legungen, vielmehr hingegen auf das jeweilige Umfeld, in das diese Stoffelemente einge-
bettet werden. Es ist also durchaus legitim, Leistungen der Schiilerinnen und Schiiler an
einem nicht direkt an curriculare Einzelstoffe gebundenen Ziel zu messen. Dies ist vor
allem dann angemessen, wenn man die Qualitdt der mathematischen Fihigkeiten be-
schreiben und aus den Testresultaten schlieBlich positive Anregungen fiir eine Weiter-
entwicklung des Mathematikunterrichts gewinnen will. Die administrativen Rahmenset-
zungen, die Vorgaben in den Lehrpldnen und die daraus entstehenden Beschreibungen
von Einzelstoffen und Kenntnissen in den Curricula sind ja letztlich Hilfsmittel, solche
allgemeinen Ziele zu erreichen.

Der Riickgriff auf die allgemeinen Ziele des Mathematikunterrichts bringt fiir interna-
tionale Vergleichsuntersuchungen eine spezifische Problematik mit sich. Die generellen
Ziele des Mathematikunterrichts sind innerhalb einer Gesellschaft normativ gesetzt. Sie
reflektieren Anforderungen, die auf ein ganzes Biindel von Aspekten zuriickgreifen, auf
mathematische — insoweit sie sich auf eine Bestimmung der Doméine Mathematik beru-
fen, auf psychologische — insoweit das Lehren und Lernen in der Schule ein Bild
menschlichen Lernens voraussetzt, auf piadagogische — insoweit auch und gerade durch
eine Domine eine umfassende Ausbildung angestrebt wird, auf gesellschaftliche — inso-
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weit mit jeder schulischen Ausbildung auch Voraussetzungen fiir die Artikulationsfihig-
keit und Partizipation in einer Gesellschaft geschaffen werden sollen, auf anthropologi-
sche — insoweit Bildung auch in einer Doméine nicht ohne ein ,,Bild vom Menschen*
(WINTER 1975) auskommt. Allgemeine Ziele des Mathematikunterrichts sind dabei je-
weils lokal auf den Konsens in der jeweiligen Bezugskommunitit angewiesen. Innerhalb
eines ,,nationalen” Rahmens’ ist das im Allgemeinen auch der Fall. Im internationalen
Rahmen konnen sich aber Inkongruenzen bei diesen allgemeinen Rahmensetzungen er-
geben, die man bei Erstellung und Auswertung gerade eines auf , literacy” bezogenen
Tests zu beriicksichtigen hat.” Die Kategorien der Auswertung internationaler Tests sind
somit auch darauf hin zu bestimmen, inwieweit sie in der Lage sind, internationale Unter-
schiede von einer theoretisch fundierten, jedoch moglichst wenig vom nationalen ,,bias*
beeinflussten Basis aus zu erkennen.

Speziell PISA ist allerdings hinsichtlich der letztgenannten Problematik in einer relativ
komfortablen Lage, weil die teilnehmenden Lénder, von einigen wenigen Ausnahmen
abgesehen (z.B. Brasilien, Mexiko), im Wesentlichen die westlichen, hochentwickelten
Industriestaaten sind. Mathematisches Denken stellt in allen diesen Lindern in relativ
dhnlicher Weise eine zentrale Basiskompetenz dar. Aber diese kann unterschiedlich ent-
wickelt werden. Daher interessieren gerade hier Auswertungsstrategien, die in der Lage
sind, strukturelle Differenzen in den Leistungen der einzelnen Lénder aufzuzeigen. Bei-
spielsweise ist die Frage, welche Komponenten des mathematischen Denkens betont
werden, ein derartiges Struktur-Problem.

2 Mathematikdidaktische Hintergriinde von ,,mathematical
literacy‘‘ und ,,mathematischer Grundbildung*

2.1 FREUDENTHALS Modell des Lehrens und Lernens von Mathematik:
Realitétsbeziige als Bedingung fiir die Ausbildung mathematischer
Begriffe

Die Bedeutung der oben aus dem PISA-Framework zitierten, zunéchst reichlich allge-
mein klingenden Definition fiir ,,mathematical literacy* wird einsehbarer, wenn man die
mathematikdidaktische Hintergrundphilosophie, aus der das internationale PISA-Frame-
work maligeblich stammt, mit bedenkt. Diese ist in wesentlichen Teilen durch die von
FREUDENTHAL seit den 1970er-Jahren dargelegte grundsitzliche Position beeinflusst (vgl.
FREUDENTHAL 1977, 1981, 1983).

FREUDENTHAL propagiert ein das Lehren und Lernen von Mathematik beschreibendes
und organisierendes Modell. Dessen Grundgedanken sind folgende: Um eine tragfihige
Basis fiir das Lehren und Lernen mathematischer Begriffe zu gewinnen, sollte man sich
zunichst an der, wie FREUDENTHAL (1983) sich ausdriickt, ,,didaktischen Phinomenolo-
gie der mathematischen Begriffe* orientieren. Diese Analysen sollen aufzeigen, wie ma-
thematische Begriffe ,,in der Welt* verankert und aus einem zunehmend reflektierten Ge-
brauch in kontextbezogenen Problemsituationen heraus entstanden sind. Dies sei, so
FREUDENTHAL (1983, IX), “a way to show the teacher the places where the learner might
step into the learning process of mankind“. Nicht eine vorweg genommene Abstraktion



342 M. Neubrand: “Mathematical literacy”/,,Mathematische Grundbildung*

und die anschlieBende Anwendung, sozusagen von au3en und im Nachhinein, oder wie
FREUDENTHAL (1983, X) sagt, ein nur das ,,Fertige rezipierendes “concept attainment,
regieren also den Erwerb mathematischer Begriffe, sondern der Gebrauch in geeigneten
Situationen und die zunehmende Losung von diesen, ohne den Kontextbezug je ganz auf-
zugeben. FREUDENTHAL (vgl. 1981) nennt diesen Prozess ,,progressive Schematisierung*.
Dies zielt ab auf die Ausbildung tragfihiger ,,mental objects” (FREUDENTHAL 1983, X)
als Grundlage der mathematischen Begriffe und deren Gebrauch. FREUDENTHALs Grund-
konzept beinhaltet also zwar eine Orientierung ,,an der Welt*, erschopft sich aber kei-
neswegs darin, sondern sieht dies als Bedingung dafiir, die mathematischen Begriffe als
“mental objects* zu erfassen.” Nicht von ungefihr ist daher das vierte von FREUDEN-
THALs “major problems of mathematical education”: “How to keep open the sources of
insight during the training process” (FREUDENTHAL 1981, S. 141).

Es handelt sich somit in FREUDENTHALs Konzeption nicht einfach um vordergriindi-
gen Einbezug von ,,Anwendungen® in den Unterricht. Im Konzept der “realistic mathe-
matics education® (vgl. DE LANGE 1987), wie das auf FREUDENTHALS Ideen aufbauende
Unterrichtskonzept in den Niederlanden genannt wird, gibt es ndmlich einen entscheiden-
den Gedanken: “The real world problem will be used to develop mathematical concepts.
[...] The problem is not in the first meant to be solved for problem solving purposes, but
the real meaning lies in the underlying exploration of new mathematical concepts.* (DE
LANGE 1996, S. 90)

Das Konstrukt “mathematical literacy” im Sinne des internationalen PISA-Frameworks
bezieht sich daher deutlich auf die begriffsbildenden Seiten der Mathematik. Dies kommt
auch in den Items zum Ausdruck (vgl. OECD 2002; siehe auch Abschnitt 3 in diesem
Aufsatz). Im PISA-Framework (vgl. OECD 1999, S. 41) wird dazu eine Aussage FREU-
DENTHALS wieder zitiert: “Our mathematical concepts, structures and ideas have been in-
vented as tools to organise the phenomena of the physical, social and mental world.*
(FREUDENTHAL 1983, IX) Dies kann in zweierlei Weisen gelesen werden. Einerseits wird
beschrieben, dass der Bezug zur “real world* vielfiltig ist und iiber eine Anwendung auf
das sog. ,.Lebensweltliche* weit hinausgeht. Andererseits betont diese Aussage abermals,
dass es gerade die Begriffe sind, die als “tools* zur ErschlieBung ,.der Welt* in Frage
kommen, und nicht etwa allein das Beherrschen alltagstauglicher Rechenverfahren.

Es wird nun zwingend, dass die in den traditionellen Curricula oft vorherrschend un-
terrichteten isolierten prozeduralen Fertigkeiten ohne Kontextbezug nicht den Focus von
PISA bilden konnen. “Skills and routines® werden daher im internationalen PISA-Test
nicht isoliert erfasst, sondern sind stets eingebunden in kontextgebundene, problemorien-
tierte Aufgaben und Aufgabenkomplexe.

2.2 ,Literate citizenship* und ,,mathematical proficiency*: Umfassende
Anspriiche an mathematische Fahigkeiten fiir alle in der internationalen
Diskussion

FREUDENTHAL pointiert seine Auffassungen iiber das Lehren und Lernen von Mathema-
tik letztlich aus einem (seinem) Bild der Mathematik heraus: Mathematik wird nur durch
aktive Auseinandersetzung angeeignet und dieser Prozess ist daher auf Bedeutungen, Kon-
texte, situativen und funktionalen Gebrauch — sei es innerhalb, sei es auflerhalb der Ma-
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thematik — angewiesen. Das konsequente Durchhalten dieser Position charakterisiert
FREUDENTHALS Arbeiten.

Dass es bei jeder Bestimmung dessen, was mit Mathematik in der Ausbildung fiir alle
erreicht werden soll, stets um ein wechselseitiges Durchdringen von Situationen, Kon-
texten und Problemen mit mathematischen Begriffen und Verfahren geht, wird von vielen
Autoren aus unterschiedlichen Positionen heraus betont. Aus der amerikanischen Mathe-
matikdidaktik, die sich im Zuge der Erstellung der “Principles and Standards for School
Mathematics® (NCTM 2000) mit diesem Problem besonders nachdriicklich konfrontiert
sah, seien zwei prominente derartige Meinungen herausgegriffen.

SCHOENFELD (vgl. 2001) argumentiert zunichst von biographischen Erfahrungen her
(vgl. auch SCHOENFELD 1988). Er habe wohl in der Schule einen isolierten — also nicht
kontextorientierten — und verfahrensbezogenen — also nicht problemhaltigen — Mathema-
tikunterricht erhalten. Betrachte man aber, welche Art von “quantitative literacy” (STEEN
2001) man tatséchlich in 6ffentlichen Diskursen bendtige, dann zeige sich, dass es gerade
die Fihigkeit sei “to make use of various modes of mathematical thought and knowledge
to make sense of situations we encounter as we make our way through the world”
(SCHOENFELD 2001, S. 51). Und weiter (S. 53): “Interestingly, every one of the items I
would have profited from as a mathematician-in-training is absolutely essential for liter-
ate citizenship.” Er zéhlt dann auf, dass man gerade als “literate citizen” Probleme be-
wiltigen muss, fiir die keine vorgefertigten Losungen vorhanden sind, Entscheidungen zu
treffen und Daten zu analysieren hat, wozu gerade der verstindige und flexible Gebrauch
moderner Technologien gelernt sein will, und dass schlieBlich die Fdhigkeit zu iiberzeu-
gender Darstellung seiner Gedanken wichtig fiir jeden Beruf ist. “In short, the mathemati-
cal skills that will enhance the preparation of those who aspire to careers in mathematics
are the very same skills that will help people become informed and flexible citizens,
workers, and consumers.” (SCHOENFELD 2001, S. 53)

Konsequenterweise sind diese breit geficherten Fihigkeiten, die “quantitative literacy*
und somit erst recht “mathematical literacy” ausmachen, auch im Unterricht anzuspre-
chen, in idealer Weise in allen Fachern, wann immer die Kontexte sich anbieten. Freilich
setzt das Bewusstheit iiber ein entsprechend breites Bild der Mathematik voraus. Ein
Riickzug auf ein Denken, das die Funktion des Mathematikunterrichts nur im Bereitstel-
len von Verfahren sieht, und nicht gleich auch die Diskussionen in Problemkontexten mit
einschlief3t, verbietet sich demnach.

In einem Bericht an den National Research Council, die sog. “Mathematics Learning
Study* (KILPATRICK/SWAFFORD/FINDELL 2001) werden ebenfalls Teilfdhigkeiten, sog.
“strands®, zusammengestellt, die umschreiben, wie weit der Rahmen zu ziehen ist, um
mathematische Bildung fiir alle wirklich zu erfassen. KILPATRICK (2002, S. 66) kommt

9

auf das Problem zuriick, welcher der Begriffe “mathematical literacy”, “quantitative liter-
acy”, “numeracy” etc. geeignet sei, die Breite der Anforderungen am prignantesten zu
umschreiben. Neben durchaus vorhandenen spezifischen Konnotationen einzelner solcher
Begriffe kidmen aber doch die wesentlichen Komponenten immer wieder vor, weshalb er
den Begriff der “mathematical proficiency” bevorzuge. “The five strands of mathematical
proficiency are (a) conceptual understanding, which refers to the student‘s comprehen-
sion of mathematical concepts, operations, and relations; (b) procedural fluency, or the
student‘s skill in carrying out mathematical procedures flexibly, accurately, efficiently,
and appropriately; (c) strategic competence, the student‘s ability to formulate, represent, and
solve mathematical problems; (d) adaptive reasoning, the capacity for logical thought and
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for reflection on, explanation of, and justification of mathematical arguments; and (e)
productive disposition, which includes the student‘s habitual inclination to see mathe-
matics as a sensible, useful, and worthwhile subject to be learned, coupled with a belief in
the value of diligent work and in one‘s own efficacy as a doer of mathematics.*
(KILPATRICK 2002, S. 66)

Diese Aufzihlung ist insofern bemerkenswert, weil sie sozusagen spiegelbildlich zu
FREUDENTHALS und SCHOENFELDs Vorgehen auch aus einer inneren Sicht der Mathema-
tik heraus argumentiert und dennoch dazu kommt, dass der verstindige Gebrauch der
mathematische Kenntnisse in Problem- und Anwendungskontexten essentiell zur “ma-
thematical proficiency” gehort. Eben diese breitere Ansatzweise ist Basis der in
Deutschland in jlingerer Zeit gefiihrten Diskussionen zur mathematischen Allgemeinbil-
dung. Die PISA-Definition fiir “mathematical literacy* ist demgegeniiber tatsdchlich spe-
zifischer, indem sie explizit die Rolle des Biirgers in der (westlichen, entwickelten) Ge-
sellschaft in die Definition aufnimmt und die innermathematische Strukturierungsfihig-
keit weniger betont.

2.3 Der Allgemeinbildungsanspruch des Mathematikunterrichts in der
deutschen Diskussion

Eine Bestimmung der Rolle, die der Mathematik als Bestandteil allgemeiner Bildung zu-
kommt, kann nicht ohne Uberlegungen zum epistemologischen Status diese Faches aus-
kommen. Eine solche Bestimmung wurde z.B. im Gutachten zur Vorbereitung des BLK-
Modellversuchs ,,Steigerung der Effizienz des mathematisch-naturwissenschaftlichen
Unterrichts* vorgenommen (BLK 1997). Dort wird davon ausgegangen, dass sich Ma-
thematik charakteristischerweise im Spannungsfeld von ,,Abbildfunktion und systemi-
schem Charakter” (vgl. BLK 1997, Kap. 5.1.) bewegt: Einerseits tritt Mathematik als eine
in vielen Bereichen anwendbare Wissenschaft auf; andererseits verdankt die Mathematik
diese breite Anwendbarkeit gerade ihrem abstrakten und formalen Charakter, also dem
begrifflich und strukturell bestimmten Zugriff auf die Probleme. Mathematik stellt die
Modelle bereit, aber auch die Methoden, diese Modelle in sich zu sichern, zu verkniipfen,
weiter zu entwickeln und zu begriinden (vgl. Kap. 5.1. in BLK 1997; NEUBRAND 1997).°
Mathematik pendelt also in charakteristischer Weise zwischen Orientierung an ,.der
Welt* und dem Herstellen einer innermathematischen ,,Ordnung®, mit der diese Orientie-
rung reflektiert und strukturiert wird. Gerade in dieser Spannung liegt der Anspruch und
der Reiz, aber auch die Problematik der Mathematik in der Schule.

Aus einem vollkommen anderen Zusammenhang heraus kann man den Verweis auf die
Komplementaritit und Spannung spezifisch-gegenstandsgebundener Kenntnisse und
formaler Denkweisen auch folgendermalen lesen: TENORTH (vgl. 1994) macht den All-
gemeinbildungsanspruchs der Schule an zwei Polen fest, der Sicherung eines Minimalbe-
stands an Kenntnissen auf der einen Seite, andererseits aber an der ,,Kultivierung der
Lernfihigkeit” (TENORTH 1994, S. 94ff.). Dabei geht es ,,um die gesellschaftliche Siche-
rung von ,Lernfihigkeit* als einer individuellen Verhaltensdisposition, d.h. um die Gene-
ralisierung eines Lern- und Verhaltensstils spezifischer Art: Er zeichnet sich dadurch aus,
dass Menschen im Umgang mit Schwierigkeiten und Problemen kognitive Losungswege
und Strategien bevorzugen [...] (TENORTH 1994, S. 101), eben den ,,Jernenden Umgang*.
Eine Kultivierung der Lernfahigkeit im pddagogischen Prozess zunehmend zu erreichen,
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hiefe aber, iiber die Realisierungsstandards und die Praxis nachzudenken: ,,Denn der ko-
gnitive, lernende Umgang mit Problemen kennt seine eigene Graduierung. Es reicht zwar
zu qualitativen Unterscheidung [gemeint wohl: in Abgrenzung von einem nur umfangrei-
cheren Kenntnisstand; M.N.] aus, dass man weif3, wo man Wissen holt und sucht, statt
vor Problemen zu verzweifeln, aber zwischen dem Nachschlagen in einem Lexikon, dem
gemeinsamen Ratschlag und dem Arrangement eigener Experimente bestehen doch gra-
duelle Differenzen, die den Pddagogen nicht ohne Grund wichtig sind* (TENORTH 1994,
S. 101f.).

Bezieht man diese Uberlegungen auf ein Fach, hier die Mathematik, wie anders lisst
sich dann Lernfihigkeit kultivieren, als dadurch, dass die spezifische Art der Durchdrin-
gung der Gegenstidnde durch das Fach im Unterricht selbst zur Geltung gebracht wird,;
eben dies ist ja der Kern des ,.Jlernenden Umgangs®. Fiir die Mathematik spezifisch ist die
begriffliche Vernetzung, sei es durch das Modellieren/Mathematisieren von Situationen —
und auch hier: mit der Tendenz der Herausbildung mathematischer Begriffe, wie
FREUDENTHALS oben dargestellte Position sagt, sei es durch die Herstellung einer inner-
mathematische Ordnung selbst — die gerade den ,,Prozess* des Mathematiktreibens aus-
macht; vgl. oben KILPATRICKs “strands”. Lernfahigkeit zu kultivieren ohne ein breites
Bild von Mathematik — Verfahren, Modellierungen und innermathematische Strukturie-
rungen umfassend — wird also nicht realisierbar sein. Didaktische Mdoglichkeiten hierzu
gibt es aber, auch auf der Ebene des konkreten Stoffbezugs (vgl. NEUBRAND 2000; SJUTS
2003).

In der mathematik-didaktischen Diskussion im engeren Sinne ist die oben angespro-
chene Komplementaritit und Breite des Anspruchs an mathematische Allgemeinbildung
so aufgegriffen und gebiindelt worden: ,,Der Mathematikunterricht sollte anstreben, die
folgenden drei Grunderfahrungen, die vielfiltig miteinander verkniipft sind, zu ermdgli-
chen:

1) Erscheinungen der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus Natur,
Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen;

2) mathematische Gegenstinde und Sachverhalte, reprisentiert in Sprache, Symbolen,
Bildern und Formeln, als geistige Schopfungen, als eine deduktiv geordnete Welt ei-
gener Art kennen zu lernen und zu begreifen;

3)in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlosefihigkeiten, die iiber die Ma-
thematik hinaus gehen (heuristische Fihigkeiten), zu erwerben.” (WINTER 1995, S. 37)

Dabei’ ist in (1) die Mathematik als niitzliche, brauchbare Disziplin angesprochen, und
tatséchlich ist sie in dieser Hinsicht von universeller Reichweite. Interessant und wirklich
unentbehrlich fiir Allgemeinbildung sind Anwendungen der Mathematik aber erst, wenn
erfahren wird, wie mathematische Modellbildung funktioniert und welche Art von Auf-
kldrung durch sie zustande kommen kann. Der Modellcharakter mathematischer Pro-
blemlosungen darf also nicht verhiillt werden oder undeutlich bleiben. Kenntnisse und
Fertigkeiten aus Arithmetik, Algebra, Stochastik, Geometrie und Analysis sind notwen-
dig fiir solche Modellbildungen. Mit (2) ist sozusagen die innere Welt der Mathematik
angesprochen. Jeder Schiiler sollte erfahren, dass Menschen imstande sind, Begriffe zu bil-
den und daraus ganze Architekturen zu schaffen, oder anders formuliert: dass strenge
Wissenschaft iiberhaupt moglich ist.” Mit (3) ist angesprochen, was friiher der formale Bil-
dungswert der Mathematik genannt worden ist: Mathematik als Schule des Denkens. Dabei
bestand und besteht der Anspruch, die Ubung im strengen Denken innerhalb der Mathema-
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tik diszipliniere die allgemeine — also auch auflermathematische — Praxis des Denkens.
Tatsédchlich ist es aber wohl so, dass ein weiter Transfer sich nicht von selbst einstellt,
vielmehr ausdriicklich gewollt und durch geeignete didaktische Interventionen gefordert
werden muss.”

Es ist unschwer zu erkennen, dass der von TENORTH angeschlagene Grundton der
»Kultivierung der Lernfahigkeit in allen drei Komponenten enthalten ist. Sowohl der
Bezug zur Welt als auch das Erkennen der innermathematischen Ordnung zielen auf die
Verwendung ,.kognitiver Losungswege und Strategien* (TENORTH 1994) als des bevor-
zugten Umgangsstils mit Problemen. Diese allgemeine Forderung wird also gerade durch
ein Bestehen auf der Breite der Auffassung von Mathematik konkretisiert.

HEYMANN (vgl. 1996) betrachtet das Problem der mathematischen Allgemeinbildung
hingegen aus einem anderen Blickwinkel. Er kommt demnach zu einer anderen Auffas-
sung von ,Breite“. Die allgemeinbildende Funktion des Mathematikunterrichts wird
durch den sozusagen zuliefernden Beitrag der Mathematik bestimmt. ,,Breite” ist also
nicht die intern definierte Spannweite mathematischen Arbeitens sondern ergibt sich aus
der Vielfalt der Anforderungen an den allgemeinbildenden Unterricht,'"’ und diese reichen
von der praktischen Brauchbarkeit bis zur Entwicklung einer Weltsicht.

2.4 Biindelung ,,mathematischer Grundbildung* in drei Typen
mathematischen Arbeitens in der Rahmenkonzeption der deutschen
PISA-Erginzung

Wie auch immer man auf die Rolle der Mathematik in der schulischen Ausbildung zu-
greift, von einer spezifischen, die mathematische Aktivitit betonenden Sicht auf die Ma-
thematik aus, wie FREUDENTHAL, oder von dem Gebot eines ,,aufklarenden® und dadurch
allgemeinbildenden Mathematikunterrichts, wie WINTER, in allen Féllen, auch bei den
anderen zitierten Auffassungen iiber “mathematical literacy*, “mathematical proficiency*
etc., stofft man darauf, dass keine einzelne Funktion die Reichweite der mathematischen
Ausbildung in der Schule erfassen kann. Ein Test, der sich wie PISA die Aufgabe stellt,
die mathematischen Kenntnisse der Schiilerinnen und Schiiler als “Knowledge and Skills
for Life* (OECD 2000) zu beschreiben, ist somit auf eine breite Sichtweise der Mathe-
matik angewiesen.

Im internationalen PISA-Framework fiir den Test PISA-2000 (vgl. OECD 1999) wird
diese Breite eingeldst durch die Klassifizierung der Aufgaben nach mathematikdidakti-
schen Gesichtspunkten: In den so genannten Kompetenzklassen wird mit der Unterschei-
dung “reproduction — connection — generalization* ein mathematikdidaktisch begriindeter
Anspruch an den in einer Aufgabe vorzunehmenden Modellierungsprozess formuliert.
Das Framework fiir den nationalen Ergidnzungstest in PISA (vgl. NEUBRAND u.a. 2001),
das die Grundlage fiir die Neukonstruktion zusitzlicher Items war, ' hat diesen Gedanken
aufgenommen, bringt aber Differenzierungen und Erweiterungen des internationalen An-
satzes an.

Die Differenzierung in der deutschen Rahmenkonzeption bezieht sich darauf, dass in
die Klassifizierung der Aufgaben auch die Unterschiedlichkeit der kognitiven Prozesse
eingeht, die bei der Aufgabenlosung stattfinden werden. Um die Ziele eines auf ,,mathe-
matische Grundbildung* bezogenen Mathematikunterrichts, wie sie etwa in dem obigen
Zitat von WINTER zum Ausdruck kommen, in der ganzen Breite abzudecken, und auch
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um — in Anschluss an die kognitionspsychologische Forschung — das Potential der ma-
thematischen Fihigkeiten insgesamt abzubilden (vgl. J. NEUBRAND 2002), sind solche
Differenzierungen niitzlich. Eine Erweiterung des internationalen Frameworks wird vor-
genommen, indem neben die in PISA-international verwendeten kontext-bezogenen Auf-
gaben nun auch mehr Aufgaben mit sog. ,,innermathematischen Kontexten®, also inner-
mathematisch problemhaltige Aufgaben, sowie zusitzliche Items, die ausschlieBlich
»technische Fertigkeiten® verlangen, treten.

Auch die nationale Rahmenkonzeption von PISA ist also ,,mathematischer Grundbil-
dung® verpflichtet, legt diese aber — ankniipfend an die oben in 2.3 dargestellten Ele-
mente der deutschen Diskussionen zur Allgemeinbildung im Mathematikunterricht —
breiter aus als es ,,mathematical literacy* nach der internationalen Definition tut.

Das nationale Framework in seiner urspriinglichen Fassung (vgl. NEUBRAND u.a. 2001)
differenziert die Aufgaben nach fiinf Kompetenzklassen aus, indem es die drei internatio-
nalen Kompetenzklassen teilweise zerlegt, entsprechend der jeweils vorwiegenden kogniti-
ven Aktivitdt, die in den Items verlangt wird. Im spiteren Verlauf, z.B. in den PISA-
Berichten (vgl. KLIEME u.a. 2001; vgl. NEUBRAND u.a. 2002; NEUBRAND/KLIEME 2002;
KNOCHE u.a. 2003; ROST u.a. 2003) wurden diese fiinf Kompetenzklassen nochmals gebiin-
delt — nun aber quer zu den internationalen Kompetenzklassen — und als die so genannten
,»drei Typen mathematischen Arbeitens* aufgefiihrt. Diese bestehen aus der Bearbeitung der

— ,technischen Aufgaben*
— ,rechnerischen Modellierungs- und Problemloseaufgaben®,
— ,,begrifflichen Modellierungs- und Problemloseaufgaben.

»Technische* Aufgaben sind dabei am leichtesten zu erkldren. Es sind diejenigen Aufgaben,
bei denen ein vorgegebener Ansatz mittels bekannter mathematischer Prozeduren (Rechnen,
Konstruieren nach vorgegebenen Regeln) kalkiilhaft durchzufiihren ist. Die ,,rechnerischen
Modellierungs- und Problemloseaufgaben® stellen die Anwendungsaufgaben oder die in-
nermathematisch problemhaltigen Aufgaben dar, bei denen die Mathematisierung bzw. das
Erstellen eines Losungsschemas auf einen Ansatz fiihrt, der rechnerisch, oder allgemeiner:
prozedural, zu bearbeiten ist. Bei auBermathematischen Aufgaben ist dies im Wesentlichen
die Klasse der so genannten ,,Textaufgaben®, wenngleich das Format nicht unbedingt einen
»Tlext“ im iblichen Sinn als Ausgangspunkt haben muss; eine ,klassische* Textaufgabe
lauft ndmlich meist darauf hinaus, die gesuchte GroBe aus einem nach dem Verstehen der
Situation zu gewinnenden Ansatz heraus zu berechnen.

Mit dem Ausdruck ,,begrifflich® sind Aufgaben bezeichnet, bei denen die Modellie-
rung oder die Problemlosung mittels des Einsatzes begrifflichen Denkens — das kann das
Herstellen begrifflicher Zusammenhinge, eine Argumentation, das Aufstellen einer
durchdachten Systematik etc. sein — zu Ende gebracht werden kann. Essentiell fiir ,,be-
griffliches mathematisches Arbeiten in diesem Sinne ist, dass ein Zusammenhang zwi-
schen Wissenselementen hergestellt werden muss, und dass dieser Zusammenhang sich
nicht nach Durchfiihren eines Algorithmus erschlief3t, sondern aufgrund einer erkannten
oder erst konstruierten Beziehung zwischen den Gegenstidnden. Diese Art des Vorgehens
ist ebenso charakteristisch fiir mathematisches Arbeiten wie das rechnerische Verarbeiten
eines Ansatzes. Gemeint ist also nicht Wissen, dass ein bestimmtes Datum unter ein be-
stimmtes ,,Konzept* fillt, wie es oft in der Kognitionspsychologie als Konzeptwissen de-
finiert wird, sondern Wissen, wie etwas in sich oder mit anderen Gegenstinden zusam-
menhdngt.
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Die sonst in der Wissenspsychologie gern benutzte Konzept-Prozess-Dichotomie zeigt
im Bereich der Mathematik nicht auf die entscheidenden qualitativen Differenzen des
Wissens. Denn gerade die beiden Arten von ,,Prozessen®, das Herstellen eines gedankli-
chen Zusammenhangs einerseits und das Durchfiihren eines Algorithmus, meist einer
Rechnung, andererseits, sind es, die die kognitive Spannweite mathematischen Arbeitens
ausmachen. Ersteres wird von HIEBERT (1986) als “conceptual knowledge* bezeichnet,
und wenn diese Aktivitdt vorwiegend in einer Aufgabe erforderlich ist, sprechen wir von
einer ,,begrifflichen Modellierungs- und Problemloseaufgabe“, das Zweite nennt HIEBERT
“procedural knowledge®, und dieses kommt sowohl in den ,technischen® Aufgaben als
auch — nach einem Mathematisierungsprozess — in den ,rechnerischen Modellierungs-
und Problemldseaufgaben® zum Zuge.

Fiir den Aufbau eines Tests mit der Intention, ,,mathematische Grundbildung* zu er-
fassen, ist dann also erforderlich, Aufgaben aus allen drei Kategorien des mathematischen
Arbeitens in ausgewogener Anzahl zusammenzustellen. PISA tat dies sowohl im interna-
tionalen Teil, dort allerdings — wie gesagt — ohne die technischen Aufgaben, als auch im
nationalen Teil und unterscheidet sich damit im Charakter der getesteten Mathematik
deutlich von den Tests, die in manchen Bundeslidndern auf strikt curricularer Basis kon-
struiert wurden (vgl. KLIEME/NEUBRAND/LUDTKE 2000, S. 164, Abb. 3.5.). PISA ist also
unter diesem Vergleichsmalistab ein spezifisch auf eine breite, Mathematik moglichst
umfassend beriicksichtigende Grundbildung, mithin auf , literacy* im oben geschilderten
breiten Sinn ausgelegter Test.

3 Eine Beispielaufgabe aus PISA: ,,Mathematische
Grundbildung* als Realisierung eines breiten Spektrums
mathematischen Arbeitens

Ein Apfelbaum wird gepflanzt (Abbildung 1) und zu seinem Schutz vor dem Wind wer-
den 8 Fichten ringsherum gepflanzt.” Was ist daran lebensnah? — Vermutlich nichts, denn
sogleich ist von ,,quadratischem Muster*, von der ,beliebigen Anzahl n* die Rede und
nicht mehr vom Obstanbau, und vermutlich doch vieles, ndmlich dass Féhigkeiten zum
Erkennen und Strukturieren von Daten gefordert werden (vgl. SCHOENFELDs Zitate
oben). Daher gilt die Aufgabe wohl vielen" als interessant, weil sie so aspektreich ist. Ist
es nur die schone Verpackung oder kommt der Aspektreichtum von der qualitativen Viel-
falt der mathematischen Anforderungen?
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Abbildung I: Eine Aufgabe aus dem internationalen PISA-2000-Test
(Quellen: OECD 2001, 2002; KLIEME/NEUBRAND/LUDTKE 2001)

APFEL

Ein Bauer pflanzt Apfelbdume an, die er in einem quadratischen Muster anordnet. Um diese Biume vor
dem Wind zu schiitzen, pflanzt er Nadelbiaume um den Obstgarten herum. Im folgenden Diagramm
siehst du das Muster, nach dem Apfelbiume und Nadelbdume fiir eine beliebige Anzahl (n) von Apfel-
baumreihen gepflanzt werden:

n=1 n=2 n=3 n =4
X X X X X X X X X XXX XXX XXX XXXXXX
X o X X e e X X e L] o X X ® ° ° o X
X X X X X X X X X
X ® o X X e o o X X ® ° ° o X
X X X X X X X X X
X o ) e X X e ° ] e X
XX XX X XX X X
X @ ° ° e X
XX XXX X XXX
x = Nadelbaum
e = Apfelbaum
Frage 1:
Vervollstindige die Tabelle:
n Anzahl Apfelbdume Anzahl Nadelbdume
1 1 8
2 4
3
4
5
Frage 2:

Es gibt zwei Formeln, die man verwenden kann, um die Anzahl der Apfelbdume und die Anzahl der Na-
delbdume fiir das oben beschriebene Muster zu berechnen:

Anzahl der Apfelbdume = n? Anzahl der Nadelbdume = 8n,

wobei n die Anzahl der Apfelbaumreihen bezeichnet.

Es gibt einen Wert fiir n, bei dem die Anzahl der Apfelbaume gleich groB ist wie die Anzahl der Nadel-
bidume. Bestimme diesen Wert und gib an, wie du ihn berechnet hast.

Frage 3:

Angenommen, der Bauer mochte einen viel grofleren Obstgarten mit vielen Reihen von Baumen anle-
gen. Was wird schneller zunehmen, wenn der Bauer den Obstgarten vergrofert: die Anzahl der Apfel-
bidume oder die Anzahl der Nadelbdume? Erklére, wie du zu deiner Antwort gekommen bist.
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In der Tat lebt die Aufgabe von den unterschiedlichen mathematischen Aktivititen, die an-
gesprochen werden. Die Abzihlaufgabe in Frage 1 miindet in natiirlicher Weise in die Frage
»Wie geht es weiter?* und dies fordert auf zum erst visuellen, dann auch algebraischen
Strukturieren: Offenbar steht an der einen Seite des Gartens vor jedem Apfelbaum ein Na-
delbaum, aber zum besseren Schutz auch noch dazwischen, und schlieSlich noch ein Nadel-
baum an der Ecke. Das wiederholt sich noch dreimal. Wenn es n Apfelbdume sind, sind es
also 2n Nadelbdume an der Seite, und dies kommt vier Mal vor; das ergibt 8n Nadelbdume.
Auch wenn diese Beziehung in der PISA-Aufgabe gar nicht als algebraische Formel herzu-
leiten ist, so ist doch zwischen den Zahlen aus der Tabelle in Frage 1 ein Zusammenhang
herzustellen und es sind — auf welchen Wegen auch immer dies einzelne Schiiler machen
werden — Beziehungen zu erkennen. Die Frage erfordert folglich “conceptual knowledge*
nach HIEBERT (1986), es ist eine ,,begriffliche” Aufgabe in der Sprechweise von 2.4. Aus
der Allgemeinbildungsperspektive in 2.3 wird in diesem Teil der Apfel-Aufgabe auch heuri-
stisches Denken und Problemltsen, der Bereich (3) nach WINTER (1995; siehe oben), ange-
sprochen. Denn ein Vorgehen etwa wie das oben genannte ist halb experimentell, halb kon-
zeptuell, wie es oft charakteristischerweise bei heuristischen Zugéngen ist. Auch dass es um
das Sehen, Erkennen und Strukturieren eines Musters geht, deutet auf die heuristische Per-
spektive hin. Ebenfalls zur mathematischen Grundbildung wurde in 2.3 die Perspektive des
Herstellens einer innermathematischen Ordnung gerechnet. Bei diesem Aufgabenteil kommt
diesbeziiglich wenigstens implizit der zentrale Begriff der Funktion vor, als eine Moglich-
keit, Ordnung in ein Feld zu bringen."

Bei der zweite Teilaufgabe (Frage 2) iiberwiegt schlieBlich das Rechnerische, wenn-
gleich man hier keineswegs auf ein schematisches Vorgehen beschrinkt ist. Hier und in
der wieder vorwiegend ,,begrifflichen* Frage 3 stehen jedenfalls als potentielle Aktivita-
ten des Aufgabenlosers die diversen Vergleichsmdoglichkeiten zwischen Funktionen an:
quadratische Funktion vs. lineare Funktion. Auch dies ist unter der Perspektive mathe-
matischer Grundbildung zu sehen, weil einerseits eine Verbindung von formalem und in-
haltlichem Denken, algebraischen und geometrischen Aspekten (sich schneiden, Steilheit,
...), stattfinden kann, andererseits kiime man so auch wieder auf die Lebensbedeutung zu-
riick: Wie hédngen die beiden Groflen zusammen? Hier sind es Anzahlen von Apfel- und
Nadelbdumen, allgemein ist die Abhingigkeit zweier Grolen voneinander aber eine der
zentralen Fragen in nahezu allen Anwendungsbereichen.

Urteile iliber eine Aufgabe von der Art, wie sie soeben vorgenommen wurden, konnen
sich in einem Leistungstest wie PISA allerdings nicht auf eine direkte empirische Beob-
achtung authentischer Schiilerlosungen stiitzen. Das ist bei einem large-scale-Test im
Hauptstrang der Untersuchung prinzipiell weder moglich noch angestrebt. Es besteht al-
lenfalls die Mdoglichkeit, Begleitstudien zum subjektiven Losungsverhalten anzuschlie-
Ben. Einschitzungen von Aufgaben, aus der Sicht der Aufgabenkonstrukteure bzw. Test-
auswerter miissen vielmehr dazu dienen, das kognitive und mathematische Profil eines
Tests festzulegen bzw. zu beschreiben. Die Beschreibungskategorien sollen dann aber so
sein, dass die Verteilungen der Antworten in bestimmten Populationen inhaltlich aussa-
gekriftige Riickschliisse auf die Strukturen der Leistungen erlauben. Nicht alle Aufga-
benmerkmale tun das in gleicher Weise.” Die Unterscheidung grundlegender Aspekte
kognitiver mathematischer Aktivitit, wie sie in den drei Typen mathematischen Arbeitens
zum Ausdruck kommt, erlaubt aber, auf wesentliche Dimension der mathematischen Leis-
tung zuriickzuschlieBen, und dies zudem von einem (relativ) objektiven, wenig national
gepriigten Standpunkt'® aus.
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4, Mathematische Grundbildung* als Interpretationsfolie fiir die
PISA-Resultate

Im Abschnitt 2.4 wurde die Erfassung ,,mathematischer Grundbildung* durch die Be-
achtung der drei Typen mathematischen Arbeitens und die Einforderung einer ausgewo-
genen Performanz in diesen Typen konkretisiert. Tatsichlich hat diese Unterscheidung in
den PISA-Berichten tieferen Einblick in die Strukturen mathematischer Leistung erlaubt,
und zwar in mehrfacher Hinsicht, deskriptiv und analytisch:

1) Von KLIEME/NEUBRAND/LUDTKE (2001) wurden die Ergebnisse des PISA-2000-Tests
in Deutschland unter anderem dadurch auf ihre praktische Relevanz hin dargestellt,
dass versucht wurde, ein so genanntes ,,Regelniveau17 mathematischer Grundbildung*
zu definieren.

Die Bestimmung eines solchen ,,Regelniveaus®, also eines Kenntnisstandes, der auf
mittlerem Niveau ausreichende und wesentliche Komponenten mathematischer Grund-
bildung erfasst, wird zwar immer nur durch einen Konsens der Beteiligten (Schiiler, Leh-
rer, Eltern, Ausbilder, Didaktiker usw.) zu erreichen sein, nicht in Form einer deduktiven
Ableitung. Innerhalb der drei Typen mathematischen Arbeitens kann man aber dennoch
priziser argumentieren und ,,die Erwartungen® genauer spezifizieren. Zugleich ist durch
Beriicksichtigung aller drei Typen sichergestellt, dass ein breites, von den theoretischen
Ideen einer ,,mathematischen Grundbildung* getragenes Spektrum mathematischer F&-
higkeiten erfasst wird. ,,Mathematische Grundbildung® stellt daher eine argumentative
Basis zur Verfiigung, von der aus man das Erreichen des Regelniveaus als eine Moglich-
keit der inhaltlichen Interpretation von PISA-Daten ansprechen kann. Ohne hier in Ein-
zelheiten zu gehen (vgl. zu den konkreten Bestandteilen des Regelniveaus KLIE-
ME/NEUBRAND/ LUDTKE 2001 und NEUBRAND 2002) zeigte sich bekanntlich an den
PISA-Daten, dass im internationalen Vergleich in Deutschland beim Erreichen des Re-
gelniveaus offenbar strukturelle Schwéchen bestehen.

Die mathematische Leistung wird dann nicht nur als Punkt auf einer linearen Skala
oder als abstrakte Verteilung begriffen, sondern die Art der Verteilung erhilt einen in-
haltlichen Sinn. Gerade in Hinblick auf die anstehenden Diskussionen um ,,Standards‘
(KLIEME 2003) wird iiber dieses Problem noch mehr zu diskutieren sein. Die Konzeptio-
nen von ,,mathematischer Grundbildung* kénnen dann eine Folie abgeben, vor der diese
— wenn schon zwangsldufig norm- und meinungsgebundene — Diskussion rational gefiihrt
werden kann (vgl. NEUBRAND 2003).

2) Die Beschreibung von Kompetenz-Stufen, also des Inhalts eines bestimmten Fahig-
keitsniveaus der Probanden, kann zwar auch global iiber ein abstraktes Konstrukt ,,ma-
thematische Fahigkeit erfolgen, wie das noch KLIEME/NEUBRAND/LUDTKE (vgl.
2001) durchfiihrten.

Wenn man die Beschreibung der auf einer Stufe erreichten mathematischen Féahigkeiten
aber jeweils separat fiir die drei Typen mathematischen Arbeitens, also in Anlehnung an
die gewihlte Struktur ,,mathematischer Grundbildung, vornimmt, dann wird diese Be-
schreibung iibersichtlicher, weil unterscheidbare mathematische Denkweisen auch ge-
trennt aufgefiihrt werden, nachvollziehbarer, weil man sich dann direkt an einem theoreti-
sches Geriist der mathematischen Fahigkeiten orientiert, und auch brauchbarer fiir Zwek-
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ke der konkreten Unterrichtsplanung, weil die jeweils betrachteten Aufgabenmengen ho-
mogener und somit leichter variierbar werden. Bei NEUBRAND (vgl. 2002) und KNOCHE
u.a. (vgl. 2002) sind solche Beschreibungen der Kompetenzstufen durchgefiihrt. Sie die-
nen dazu, das ganze Spektrum ,,mathematischer Grundbildung* auf der Basis der PISA-
Items darzustellen.

3) Dass die oben beschriebene Struktur ,,mathematischer Grundbildung* als ausgewogene
Performanz in den drei Typen mathematischen Arbeitens, sich auch empirisch im
PISA-Test abbildete, zeigten Analysen der Schwierigkeitsentwicklung von NEUBRAND
u.a. (vgl. 2002).

Jeweils andere, zentrale, auf den Modellierungs- und Problemloseprozess selbst und auf
bestimmte mathematische Téatigkeiten bezogene Item-Merkmale erkldrten nach multiplen
Regressionsanalysen die Schwierigkeit der Items in den drei Klassen der Items. Es ist von
Standpunkt der ,,mathematischen Grundbildung* aus also durchaus erheblich, in welcher
der drei Typen mathematischen Arbeitens ein bestimmtes Niveau erreicht wird. Fiir die
Verwendung der empirischen Daten in der Bildungsdiskussion ist auch dies ein wichtiger
Hinweis, weil damit fiir die Notwendigkeit der Ausbildung vielfdltiger mathematischer
Aktivitdten auch empirisch argumentiert werden kann.

4) Weitere Berechnungen von KNOCHE u.a. (vgl. 2002) zeigten dariiber hinaus, dass die
Unterschiede in der Performanz auf den drei Typen mathematischen Arbeitens sich
auch auf individueller Ebene andeuten.

Die Leistungen der Probanden auf den technischen Aufgaben einerseits und den begriffli-
chen Modellierungs- und Problemloseaufgaben andererseits hingen nicht so stark zu-
sammen, wie oft angenommen. Das zeigt umso mehr, dass — nun ins Normative gerichtet
— auf eine gleichméBige Ausbildung aller Facetten ,,mathematischer Grundbildung® ge-
achtet werden muss.

5) Selbst auf Bundeslinderebene sind Unterschiede in den drei Typen mathematischen
Arbeitens zu erkennen, wie ROST u.a. (vgl. 2003) durch entsprechend separierte Ver-
gleiche herausgearbeitet haben.

»~Mathematische Grundbildung ist demnach nicht in allen Bundesldndern in gleicher
Weise verwirklicht. In den ostdeutschen Bundesldndern ist in Mathematik ein relativer
Vorteil gegeniiber den westdeutschen Léndern bei den technischen Aufgaben zu erken-
nen, eine Profilstruktur, die sich analog auch in Teilkompetenzen des naturwissenschaft-
lichen Wissens abzeichnet. Ebenso schilen sich bei nidherer Datenanalyse entlang der drei
Typen mathematischen Arbeitens im internationalen Vergleich unterschiedliche Profile
mathematischer Leistung heraus (vgl. NEUBRAND/NEUBRAND 2003). Analysen von
Itemmerkmalen zeigen dariiber hinaus auch Griinde fiir solche Unterschiede auf. Solche
Einblicke in die Feinstruktur ,,mathematischer Grundbildung® stellen wichtige Indizien
fiir eine gezielte Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts dar.

Anmerkungen

1 NEUBRAND/NEUBRAND/SIBBERNS (vgl. 1997, S. 21, Figur 2) zeigen fiir Deutschland im Einzelnen die
Verhiltnisse von curricular validen, curricular nichtvaliden und iiber das Kerncurriculum hinaus be-
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arbeiteten Stoffen bei TIMSS-II, der Untersuchung der Schiilerinnen und Schiiler im achten Schul-
jahr, auf.

2 In Deutschland muss das in spezifischen Einzelheiten u.U. sogar als ,,bundeslandbezogen® gelesen
werden.

3 U.a. weist JABLONKA (vgl. 2003) explizit auf dieses Problem hin, indem sie die Abhéngigkeit eines
wie auch immer zu bestimmenden Begriffs von ,,mathematical literacy von der jeweiligen sozialen
Praxis festhilt.

4 FREUDENTHALs Ideen betreffen allerdings wohl eher die Lernprozess-Ebene. In ihrer urspriinglichen
Herkunft sind sie eher nachrangig auf die Verwendung fiir die Testkonstruktion ausgerichtet (vgl.
VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN fiir assessment in Unterrichtsansitzen, die FREUDENTHALs Konzeption
entsprechen).

5 Dies ist wohl der Grund dafiir, dass KAISER (1986, S. 84) FREUDENTHAL einer ,,wissenschaftlich-
humanistischen Richtung® zuordnet — als Gegenpol zu einer ,,pragmatischen Richtung* des anwen-
dungsbezogenen Mathematikunterrichts.

6 Gewissermaflen wird ein altes, ARCHIMEDES zugeschriebenes Motto wieder aufgegriffen und entfal-
tet: ,,Die Mathematik ist das Schattenbild der wirklichen Welt auf dem Bildschirm des Verstandes.*
(vermutlich ARCHIMEDES; wiedergefunden als Vorsatz vor die Kurzgeschichte ,,Reise in ein dunkles
Herz* von Peter HOEG 2003, S. 7).

7 Im Folgenden werden — relativ textnah und mit Heinrich WINTERs Einverstindnis — Passagen aus
WINTER (vgl. 1995) paraphrasiert.

8 Ein besonderes und friith zugéngliches Erlebnis ist die Erkenntnis, dass es unendlich viele Primzahlen
geben muss. Der erstmals vor iiber 2000 Jahren gedachte Gedanke, dass und warum jede vorgelegte
Menge von endlich vielen Primzahlen unmoglich alle enthalten kann, ist eine deduktive Figur, die
etwas von der Kraft autonomen Denkens verspiiren lédsst. Bis heute hat sich tiberdies die Leitfunktion
der Geometrie als die erste deduktive Wissenschaft erhalten.

9 Es weist aber — moglicherweise gegen den “popular belief* — gerade die Mathematik mit ihrem hohen
Grad an innerer Vernetzung und ihren vielfiltigen Beziehungen zur aulermathematischen Realitit ei-
nen besonders groBen Reichtum fiir solche Reflexionen auf.

10 Vielleicht ist es diese andere Herangehensweise, die die auch von HEYMANN selbst nicht vertretene,
seinerzeit dennoch heftig diskutierte These provozierte, sieben Jahre Mathematik seien genug.

11 Im Mathematikteil von PISA- 2000 wurden 31 internationale Aufgaben und 86 Aufgaben im natio-
nalen Erginzungstest verwendet. Alle Aufgaben sind ausschlieflich fiir den PISA-Test entwickelt
worden (vgl. KLIEME/NEUBRAND/LUDTKE 2001).

12 Dieser Abschnitt folgt, dhnlich wie einige Absitze in 2.3, mit dem Einverstindnis von Heinrich
WINTER einer Interpretation der Apfel-Aufgabe, die WINTER im Januar 2003 in einem Vortrag vor
dem Arbeitskreis ,,Vergleichsuntersuchungen® der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik in Essen
gegeben hat.

13 Nur Mathematik-Didaktikern?

14 Allerdings sind Test-Aufgaben nicht ohne weiteres als Lern-Aufgaben oder gar als Unterrichtsaufga-
ben zu verwenden. Denn sind die einen auf eine zeitlich eingeschrinkte, auf Performanz gerichtete
Bearbeitung ausgelegt, so stehen fiir die anderen auch die freie Vernetzung oder der soziale Aus-
tausch als Mittel zur Verfiigung. Alleine durch Testaufgaben wird sich also keine tiefere Begriffsbil-
dung anregen lassen.

15 So wird etwa die bei PISA-international eingefiihrte Klassifikation der ,,Situationen‘ nach der Distanz
vom Lebens-Umfeld des Schiilers (personlich — Familie — Schule — lokale Gemeinschaft — Gesell-
schaft) in Hinblick auf Strukturen mathematischer Leistung kaum mehr erbringen konnen als eine
gleichmifige Verteilung der Kontexte im Test. Das ist dafiir eine Kategorie, die evtl. allgemeine
lernpsychologische Probleme abbilden kann.

16 Siehe zu dieser Problematik die Bemerkungen am Ende von Abschnitt 1.

17 Urspriinglich wurde dieses Niveau als ,Standard mathematischer Grundbildung® bezeichnet
(KLIEME/NEUBRAND/LUDTKE 2001, S. 161). Dies konnte jedoch zu Interferenzen mit den neuerdings
vieldiskutierten ,,Standards fiir Schule und Unterricht fiihren. Die Bezeichnung ,,Regelniveau* ist
kompatibel mit dem Sprachgebrauch in der Expertise von KLIEME (vgl. 2003).
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