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�	����� ���	� ���������� !���� ��"������

EN = {e1, e2, . . . , eN} ∈ {−1,+1}N .

�� ��	�����# �� $�	 � %&' ��	 	��� ��	������ 	�� ��������(  ������ ��
���������� ����)

*�	�

U(EN , t, a, b) =
t−1∑
j=0

ea+jb

���# �� D = (d1, . . . , dk, ) ��	� ���+��(�	�,� ��	�(�� d1 < · · · < dk#

V (EN ,M,D) =
M∑

n=1

en+d1en+d2 , . . . en+dk
.
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�� �� �������	

-��� 	�� ���������	�
���� �����	� �� EN �� ������ ��

W (EN ) = max
a,b,t

|U(EN (t, a, b)| = max
a,b,t

∣∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0

ea+jb

∣∣∣∣∣∣ ,
���� 	��  �.� � �� 	���� �,� ��� a, b, t ���� 	��	 a, b, t ∈ N ��� 1 ≤ a ≤
a+ (t− 1)b ≤ N # ����� 	�� ��		������ �����	� �� �	��	 � �� EN �� ������ ��

Ck(EN ) = max
M,D

|V (EN ,M,D)| = max
M,D

∣∣∣∣∣
M∑

n=1

en+d1en+d2 , . . . en+dk

∣∣∣∣∣ ,
���� 	��  �.� � �� 	���� �,� ���D=(d1, d2, . . . , dk) ���M ���� 	��	M+dk≤N �

-��� 	�� ��"����� EN �� ��������� �� � /(���0 ���������� ��"����� ��
!�	� 	����  ������ W (EN ) ��� Ck(EN ) ��	 ����	 �� � ��� �
 �� /� ���0 �� 	� �
�� N ��� ��	�����# !�	� �� o(N) �� N → ∞
�

����,� �	 ��� ����� �� %&' 	��	 	�� 1�(���� �� !�� �� � � /(���0 ����+
������ ��"������ ��� �.��	��# ��	 p !� �� ��� �� �# ���

N = p− 1, en =
(
n

p

)
, EN = {eq, . . . , eN}. �2


-��� !� -���� 2 �� %&' �� ��,�

W (EN ) � p1/2 log p� N1/2 logN

���

Ck(EN ) � kp1/2 log p� kN1/2 logN.

�� %3' ��� ��	������ 	�� ������	� �����	� �� EN )

S(EN ) = max
a<b

∣∣∣∣∣∣
[(b−a)/2]−1∑

j=0

ea+jeb−j

∣∣∣∣∣∣ = max
a<b

|H(EN , a, b)| .

�� %3' �	 ��� ���� ����� 	��	 �� 	�� ���� �� 	�� 1�(���� �� !�� ��"�����# ����# ��
	�� ��"�����

E(p−1)/2 =
{(

1
p

)
,

(
2
p

)
, . . . ,

(
(p− 1)/2

p

)}
,

���� p �� �� ��� �� �# �� ��,�

S(E(p−1)/2) ≤ 18p1/2 log p.

4� ���� �	�� !���� ��"����� ��,� !��� 	��	�� �� ���������� ���� !�
5� ������(��# �� 6������# �� ������	# 5� 7�,�	 ��� �� ������� 8���,�# 	���� ���+
�	��	���� ������ ���� /���0 ���������� ��"������# ����� ��  ��� �������	����#
��(�# �� ���	�(���� ��� ����� /��(�0 �� ����� �� /(���0 ���������� ��"�������
9�� ����	�� 1� :��!��# �� ������	 ��� �� ������ %;' ��������� �� ����	��	��(
��(� �� ����� �� ���������� !���� ��"������# (���������( 	�� ����	��	��� �2
�
-���  ��	 � ��	��	 ����	� ��� !� ��  ����� �� �������)
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� �	���� ��������� ��

���	
 2� �� p �� � �	��� ��
�	� f(x) ∈ Fp[x] �Fp 
��� ��� ���� ��
��� ������ p 	������ �������� ��� ���	�� k > 0 �� � �������� ��	� � Fp �����
����
	��� �����	� �� Fp�� �� ��� 
��	� ������� Ep = {eq, . . . , ep} �� ����� 
�

en =




(
f(n)

p

)
�� (f(n), p) = 1

+1 �� p | f(n),
�<


��� �� ����

W (Ep) < 10kp1/2 log p.

 �	����	� ������ ���� ��	 � ∈ N �� �� ��� �������� ��������� �����!

��
 � = 2"
���
 � < p �� # �� � �	������� 	��� ������ p"
����
 (4k)� < p$

%�� �� ���� ����

C�(Ep) < 10k�p1/2 log p.

-��� 	���� (����	�� /��(�0 �� ����� �� /(���0 ���������� !���� ��+
"������� 8���,�# ��  ��	 �������	���� �	 �� ���� ,�� � ��	��	 	��	 	�� /��(�0
�� ��� F �� /(���0 ���������� ��"������ ��� � /�� ���.0 �	��	��# 	��� ��
 ��� /����������	0 ��"������ �� �	� �� %2' � "���	�	�	�,�  ����� �� 	��� ����	�
�� �� ����� �� !���� ��"������ ��� ��	�������

��������� 2� -�� �� ���.�	� C(F) �� � �� ��� F �� !���� ��"����� EN ∈
{−1,+1}N �� ������ �� 	�� (��	��	 ��	�(� j �� 	��	 �� ��� 1 ≤ i1 < i2 < · · · <
ij ≤ N # ��� �� ε1, ε2, . . . , εj ∈ {−1,+1}j# �� ��,� �	 ����	 ��� EN = {e1, . . . , eN} ∈
F �� �����

ei1 = ε1, ei2 = ε2, . . . , eij = εj .

�	 �� ���� �� =����	��� 2 	��	 �� j < C(F)# 	��� �.��	 �	 ����	 2C(F)−j

��"����� EN ∈ F ��	�
ei1 = ε1, ei2 = ε2, . . . , eij = εj .

�� %2' �	 ��� ���� ��,�� 	��	 	�� �� ���.�	�  ����� �� 	�� �� ��� �� 	�� ��"�����
Ep ������ !� �<
 �� ��(�� ��� ��������) ������� ��� 	�� ������ ���� f(x) ∈ Fp[x]
��	�

0 < deg f(x) ≤ K

����� deg f(x) ����	�� 	�� ��(�� �� f(x)
 ��� f(x) ��� ��  ��	���� ��� �� Fp�
6� ���� �� 	���� ������ ���� f(x)# ������� 	�� !���� ��"����� Ep = Ep(f) =
{e1 . . . , ep} ∈ {−1,+1}p ������ !� �<
# ��� ��	 F ����	� 	�� �� ��� �� ��� !����
��"������ �!	����� �� 	��� ���� -��� �� ��,�

C(F) > K.



�� �� �������	

�� 	��� ����# �.	�����( � ����	��	��� (�,�� !� �� ������ �� %>'# �� ����
(����	� � ��(� �� ��� �� ���������� ��"������ !���� �� 	�� ��	��� �� 	�� ����.
������	� ��(��	� 
� -�� ��������( ���������� ��"����� ��� ��	������ ���
�	����� �� %>'�

�� p �� � �.�� �� � ��� g �� � �.�� �� �	�,� ��	  ����� p# ��� (a, p) = 1#
	��� ��	 ��� a ����	� 	�� � ����� p
 ����. �� a �	� 	�� !��� g
 �� 	��	

g���a ≡ a (mod p),

��� 	�  ��� 	�� ,���� �� ����. ���"��# ��  �� ��� 	�� �����	���

1 ≤ ��� a ≤ p− 1.

*�	� N = p− 1 ��� ����� 	�� ��"����� EN = {e, . . . , eN} !�

en =

{
+1 �� 1 ≤ ���n ≤ (p− 1)/2

−1 �� (p+ 1)/2 ≤ ���n ≤ p− 1.

-��� �� ��,�

W (Ep) < 4p1/2(log p)2 < 20N1/2 (logN)2

���# �� ��� k ∈ N# k < p#

Ck(EN ) < 9k4kp1/2(log p)k+1 < 27k8kN1/2 (logN)k+1
.

*� ���� (����	� � ��(� �� ��� �� ���������� ��"������ �����(����� 	�
-���� 2# ���� �������( n !� f(n)�

��������� <� 1�	 p !� �� ��� �� �# g � �� �	�,� ��	  ����� p� =����
���n# !� 1 ≤ ���n ≤ p−1 ��� n ≡ g���n (mod p)� 1�	 f(x) ∈ F [p] !� � ������ ���
�� 	�� ��(�� k� -��� ����� 	�� ��"����� Ep−1 = {e1, . . . , ep−1} !�

en =

{
+1 �� 1 ≤ ��� f(n) ≤ (p− 1)/2

−1 �� (p+ 1)/2 ≤ ��� f(n) ≤ p− 1 � p | f(n).
�?


-��� ���� �� ��,�	�� 	� 	�� �	��� �� �� ��� �����!�� �� =����	��� <�-���(�+
��	 	��� ���� �� ���� ��� 	���� ��	�	����) 	�� �� !�� p, k, g 	�� ������ ��� f
��� 	�� ��"����� Ep−1 ���� !� ������ �� �� =����	��� <� 6��	 �� (�,� ��	� �	�� ��
	�� ����+���	�!�	���  �����# 	�� �����	���  ����� ��� 	�� ��  �	�  �����
�� 	�� ��"����� Ep−1�

���	
 <� &�	 ��� f(x) ∈ Fp[x] �� ����

W (Ep−1) < 38kp1/2(log p)2.




� � ���	� 
� �����
����
� �	���� ��������� ��

@����� 	�� ����������( ��	 �� -���� 2# ��� �� -���� < 	��� �� ��
�����	��� �� 	�� ��	� �� 	�� ������ ��� f(x)� -�� ���� �� 	�� �����	���  �����
���� !� ���(�	��  �� ��A���	� �� �� -���� 2# 	�� ���� !���� ����� ����
��	��� ���� �	����� -�� ���	 	�� �����	���� �� ,�� �� ��� 	� 	�� �����	���� ��
-���� 2# ����� 	���� 	���� � �� !���� �� � �� ��� ����	��� ��  ��

���	
 ?� '������ ���� �� ����� �� �� ��� �������� ( ������� �����!

�
 f �� �		�����
��$
!
 �� f ��� ��� �����	������ f = ϕα1

1 ϕα2
2 . . . ϕαu

u ���	� αi ∈ N �� ϕi �� �		��
����
�� ���	 Fp� ��� ���	� �)���� � β ���� ���� �)����� �� �	 ��� ϕi*� ���� ���
���	�� β"
�
 � = 2"
�
 (4�)k < p �	 (4k)� < p$

%�� C�(Ep−1) < 10k�4�p1/2(log p)�+1$

������# �����	��� !
 � ����� �����	��� �
B ����,�# 	�� ���� �� ���� �
 ��
�� ���# ��� ��� 	�� �	�� ����� ���� ������ �� �	 �� ��,��� �	����

4�.	 �� ���� �	��� 	�� ��  �	�  ������

���	
 ;� +�� f(x) = akx
k + ak−1x

k−1 + · · ·+ a0� ak �≡ 0 (mod p)� k < p�
�� ���� t 
�

kakt ≡ −2ak−1 (mod p).

+��

E′
v−u+1 = {eu, eu+1, . . . , ev} ⊆ Ep

���	� ei ��� ����� � ,������ #$ �� t < 2u �	 t > 2v �	 f(x) �≡ ±f(t−x)� ���

S(E′
v−u+1) < 88kp1/2(log p)3.

������� 	��	 f(x) ≡ ±f(t′ − x) �� �� � t′� ���������( 	�� ���A����	� ��
xk ��� xk−1 �� f(x) ��� f(t′ − x) �� (�	

kt′ak ≡ −2ak−1 (mod p).

-��� �	 ������� �� f(x) ≡ ±f(t′ − x) (mod p) 	��	 t′ ≡ t (mod p)�
�	 �� 	�,��� �� 	�� �����	��� �� 	�� eiC�# 	��	 �� 	�� ���� �� f(x) ≡ ±f(t−x)

(mod p) �� ��,�

H(E′
v−u+1, u, t− u) = 	(t− 2u)/2
 �� t ≤ u+ v,

���

H(E′
v−u+1, t− v, v) = 	(2v − t)/2
 �� t > u+ v.

-������ S(E′
v−u+1) � min{t − 2u, 2v − t}� �� 	�� �����	��� �� -���� ; ��

�������� ���	 �� �� ����	����� 	� O
(
p1/2 (log p)3

)
# ����# 	�� ���������� �� 	��



�� �� �������	

	���� ����� �� 	�� ���"����	��� t < 2u# t > v �� ������� !� t < 2u+c1p
1/2(log p)3#

t > 2v − c1p
1/2(log p)3# ���� c1 �� � ��(� ����(� ����	��	�

�
�	� 2� ��� 	���� 	���� � �� 	�,��� �� k ≥ p1/2# 	��� 	���(���	 	��
���� �� ���� ���� � 	��	 k < p1/2�

6������ �� ���� �	��� 	�� �� ���.�	�  ����� �� 	�� �� ��� �� ���������� 
��"������ ������ !� �?
�

���	
 3� -�����	 ��� ��� ���������� f(x) ∈ Fp[x] ����

0 < deg f(x) ≤ K.

&�	 ���� �� ����� ���������� f(x)� ������	 ��� 
��	� ������� Ep = Ep(f) �����

� �?
� �� ��� F ����� ��� ������ �� ��� 
��	� �������� �
����� � ���� ���$ %��
�� ����

C(F) > K.

�� �����

�	��� �� ���	
 �� *� ���� ���� 	�� ��������( ��  ��)

�

� 2� +�� f(x) 
� � ��������� � Fp[x]� �� ��� d 
� � ������	 �� p− 1$
%�� �������� . �������� �	� ���������!

��
 f(x) = b (z(x))d
���� b ∈ Fp� z(x) ∈ Fp[x]�

���
 f(x) = (h(x))d ���� h(x) ∈ F p[x]�
����
 f(x) = b(x−x1)α1(x−x2)α2 . . . (x−xs)αs ���� xi ∈ F p �� d | (α1, α2, . . . , αs)$

�	��� �� �

� �� ��� �� %2D# �� 32'�

�

� <� '������ ���� p �� � �	���� χ �� � ���	������ ���	����	 ������ p
�� �	��	 d� f(x) ∈ Fp[x] ��� s ������� 	���� � F p� �� �� �� �� � ������ ��������
�� � d��� ����	 �� � ��������� ���	 Fp$ +�� y 
� � 	��� ��
�	 ���� 0 < y ≤ p$
%�� ��	 �� x ∈ R! ∣∣∣∣∣∣

∑
x<n≤x+y

χ(f(n))

∣∣∣∣∣∣ < 9sp1/2 log p.

���� �� �

� �� -��� �� � 	�,��� �����"����� �� 1�  � 2 ��� 1�  � <
�� %<'� ������# 	��� 	��� ����	 �� ������� �� *���C� 	���� %22'�

4��# �� ���� ��,� -���� 2� 1�	 f(x) = b(x − x1)α1 . . . (x − xs)αs ����
xi �= xj � �� 1�  � 2# 	��� �.��	� � ������ ��� z(x) ��	� f(x) = b(z(x))d ����




� � ���	� 
� �����
����
� �	���� ��������� ��

d = (α1, . . . , αs)� �	 �� ���� �!,���� �� 1�  � 2 	��	 f(x) �� ��	 � ����	��	
 ��	���� �� ��� d′+	� ���� �� ��� d′ | d� ���� � ��� 	��	

1 ≤ a ≤ a+ (t− 1)b ≤ p− 1.

-�� ��������( �� ��	�	���� ��� ���"����	��� ��� !� �!	����� �� 	�� �� � ��� ��
�� %>'# �������( a+ jb 	��� !� f(a+ jb)�

|U(EN , t, a, b)| =
2

p− 1

∣∣∣∣∣∣
∑

χ�=χ0


t−1∑

j=0

χ(f(a+ jb)





(p−1)/2∑

k=0

χk(g)




∣∣∣∣∣∣ .
�� 	�� 	���(�� ���"����	� �� ��,�

|U(EN , t, a, b)| ≤ 2
p− 1

∣∣∣∣∣∣
∑

χd �=1


t−1∑

j=0

χ(f(a+ jb)





(p−1)/2∑

k=1

χk(g)




∣∣∣∣∣∣

+
2

p− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

χ�=χ0

χd=1


t−1∑

j=0

χ(f(a+ jb))





(p−1)/2∑

k=1

χk(g)




∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
1
+

∑
2
. �;


4�.	 �� (�,� �� ���� !���� ��
∑

1 �� 	�� �� � ��� �� �� %>'� �� �� �������

� 	������ 	� ��
∑

1)
(∑t−1

j=0 χ(f(a+ jb))
)(∑(p−1)/2

k=0 χk(g)
)
	��� 	�� ��� �� χ

���� ��	 ��,��� d !������ χd �= 1� 1�	 	�� ��� �� χ !� d′� d′ � d �� f(x) �� ��	 �
����	��	  ��	���� �� � d′+	� ����� -��� ��  �� ��� 1�  � <)

∣∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0

χ(f(a+ jb))

∣∣∣∣∣∣ ≤ 9sp1/2 log p. �3


*� ���� �� ���� !���� ��
∑

χd �=1

∣∣∣∑(p−1)/2
k=1 χk(g)

∣∣∣�
�

� ?� +�� 1 ≤ d ≤ p− 1 �� d | p− 1$ %��

∑
χ�=χ0

χd=1

∣∣∣∣∣∣
(p−1)/2∑

k=1

χk(g)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

χ�=χ0

χd=1

2
|1 − χ(g)| < 2d log(d+ 1).



�	 �� �������	

�	��� �� �

� �� -�� ���� �� ����� 	�� �� � �� �� %2D# �� ?EDF?E2'�
-�� ���� ��G����� �� �� %2D# �� ?E2' �	 �2D
# ���� ��� �� ��,�)

∑
χ�=χ0

χd=1

1
|1 − χ(g)| =

d−1∑
n=1

1
|1 − e(n/d)| ≤

1
4

d−1∑
n=1

1
‖n/d‖

≤ 1
2

[d/2]∑
n=1

1
‖n/d‖ =

1
2

[d/2]∑
n=1

d

n

<
1
2
d(1 + log(d/2)) < d log(d+ 1)

����� �� ���	�� 	�� �����

����� χ �� �  ��	������	�,� �����	� �� ��� p − 1# 	��� �� ��,� χp−1 = 1�
�������( 1�  � ? ��	� d = p− 1 �� (�	)

∑
χ�=χ0

∣∣∣∣∣∣
(p−1)/2∑

k=1

χk(g)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

χ�=χ0

2
|1 − χ(g)| < 2(p− 1) log(p).

�	 ������� 	��	
2

p− 1

∑
1
≤ 36sp1/2(log p)2. �&


6������ �� (�,� �� ���� !���� ��
∑

2)

2
p− 1

∑
2

=
2

p− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

χ�=χ0

χd=1


t−1∑

j=0

χ(bgd(a+ jb))





(p−1)/2∑

k=1

χk(g)




∣∣∣∣∣∣∣∣

=
2

p− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

χ�=χ0

χd=1


t−1∑

j=0

χd(z(a+ jb))





(p−1)/2∑

k=1

χk(g)




∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ 2
p− 1

∑
χ�=χ0

t

∣∣∣∣∣∣
(p−1)/2∑

k=1

χk(g)

∣∣∣∣∣∣ .
@���( 1�  � ? �� (�	)

2
p− 1

∑
2
≤ 4
p− 1

td log d < 4d log d.

@���( 	��	 d �� ���� 	��� 	�� ��(�� �� f # ����� �� k# ��� k < p1/2 �� (�	

2
p− 1

∑
2
≤ 4k log k < 2p1/2 log p. �H





� � ���	� 
� �����
����
� �	���� ��������� �


6� �;
# �&
 ��� �H
 �� (�	

|U(EN , t, a, b)| ≤ 38kp1/2(log p)2.

�	��� �� ���	
 �� *� ���� ��� ����	��� 	���� � �� �� %;'� 6��	 ��
���� 	�� ��������( �����	���)

��������� ?� 1�	 A ��� B !�  ��	�+��	� �� 	�� ��� ��	� �� Zp� �� A + B
������	� �,�� ��� ��	 �� Zp ��	�  ��	������	� ��,���!�� !� p−1# ����# �� ��� c ∈ Zp#
	�� �� !� �� ����	���� ��

a+ b = c a ∈ A, b ∈ B
�	�� aC� ��� bC� �� ����	�� ��	� 	���  ��	������	���
 �� ��,���!�� !� p− 1# 	��� 	��
�� A + B �� ���� 	� ��,� ����	� P �

�

� ;� +�� A = {a1, . . . , a1, . . . , ar . . . , ar} �� D = {d1, . . . , d1, . . . , d��
. . . , d�} 
� ���������� �� ��� ������� �� Zp ���	� ��� ������������ �� ai �� αi � A
�� ��� ������������ �� di �� δi � D$ �� �� �� ��� �������� ��� �������� �����!
��
 min{r, �} ≤ 2 �� max{r, �} ≤ p− 1�
���
 (4�)r ≤ p �	 (4r)� ≤ p�

��� ���	� �)���� c ∈ Zp ���� ����

a+ d = c a ∈ A, d ∈ D
��� �)����� αiδj �������� ��	 ���� 1 ≤ i ≤ r� 1 ≤ j ≤ � ��$�$ ��� ������� �� �����
���	� �	�� ��� ���������������$

�	��� �� �

� �� ������� 	�� �� ��� ��	� A′ = {a1, a2, . . . , ar}# D′ =
{d1, d2, . . . , dr}� �	 ��� ��,�� �� %;# -���� <' 	��	 ���� ��� �� 	���� �����	����
	��� �� � c ∈ Zp ���� 	��	

a+ d = c a ∈ A′, d ∈ D′

��� �.��	�� ��� ����	���� -�� �	�	� ��	 �� 	�� ��  � ������� ������ �� 	����

-� ��,� -���� <# ������� ��� D = (d1, d2, . . . , d�) ��	� ���+��(�	�,�
��	�(�� d1 < d2 < · · · < d� ��� ����	�,� ��	�(�� M ��	� M + d� ≤ N � -���
�(���( �� �� %># �� ?E<' ��	� f(x+ dj) �� ����� �� n+ dj # �� ��,�

|V (EN ,M,D)| ≤ 2�

(p− 1)�

∑
χ1 �=χ0

. . .
∑

χ� �=χ0

∣∣∣∣∣
M∑

x=1

χ1(f(x+ d1)) · · ·χ�(f(x+ d�))

∣∣∣∣∣

×
∏ ∣∣∣∣∣∣

(p−1)/2∑
�j=1

χj

(
g�j

)∣∣∣∣∣∣ . �E




�� �� �������	

4��# ��	 χ !� � (����	� �� 	�� (���  ����� p �����	��# ��(� χ ��� !� ������

�� 	�� �����	� χ ���"���� ������ !� χ(g) = e
(

1
p−1

)
� -�� ��� �� χ �� p−1� 1�	

χu = χδu �� u = 1, 2, . . . , �

����# !� χ1 �= χ0, . . . , χ� �= χ0# ��  �� 	���

1 ≤ δu < p− 1 �� u = 1, 2, . . . , �.

-��� �� �E
 �� ��,�∣∣∣∣∣
M∑

x=1

χ1f(x+ d1) . . . χ�f(x+ d�)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
M∑

x=1

χδ1f(x+ d1) . . . χδ�f(x+ d�)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
M∑

x=1

χ
(
f δ1(x+ d1) · · · f δ�(x+ d�)

)∣∣∣∣∣ .
�� f δ1(x+ d1) · · · f δ�(x+ d�) �� ��	 � �����	 (p− 1)+	� ����# 	��� 	��� �� ��� !�
��	� �	�� !� 1�  � ?# ������∣∣∣∣∣

M∑
x=1

χ
(
f δ1(x+ d1) · · · f δ�(x + d�)

)∣∣∣∣∣ ≤ 9s�p1/2 log p.

-������ !� �E
 ��� 	�� 	���(��+���"����	� �� (�	)

|V (EN ,M,D)| ≤ 2�

(p− 1)�

∣∣∣∣∣∣
∑

χ1 �=χ0

. . .
∑

χ� �=χ0

9s�p1/2 log p
�∏

j=1


(p−1)/2∑

lj=1

χδj
(
g�j

)
∣∣∣∣∣∣

+
2�

(p− 1)�

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤δ1,...,δ�≤p−2,

fδ1(x+d1)···fδ� (x+d�) ��
� �	
�	�� (p − 1)�� ���	


(p− 1)
�∏

j=1


(p−1)/2∑

lj=1

χδj
(
g�j

)
∣∣∣∣∣∣

=
2�

(p− 1)�

∑
1
+

2�

(p− 1)�

∑
2
. �>


�� %># �� ?E;' �� ��,�

2�

(p− 1)�

∑
1
≤ 9s�4�p1/2(log p)�+1. �2D


�	 � ���� (�,� �� ���� !���� ��
∑

2� �� f �� ������!�� �	 �� �!,���� 	��	
f δ1(x+d1) . . . f δ�(x+d�) �� � �����	 (p−1)+	� ���� �� ��� ���� �� p−1 | δ1, . . . , δ��
��	 ��

∑
2 �� ��,� 1 ≤ δ1, . . . , δ� ≤ p−2# 	������

∑
2 = 0 ����� ��,�� -���� <

�� ���� �
� �� ����� !
# �
# �
 �� ���� ��,� 	��	
∑

2 �� � ���� *� ���� 	�� ��������(
��  � 	� ��	� �	�

∑
2�




� � ���	� 
� �����
����
� �	���� ��������� ��

�

� 3� &�	 ��� 1 ≤ δ1, . . . , δ� ≤ p− 2 ���� ���� f δ1(x+ d1) . . . f δ�(x+ d�)
�� � ��	���� (p − 1)��� ����	� ���	� �� � δi (1 ≤ i ≤ �) �� � �����	 1 ≤ α ≤ k
����	� k �� ��� ���	�� �� ��� ��������� f(x)� ���� ���� p− 1 | αδi$

*� ���� ��,� 1�  � 3 ��	�� 4��# �� 	��� ��  � �� ,���� 	��	

2�

(p− 1)�

∑
2
≤ k(k + 1)� 22�−1(log p)�−1.

������� � �.�� �+	����� {δ1, . . . , δ�} �� ����� f δ1(x+ d1) . . . f δ�(x+ d�) �� �
�����	 (p− 1)+	� ���� ��� 1 ≤ δ1, . . . , δ� ≤ p− 2� �� 1�  � 3# 	��� 	��� �.�	�
� δi ��	�

p− 1 | δiα.
��	 0 < αδi < α(p− 1) ��� α ≤ k)

p− 1 ≤ δiα ≤ (α− 1)(p− 1)

1
α

≤ δi
p− 1

≤ 1 − 1
α

1
k
≤ 1
α

≤
∥∥∥∥ δi
p− 1

∥∥∥∥ .
�� |1 − e(α)| ≥ 4 ‖α‖ �� ��,�

2
|1 − χδi(g)| =

2
|1 − e(δi/(p− 1))| ≤

1
2 ‖δi/(p− 1)‖ <

k

2
. �22


�� 1�  � 3# �� ��,�

∑
2
≤ (p− 1)

�∑
i=1

∑
2,i

�2<


����

∑
2,i

=
∑

1≤δ1,...,δ�≤p−2,

fδ1(x+d1)···fδ� (x+d�) ��
� �	
�	�� (p − 1)�� ���	
�

∃ 1≤α≤k, p−1|αδi

�∏
j=1

∣∣∣∣∣∣
(p−1)/2∑

�j=1

χδj
(
g�j

)∣∣∣∣∣∣ .

�� �22
 ���
∣∣∣∑(p−1)/2

�j=1 χδj
(
g�j

)∣∣∣ ≤ 2

|1−χδj (g)| �� (�	)

∑
2,i

≤ k

2

∑
1≤δ1,...,δi−1,δi+1,...,δ�≤p−2

∏
j �=i

2
|1 − χδj (g)|

∑
1≤δi≤p−2,

fδ1 (x+d1)···fδ� (x+d�) ��
� �	
�	�� (p − 1)�� ���	


1. �2?




�� �� �������	

4�.	 �� (�,� �� ���� !���� �� ∑
1≤δi≤p−2,

fδ1 (x+d1)···fδ� (x+d�) ��
� �	
�	�� (p − 1)�� ���	


1 �	�= r.

6� �.�� δ1, . . . , δi−1, δi+1, . . . , δ� ��	 1 ≤ x1 < x2 < · · · < xr ≤ p − 2 ����	�
	�� �� !�� �� ����� f δ1(x+ d1) · · · f δi−1(x+ di−1)fxj (x+ di)f δi+1(x+ di+1) · · ·
f δ�(x + d�) �� � �����	 (p − 1)+	� ����� �	 �� ���� 	��	 	�� "��	���	 �� 	��
������ ���� �� 	��� �� �� � (p− 1)+	� ����# ��

fxj−xj−1(x+ di) (�� j = 2, 3, . . . , r)

�� � �����	 (p − 1)+	� ����� -�� ��(�� �� fxj−xj−1(x + di) �� (xj − xj−1)k# ���
	��� ��(�� �� ��,���!�� !� p− 1# 	������

xj − xj−1 ≥ p− 1
k

.

��

p− 1 > xr >

r∑
j=2

(xj − xj−1) ≥ (r − 1)
p− 1
k

.

�� 	���) ∑
1≤δi≤p−2,

fδ1 (x+d1)···fδ� (x+d�) ��
� �	
�	�� (p − 1)�� ���	


1 = r ≤ k + 1.

-��� �� (�	 �� �2?
)

∑
2,i

≤ k(k + 1)
2

∑
1≤δ1,...,δi−1,δi+1,...,δ�≤p−2

∏
j �=i

2
|1 − χδj (g)|

=
k(k + 1)

2
2�−1


 ∑

χ�=χ0

1
|1 − χ(g)|




�−1

.

�� 1�  � ? �� ��,�

∑
2,i

≤ k(k + 1)
2

2�−1(p− 1)�−1(log p)�−1.

6� 	��� ��� �2<
) ∑
2
≤ k(k + 1)� 2�−2(p− 1)�(log p)�−1.

�� 	���# �>
# �2D
 ��� k < p1/2 − 1# �� (�	 	�� �	�	� ��	 �� -���� <� �	 � ����
	� ��,� 1�  � 3�




� � ���	� 
� �����
����
� �	���� ��������� ��

�	��� �� �

� �� -�� ��������( �"��,������ ���	��� ��� ������ �� %;')
*� ���� ��� 	��	 	�� ������ ���� ϕ(x), ψ(x) ∈ Fp[x] �� �"��,����	# �� 	��� �� ��
a ∈ Fp ���� 	��	 ψ(x) = φ(x+ a)� ������# 	��� �� �� �"��,������ ���	����

*�	� f(x) �� 	�� �����	� �� ������!�� ������ ���� �,� Fp� 1�	 �� (���
	���� ���	�� �� 	��	 �� ���� (��� 	�� �"��,����	 ������!�� ���	�� �� ������	���
������� � 	������ (��� φ(x+ a1), . . . , φ(x+ ar)� -��� f(x) �� �� 	�� �� f(x) =
ϕα1(x + a1) . . . ϕαr (x + ar)z(xr) ���� z(x) ��� �� ������!�� ���	�� �"��,����	
��	� ��� ϕ(x+ ai) �1 ≤ i ≤ r
�

1�	 h(x) = f δ1(x + d1) · · · f δ�(x + d�) !� � �����	 (p − 1)+	� ���� ����
1 ≤ δ1, . . . δ� ≤ p− 2� -��� ��	��( h(x) �� 	�� �����	 �� ������!�� ������ ����
�,� Fp# ��� 	�� ������ ���� ϕ(x+ai+dj) ��	� 1 ≤ i ≤ r# 1 ≤ i ≤ r# 1 ≤ j ≤ � ����
� ��(�	 	�� ���	��� ��� 	���� ������ ���� �� �"��,����	# ��� �� �	�� ������!��
���	� !����(��( 	� 	��� �"��,������ ����� ���� ���� � ��(�	 	�� ������!�� ���	��
�� h(x)�

����� ���	���	 ������!�� ������ ���� �����	 ��,� � ��  �� ��� �� 	�� ��+
(�!��� ������� �� Fp# 	������ ���� �� 	�� ���� �� h �� ��  ��	������	� ��,���!��
!� p − 1# �� ��� ���� �� �� ���� (���# �� �� !� �"��,����	 ������!�� ���	��
ϕ(x + ai + dj) �� h(x)# �,�� ������ ��� �� �� ϕ(x + c) ����� ��	�  ��	�����+
�	� ��,���!�� !� p − 1� �� �	�� ���� ��	��( A = {a1, . . . , a1, . . . , ar, . . . , ar}#
D = {d1, . . . , d1, . . . , d�, . . . , d�} ���� ai ��� 	��  ��	������	� αi �� A �αi �� 	��
�.�����	 �� ϕ(x + ai) �� 	�� ���	����	��� �� f(x)
 ��� di ��� 	��  ��	������	� δi
�� D# 	��� �� ���� (��� A + D  ��	 ������� ����	� P �

�� �����	��� !
 ����� �� -���� <# 	��� ���������( 	�� ��(��� �� 	�� �+
�����!�� ���	�� �� f(x)# �� ��� 	��	 	��� �.��	� � (��� �� ����� r ≤ 2# ����#
A ���	���� �	  ��	 	�� ���	���	 ��� ��	�� �� �� ��� �� 	�� �����	���� �� -���+
� < ����� 	��� 	��� �.��	� � (��� �� ����� 	��  ��	�+��	� A ��� D ��	���� 	��
�����	���� �� 1�  � ;# �� (�	 	��	 	��� �.��	� � c ���� 	��	

a+ d = c a ∈ A, d ∈ D
��� �.��	�� αiδj ����	��� �� �� � 1 ≤ i ≤ r ��� 1 ≤ j ≤ �� ��	 A + D �������
����	� P # 	������ p − 1 | αiδj � ������� αi �� 	�� �.�����	 �� �� ������!��
���	� �� f(x)# �� ���� ��,� 1 ≤ αi ≤ k� *���� �� ���	�� 	�� ���� �� 1�  � 3�

�	��� �� ���	
 �� *� ���� ��� 	�� ��������( ��  ��

�

� &� �� f(x) ≡ ±f(t− x) mod p� ��� ���	� �)���� � ��	������� {x1,
. . . , xs} �� ��� ������� 	���� �� f(x) ���� ����

t ≡ x1 + xs ≡ x2 + xs−1 ≡ · · · ≡ x�s/2� + xs+1−�ss/2�

�� ������ ��� ������������ �� ��� 	��� xi 
� αi (1 ≤ i ≤ s) �� ���� ���� αi =
αs+1−i$

�	��� �� �

� �� -��� �� � �����"����� �� 	�� ���	 �,�� ������ ��� ���
���"�� ���	����	��� �,� Fp� 4�� �� ��� �	�� 	� 	�� ���� �� -���� ?�



�� �� �������	

�� 	�� �� � ��� �� 	�� ��	� �	�� �� 	�� �����	���  ����� �� �!	���)

H(EN , a, b) ≤ 4
(p− 1)2

∑
χ1 �=χ0

∑
χ2 �=χ0

18sp1/2 log p
2∏

j=1

∣∣∣∣∣∣
(p−1)/2∑

lj=1

χj(glj )

∣∣∣∣∣∣
+

4
(p− 1)2

∑
1≤δ1,δ2≤p−2,

fδ1(a+x)fδ2 (b−x) �� �
�	
�	�� p−1�� ���	


(p− 1)
2∏

j=1

∣∣∣∣∣∣
(p−1)/2∑

lj=1

χj(glj )

∣∣∣∣∣∣

=
4

(p− 1)2
∑

1
+

4
(p− 1)2

∑
2
. �2;


�(��� �� �� %># �� ?E;' �� ��,�

4
(p− 1)2

∑
1
≤ 72kp1/2(log p)3. �23


-� (�,� �� ���� !���� ��
∑

2 �� ��,� 	� ������ 	�� ���� ���� 	�� ������ ���
f δ1(a+ x)f δ2(b− x) �� � �����	 (p− 1)+	� ����� ������� 	��	 	��� �� �� �� �+
	�	��� {x1 . . . , xs} ��	�

t ≡ x1 + xs ≡ x2 + xs−1 ≡ · · · ≡ x�s/2� + xs+1−�ss/2�.

-��� 	��� �.��	� � ��	 �� f(a + x) ����� �� ��	 	�� ��	 �� f(b − x) �x �� 	��
,���!��
� =���	� 	��� ��	 !� xi − a ��� ��	 αi 	��  ��	������	� �� 	�� ��	 xi − a
�� f(a+ x)� -��� p− 1 | αiδ1 !������ f

δ1(a + x)f δ2(b − x) �� � �����	 (p− 1)+	�
����� ��	 ���� 1 ≤ αi ≤ k# �� �� 	��� ������� ���� �� 	�� �� � ��� �� �� (�	 	��
����	 �� -���� < �� 1�  � 3# �� �!	���)

4
(p− 1)2

∑
2
≤ 16k(k + 1)(log p)3.

6� 	���# �2;
# �23
 �� (�	

H(EN , a, b) ≤ 88kp1/2(log p)3.

-�� ���� ����

t ≡ x1 + xs ≡ x2 + xs−1 ≡ · · · ≡ x�s/2� + xs+1−�ss/2�

����� �� ���(�	��  �� ��A���	� ���������( 	��  ��	������	� �� 	�� ��	� xi − a ≡
b − xs+1−i# xs+1−i − a ≡ b − xi mod p �� 	�� ������ ��� f δ1(a + x)f δ2(b − x) ��
(�	)

p− 1 | δ1αi + δ2αs+1−i ,

p− 1 | δ1αs+1−i + δ2αi .




� � ���	� 
� �����
����
� �	���� ��������� ��

-����( 	�� �� ��� 	�� ��G����� �� �!	���

p− 1 | (δ1 − δ2)(αi − αs+1−i),

p− 1 | (δ1 + δ2)(αi + αs+1−i) (1 ≤ i ≤ s). �2&


�� 1�  � & �� ���� 	��	 	��� �.��	� �� i �� ����� αi �= αs+1−i� �� 1 ≤
|αi − αs+1−i| ≤ k# 1 ≤ |αi + αs+1−i| ≤ 2k ��� �2&
# �� �!	��� 	��	 !�	� δ1 − δ2
��� δ1 + δ2  �� ���� � �	  ��	 2k ��G���	 ,������ -������ �	  ��	 (2k)2 ����
{δ1, δ2} �.��	 �� ����� f δ1(a+ x)f δ2(b− x) �� � �����	 (p− 1)+	� �����

�� |1 − e(α)| ≥ 4 ‖α‖# χi = χδi # �� ��,�)

2∏
j=1

∣∣∣∣∣∣
(p−1)/2∑

�j=1

χj

(
g�j

)∣∣∣∣∣∣ ≤
4

|1 − χδ1(g)| |1 − χδ2(g)|

≤ 1

4
∥∥∥ δ1

p−1

∥∥∥ ∥∥∥ δ2
p−1

∥∥∥ .
�2H


4�.	 �� ���� ��,�)

1∥∥∥ δ1
p−1

∥∥∥ ∥∥∥ δ2
p−1

∥∥∥ ≤ 2pk. �2E


�

� H� �� x, y ∈ N, y �= 0, p−1 | xy� 
�� p−1 � x ��� �� ����
∥∥∥ x

p−1

∥∥∥ ≥ 1
y $

�	��� �� �

� �� 1�	 x = r(p− 1) + q ���� 1 ≤ q ≤ p− 2� -���

r(p− 1)y < xy < (r + 1)(p− 1)y.

��	 p− 1 | xy# ��)
(p− 1)(ry + 1) ≤ xy ≤ (p− 1)(ry + y − 1),

r +
1
y
≤ x

p− 1
≤ r + 1 − 1

y
,

∥∥∥∥ x

p− 1

∥∥∥∥ ≥ 1
y

����� ��� 	� !� ��,���

�� p − 1 | δ1 − δ2 ��� p − 1 | δ1 + δ2 	��� !� 1 ≤ δ1, δ2 ≤ p − 2 �� ��,�
δ1 = δ2 = p−1

2 ��� �2E
 �� 	�,���� *�  �� ������� 	��	 �	 ����	 ��� �� δ1 − δ2#
δ1 + δ2 �� ��	 ��,���!�� !� p− 1� �� p− 1 � δ1 − δ2 	��� p− 1 | (δ1 − δ2)(αi −αs+1−i)#
��� ����( 1�  � E �� (�	)∥∥∥∥δ1 − δ2

p− 1

∥∥∥∥ ≥ 1
|αi − αs+1−i| ≥

1
k
.



�� �� �������	

�� p− 1 � δ1 + δ2 	��� p− 1 | (δ1 + δ2)(αi + αs+1−i)# ��� ����( �(��� 1�  � E ��
(�	) ∥∥∥∥δ1 + δ2

p− 1

∥∥∥∥ ≥ 1
|αi + αs+1−i| ≥

1
2k

.

�� 	�� 	���(��+���"����	� �� !�	� ����� �� ��,�)∥∥∥∥ δ1
p− 1

∥∥∥∥ +
∥∥∥∥ δ2
p− 1

∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥δ1 ± δ2
p− 1

∥∥∥∥ ≥ 1
2k

.

��	 1
p−1 ≤

∥∥∥ δ1
p−1

∥∥∥# ∥∥∥ δ2
p−1

∥∥∥# �� 	�,�����
∥∥∥∥ δ1
p− 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥ δ2
p− 1

∥∥∥∥ ≥ 1
2k(p− 1)

≥ 1
2kp

,

�� ����� �2E
 �������� �� �2H
# �2E
# ��� ����� 	��� �� �	 ����	 (2k)2 ���� ��
����� f δ1(a+ x)f δ2(b − x) �� � �����	 (p− 1)+	� ����# �� ��,�

∑
2
≤

∑
1≤δ1,δ2≤p−2,

fδ1 (a+x)fδ2(b−x) �� �
�	
�	�� (p − 1)�� ���	


(p− 1)
1
2
pk ≤ 1

2
(p− 1)pk(2k)2 = 2(p− 1)pk3. �2>


6� �2;
# �23
 ��� �2>
 �� (�	

H(EN , a, b) ≤ 88kp1/2(log p)3

����� ��,�� 	�� 	���� �

�	��� �� ���	
 �� -�� ���� �� �.��	�� 	�� �� � �� �� %2# -���� 2'#
	�� ���� ��G����� �� �� 	�� �����	���� �� q ��� r) ��� �� ������ q, r �� ��	�(��
��	� (q, p) = (r, p) = 1 ��� 1 ≤ ��� q ≤ p−1

2 #
p−1
2 < ��� r ≤ p− 1�

�� �	����
�� 
��
	�������

�� 	��� ����	� �� (��� �� 	� ��� ��	 �� ����� �������	����� $�	�� 	� ���
��� �� �� 	����	���� ��	� �	�� �� �� 	�� ��!�!�� 	�	�# ��	�� 	� (�	��
�� ����� ��	� �� ����� ���� �� �����	 ��,� ��� 	����	���� ��	� �	�� ������
�� ���.�	� ��� 	�� �����	���  ����� �� ��(�� ���
� �� ��	�����# ���  �(�	
���� 	� (�	�� ���� �	��� �� 	�� ����� �� ���.�	� ����# ��(� %E'
 ����� �� ���	��
�����	���	�� ������� ���	�� 	� ���������� ����� -�� ����� �� ���.�	� �� ������
�� �	 ��������

��������� ;� -�� ����� �� ���.�	� �� � ���	� !���� ��"����� {s0, . . . #
sN−1} ∈ {0, 1}N �� 	�� � �����	 ��	�(� L �� ����� 	��� �.��	 �� !�� c1, . . . , cL−1




� � ���	� 
� �����
����
� �	���� ��������� ��

∈ {0, 1} ���� 	��	

sn ≡ c1sn−1 + c2sn−2 + · · · + cL−1sn−(L−1) + sn−L mod 2 �� ��� n ≥ L.

*� ����	��	 � ��"����� {s0, . . . , sp−2} ∈ {0, 1}p−1 �� �� ��"����� Ep−1 =
{e1, . . . , ep−1} ∈ {−1,+1}p−1 �� 	�� ��������( ���) si = 1

2 (1 − ei+1) �� ��� 0 ≤ i ≤
p−2� I��  �(�	 ���� 	� �	��� 	�� ����� �� ���.�	� �� 	��� ��"������ @���	���	���
�� ��,��C	 !��� �!�� 	� ��,� ��� ���+	�,��� 	����	���� ����	� -��� ��� �� ���
�� �� 	��� ����	��� ��# �(���# 	� ��� ��	 �� ����� �� ��	�	����B �� ���� ��� 	��
������ �F������ ��(��	� %?'# %H' �L ����	�� 	�� ����� �� ���.�	�
�

p �����
√

p ��������	� 6 C2 C3 C4 ) L

3778 93 :;4 x3 + 1 9< 8< 39= 35= := 579

x4 + 511x2 + 123x + 851 45 37= 39< 35: ;< 574

122x4 + 1000x3 + 22x2 +
626x + 500

9: << 3=; 35< :5 575

212x20 + 567x13 + 333x8 +
9x + 12

;7 8; 397 34; := 574

3739 93 <=: x3 + 1 9< 3=9 3=8 353 <4 57:

x4 + 511x2 + 123x + 851 47 374 39; 34; ;: 57<

122x4 + 1000x3 + 22x2 +
626x + 500

4= 37= 3=< 3;5 :: 57;

212x20 + 567x13 + 333x8 +
9x + 12

58 379 344 357 := 57<

p �����
√

p ��������	� 6 C2 ) L

3777;8 93; 99; x3 + 1 ;=9 3=<4 8=9 5779;

x4 + 75638x2 + 54322x + 81512 ;<8 394< 3357 57794

x4 + 34879x3 + 98537x2 +
12378x + 68921

47= 39:9 <;3 57794

x100 + 45623x89 + 98254x63 +
74563x30 + 78346x17 445 39;5 8;9 57799

377=9: 93; ;7= x3 + 1 <<5 398= 838 5733:

x4 + 5433x2 + 5432x + 23789 9<9 3=8: <58 5733<

x4 + 50000x3 + 28657x2 +
112211x + 854

437 39;: 8:5 5733<

x100 + x84 + 456789x73 + x72 +
8789x4 + 4

;34 3935 8:7 57338
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