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Re z�me . V rabote rassmotreny nekotorye voprosy teorii pribli�eni�
v prostranstvah integriruemyh funkci$i s peremennym pokazatelem. V qast-
nosti, na$ideny neobhodimye i dostatoqnye uslovi� na peremenny$i pokazatel~,
kotorye obespeqiva�t bazisnost~ trigonometriqesko$i sistemy v normirovannyh
prostranstvah integriruemyh funkci$i s peremennym pokazatelem. �to uslovie
sostoit v tom, qto periodiqeski$i peremenny$i pokazatel~ p(x) > 1 udovletvor�et
na periode uslovi� Dini–Lipxica.

1. Vvedenie

Pust~ E — mno�estvo, na kotorom zadana mera Lebega µ(A).
Qerez Lp(x)(E) my oboznaqim mno�estvo izmerimyh funkci$i f(x),
opredelennyh na E i takih, qtoZ

E\B(p)
|f(x)|p(x) dµ(x) <∞, vraimax

x∈B(p)
|f(x)| <∞,

gde 1 ≤ p(x) — izmerima�, suwestvenno ograniqenna� na E \ B(p)
i obrawa�wa�s� v ∞ v toqkah mno�estva B(p) funkci�. V nasto-
�we$i rabote my rassmotrim nekotorye zadaqi, sv�zannye s pri-
bli�eniem funkci$i v metrike prostranstva Lp(x)(E). Podobnye
zadaqi nami rassmatrivalis~ ranee v rabotah [3]–[6]. V qast-
nosti, v rabote [3] byla izuqena topologi� prostranstva Lp(x)(E),
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gde pokazano, qto, esli p(x) ≥ 1, to Lp(x)(E) �vl�ets� normirovan-
nym prostranstvom, v kotorom odna iz �kvivalentnyh norm mo�no
opredelit~ s pomow~� ravenstva

(1.0) ‖f‖p(E) = inf
n
α > 0 :

Z

E

˛̨
˛
f(x)

α

˛̨
˛
p(x)

dµ(x) ≤ 1
o
.

V [3] bylo pokazano, qto esli

q(x) =
p(x)

p(x) − 1
,

to prostranstvo Lq(x)(E) �vl�ets� dvo$istvennym k Lp(x)(E). Pol~-
zu�s~ �tim rezul~tatom i metodom dvo$istvennosti S. M. Nikol~-
skogo, v rabote [4] byli issledovany nekotorye voprosy teorii
pribli�eni� v prostranstvah Lp(x)(E). V rabote [5] bylo pokazano,
qto esli funkci� p(x) udovletvor�et dl� x, y ∈ [0, 1] uslovi� Dini–
Lipxica

(1.1) |p(x) − p(y)|
˛̨
˛ ln

1

|x− y|
˛̨
˛ ≤ d,

to sistema Haara obrazuet bazis v prostranstve Lp(x)([0, 1]). V
[6] bylo pokazano, qto esli p(x) udovletvor�et uslovi� Dini–
Lipxica, to nekotorye seme$istva operatorov svertki ravnomerno
ograniqeny v Lp(x)([0, 2π]), v qastnosti, s�da otnos�ts� seme$istva
operatorov svertki s klassiqeskimi �drami takimi, kak �dra
Fe$iera, Abel�, V.A. Steklova i drugimi. Ni�e my obobwim �tot
rezul~tat v to$i qasti, kotora� kasaets� operatorov Steklova, ras-
prostran�� ego na seme$istvo sdvigov funkci$i Steklova. �to, v
svo� oqered~, pozvolit nam v punkte 3 vvesti odin iz variantov
modul� nepreryvnosti dl� funkci$i f ∈ Lp(x)(E). Dalee, pust~
p = p(x) — izmerima� 2π-periodiqeska� i suwestvenno ograniqen-

na� funkci�. Qerez L
p(x)
2π oboznaqim prostranstvo izmerimyh 2π-

periodiqeskih funkci$i f = f(x) takih, qto

(1.2)

Z π+a

π+a
|f(x)|p(x) dx <∞,

gde a — proizvol~noe de$istvitel~noe qislo. Normu v L
p(x)
2π my

opredelim tak

(1.3) ‖f‖p,π = inf
n
α > 0 :

Z π+a

−π+a

˛̨
˛
f(x)

α

˛̨
˛
p(x)

dx ≤ 1
o
.
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Ni�e my rassmotrim zadaqu ob ograniqennosti v L
p(x)
2π operatora

sopr��enno$i funkcii f → ef , gde

(1.4) ef = ef(x) =
1

π

Z π

−π

f(t)

2 tg 1
2(t− x)

dt.

Sleduet otmetit~, qto v teqenie poslednih 10–15 let, proxedxih
posle opublikovani� rabot [3]–[6], teori� prostranstv Lp(x)(E)
poluqila intensivnoe razvitie i va�nye prilo�eni� (sm. [2] i
citirovannu� tam literaturu). Pri �tom dominiru�wu� rol~
stalo igrat~, obnaru�ennoe v rabotah [4] i [6] uslovie Dini–
Lipxica (1.1). Dalee nam ponadobits� sledu�wee opredelenie,
vvedennoe vpervye v rabote [5]. Budem govorit~, qto pokazatel~
p(x) udovletvor�et na mno�estve E uslovi� Dini–Lipxica po-
r�dka α, esli imeet mesto ocenka

(1.5) ω(p,E, δ)
“

ln
1

δ

”α
≤ c (0 < δ < 1),

gde

(1.6) ω(p,E, δ) = sup{|p(x1) − p(x2)| : x1, x2 ∈ E, |x1 − x2| ≤ δ},
c, c(p), c(p, α, . . . , β) — polo�itel~nye posto�nnye, zavis�wie ot
ukazannyh parametrov, voobwe govor� razliqnye v raznyh mestah.
Mno�estvo vseh 2π-periodiqeskih pokazatele$i p = p(x) > 1, udo-
vletvor��wih na E = [−π, π] uslovi� (1.5), oboznaqim qerez Pα

π .
Odin iz osnovnyh rezul~tatov nasto�we$i raboty sostoit v tom,
qto operator sopr��enno$i funkcii (1.4) ograniqenno de$istvuet v

prostranstve L
p(x)
2π dl� ka�dogo pokazatel� p ∈ Pα

π togda i tol~ko
togda, kogda α ≥ 1. Kak sledstvie �togo rezul~tata, poka�em,
qto trigonometriqeska� sistema obrazuet bazis v prostranstve

L
p(x)
2π togda i tol~ko togda, kogda pokazatel~ p = p(x) > 1 udo-

vletvor�et na [−π, π] uslovi� Dini–Lipxica (1.1). �ta zadaqa
byla postavlena P.L. Ul~�novym ewe v 1976 godu i do sih por
ostavalas~ nerexenno$i.

2. Nekotorye rezul~taty obwego haraktera

Naqnem s dokazatel~stva teorem, kotorye budut neodnokratno
ispol~zovany v dal~ne$ixem. Na prot��enii vse$i raboty p(x) i
q(x) — izmerimye funkcii na svoih oblast�h opredeleni�, ϕ(E) =
vraiminx∈E ϕ(x), ϕ(E) = vraimaxx∈E ϕ(x),

(2.1) p′(x) =


p(x)/(p(x) − 1), (p(x) > 1),
∞, (p(x) = 1).
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Teorema 2.1. Pust~ p(x) i q(x) — funkcii, zadannye na E
takie, qto

1 ≤ p(x) ≤ q(x) ≤ q(E) <∞.

Togda dl� l�bo$i funkcii f ∈ Lq(x)(E) imeet mesto neravenstvo

(2.2) ‖f‖p(E) ≤ rp,q‖f‖q(E),

gde

rp,q = max{1/α(E) + µ(E)/α′(E), 1}, α(x) = q(x)/p(x),

µ(E) — mera mno�estva E.

Dokazatel~stvo . Dl� α(x) = q(x)/p(x) vospol~zuems� nera-
venstvom

(2.3) ab ≤ |a|α(x)

α(x)
+

|b|α′(x)

α′(x)

“ |b|∞
∞ = 0 pri |b| ≤ 1

”
.

Polaga� zdes~

a = |f(x)/‖f(x)‖q |p(x), b = 1,

imeem ˛̨
˛

f(x)

rp,q‖f‖q(E)

˛̨
˛
p(x)

=
1

r
p(x)
p,q

˛̨
˛
f(x)

‖f‖q(E)

˛̨
˛
p(x)

≤

≤ 1

r
p(x)
p,q

“ 1

α(x)

˛̨
˛
f(x)

‖f‖q(E)

˛̨
˛
q(x)

+
1

α′(x)

”
,

ots�da Z

E

˛̨
˛

f(x)

rp,q‖f‖q(E)

˛̨
˛
p(x)

dµ(x) ≤

≤ 1

r
p(E)
p,q

“ 1

α(E)

Z

E

˛̨
˛
f(x)

‖f‖q(E)

˛̨
˛
q(x)

dµ(x) +

Z

E

dµ(x)

α′(x)

”
≤ 1.

Teorema 2.1 dokazana.

Teorema 2.2. Pust~ p(x) ≥ 1 i f(x) ≥ 0 — izmerimye suwest-
venno ograniqennye funkcii, zadannye na E, µ(E) <∞. Togda

(2.4) lim
p(E)→∞

‖f‖p(E) = f(E).

Dokazatel~stvo . Esli µ(E) = 0 ili f(E) = 0, to spraved-
livost~ ravenstva (2.4) oqevidna. Budem sqitat~, qto

0 < f(E) <∞, i 0 < µ(E) <∞.
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Poskol~ku

(2.5)

Z

E
|f(x)/ f(E)|p(x) dµ(x) ≤ µ(E)

to pri µ(E) ≤ 1 imeem

(2.6) ‖f‖p(E) ≤ f(E).

Esli �e µ(E) ≥ 1, to iz (2.5) imeem

(2.7) 1 ≥
Z

E

˛̨
˛

f(x)

(µ(E))1/p(x)f(E)

˛̨
˛
p(x)

dµ(x) ≥

≥
Z

E

˛̨
˛

f(x)

(µ(E))1/p(E)f(E)

˛̨
˛
p(x)

dµ(x).

Iz (2.7) sleduet, qto

(2.8) ‖f‖p(E) ≤ (µ(E))1/p(E)f(E).

Sopostavl�� (2.6) i (2.8), nahodim

(2.9) lim sup
p(E)→∞

‖f‖p(E) ≤ f(E).

S drugo$i storony, iz opredeleni� suwestvennogo maksimuma
funkcii sleduet, qto dl� nekotorogo mno�estva E1 ⊂ E polo�i-
tel~no$i mery vypoln�ets� neravenstvo

|f(t)| > f(E) − ε, gde t ∈ E1, 0 < ε ≤ f(E).

Po�tomu

(2.10) 1 ≥
Z

E

˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
p(x)

dµ(x) ≥

≥
Z

E1

˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
p(x)

dµ(x) ≥
Z

E1

˛̨
˛
f(E) − ε

‖f‖p(E)

˛̨
˛
p(x)

dµ(x).

Vozmo�ny dva sluqa�:

(2.11) 1) f(E) − ε ≤ ‖f‖p(E),

(2.12) 2) f(E) − ε > ‖f‖p(E).

Esli imeet mesto vtoro$i sluqa$i, to iz (2.10) i (2.12) imeem:

(f(E) − ε)p(E)µ(E1) ≤ (‖f‖p(E))p(E)

ili, qto to �e samoe

(2.13) (f(E) − ε)(µ(E1))
1/p(E) ≤ ‖f‖p(E).
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Iz (2.11) i (2.13) poluqim

lim
p(E)→∞

‖f‖p(E) ≥ f(E) − ε.

Tak kak ε proizvol~no, to

(2.14) lim
p(E)→∞

‖f‖p(E) ≥ f(E).

Sopostavl�� (2.9) i (2.14), ube�daems� v spravedlivosti teo-
remy 2.2.

Teoremu 2.2 dopoln�et sledu�wa�

Teorema 2.3. Pust~ pn(x) ≥ 1(n = 1, 2, . . .) — posledova-
tel~nost~ ravnomerno ograniqennyh funkci$i, kotora� poqti vs�du
na E (µ(E) < ∞) shodits� k suwestvenno ograniqenno$i funkcii
p(x) ≥ 1. Esli summiruemye na E funkcii f(x) i ϕ(x) takovy, qto

(2.15) |f(x)|pn(x) ≤ ϕ(x) (n = 1, 2, . . .)

poqti vs�du na E, to

(2.16) lim
n→∞

‖f‖pn
(E) = ‖f‖p(E).

Dokazatel~stvo . Dopustim, qto (2.16) neverno. Dl� opre-
delennosti mo�no sqitat~, qto

(2.17) lim inf
n→∞

‖f‖pn
(E) < ‖f‖p(E).

Iz (2.15) i ravnomerno$i ograniqennosti pn(x) poqti vs�du na E
sleduet, qto

(2.18)
˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
pn(x)

≤ ϕ(x)

(‖f‖p(E))pn(x)
≤Mϕ(x)

poqti vs�du na E, gde M > 0 ne zavisit ot n. Tak kak po uslovi�
teoremy pri n→ ∞

˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
pn(x)

→
˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
p(x)

poqti vs�du na E, to v silu (2.18) i priznaka Lebega o predel~nom
perehode pod znakom integrala imeem pri n→ ∞

(2.19)

Z

E

˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
pn(x)

dµ(x) →
Z

E

˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
p(x)

dµ(x) = 1.

S drugo$i storony iz neravenstva (2.17) sleduet, qto suwestvu�t
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skol~ ugodno bol~xie n i ν > 1, ne zavis�wie ot n, dl� kotoryh

(2.20)
˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
pn(x)

≤
˛̨
˛

f(x)

‖f‖pn
(E)

˛̨
˛
p(x) 1

νpn(x

poqti vs�du na E. Iz (2.20) vidno, qto
(2.21)Z

E

˛̨
˛
f(x)

‖f‖p(E)

˛̨
˛
pn(x)

dµ(x) ≤ ν−β
Z

E

˛̨
˛

f(x)

‖f‖pn
(E)

˛̨
˛
p(x)

dµ(x) = ν−β < 1,

gde

β = inf
n
p

n
(E) ≥ 1.

Sootnoxeni� (2.19) i (2.21) protivoreqat drug drugu. Analogiqno
dokazyvaets�, qto ne mo�et imet~ mesta i neravenstvo

lim sup
n→∞

‖f‖pn
(E) > ‖f‖p(E).

Teorema 2.3 dokazana.

3. O ravnomerno$i ograniqennosti v L
p(x)
2π

seme$istva sdvigov funkci$i Steklova

Nam ponadob�ts� operatory Steklova, kotorye mo�no opre-
delit~ sledu�wim obrazom. Pust~ λ ≥ 1,

∆λ =

»
− 1

2λ
,

1

2λ

–
, kλ(x) =


λ, x ∈ ∆λ,
0, x ∈ [−π, π] \ ∆λ,

i prodol�im kλ(x) 2π-periodiqeski na (−∞,∞). Togda operatory
Steklova opredel��ts� ravenstvom

Sλf = (Sλf)(x) =

Z π

−π
f(t)kλ(t− x) dt.

Iz rezul~tatov, poluqennyh v rabote [6], neposredstvenno vytekaet,
qto esli p(x) udovletvor�et uslovi� Dini–Lipxica, to seme$istvo

operatorov Steklova {Sλ(f)}1≤λ<∞ ravnomerno ograniqeno v L
p(x)
2π

i, stalo byt~,

‖f − Sλf‖p,π → 0 (λ→ ∞).

My zdes~ doka�em neskol~ko bolee obwi$i fakt, kotory$i sostoit v
sledu�wem.
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Lemma 3.1. Pust~ p(x) — 2π-periodiqeska� funkci�, podqinen-
na� dl� x, y ∈ [−π, π] uslovi� Dini–Lipxica (1.1), γ > 0,

(3.1) Sλ,τf = (Sλ,τf)(x) = (Sλf)(x+ τ) =

=

Z π

−π
f(t)kλ(t− x− τ) dt = λ

Z x+τ+ 1
2λ

x+τ− 1
2λ

f(t) dt.

Togda seme$istvo operatorov {Sλ,τ (f)}1≤λ<∞,|τ |≤π/λγ ravnomerno ogra-

niqeno v Lp(x), toqnee, imeet mesto ocenka

(3.2) ‖Sλ,τ (f)‖p,π ≤ c(d)(2π + 1)p̄‖f‖p,π (1 ≤ λ <∞, |τ | ≤ π/λγ),

gde zdes~ i dalee c, c(α), c(α, β), . . . oznaqa�t polo�itel~nye pos-
to�nnye, zavis�wie lix~ ot ukazannyh parametrov, vobwe govor�,
razliqnye v raznyh mestah.

Dokazatel~stvo . Pust~ N = [λγ ] — cela� qast~ λγ , h =
1/N ,

(3.3) xk = (kh− 1)π,

(3.4) sk = min{p(x)|xk−2 ≤ x ≤ xk+2},

(3.5) pt(x) = sk pri xk − t ≤ x < xk+1 − t, gde k = 0,±1,±2, . . . .

Poskol~ku

pt(x) = p0(x+ t),

to iz (3.3)–(3.5) sleduet, qto pt(x) — stupenqata� funkci�, 2π-
periodiqeska� vmeste s p(x) i taka�, qto pri |t| ≤ 2πh

(3.6) pt(x) ≤ p(x).

Pust~

(3.7) ‖f‖p,π ≤ 1.

Togda imeem iz (3.1)

(3.8) J =

Z π

−π
|(Sλ,τf)(x)|p(x) dx =

Z π

−π

˛̨
˛λ

Z x+τ+1/(2λ)

x+τ−1/(2λ)
f(t) dt

˛̨
˛
p(x)

dx =

=
2N−1X

k=0

Z xk+1

xk

˛̨
˛λ

Z x+τ+1/(2λ)

x+τ−1/(2λ)
f(t) dt

˛̨
˛
p(x)

dx =

=
2N−1X

k=0

Z xk+1

xk

˛̨
˛λ

Z x+τ+1/(2λ)

x+τ−1/(2λ)
f(t) dt

˛̨
˛
p(x)−sk+sk

dx.
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Dalee imeem

(3.9)
˛̨
˛

Z x+τ+1/(2λ)

x+τ−1/(2λ)
f(t) dt

˛̨
˛ ≤

Z x+τ+1/(2λ)

x+τ−1/(2λ)
|f(t)| dt ≤

≤
Z π

−π
|f(t)| dt ≤ (2π + 1)‖f‖p,π,

(3.10) λp(x)−sk ≤ λc(d)/ ln λ ≤ c(d) (xk ≤ x ≤ xk+1).

Zdes~ my vospol~zovalis~ usloviem Dini–Lipxica (1.1), nera-
venstvom (2.2) i ravenstvom (3.4). Sopostavl�� (3.7)–(3.10) i
pol~zu�s~ neravenstvom Iensena, poluqaem (c = c(d))

(3.11) J ≤ c
2N−1X

k=0

Z xk+1

xk

˛̨
˛λ

Z x+τ+1/(2λ)

x+τ−1/(2λ)
f(t) dt

˛̨
˛
sk

dx ≤

≤ c
2N−1X

k=0

Z xk+1

xk

dxλ

Z x+τ+1/(2λ)

x+τ−1/(2λ)
|f(t)|sk dt =

= c
2N−1X

k=0

Z xk+1

xk

dxλ

Z τ+1/(2λ)

τ−1/(2λ)
|f(x+ t)|sk dt =

= cλ
Z τ+1/(2λ)

τ−1/(2λ)
dt

2N−1X

k=0

Z xk+1

xk

|f(x+ t)|sk dx =

= cλ

Z τ+1/(2λ)

τ−1/(2λ)
dt

2N−1X

k=0

Z xk+1−t

xk−t
|f(x)|sk dx =

= cλ

Z τ+1/(2λ)

τ−1/(2λ)
dt

2N−1X

k=0

Z xk+1−t

xk−t
|f(x)|pt(x) dx =

= cλ

Z τ+1/(2λ)

τ−1/(2λ)
dt

Z π−t

−π−t
|f(x)|pt(x) dx =

= cλ
Z τ+1/(2λ)

τ−1/(2λ)
dt

Z π

−π
|f(x)|pt(x) dx.

S drugo$i storony,

(3.12)

Z π

−π
|f(x)|pt(x) dx =

Z π

−π

˛̨
˛
f(x)

‖f‖pt,π

˛̨
˛
pt(x)

(‖f‖pt,π)pt(x) dx ≤

≤
Z π

−π

˛̨
˛
f(x)

‖f‖pt,π

˛̨
˛
pt(x)

((2π + 1)‖f‖p,π)pt(x) dx ≤

≤ (2π + 1)p̄
Z π

−π

˛̨
˛
f(x)

‖f‖pt,π

˛̨
˛
pt(x)

dx = (2π + 1)p̄.

Iz (3.11) i (3.12) nahodim J ≤ c(2π + 1)p̄. Lemma 3.1 dokazana.
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Pust~ p(x) — 2π-periodiqeska� funkci�, podqinenna� dl�
x, y ∈ [−π, π] uslovi� Dini–Lipxica (1.1). Dl� f ∈ Lp(x) i 0 <
h ≤ 1 polo�im λ = 1/h, γ > 0,

(3.13) fh(x) = Sλ(f, x) =

Z π

−π
f(t)kλ(t− x) dt =

1

h

Z x+h/2

x−h/2
f(t) dt

i opredelim sledu�wu� veliqinu

(3.14) Ωγ(f, 0)p = 0, Ωγ(f, δ)p = sup
h,τ

0≤|τ|1/γ≤h≤δ

‖f − fh(∗ + τ)‖p,π,

kotoru� nazovem γ-modulem nepreryvnosti funkcii f ∈ L
p(x)
2π .

Teorema 3.1. Funkci� g(δ) = Ωγ(f, δ)p ne ubyvaet na [0,∞) i
nepreryvna v toqke δ = 0.

Dokazatel~stvo . Tot fakt, qto funkci� g(δ) = Ωγ(f, δ)p ne
ubyvaet na [0,∞) neposredstvenno vytekaet iz opredeleni� (3.14).
Doka�em nepreryvnost~ funkcii g(δ) v toqke δ = 0, drugimi slo-
vami, poka�em, qto

(3.15) lim
δ→0

Ωγ(f, δ)p = 0.

Pre�de vsego otmetim, esli funkci� f = f(x) nepreryvna na [0, 2π],
to funkci� Steklova fh(x + τ) shodits� k ne$i ravnomerno otnosi-
tel~no x ∈ [0, 2π], pri |τ | ≤ hγ i h → 0. Sledovatel~no, esli |τ | ≤
hγ , to

‖f − fh(∗ + τ)‖p,π → 0 pri h→ 0.

No, mno�estvo nepreryvnyh funkci$i vs�du plotno v L
p(x)
2π , po�tomu,

esli f ∈ L
p(x)
2π i |τ | ≤ hγ , to v silu lemmy 3.1 i teoremy Banaha–

Xte$ingauza

‖f − fh(∗ + τ)‖p,π → 0 pri h→ 0.

Ots�da i vytekaet sootnoxenie (3.15). Teorema 3.1 dokazana.

4. Preobrazovani� Gil~berta

Oboznaqim qerez P(R) mno�estvo pokazatele$i p = p(x) > 1,
zadannyh na vewestvenno$i osi R, dl� ka�dogo iz kotoryh na$idets�
takoe qislo b ≥ 0, qto p(x) = p(b) pri |x| ≥ b, a na otrezke E = [−b, b]
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p(x) udovletvor�et uslovi� (1.5) s α = 1. Pust~ p ∈ P(R) i f ∈
Lp(x)(R), togda my mo�em opredelit~ preobrazovanie Gil~berta

(4.1) Hf = Hf(x) =

Z

R

f(t)

t− x
dt,

gde integral ponimaets� v smysle glavnogo znaqeni� Koxi. Ho-
roxo izvestno, qto funkci� Hf(x) koneqna dl� poqti vseh x ∈ R.
Bolee togo, iz rezul~tatov, poluqennyh v rabote [1] dl� bolee ob-
wih operatorov tipa Kal~derona–Zigmunda, v qastnosti, vytekaet
ocenka

(4.2) ‖Hf‖p(R) ≤ c(p)‖f‖p(R) (p ∈ P(R), f ∈ Lp(x)(R)).

Pust~ teper~ p ∈ Pα
π , f ∈ L

p(x)
2π . Togda my mo�em opredelit~

preobrazovanie Gil~berta Haf sledu�wego vida

(4.3) Haf = Haf(x) =

Z π+a

−π+a

f(t)

t− x
dt, −π + a ≤ x ≤ π + a,

gde a — proizvol~noe qislo. Budem sqitat~, qto funkci� Haf(x)
prodol�ena periodiqeski na vse R. Esli polo�im

fa = fa(x) =


f(x), −π + a ≤ x ≤ π + a,
0, x /∈ [−π + a, π + a],

to fa ∈ Lp(x)(R) i

(4.4) Haf(x) = Hfa(x) (−π + a ≤ x ≤ π + a).

Pust~ p ∈ Pα
π s α ≥ 1, i rassmotrim funkci�

(4.5) pa = pa(x) =


p(x), −π + a ≤ x ≤ π + a,
p(π + a), x /∈ [−π + a, π + a].

Togda pa ∈ P(R) i my mo�em vospol~zovat~s� ocenko$i (4.2). �to
daet

(4.6) ‖Hfa‖pa
(R) ≤ c(pa)‖fa‖pa

(R).

S drugo$i storony,

(4.7) ‖f‖p,π = ‖fa‖pa
(R)

i v silu (4.4)

(4.8) ‖Haf‖p,π ≤ ‖Hfa‖pa
(R).

Sopostavl�� (4.6)–(4.8), nahodim

‖Haf‖p,π ≤ c(pa)‖f‖p,π, p ∈ Pα
π , α ≥ 1.
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5. Sopr��enna� funkci�

Dl� f ∈ L
p(x)
2π my mo�em opredelit~ sopr��ennu� funkci�

ef = ef(x) s pomow~� ravenstva (1.4). Horoxo izvestno [7], qto ef =
ef(x) koneqna poqti vs�du na R. Bolee togo, esli posto�nnoe qislo
r > 1, to izvestna� teorema [7] Rissa utver�daet, qto

‖ ef‖r,π ≤ c(r)‖f‖r,π.

Ni�e my poka�em, qto �tot rezul~tat dopuskaet obobwenie na
sluqa$i peremennogo pokazatel� p = p(x), esli p ∈ Pα

π , gde α ≥ 1.
Toqnee, spravedliva sledu�wa�

Teorema 5.1. Pust~ α ≥ 1, p ∈ Pα
π . Togda na$idets� taka�

posto�nna� c(p), qto dl� proizvol~no$i funkcii f ∈ L
p(x)
2π imeet

mesto ocenka

(5.1) ‖ ef‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π.

Dokazatel~stvo . Predstavim funkci� f(x) v vide summy

(5.2) f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x),

gde

(5.3) f1(x) =


f(x), x ∈ (−π, −π

2 ),
0, x ∈ (−π

2 , π),

f2(x) =


f(x), x ∈ (−π

2
, π

2
),

0, x ∈ (−π, −π
2

) ∪ (π
2
, π),

f3(x) =


f(x), x ∈ (π

2 , π),
0, x ∈ (−π, π

2 ),

i prodol�im fi(x) (1 ≤ i ≤ 3) 2π-periodiqeski na R. Togda iz (1.4)
i (5.2) imeem

(5.4) ef(x) = ef1(x) + ef2(x) + ef3(x),

Rassmotrim snaqala ef2(x). Iz (1.4) i (5.3) pri −π ≤ x ≤ π imeem

(5.5) ef2(x) =
1

π

Z π/2

−π/2

f(t)

2 tg 1
2(t− x)

dt =
1

π

Z π/2

−π/2

f(t)

t− x
dt+ ϕ2(x) =

=
1

π

Z π

−π

f2(t)

t− x
dt+ ϕ2(x),

gde

(5.6) |ϕ2(x)| ≤ c
Z π/2

−π/2
|f(t)| dt.

Sopostavl�� (4.3) i (5.5), my zapixem

(5.7) ef2(x) =
1

π
H0f2(x) + ϕ2(x).
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Dalee, v silu (4.8)

(5.8) ‖H0f2‖p,π ≤ c(p)‖f2‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π,

a iz (2.2) i (5.6)

(5.9) ‖ϕ2‖p,π ≤ c(p)

Z π/2

−π/2
|f(t)| dt ≤

≤ c(p)
Z π

−π
|f(t)| dt ≤ c(p)‖f‖1,π ≤ c(p)‖f‖p,π.

Iz (5.7)–(5.9) imeem

(5.10) ‖ ef2‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π.

Pere$idem k rassmotreni� ef1(x). Iz (1.4) i (5.3) imeem

(5.11) ef1(x) =
1

π

Z π

−π

f1(t)

2 tg 1
2
(t− x)

dt.

Perepixem ravenstvo (5.11) dvum� sposobami, sootvetstvenno, pri
−π ≤ x ≤ π/2 i π/2 ≤ x ≤ π. A imenno, pri −π ≤ x ≤ π/2 imeem

(5.12) ef1(x) =
1

π

Z −π/2

−π

f(t)

2 tg 1
2 (t− x)

dt =

=
1

π

Z −π/2

−π

f(t)

t− x
dt+ ϕ1(x) =

1

π

Z π

−π

f1(t)

t− x
dt+ ϕ1(x), −π ≤ x ≤ π/2,

gde

(5.13) |ϕ1(x)| ≤ c

Z −π/2

−π
|f(t)| dt ≤ c

Z π

−π
|f(t)| dt,

a esli π/2 ≤ x ≤ π, to

(5.14) ef1(x) =
1

π

Z 3π

π

f1(t)

2 tg 1
2 (t− x)

dt =

=
1

π

Z 3π/2

π

f(t)

2 tg 1
2(t− x)

dt =
1

π

Z 3π/2

π

f(t)

t− x
dt+ ϕ1(x) =

=
1

π

Z 3π/2

π/2

f1(t)

t− x
dt+ ϕ1(x) =

1

π

Z 2π

0

f1(t)

t− x
dt+ ϕ1(x), π/2 ≤ x ≤ π,

gde

(5.15) |ϕ1(x)| ≤ c

Z 3π/2

π
|f(t)| dt ≤ c

Z π

−π
|f(t)| dt.

Iz (4.3) i (5.12) imeem

(5.16) ef1(x) =
1

π
H0f1(x) + ϕ1(x), −π ≤ x ≤ π/2,
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a iz (4.3) i (5.14)sleduet, qto

(5.17) ef1(x) =
1

π
Hπf1(x) + ϕ1(x), π/2 ≤ x ≤ π,

Ravenstva (3.16) i (3.17) da�t

(5.18)
‖ ef1‖p([−π, π/2]) ≤

1

π
‖H0f1‖p([−π, π/2]) + ‖ϕ1‖p([−π, π/2]),

‖ ef1‖p([π/2, π]) ≤ 1

π
‖Hπf1‖p([π/2, π]) + ‖ϕ1‖p([π/2, π]),

Dalee,

(5.19) ‖H0f1‖p([−π, π/2]) ≤ ‖H0f1‖p([−π, π]) = ‖H0f1‖p,π,

(5.20) ‖Hπf1‖p([π/2, π]) ≤ ‖Hπf1‖p([−π, π]) = ‖Hπf1‖p,π.

S drugo$i storony, v silu (4.8)

(5.21) ‖H0f1‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π, ‖Hπf1‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π.

Krome togo, iz (5.13), (5.13) i (2.2) imeem

(5.22) ‖ϕ1‖p([−π, π/2]) + ‖ϕ1‖p([π/2, π]) ≤ c

Z π

−π
|f(x)| dx ≤ c‖f1‖p,π.

Sopostavl�� (5.17)–(5.22), nahodim

(5.23) ‖ ef1‖p([−π, π/2]) + ‖ ef1‖p([π/2, π]) ≤ c‖f‖p,π.

Zameqa�, qto

‖ ef1‖p,π ≤ ‖ ef1‖p([−π, π/2]) + ‖ ef1‖p([π/2, π]),

iz (5.23) poluqaem

(5.24) ‖ ef1‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π.

Teper~ rassmotrim ef3(x). Imeem

(5.25) ef3(x) =
1

π

Z π

−π

f3(t)

2 tg 1
2 (t− x)

dt.

Perepixem �to ravenstvo dvum� sposobami. A imenno, pri −π ≤
x ≤ π/2 imeem

(5.26) ef3(x) =
1

π

Z π

π/2

f(t)

2 tg 1
2 (t− x)

dt =

=
1

π

Z π

π/2

f(t)

t− x
dt+ ϕ3(x) =

1

π

Z π

−π

f3(t)

t− x
dt+ ϕ3(x),

gde

(5.27) |ϕ3(x)| ≤ c
Z π

π/2
|f(t)| dt ≤ c

Z π

−π
|f(t)| dt,
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a esli −π ≤ x ≤ −π/2, to

(5.28) ef3(x) =
1

π

Z −π

−3π/2

f3(t)

2 tg 1
2(t− x)

dt =
1

π

Z −π

−3π/2

f(t)

2 tg 1
2 (t− x)

dt =

=
1

π

Z −π

−3π/2

f(t)

t− x
dt+ ϕ3(x) =

1

π

Z 0

−2π

f3(t)

t− x
dt+ ϕ3(x),

gde

(5.29) |ϕ3(x)| ≤ c

Z π

−3π/2
|f(t)| dt ≤ c

Z π

−π
|f(t)| dt.

Iz (5.26) i (5.28) s uqetom (4.3) imeem

(5.30) ef3(x) =
1

π
H0f3(x) + ϕ3(x), −π/2 ≤ x ≤ π,

(5.31) ef3(x) =
1

π
H−πf3(x) + ϕ3(x), −π ≤ x ≤ −π/2,

Teper~ provedem rassu�deni�, soverxenno analogiqnye tem, koto-
rye, otpravl��s~ ot (5.16) i (5.17), priveli nas k ocenke (5.24).
�to daet

(5.32) ‖ ef3‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π.

Utver�denie teoremy 5.1 neposredstvenno vytekaet iz ravenstva
(5.2) i ocenok (5.10), (5.24) i (5.32).

6. O bazisnosti trigonometriqesko$i sistemy v L
p(x)
2π

Zdes~ my doka�em, qto trigonometriqeska� sistema {eikx}k∈Z

�vl�ets� bazisom prostranstva L
p(x)
2π , esli p ∈ Pα

π s α ≥ 1. �to
vytekaet iz sledu�wego rezul~tata dl� trigonometriqeskih summ
Fur~e Sn(f).

Teorema 6.1. Pust~ p ∈ Pα
π , f ∈ L

p(x)
2π ,

(6.1) Sn(f) = Sn(f, x) =
1

π

Z π

−π
f(t)Dn(t− x) dt,

gde

(6.2) Dn(v) =
sin(n+ 1/2)v

2 sin(v/2)

— �dro Dirihle. Togda imeet mesto ocenka

(6.3) ‖Sn‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π,

v kotoro$i posto�nna� c(p) zavisit tol~ko ot pokazatel� p = p(x).
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Dokazatel~stvo . Polo�im

(6.4) D∗
n(v) = Dn(v) − 1

2
cosnv =

sinnv

2 tg(v/2)
,

Togda iz (6.1) i (6.2) imeem

(6.5) Sn(f, x) =
1

π

Z π

−π
f(t)D∗

n(t− x) dt+

+
1

π

Z π

−π
f(t) cosn(t− x) dt = S∗

n(f, x) + g0(x),

gde

(6.6) |g0(x)| ≤
1

π

Z π

−π
|f(t)| dt.

Pol~zu�s~ ravenstvom

sinn(t− x) = sinnt cosnx− cosnx sinnx,

perepixem S∗
n(f, x) sledu�wim obrazom:

(6.7) S∗
n(f, x) =

cosnx

π

Z π

−π

f(t) sinnt

2 tg 1
2(t− x)

dt− sinnx

π

Z π

−π

f(t) cosnt

2 tg 1
2(t− x)

dt.

Pust~
g1(x) = f(t) sinnt, g2(x) = f(t) cosnt,

togda

(6.8)
1

π

Z π

−π

f(t) sinnt

2 tg 1
2(t− x)

dt =
1

π

Z π

−π

g1(t)

2 tg 1
2(t− x)

dt = eg1(x),

(6.9)
1

π

Z π

−π

f(t) cosnt

2 tg 1
2
(t− x)

dt = eg2(x).

Sopostavl�� (6.5)–(6.9), imeem

(6.10) Sn(f, x) = g0(x) + eg1(x) + eg2(x).
Ots�da

(6.11) ‖Sn(f)‖p,π ≤ ‖g0‖p,π + ‖eg1‖p,π + ‖eg2‖p,π.

Dalee, iz ocenok (2.2) i (6.6) sleduet, qto

(6.12) ‖g0‖p,π ≤ 1 + 2π

π
‖f‖p,π.

S drugo$i storony, iz teoremy 5.1 vyvodim ocenki

(6.13)
‖eg1‖p,π ≤ c(p)‖g1‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π,

‖eg2‖p,π ≤ c(p)‖g2‖p,π ≤ c(p)‖f‖p,π.

Utver�denie teoremy 6.1 vytekaet iz ravenstva (6.10) i ocenok
(6.12) i (6.13).

Rassmotrim vopros ob okonqatel~nosti uslovi� p ∈ Pα
π s α ≥ 1,

soder�awegos� v teoreme 6.1. Imeet mesto sledu�wa�
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Teorema 6.2. Trigonometriqeska� sistema {eikx}k∈Z �vl�et-

s� bazisom prostranstva L
p(x)
2π s proizvol~nym pokazatelem p ∈ Pα

π

togda i tol~ko togda, kogda α ≥ 1.

Dokazatel~stvo . Dostatoqnost~ uslovi$i teoremy 6.1 dl�

bazisnosti trigonometriqesko$i sistemy v L
p(x)
2π dl� ka�dogo poka-

zatel� p ∈ Pα
π s α ≥ 1 neposredstvenno vytekaet iz teoremy 6.1.

Doka�em neobhodimost~. Pust~ 0 < α < 1. Poka�em, qto v
klasse Pα

π na$idets� pokazatel~ pα = pα(x), dl� kotorogo trigono-
metriqeska� sistema {eikx}k∈Z ne �vl�ets� bazisom prostranstva

L
p(x)
2π . Polo�im (0 < α < 1)

(6.14) pα(x) =

8
>>>>><
>>>>>:

2 + 1
| ln |x||α

, pri −e/2 ≤ x ≤ 0,

2 − 1
| ln |x||α , pri 0 ≤ x ≤ e/2,

2 + 2(x+π)
2π−e (ln e

2 )−α, pri −π ≤ x ≤ −e/2,
2 + 2(x−π)

2π−e
(ln e

2
)−α, pri e/2 ≤ x ≤ π

i prodol�im pα(x) 2π-periodiqeski na vse R. Netrudno proverit~,
qto pα ∈ Pα

π . Dalee, rassmotrim funkci�

(6.15) Ψµ(x) =
“ −1X

ν=−∞

+
∞X

ν=1

”e− 1
2πµi(sign(ν))

|ν|µ eiνx.

V [7, str. 119] pokazano, qto pri 0 < µ < 1 funkci� Ψµ(x) mo�et
byt~ predstavlena v vide

(6.16) Ψµ(x) =


ϕ(x), pri −π ≤ x ≤ 0,
ϕ(x) + 2πxµ−1/Γ(µ), pri 0 < x ≤ π,

gde

(6.17) |ϕ(x)| ≤ c(µ) (−π ≤ x ≤ π).

Polaga� v (6.15) µ = 1/2, my mo�em zapisat~

(6.18) ψ = ψ(x) = Ψ1/2(x) =

= 2
∞X

ν=1

cos(νx− π
4
)√

ν
=

√
2

∞X

ν=1

cos νx+ sin νx√
ν

.

Iz (6.14), (6.16) i (6.18) imeem (0 < α < 1)
“ Z π

−π
|ψ(x)|pα(x) dx

”1/2
=

=
“ Z 0

−π
|ϕ(x)|pα(x) dx+

Z π

0

˛̨
˛ϕ(x) +

2π

Γ(1/2)
√
x

˛̨
˛
pα(x)

dx
”1/2

≤



152 I. I. Xarapudinov

≤
“ Z 0

−π
|ϕ(x)|pα(x) dx

”1/2
+

“ Z π

0

˛̨
˛ϕ(x) +

2π

Γ(1/2)
√
x

˛̨
˛
pα(x)

dx
”1/2

≤

≤ c(α) +
“ Z π

0
|ϕ(x)|pα(x) dx

”1/2
+

“ Z π

0

“ 2π

Γ(1/2)
√
x

”pα(x)
dx

”1/2
≤

≤ c(α) + c(α)
“ Z π

0
x

−1
2 pα(x) dx

”1/2
≤ c(α),

tak kak Z e/2

0
x

−1
2 pα(x) dx =

Z e/2

0
x−1+1/(2| ln x|α) dx <∞.

Stalo byt~ ψ ∈ L
pα(x)
2π . Poka�em, qto posledovatel~nost~ qastiq-

nyh summ Sn(ψ, x) r�da Fur~e funkcii ψ ne ograniqena v topologii

prostranstva L
pα(x)
2π . V silu (6.18)

(6.19) Sn(ψ, x) =
√

2
nX

ν=1

cos νx+ sin νx√
ν

.

Vyberem x ∈ (−π/2, 0) tak, qtoby bylo

cos νx ≥ 2| sin νx| pri vseh 1 ≤ ν ≤ n.

Dl� �togo dostatoqno potrebovat~ | tg nx| < 1/2 ili, qto to �e,

|x| ≤ 1

n
arc tg

1

2
.

Imeem

Sn(ψ, x) ≥ 1√
2

nX

ν=1

cos νx√
ν

≥ 1√
2

cos
“

arc tg
1

2

” nX

ν=1

1√
ν
≥ c

√
n.

Sledovatel~no, pri n→ ∞ poluqaem

Z π

−π
|Sn(ψ, x)|pα dx > c

0Z

− 1
n arc tg 1

2

n
1
2pα(x) dx =

= c

Z 0

− 1
n arc tg 1

2

n1+ 1
2| ln |x||α dx ≥ cn

Z − 1
2n arc tg 1

2

− 1
n arc tg 1

2

n
1

2| ln( 1
2n

arc tg 1
2
)α
dx→ ∞.

Ots�da sleduet, qto

‖Sn(ψ)‖p,π → ∞ (n→ ∞).

Teorema 6.1 dokazana.



Teori� pribli�eni� v prostranstvah Lp(x)(E) 153

Sledstvie 6.1. Dl� togo, qtoby operator sopr��enno$i funk-

cii f → ef byl ograniqennym v L
p(x)
2π dl� ka�dogo pokazatel� p ∈ Pα

π ,
neobhodimo i dostatoqno vypolnenie neravenstva α ≥ 1.
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Some aspects of approximation theory in the spaces Lp(x)

I. I. SHARAPUDINOV

Some aspects of approximation theory are studied in the paper for the spaces

of integrable functions with variable exponent. In particular, necessary and sufficient

conditions on the variable exponent are established that guarantee the basis property of

the trigonometric system in the corresponding normed spaces. Namely, these conditions

require that the periodic variable exponent p(x) > 1 satisfy the Dini–Lipschitz condition.


