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�#�#& f(x) + (1 − x)αf

(
y

1 − x

)
= f(y) + (1 − y)αf

(
x

1 − y

)

	 ������
���� ����	'�' ��
� ��� �
�
����� α 	 ���
�	��� (��
�	�� �#�#&

�	� 	� ��� ��
�
����	)
�	�� ������� �� ��� *���	�������	�� α������	��
	�����
�	�� ��
��� ��� +�),��-
�.�)� "#% 
�' (�
���/
����/
�'�� "*%&�

0��������� ��	 �
��� �� �	�� �� ��� ������	�� ���
�	��� 1�� R '�����
��� �� �� ��� ��
� ������ 
�' ��� �
�� n = 2, 3, . . . '�2�� ��� �� Dn 
�'

Dn ��

Dn =

{
(p1, . . . pn) ∈ R

∣∣∣ p1, . . . , pn,
n∑

i=1

pi ∈ ]0, 1[

}
.


�'

Dn =

{
(p1, . . . pn) ∈ R

∣∣∣ p1, . . . , pn ∈ [0, 1[ ,
n∑

i=1

pi � 1

}
,

������	�����

�� ��� 	����	�
�	�� �#�#& 	 �����' �� ���' �� D2 �� �� D2� 0��
�����
� ����	�� �� ���
�	�� �#�#& 	 ����
	��' 	� ��� ������	�� ������� ���

�� �
�
 "3% 
�' (�
���/
����/
�'�� "*%&�

������� ���� ��� α ∈ R α �= 1 ��� f : ]0, 1[ → R 	� � �����
��� ����

��� �����
���� �����
�� �#�#& ����� ��� ��� (x, y) ∈ D2 
� ��� ���� 
� ����� ��
��
c, d ∈ R ���� ����

f(x) = cxα + d(1 − x)α − d

����� ��� ��� x ∈ ]0, 1[�

�� "4% �
�
 �����' ��
� �#�#& 	 �����
��� �� D2 	� 1 �= α > 0� ���
��	 �����' 	 	�
������	
�� �� ��� �� D2 
 ���� 
 	� ��� �
�
����� α 	
���
�	��� �� �
 ���5������' ��
� ���
�	�� �#�#& 	 ������
��� ��� 2�
���
�
�	�	�� ����' �� �����' ��� "6%&� 7������� ��	 �����' �
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�� ����� �����
�	�	�� ��� ��� �
� 1 �= α > 0� 0�	 ��	2�' �����' �
� ��
����' 	� "8%� 9������� 	� �����' ��� ��
� �	�� 
 '	:����� �����' �� �
�

����� ������
�	�	�� ��� ���
�	�� �#�#& �� D2 
 ���� 
 �� D2� 	� α < 0�
0�� ���� ���	�� �	�� �� '�����' �� ��	 ������

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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��� �� ���� ��	�
��� ��� �� �	����
���� �� 1 �= α > 0� �
 �� �
����� ��������

��
 α = 0 ��� �
 �� ������
���� ���	���� 
��
 α < 0 �� 
�� ��
 D2� �� 
� 
��
���� α = 1� �
 ��� ������ �� ��� ������� �
 
�� !"
� #�
����
����� �������	�
�� $	��
����� %�	�
���� ���� &!'�� ��� �
 �� �
��� �����

�� ���� ��	
��

(	� ���� ���	�
 �� ���
����� �� 
�� ��������� 
�������

������� ��	� ��� α, ε ∈ R� α < 0� ε � 0 ��� f : ]0, 1[ → R �� � 	
���
���� ���
�� ����

�!��

∣∣∣∣f(x) + (1 − x)αf

(
y

1 − x

)
− f(y) − (1 − y)αf

(
x

1 − y

)∣∣∣∣ � ε

����� 	�� ��� (x, y) ∈ D2� ����� ��� ���� ����� ����� ���� c, d ∈ R �
�� ����

�!�!� f(x) = cxα + d(1 − x)α − d

	�� ��� x ∈ ]0, 1[�

����� )	� 
� *������ �� �� ���� 
�� �	��
��� f �� ����� �� ����	��

�!�!�� 
���

f(x) + (1 − x)αf

(
y

1 − x

)
= f(y) + (1 − y)αf

(
x

1 − y

)

����� ��� ��� (x, y) ∈ D2� *�	� ����	���
� �!�� �� ���� ��
��+�� ��
� ����
����
ε � 0� *�������� �
 �� ���	�� 
� ����� 
�� �������� �����
����

)�+�� 
�� �	��
��� G : D2 → R ��

�!�,� G(x, y) = f(x) + (1 − x)αf

(
y

1 − x

)
− f(x + y)

(
(x, y) ∈ D2

)
.

*��� ����	���
� �!�� �������
��� ������� 
��


�!�-�
∣∣G(x, y) − G(y, x)

∣∣ � ε

��� ��� (x, y) ∈ D2�
.�
 (x, y, z) ∈ D3� 
��� �	� 
� 
�� ��+��
��� �� 
�� �	��
��� G�

G(x + y, z) = f(x + y) +
(
1 − (x + y)

)α
f

(
z

1 − (x + y)

)
− f(x + y + z),

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� ��������

G(x, y + z) = f(x) + (1 − x)αf

(
y + z

1 − x

)
− f(x + y + z)

���

(1 − x)αG

(
y

1 − x
,

z

1 − x

)

= (1 − x)α

[
f(

y

1 − x
) +

(
1 − y

1 − x

)α

f

(
z

1−x

1 − y
1−x

)
− f

(
y + z

1 − x

)]
,

���� ��

�	
�� G(x, y) + G(x + y, z) = G(x, y + z) + (1 − x)αG

(
y

1 − x
,

z

1 − x

)

���� � D3� ����� �� ���� ��� ��������

z

1 − (x + y)
=

z
1−x

1 − y
1−x

���

�� ���� ����� �� ���� ��� ���� ��� ������� G �� α���������
 ���

����� ������������� x ��� y �� �	
��� �� ���

G(y, x) + G(x + y, z)

= G(y, x + z) + (1 − y)αG

(
x

1 − y
,

z

1 − y

) (
(x, y, z) ∈ D3

)
.

����������� ������� �	
�� ���� ��� ����������� (x, y, z) = (y, z, x) ������
����

G(y, z) + G(y + z, x) = G(y, x + z) + (1 − y)αG

(
z

1 − y
,

x

1 − y

)

�� �������� �� ��� (x, y, z) ∈ D3

����

G(y, z) − (1 − x)αG

(
y

1 − x
,

z

1 − x

)
�	
 �

=
{

G(x, y) + G(x + y, z) − G(x, y + z) − (1 − x)αG

(
y

1 − x
,

z

1 − x

)}

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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�� � � ����
���� �����
�� ���

− G(x, y) − G(x + y, z) + G(x, y + z)

+
{

G(y, x) + G(x + y, z) − G(y, x + z) − (1 − y)αG

(
x

1 − y
,

z

1 − y

)}

+
{

G(y, z) + G(y + z, x) − G(y, x + z) − (1 − y)αG

(
z

1 − y
,

x

1 − y

)}

− G(y + z, x) + G(y, x + z) + (1 − y)αG

(
z

1 − y
,

x

1 − y

)

= G(y, x) − G(x, y) + G(x, y + z) − G(y + z, x)

+ (1 − y)α

(
G

(
z

1 − y
,

x

1 − y

)
− G

(
x

1 − y
,

z

1 − y

))

��� ��� (x, y, z) ∈ D3� ��	
� �� ���������	� �	 �� 
���� ���
���� ��� ������
��� ������ ����� �	� �� ����	��� �	�������� ����� ���

��� �

∣∣∣∣G(y, z) − (1 − x)αG

(
y

1 − x
,

z

1 − x

)∣∣∣∣ �
(
2 + (1 − y)α)

ε

�� ���!���� ��� ��� (x, y, z) ∈ D3� "�#�	 �	� t ∈ ]0, 1[� (u, v) ∈ D2� ���

x = 1 − t, y = tu �	� z = tv.

��	 x, y, z ∈ ]0, 1[ �	�

x + y + z = 1 − t(1 − u − v) ∈ ]0, 1[ ,

��� �� (x, y, z) ∈ D3� �	� �	�������� ��� � ������� ���

∣∣G(tu, tv) − tαG(u, v)
∣∣ �

(
2 + (1 − tu)α)

ε,

��� ����� ������	��	��

∣∣∣∣G(tu, tv)
tα

− G(u, v)
∣∣∣∣ �

(
2 + (1 − tu)α)

tα
ε

���� ��� ��������� t ∈ ]0, 1[ �	� (u, v) ∈ D2� ����	� �� ����� t → 0+ $�
�����	 ���

lim
t→0+

G(tu, tv)
tα

= G(u, v)
(
(u, v) ∈ D2

)
,

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� ��������

����� limt→0+ (1 − tu)α = 1 ��� 	

 u ∈ ]0, 1[ 	�� limt→0+ t−α = 0� ����� α < 0
���� ���
��� ��	� ��� �������� G �� α������������ �� D2 ������� ��� 	����
��	�� s ∈ ]0, 1[ 	�� (u, v) ∈ D2

G(su, sv) = lim
t→0+

G
(
t(su), t(sv)

)
tα

����

= sα lim
t→0+

G
(
(ts)u, (ts)v

)
(ts)α = sαG(u, v).

�� ���� ����� �� ��� ����� �� ��

 ���� ��	� �����	
��� �� � 	�� ���	����
���� �������� ���
� ��� �������� �� ��� �������� G ������� ��� �� �� �

∣∣G(tx, ty) − G(ty, tx)
∣∣ � ε

��
�� ��� 	

 (x, y) ∈ D2 	�� t ∈ ]0, 1[ !���� ��� α������������ �� ��� �����
���� G� �� ���	�� ��	�∣∣ tαG(x, y) − tαG(y, x)

∣∣ � ε,
(
(x, y) ∈ D2, t ∈ ]0, 1[

)
��� �� �� ��	��	��� �����

∣∣G(x, y) − G(y, x)
∣∣ � ε

tα

��
�� ��� 	

 (x, y) ∈ D2 	�� t ∈ ]0, 1[ �	"��� ��� 
���� t → 0+� �� ��� ��	�
G(x, y) = G(y, x) �� ��
#

�� ��� 	

 (x, y) ∈ D2� ����� α < 0 ��������� ���
�������� G �� ��������� $�� �� ��#������ ��%� ���� ���
��� ��	�

f(x) + (1 − x)αf

(
y

1 − x

)
= f(y) + (1 − y)αf

(
x

1 − y

) (
(x, y) ∈ D2

)
,

��� ��� �������� f �	���#�� ��� �	�	������ ����	����	
 ���	���� �� ������	�
���� �� D2 ���� �� ������� && ����� �'��� c, d ∈ R ���� ��	�

f(x) = cxα + d(1 − x)α − d

��
�� ��� 	

 x ∈ ]0, 1[ �

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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�
�� � � ����
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�� ���

�� ���������	


��� ���� �	�	

��� 	 ���� �����	� ���� ���� ������	� ����� �� ���������
�

�	� 	�
� 	� D2 ��� �
�	 	� D2�

������� ��	� ��� α, ε ∈ R �� ����� α < 0� ε � 0	 
��� ��� �������

f : [0, 1] → R �������� ��� ���������� ����� �� ��� (x, y) ∈ D2 �� ��� ���� ��
����� ����� c, d ∈ R ���� ����

����� f(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, � x = 0

cxα + d(1 − x)α − d, � x ∈ ]0, 1[

c − d, � x = 1.


����� ��� y = 0 �� ������ ���� �� ���� ����(
(1 − x)α + 1

)∣∣f(0)
∣∣ � ε

(
x ∈ ]0, 1[

)
����� α < 0� ���� ���
�� ���� f(0) = 0�  � ��� 	���� ����� �� ���	��! ����

f(x) = cxα + d(1 − x)α − d
(
x ∈ ]0, 1[

)
���� �	!� c, d ∈ R� "���

�� 
�� x ∈ ]0, 1[ ��� y = 1− x �� ������ ����� �#���
�� ���	��! ���� ����� �$��� c, d ∈ R ���� ����∣∣c − d − f(1)

∣∣ ∣∣xα − (1 − x)α
∣∣ � ε.

����� α < 0� f(1) = c − d 	

	���
��� �	������ �� �� ���� �	!������	� ��� �� ����� 	�� ���� f ������ ��

����� �� � �	
���	� 	 ����� 	� D2� �
��� ���	�� �	�	

��� �	������ � �����! 	 ������	���
"	� �$�� α < 0 ��� 2 � n ∈ N ����� ��� ���

Γ◦
n =

{
(p1, . . . , pn)

∣∣∣ pi ∈ ]0, 1[ , i = 1, . . . , n,
n∑

i=1

pi = 1
}

,

��� ��� �����	� Hα
n : Γ◦

n → R ��

Hα
n (p1, . . . , pn) =

(
21−α − 1

)−1 ·
( n∑

i=1

pα
i − 1

)
.

��� �������� (Hα
n ) �� ��

�� ��� ������� � ������ α� ��� �� ��� �������#����

�!	�# 	����� �� %��&�'� (�)� *�����+,����-� (.) ��� ���

�� (��)� �	! ���/
���
 �	���� 	 �����

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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����� ���� ��	�
 ��� ����� 
���� 
������ ��� ������	� �� �
��� ��
���
�� ���� ������� �� ���� ��� ���� ��� ��������� 	��	�������

!�� ��"���
� �� ���
����� In : Γ◦
n → R #n = 2, 3, . . .$ �� 
���� α�������

����	 ��

In+1(p1, . . . , pn+1)

= In(p1 + p2, p3, . . . , pn+1) + (p1 + p2)
αIn

(
p1

p1 + p2
,

p2

p1 + p2

)

����� ��� �� n � 2 (p1, . . . , pn+1) ∈ Γ◦
n+1�

%���������� ��� ��"���
� �� ���
����� In : Γ◦
n → R #n = 2,3, . . .$ �� 
����

&'��
����

�����	 ��

I3(p1, p2, p3) = I3(p1, p3, p2)

����� �� Γ◦
3�

(� �� ��� �� ��� ��� ��� �� a, b ∈ R ��� ��"���
� �� ���
�����

(p1, . . . , pn) �→ aHα
n (p1, . . . , pn) + b(pα

1 − 1)
(
(p1, . . . , pn) ∈ Γ◦

n

)
�� α'��
������ �� 3'����'��������
� !�������� ��� ��
��� 
������� 
� ��

��������� �  �������� ������� ���  ������ �� �"�������

������� ��	� �� n � 2 �� � ���� �������� �������	 (In) �� ��� ��������

�� ��������� In : Γ◦
n → R ��� ������� ���� ����� ����� � �������� (εn) �� ����

�������� ���� ��
���� ��� � ���� ��
��� α < 0 ���� ����∣∣∣∣In(p1, . . . , pn) − In−1(p1 + p2, p3, . . . , pn)#&�)$

− (p1 + p2)
αI2

(
p1

p1 + p2
,

p2

p1 + p2

) ∣∣∣∣ � εn−1

����� ��� ��� n � 3 ��� (p1, . . . , pn) ∈ Γ◦
n	 ���

#&�&$
∣∣I3(p1, p2, p3) − I3(p1, p3, p2)

∣∣ � ε,

����� �� Γ◦
3� ���� ����� ����� a, b ∈ R ���� ����

#&�*$ |In(p1, . . . , pn) − (
aHα

n (p1, . . . , pn) + b(pα
1 − 1)

) | �
n−1∑
k=2

εk

��� ��� n � 2 ��� (p1, . . . , pn) ∈ Γ◦
n	 ����� ��� ����������

∑1
k=2 εk = 0 ��

��������

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��������	
�
�� � � ����
���� �����
�� ���

������ �� �� ����� �	
� �� �� �� ������ ����� ��� �� ����� ��� ������
��� ��� ������� f ������ �� f(x) = I2(1 − x, x)� x ∈ ]0, 1[ ��  �� ����∣∣∣∣f(x) + (1 − x)αf

(
y

1 − x

)
− f(y) − (1 − y)αf

(
x

1 − y

)∣∣∣∣ � 2ε2 + ε1

��� �!! (x, y) ∈ D2� ����� ���"� ��!�� ���� ε = 2ε2 + ε1� #��������� ���!��� 
#�����$ ��"� �� ������ ����� ���� ��$� c, d ∈ R� �����

I2(1 − x, x) = cxα + d(1 − x)α − d
(
x ∈ ]0, 1[

)
����� ���%� ��!�� ��� n = 2 ���� a = (21−α − 1)c� b = d − c�

&� ������� ��� ����� �� �������� �� n� '������ ���� ���%� ��!�� ����
��� ��� ���� �� �������� �������� ��� ��������

Jn(p1, . . . , pn) = aHα
n (p1, . . . , pn) + b

(
pα
1 − 1

)
��� �!! n � 2� (p1, . . . , pn) ∈ Γ◦

n� (� �� �� ����!� ���� ���� ����� ��� �����
��!� �� Γ◦

n ��� Jn ������� �� In (n � 3) ���� εn = 0 (n � 2)� #��� ��� �!!
(p1, . . . , pn+1) ∈ Γ◦

n+1� ��  �� ����

In+1(p1, . . . , pn+1) − Jn+1(p1, . . . , pn+1)

= In+1(p1, . . . , pn+1) − Jn(p1 + p2, p3, . . . , pn+1)

− (p1 + p2)
αJ2

(
p1

p1 + p2
,

p2

p1 + p2

)

= In+1(p1, . . . , pn+1) − In(p1 + p2, p3, . . . , pn+1)

− (p1 + p2)
αI2

(
p1

p1 + p2
,

p2

p1 + p2

)

+ In(p1 + p2, p3, . . . , pn+1) − Jn(p1 + p2, p3, . . . , pn+1)

+ (p1 + p2)
αI2

(
p1

p1 + p2
,

p2

p1 + p2

)
− (p1 + p2)

αJ2

(
p1

p1 + p2
,

p2

p1 + p2

)
.

#�������� ���%� ���� n = 2 ��� ��� �������� ���������� �$�!� ����

∣∣In+1(p1, . . . , pn+1) − Jn(p1, . . . , pn+1)
∣∣ � εn +

n−1∑
k=2

εk =
n∑

k=2

εk,

���� ��� ���%� ��!�� ��� n + 1 �� �!�� �� n� �

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����
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