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��� X =
∏

k∈K Xk �� � �����	�
 ����  ���������� ������������ �� ����
���� ��	����
 �� ��� ���������� ����� � ��	����
 τk �� Xk� � ��	����
 τ �� X�
������ ��� ������� �� ��� ��	������� τk� �� ����������� ���� ���� �� !�

 ��������"����� �� ��� �����	� �� ��	����
 �� ���� �� ��������"�� ��	���
��
# ��������� �� �$ � � �	
	����	� �������� �����%
 &'! �� X �� � ������ μ
�� ��� 	���� ��� expX ���� ���� ∅ ∈ μ ��� ����
 ����� �� ���� �������� ��
μ ������� �� μ� (� ������ ����
 ��	����
 �� � &'�

'�� 	��	��� �� ��� 	������ 	�	�� �� �� ���� ��� ��� ��)������ �� ���
	������ �� ��	������� ��� �� ����)�� �� ����� �� ��)�� ��� 	������ �� &'*��
+� ���� �������� ���� 	��	������ �� ��� 	������ &' ��� 	������ ���� �		���
��������
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����

��� μ �� � �� �	 � 
�� X �= ∅� ��
��� ���� X ∈ μ ��
� 	�� ����� �� ���
��� 
��� X ∈ μ ���	 �� 
�� ���� ��� �� μ �
 ������ �
�� ����� �	 ��	��� ���
Mμ ��	��� ��� �	��	 �� ��� �����	�
 �� μ� �� !��
� Mμ ∈ μ �	� Mμ = X �"
μ �
 � 
��	� ���

#� !��� γ : expX → expX �	 ����	�
�� �
�� �$�� �" �� �
 �������
� �����
A ⊂ B ⊂ X ��%���
 γA ⊂ γB� �� �	 �%�����	 γ �� ���� γA �	
���� ��
γ(A)�� �� ���� γ �	� γ′ �� �%�����	
 �� ���� 
��%�� γγ′ �	
���� �� γ ◦ γ′�

��� μ �� � �� �	 X� #� 
�� ���� M ⊂ X �
 μ&���� �" M ∈ μ� N ⊂ X �

μ&����� �" X − N ∈ μ� �� A ⊂ X ���	 iμA ��	���
 ��� �	��	 �� ��� μ&�%�	

��
 !�	���	�� �	 A �	� cμA �
 ��� �	��
�!���	 �� ��� μ&!��
�� 
��
 !�	���	�	�
A �
�� �'��� (��� iμ �	� cμ �� ����%���	� �%�����	
 ����� ��� �%�����	 γ
�
 
��� �� �� 
��������� �" γγA = γA �� A ⊂ X� �
�� �'��� )!!���	� �� �*� 
�� A ⊂ X �	� x ∈ X �� ���� x ∈ cμA �" x ∈ M ∈ μ ��%���
 M ∩ A �= ∅�

��� B ⊂ expX 
���
�� ∅ ∈ B� ���	 ��� �	��	
 �� 
��� �����	�
 �� B
!�	
������ � �� μ(B) �	� B �
 
��� �� �� � �	�� �� μ(B) �
�� �+���

��� μ �� � �� �	 X �	� μ′ � �� �	 X ′ ������ f : X → X ′� #� 
��
���� ��� ��% f �
 (μ,μ′)&����
����� �" M ′ ∈ μ′ ��%���
 f−1(M ′) ∈ μ �
�� �,�� 
�	� (μ, μ′)&���� �" M ∈ μ ��%���
 f(M) ∈ μ′ �!�� �-��� �� f �
 ��.�!���� �	�

(μ, μ′)&!�	��	���
 ������ f−1 �
 (μ′, μ)&!�	��	���
 ���	 �� �
 	����� ��

�� ���� f �
 � (μ, μ′)&����������
���

�� ������ � ����

/�� ��� K �= ∅ �� �	 �	��0 
�� Xk �= ∅ �� k ∈ K �	� X =
∏

k∈K Xk

��� 1���
��	 %���!� �� ��� 
��
 Xk� #� ��	��� �� pk ��� �������
�� pk :
X → Xk�

2�%%�
� ���� �� k ∈ K μk �
 � ����	 �� �	 Xk� ��� �
 !�	
��� ���

��
 �� ��� ���

∏
k∈K Mk ���� Mk ∈ μk �	� ���� ��� �0!�%���	 �� � 3	���

	���� �� �	��!�
 k Mk = Zk = Mμk
� #� ��	��� �� B ��� !����!���	 �� ���

���
� 
��
� 1����� ∅ ∈ B 
� ���� �� !�	 ��3	� � �� μ = μ(B) ����	� B ��
��
�� #� !��� μ ��� ������� �� ��� ��4
 μk �	� ��	��� �� �� Pk∈Kμk�

�� ��!� μk �
 � ��%����� ���	 !����� μ �
 ��� %���!� ��%����� �� ���
��!��
 μk �
�� �5���

��� �
 ���� i = iμ c = cμ ik = iμk
 ck = cμk

�
1�	
��� �	 ��� �������	� Ak ⊂ Xk A =

∏
k∈K Ak x ∈ X �	� xk = pk(x)�

����������� 	
�
 iA ⊂ ∏
k∈K ikAk�

�����
 �� x ∈ iA ���	 ���� �
 M ∈ μ 
�!� ���� x ∈ M ⊂ A� ���	 ����
�� 
��
 Mk ∈ μk 
�!� ���� x ∈ ∏

k∈K Mk ⊂ M ⊂ A� 6� pk(x) = xk ��

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



������� �� 	
�
����
� �����	�
� ���

���� xk ∈ Mk �� ���� Mk �= ∅ ��	 ���
���
�
∏

k∈K Mk ⊂ ∏
k∈K Ak ������

Mk ⊂ Ak ��
 ���� k� ���� xk ∈ Mk ⊂ Ak ����� ���� xk ∈ ikAk� �
��� �����
�� �� ����	 �� K �� ������

����������� 	
	
 �� K �� ����� �	�� iA =
∏

k∈K ikAk


�����
 x ∈ ∏
k∈K ikAk ������ xk ∈ ikAk ��
 xk = pk(x)� ����� ���
� �
�

���� Mk ∈ μk ���������� xk ∈ Mk ⊂ Ak ��������� x ∈ ∏
k∈K Mk ⊂ ∏

k∈K Ak

= A ��	� K ����� ������
∏

k∈K Mk ∈ μ� ����� x ∈ iA� �� ���� �� ����

�
���	 ⊃ ��	 ⊂ ������� �
� ���� �
����������� 	
�
 cA =

∏
k∈K ckAk


�����
 ����� x ∈ cA�  �! l ∈ K ��	 ������ xl ∈ Ml ∈ μl�  �
 k ∈ K�
k �= l� ���Mk = Zk� ���� x ∈ ∏

k∈K Mk ∈ B ������
∏

k∈K Mk∩A �= ∅� �����
Ml ∩ Al �= ∅� ���� ����� ����	 ��
 ���� Ml ∈ μl ���� ���� xl ∈ Ml ∈ μl� ��
���� xl ∈ clAl ��
 ���� l ∈ K�  ������ x ∈ ∏

k∈K ckA�

����� ��� x ∈ ∏
k∈K ckAk ��	 x ∈ M ∈ μ� ���� x ∈ ∏

k∈K Mk ⊂ M

��
 � �������� ���
∏

k∈K Mk ∈ B �� ���� xk ∈ Mk ∈ μk ��
 ���� k ∈ K� ��

Mk ∈ μk� �� ���� Mk ∩ Ak �= ∅ ��
 k ∈ K ��	
∏

k∈K Mk ∩ ∏
k∈K Ak �= ∅�

����� M ∩ A �= ∅� ���� x ∈ cA� �
����������� 	

 �	� ��������� pk �� (μ, μk)�����


�����
 "� ��#��� �� ���� ���� pk(M) ∈ μk �� M ∈ B� "� M =
∏

k∈K Mk

��	 Mk ∈ μk ��
 ���� k ���� pk(M) = Mk ����� ��� ��������� �
"� ����
��� pk ���	 ��� �� (μ, μk)$�����������

������� 	
�
 %�� X = X1 × X2� μ = P{1,2}μk� X1 = {a, b}� μ1 =
{∅, X1}� X2 = {c, d}� μ2 =

{∅, {c}} � ���� X1 ∈ μ1 ��	 p−1
1 (X1) = X �∈ μ

����� B =
{∅, X1 × {c}} �

 �
 � �������� �� ��� �������� 	�
������� �� ���	 � ����

����� 	
�
 Mμ =
∏

k∈K Zk


�����
 "� M ∈ μ ���� pk(M) ∈ μk �� ��&� ����� M ⊂ ∏
k∈K pk(M) ⊂∏

k∈K Zk ∈ μ ��
∏

k∈K Zk ∈ B ⊂ μ� ���
���
�
∏

k∈K Zk �� ��� ��
���� ���

�� μ� �
'�� �� ��� ����

����������� 	
�
 �� ���� μk �� ����� �	�� μ �� ����� ��� pk �� (μ,μk)�
���������� �� k ∈ K


�����
 �� ��( Mμ =
∏

k∈K Zk =
∏

k∈K Xk = X �� ���� X ∈ μ�

'�� Zk = Xk ��
 ���� k� Mk ∈ μk ������ p−1
k (Mk) =

∏
l∈K Nl ���
�

Nk = Mk ��	 Nl = Xl ��
 l �= k� �����
∏

l∈K Nl ∈ B ⊂ μ� �

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� �������

�� �������	�
�	� �� 	� ������	 �� ����

�������� Xjk 	�� ����
 ���� j ∈ J ��� k ∈ Kj ��� ������� ��������
���� Kj � �� ��������� ���� Xj =

∏
k∈Kj

Xjk ��� ���� X =
∏

j∈J Xj � ��

���� �������� K =
⋃

j∈J Kj ��� Y =
∏

jk∈K Xjk� �� ������ ��� �����������

pj : X → Xj � pjk : Xj → Xjk ��� qjk : Y → Xjk� ������� ����� �� � ������
���� ��� h : X → Y �����	���� pjk ◦ pj = qjk ◦ h 	�� ���� j ∈ J ��� k ∈ Kj �

��� x ∈ X� y = h(x)� ���� pjk

(
pj(x)

)
= qjk(y) = yjk ���������� y� ���

���������� y ���������� yjk = qjk(y) ��� ����� pjk

(
pj(x)

)
� �� pj(x) ��� x�

������ ���� �  ! μjk �� ����� �� Xjk 	�� j ∈ J � k ∈ Kj � !��� � ���
��������� νj = Pk∈Kj

μjk �� �  ! �� Xj � ν = Pj∈Jνj �� �  ! �� X ���
μ = Pjk∈Kμjk �� �  ! �� Y � �� ��� ����� ��� ��� ����� �����������

������� ��	� ��� ��� h �� � (ν, μ)	�
��
�
�������


����� "�� ��� (μ, ν)����������� �	 h−1 �� ��#��� �� ��� ���� h(N) ∈ μ
������� N ������� �� ��� ���� 	�� ν� $� ��� N =

∏
j∈J Nj ��� Nj ∈ νj �

�������� Nj = Zj = Mνj ��� ��� �
������� �	 � ����� ������ �	 ������� j�

��������� �� %�&� Zj =
∏

k∈Kj
Zjk ���� Zjk = Mμjk

� "�� ��� ��������� ��

���� ������ �	 ������� j� Nj �� ��� ����� �	 ���� �	 ��� 	���
∏

k∈Kj
Mjk

��� Mjk ∈ μjk ��� Mjk = Zjk ��� ��� �
������� �	 � ����� ������ �	 ���
����� k 	�� ���� j� �� ��� ������ ���� Nj �� �����	 �	 ���� 	���� !���
N =

∏
j∈J

∏
k∈Kj

Mjk ��� Mjk ∈ μjk ��� Mjk = Zjk �
���� � ����� ����

��� �	 ����� jk� !��� h(N) =
∏

jk∈K Mjk ������� �� ��� ���� 	�� μ�

���������� � ���� ��� ���� M ∈ μ ������� h−1(M) ∈ ν� �� ��� ���
���� ���� M ������� �� ��� ���� 	�� μ� ���� M =

∏
jk∈K Mjk ��� Mjk = Zjk

��� ��� �
������� �	 � ����� ������ �	 ����� jk� '����������� ��� ��� �
�
������� �	 � ����� ������ �	 ������� j� ���� �(������ �� ����� 	�� ��� k ∈ Kj �
��� ����

∏
k∈Kj

Mjk = Zj �� %�&� �� ����
∏

k∈Kj
Mjk ∈ νj 	�� ����� j� "��

��� ��������� ������� j� Mjk = Zjk ��� ��� �
������� �	 � ����� ������ �	
������� k ��� �����	���

∏
k∈Kj

Mjk ∈ νj � "������
∏

k∈Kj
Mjk ∈ νj 	�� �����

j ∈ J ���
∏

k∈Kj
Mjk = Zj ��� ��� �
������� �	 � ����� ������ �	 ������� j�

)���� h−1(M) =
∏

j∈J

∏
k∈Kj

Mjk ∈ ν� �

�� ������	� �� ���������� �������� α������ β������ ζ����� ��	�

�������� �� ��������� γ �� ��� ��� X� �� ��� ���� A ⊂ X �� γ�
��
�* A ⊂ γA +��� ,%-.� � ����� ���������� �� ������� �� γ����� ���� �	 μ �� �
 ! �� X ��� γ = cμiμ +����	
�� ����.� γ = iμcμ +���
�� ����.� γ = iμcμiμ

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



������� �� 	
�
����
� �����	�
� ���

�α����� ������ γ = cμiμcμ �β����� ����� �	 γA = cμiμA∪ iμcμA �ζ����� �����
���� 
��� ��� ���������� �� ��� ��		��������� ���� �� ������� �� σ(μ)� π(μ)�
α(μ)� β(μ)� ζ(μ)� 	�����������

�� ��� ���������� �� ������ ���� X =
∏

k∈K Xk� μk �� � �����  � �� Xk�

μ = Pk∈Kμk� ��� �!����� ��� "������� ������	 A =
∏

k∈K Ak ������� ��

γ(μ) ����	� γ = σ� π� α� β� ζ� �	������ ���� Ak �� γ(μ)����� #� ��� �����
��� ��������� i� c� ik� ck

������� ��	� �� K �� 	��
� ��� ���� Ak ∈ σ(μk) 
��� A ∈ σ(μ)�


����� $� %% iA =
∏

k∈K ikAk ��� �� %& cA =
∏

k∈K ckAk '�����
"������ Ak ⊂ ckikAk �������

ciA = c

( ∏
k∈K

ikAk

)
=

∏
k∈K

ckikAk ⊃
∏
k∈K

Ak = A. �

(�����	 ������������ ����)

������� ���� �� K �� 	��
� ��� Ak ∈ π(μk) ��� k ∈ K 
��� A ∈ π(μ)�

������� ��� �� K �� 	��
� ��� Ak ∈ α(μk) ��� k ∈ K 
��� A ∈ α(μ)�

������� ���� �� K �� 	��
� ��� Ak ∈ β(μk) ��� k ∈ K 
��� A ∈ β(μ)�
* ������	 ��������� �� ��� ����� ��	 ζ ������� �� σ)

������� ���� +�� X1 = X2 = R ��� ���� μ1 ��� μ2 ������ ��� ,��
������� �������� -���� μ �� ��� ,�������� �������� �� ��� ����� X .�/��
A1 = (0, 1) ∩ Q� A2 = [0, 1] ���� Q �������� ��� ��� �� ��� 	������� �����	�

0�� c1A1 = [0, 1]� i1c1A1 = (0, 1) ⊃ A1 ��� A1 ∈ ζ(μ1)� ��	���	 i2A2 =
(0, 1)� c2i2A2 = [0, 1] ⊃ A2 ��� A2 ∈ ζ(μ2)

-�����	� A = A1 ×A2 �� ��� ����� �� ��� ������ ����	���� [0, 1] ������� ��
��� ��	����� ���� ���� �������� r ∈ Q ��	 0 < r < 1 -���� iA = ∅� ciA = ∅�
cA = [0, 1] × [0, 1]� icA = (0, 1) × (0, 1) ���� ��	 a = (1/2, 0)� �� ���� a ∈ A
��� a �∈ ciA ∪ icA �� ���� A �∈ ζ(μ)

#� ���� ��� ������ �	��� ��� �����	��� �� ��� ���������� 12 �� 11)

������� ���� �� K �� 	��
� ��� A ∈ σ(μ) �A ∈ π(μ)� A ∈ α(μ)� A ∈
β(μ)� 
��� ��
��� A = ∅ �� Ak ∈ σ(μk) �Ak ∈ π(μk)� Ak ∈ α(μk)� Ak ∈ β(μk)�
��� k ∈ K�


����� #� �������	 ��� ��������� ��	 σ
�� A �= ∅� ���� A ⊂ ciA = c(

∏
k∈K ikAk) =

∏
k∈K ckikAk ���� �������

Ak ⊂ ckikAk �� Ak �= ∅ ��	 k ∈ K �
�� K �� ��/����� ��� ���������� 12 �� 11 ���� ��� �� �����)

������� ���� +�� K = N� Xk = R ��� μk ������ ��� ,�������� ������
��� ��	 ���	� k '������	 Ak = (−1/k, 1/k) ��	 k ∈ K �� ���� Ak ∈ μk

���� ��������	�� 
����	�� ���� ����



��� �� �������� ��	
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�� Ak ∈ γ(μk) ��� γ = σ, π, α, β, ζ ���� �	
�� ������� �� A =
∏

k∈K Ak ����

A �∈ β(μ) ��� μ = Pk∈Kμk� �� ����� �� ���

cA =
∏
k∈K

ckAk =
∏
k∈K

[−1/k, 1/k]

��� icA = ∅ �� M ⊂ cA �� ���������� �� M ∈ μ� M �= ∅ ���� �� M �� ���� !���
������ ������� ��� � ���� �� ��� ����

∏
k∈K Mk ����� Mk �� ��������� μk"

���� ��� Mk = Xk ��� �� ����� ��� k� #� � cicA = ∅ �� μ �� � �����$ %# ��
��& ��������$ ���� ∅ �� μ"������� '����( ����� A �∈ σ(μ), π(μ), α(μ), β(μ), ζ(μ)
���� �	
��
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