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��� X �� � �����	
�� ��� 
��� 
�
�� ��� expX� ��������� �� ���� � ����

�����	�
 ��
����� ������� ��� μ �� X �� � ������ � expX ���� ���� ∅ ∈ μ
��� �!��� ����� � �"�	���� � μ ��"���� �� μ� #� �� ��������� �� ��� ���� � ��
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����

��� � ����	 
�� X� 
�� �
 ��	
���� � 
��
�� κ �� expX� �� 
�� ���� κ �

��������� �� A ∈ κ� A ⊂ B ⊂ X ���
� B ∈ κ�

����� ���� 	
 κ ⊂ expX ���� κ+ = {B ⊂ X : ���
� �� A ∈ κ ���� ����

A ⊂ B} �� ��� �������� ��������� ��� ���������� κ�

��		
� �� B ∈ κ+ �	� B ⊂ C ⊂ X ���	 ����� �
 A ∈ κ 
��� ���� A ⊂ B�
���	 A ⊂ C �
 ��

� 
� ���� C ∈ κ+ �	� κ+ �
 �
��	��	��

�
���
� κ ⊂ κ+� ��	�

� �� λ ⊃ κ �
 �
��	��	� �	� B ∈ κ+ ���	 ����� �

A ∈ κ 
��� ���� A ⊂ B� ��	�� A ∈ λ �	� λ �
 �
��	��	�� �
���
� B ∈ λ� ��
κ+ ⊂ λ� �

��� � ����	 κ ⊂ expX� κ+ �
 ��

�� ��� ��������� ���� �� κ�
��	
���� 	�� � ��� ψ : X → exp(expX) 
��� ���� x ∈ X� V ∈ ψ(x)

���
� x ∈ V � �������	� ��  !"� � ��� ψ 
���
���	� ���
� ��	�����	
 �
 ��

��
� ����
������ ��������
���� ������ #����$� %&�' �	 X� �� ψ �
 � %&� �	 X�

�� μψ ��	��� ��� ��

�����	 �� �

 
��
��
 M ⊂ X 
��� ���� x ∈ M ���
��

��� �(�
��	�� �� � 
�� V ∈ ψ(x) 
���
���	� V ⊂ M � )�  !"� !�*� ���	 μψ �
 �
%� �	 X� ����
���� �� ��� %&� ψ�

��� ��	������	 �� � %� �� � %&� �
 � 
�+���	�
� ��	���
 ��	
�������	

�	��� ��  !"� !�,� �� ���� μ = μψ ��� �	 ��������� %� μ �	� ��� %&� ψ

���
���	� ψ(x) = {M ∈ μ : x ∈ M} #x ∈ X'�

�� μ �
 � %� �	 X� ���	 ��� ��������	
 iμ �	� cμ ��� ��	
������ �	  *"-
���� iμA �
 ��� 
����
� 
��
�� �� A ��
�	��	� �� μ �	� cμA �
 ��� 
��

�
�

����
�� �� A ����	� � ����
���	� ��
�	��	� �� μ�

.�� �
 	�� ��	
���� � ��� ω : expX → expX� �������	� ��  *"� 
���
� ��� �
 ��

�� �	 ���
����� �	 X� �� ω �
 �	 ��������	 �	 X� �� �����
ωA ��� ω(A) #A ⊂ X'� �	 ��������	 ω �
 
��� �� �� ��������� �� A ⊂ B
⊂ X ���
��
 ωA ⊂ ωB� ����
���� �� A ⊂ X ���
��
 A ⊂ ωA �	� 
���
������
�� ωA ⊂ A ��� A ⊂ X�

/��� ��� ����� ��0	�� ��������	 + �
 �
���
� ��	���	�� �	� �	
����	��
.�� �
 	�� ��	
���� � ��� f : X → Y � � %� μ �	 X� � %� ν �	 Y � �

%&� ψ �	 X �	� � %&� φ �	 Y � �������	� ��  !"� ��� ��� f �
 
��� ��

�� (μ, ν)1���������� �� N ∈ ν ���
��
 f−1(N) ∈ μ �	� (ψ, φ)1���������� ��

x ∈ X� U ∈ φ
(
f(x)

)
���
� ��� �(�
��	�� �� V ∈ ψ(x) 
��� ���� f(V ) ⊂ U �

�� 
�	��
��	� �� 
 
� �� 
 
��

�� �
 ��
� �� 
�� ���� 
�����
 %&�2
 ��	 ��	����� ��� 
��� %��

����
�� ���� .�� X = {a, b, c}� ψ(a) =
{{a, b}} � ψ(b) =

{{b, c}} � ψ(c)
=

{{a, c}} � ���	 ψ �
 � %&� �	 X �	� �
���
� μ = μψ = {∅,X}� ����
��
� ��

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



�� ��������	�
 �������
����
 ������� ���

φ(a) =
{{a, c}} � φ(b) =

{{a, b}} � φ(c) =
{{b, c}} ���� μφ = μ �����	 
��


����� ψ �= φ	 �
�� ����� �� ����� �� �������� �� �������� ��������� ������ ����� � ���

ψ �� X �� ���� �� �� ��������� �� ψ(x) �� ��������� �������� x ∈ X	 ���
�� ��������� ��� ψ �� X� ��� �� ����� ψ+ ��� ���  �! ψ+ ���� ���� ψ+(x)
=

(
ψ(x)

)+
��� x ∈ X	

����� ���� ψ+ �� � 	
� �� X 
������� ψ �� � 	
� �� X�

��		
� V ∈ ψ+(x) �� ����� �� U ∈ ψ(x) ���� ���� U ⊂ V 	 ��� x ∈ U
� !���� x ∈ V 	 �

��	�	�
�
	� ���� �� ψ �� � 	
� �� X ���� μψ+ = μψ�

��		
� �� M ∈ μψ ��� x ∈ M ���� ����� �� V ∈ ψ(x) ���� ���� V ⊂ M 	

ψ(x) ⊂ ψ(x)+ ������� � !���� V ∈ ψ+(x) = ψ(x)+ �� ���� M ∈ μψ+ 	

"��������� �� M ∈ μψ+ ��� x ∈ M ���� ����� �� V ∈ ψ+(x) ���� ����
V ⊂ M 	 #� ψ+(x) = ψ(x)+� ����� �� U ∈ ψ(x) ���� ���� U ⊂ V 	 $���
U ⊂ M ��� U ∈ ψ(x) �� ���� M ∈ μψ	 �
%	�	 �� X,ψ, φ ��� ��&�� ��� '	' ���� ψ+(a) =

{{a, b}, X}
� ψ+(b) ={{b, c},X}

� ψ+(c) =
{{a, c},X}

	 �� ������ φ+(x) = φ(x)∪ {X} ��� x ∈ X	


���� ψ+ �= φ+ �� ���� �������� ��������� ����� ��� �������� ��� �� � �$	
�� �� ���� �� ��� ���� ����� ��� �(���  ��� ����� ψ �� X ������ ��� �� �

��� ψ+)

������� ���� *�� X = R ���� ��� x ∈ X� Vx = (−∞, x)	 *�� ψ(x) ��
�� !���� �� ��� ���� Vr ���� ���� x ∈ Vr ��� r �� ��������	 �� ������� ��� φ(x)
�� �� !���� �� ��� ���� Vi ���� ���� x ∈ Vi ��� i �� ����������	 "������ ���� ψ
��� φ ��� ����� ��� ψ(x) �= φ(x) �������� x ∈ X	 
������ ψ+(x) = φ+(x)
�� �� !���� �� ��� ���� U ���� ���� Vy ⊂ U ��� �� � y > x	 �

�� ��� ����	
���
 ιψ 	�� γψ

��� �������� � ��� ψ �� X	 +� ��,�� ��� �!�������� ιψ ��� γψ �� X
��� ��� A ⊂ X� x ∈ ιψ(A) �� ����� �� V ∈ ψ(x) ���� ���� V ⊂ A� x ∈ γψ(A)
�� V ∈ ψ(x) � !���� V ∩ A �= ∅	 -"�	 .'/	0

��	�	�
�
	� ���� ��� ��������� ιψ �� ��������� ��� ������������

��		
� �� A ⊂ B ⊂ X ��� x ∈ ιψA ���� ����� �� V ∈ ψ(x) ���� ����
V ⊂ A	 $��� V ⊂ B ����� x ∈ ιψB	 $��� ιψ ��  ��������	 �� x ∈ ιψA ����
����� �� V ∈ ψ(x) ���������� V ⊂ A� ����� x ∈ V ⊂ A ������� ���� ιψA ⊂ A
��� ιψ �� �����������	 �

��	�	�
�
	� ���� γψ �� ��������� ��� ����������

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� �������

������ �� x ∈ γψA ��� A ⊂ B ⊂ X ���� V ∈ ψ(x) 	
��	�
 V ∩ A �= ∅�
���
�������� V ∩ B �= ∅� �� x ∈ A ��� V ∈ ψ(x) ���� x ∈ V ∩ A �= ∅� �

�������	��
 ���� ιψ(X − A) = X − γψA ��� ���� A ⊂ X�

������ �� x ∈ ιψ(X − A) ���� ����� 	
 V ∈ ψ(x) 
��� ���� V ⊂ X − A�
����� V ∩A = ∅ ��� x �∈ γψA� x ∈ X −γψA� ������
��� 	� x ∈ X −γψA ����
����� 	
 V ∈ ψ(x) 
��� ���� V ∩ A = ∅� 
� V ⊂ X − A ��� x ∈ ιψ(X − A)�
�

��� ���� ����
�
 � ������
� �� ���� �� ��� 
���

�������	��
 ���� 	� 
�� �����
��
 ω �
 X �� ��
�
�
�� �
� ���
���
�
��

��
 
���� �� � ��� ψ �
 X ��
�����
� ω = ιψ�

������ �

�
� ω : expX → expX 	
 
������	� ��� ��
��	��	� � !�"���
��� x ∈ X ��� V ⊂ X� V ∈ ψ(x) 	# x ∈ ωV �

ψ 	
 � $%& �
 x ∈ X� V ∈ ψ(x) 	
��� x ∈ V '����
� x ∈ ωV ⊂ V �
�� x ∈ ιψA ��� 
�
� A ⊂ X ���� ����� 	
 V ∈ ψ(x) 
��� ���� V ⊂ A� (���

x ∈ ωV '� ��� ��"�	�	�� �� ψ(x) 
� ���� x ∈ ωA �
 ω 	
 
������	�� )����
ιψA ⊂ ωA�

�� x ∈ ωA ���� A ∈ ψ(x) 
� ���� *��+	� V = A,� ����� 	
 V ∈ ψ(x) 
��-
	
��	� V ⊂ A� 
� x ∈ ιψA� ���
�������� ωA ⊂ ιψA� (��
 ω = ιψ� �

����� ��
���

�������	��
 ��
� 	� 
�� �����
��
 ω′ �� ��
�
�
�� �
� �
�����
� 
��



���� �� � ��� ψ ���� 
��
 ω′ = γψ�

������ !�"�� ωA = X − ω′(X − A)� (��� A ⊂ B ⊂ X 	
��	�
 X − B
⊂ X −A� ����� ω′(X −B) ⊂ ω′(X −A)� X − ω′(X −A) ⊂ X − ω′(X −B)�
ωA ⊂ ωB� (�������� ω 	
 
������	�� .�������� 
	��� X − A ⊂ ω′(X − A)�
����

��	�� ωA = X − ω′(X − A) ⊂ X − (X − A) = A ��� ω 	
 ��
��	��	� �

/� ���� ����� 	
 � $%& ψ �� X 
��	
��	� ω = ιψ� )����� ��� A ⊂ X�

γψA = X − ιψ(X − A) = X − ω(X − A) = ω′A *��� ���,� �
(�� ��"�	�	�� �� ιψ ��� '� ���
������ �	�� ��� ���� �� ψ+�

������� ���� 	� ψ �� � ��� �
 X� x ∈ X �
� A ⊂ X� 
��
 x ∈ ιψA

�� A ∈ ψ+(x)�
������ x ∈ ιψA 	# ����� 	
 V ∈ ψ(x) 
��� ���� V ⊂ A 	# A ∈ ψ(x)+ 	#

A ∈ ψ+(x)� �
0� ��� �
� ��� ������	�� ιψ 	� ��� ���
�����	�� �� ��� $( μψ�

������� ���� ��� � ��� ψ �
 X �
� M ⊂ X� �� ���� M ∈ μψ ��

ιψM = M �

������ �� M ∈ μψ ����� ��� ���� ��	�� x ∈ M � ����� 	
 � 
�� V ∈ ψ(x)

��� ���� V ⊂ M ��� ���� x ∈ ιψM � )���� M ⊂ ιψM � ��
� ιψM ⊂ M '�
���� ����� M ∈ μψ 	
��	�
 ιψM = M �

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



�� ��������	�
 �������
����
 ������� ���

���������	 
� ιψM = M �
�� x ∈ M 
���
�� �
� ��
������ �� V ∈ ψ(x)
���
 �
�� V ⊂ M � 
���� M ∈ μψ� �

�
� ������
��� ιψ ��� γψ 
��� ���� �����
��� �
�
 iμψ
��� cμψ

�

����������� 	
�
 �� ψ �� � ��� 	
 X �
� A ⊂ X �
�
 iμψ
A ⊂ ιψA�

γψA ⊂ cμψ
A�

�����
 �� x ∈ iμψ
A �
�� M = iμψ

A ∈ μψ �� �
�� �
��� 
� V ∈ ψ(x) ���


�
�� V ⊂ M � 
���� V ⊂ A �
��� M ⊂ A� �
������� x ∈ ιψA�
�
� ��
�� 
�����
�� ��� �� ������� ���� �
� ������ ��� ��
�� γψA =

X − ιψ(X − A) ���� ���� ��� cμψ
A = X − iμψ

(X − A) ����  !"� �#�$��� �
���  #"� #�%�
�
� ������
�� ��������	 
� �
�
��� �� ��%�


�������� 	
�
 �� �
� 	������	
 ω �� �	
	�	
�� �
� ���������
� �
�

�
��� ������ � �� μ ���
 �
�� A ∈ μ �� ωA = A�

�����
 &	 ��% �
��� ��
��� � '() ψ ���
 �
�� ω = ιψ� *�� μ = μψ� �
��
A ∈ μ 
+ A ∈ μψ 
+ ιψA = A ���� ��,� 
+ ωA = A� �

�� ������	
� 	
 �	
��
����

*�� ψ �� � '() �� X� φ � '() �� Y ��� f : X → Y � -� �
�� �
��
�
� (ψ, φ).����
��
�	 �� f ��� �� �
�������
/�� �	 �������
�� �� ιψ ��� ιφ�

����������� �
�
 �
� �����
� f �� (ψ,φ)��	
��
�	�� �� B ⊂ Y �������

f−1(ιφB) ⊂ ιψ
(
f−1(B)

)
.

�����
 0
��� ��� f �� (ψ, φ).����
������ �� x ∈ f−1(ιφ(B) 
��� f(x) ∈
ιφ(B) �
�� �
��� 
� U ∈ φ

(
f(x)

)
���
 �
�� U ⊂ B� -� 
��� ���� V ∈ ψ(x)

���
��	
�� f(V ) ⊂ U � V ⊂ f−1(U) ⊂ f−1(B) 
���	
�� x ∈ ιψ
(
f−1(B)

)
�

(�� ������� f−1(ιφ(B) ⊂ ιψ
(
f−1(B)

)
��� B ⊂ Y � �� x ∈ X ��� U ∈

φ
(
f(x)

)
�
�� f(x) ∈ ιφU ��� x ∈ f−1

(
ιφ(U)

)
�� �
�� x ∈ ιψ

(
f−1(U)

)
�

�
������� �
��� 
� V ∈ ψ(x) ���
��	
�� V ⊂ f−1(U)� 
��� f(V ) ⊂ U � 1����
f 
� (ψ, φ).����
������ �

�

� 
� �
�
��� ��  #"� !�2� &	  #"� !�#� �
� (ψ, φ).����
��
�	 �� f 
���
��

�� (μψ, μφ).����
��
�	� �
� �������  #"� !�! �
��� �
�� �
� �������� 
� ���
���� 
� ��������

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� �������� �	 
�	���
���� 	��
��������� �������

����������

��� �� ����	�
� �
�

���	
� ��������� �
�

���	
� ����������� ���� ����� �	
����
 ��
������� ��� ��!�

��� �� ����	�
� �
�

���	
� ��
� �
�� �� �
�

���	
� ��������
�� ���� ����� �	
����
 ���
������� �� ""�

��� #� $� %��� &� '
�( �
��)*�
)��� ����
+� ��� ����
�� ���� ����� �	
���� ��� ��,
�
�
��

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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