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��� �� �� ���

���� ����� 	
�� 
� ��������� ��� ������������ ��� ������� �� w������������
w∗������������ w(ψ,ψ′)������������ ��� ���������� �������� ��� ������� �����
����� �� ���� ������������ �������

�� �������	
����

��� X �� � �������� ��� ��� ψ : X → exp
(
exp (X)

)
������� x ∈ V ���

V ∈ ψ(x)� ���� V ∈ ψ(x) �� ������ � ����������	 ����
���
��	 	 � �� x ∈ X
��� ψ �� ������ � ����������	 ����
���
��	 
�
��� !����"� #$%& �� X� ��� g
�� � ���������� �� ������� �� X� ���� g �� ������ � ����������	 �������� 	 � ��
X �' ∅ ∈ g ��� Gi ∈ g ��� i ∈ I �= ∅ ������� G = ∪i∈IGi ∈ g� ��� ��������
�� g ��� ������ g����� ���� ��� ��� ����������� ��� ������ g����
�	 ����� ���
ψ �� � #$% �� X ��� G ∈ gψ �' G � X �����(��) *� x ∈ G� ���� ����� ��

V ∈ ψ(x) ���� ���� V � G� ��� g ��� g′ �� ����������� ���������� �� X ���
Y � ��������+���� ���� � �������� f : X → Y �� ���� �� �� (g, g′)����������

	 � �� G′ ∈ g′ ������� ���� f−1(G′) ∈ g� ��� ψ ��� ψ′ �� ����������� ������
������� ������� �� X ��� Y � ��������+���� ���� � �������� f : X → Y
�� ���� �� �� (ψ,ψ′)����������
 	 � �� ��� x ∈ X ��� U ∈ ψ′(f(x)

)
� ����� ��

V ∈ ψ(x) ���� ���� f(V ) � U � f �� ���� �� �� ������������
 	,� �� ��� �+���

A ∈ ψ′(f(x)
)
� f−1(A) �� �� ψ(x)�

- ���������� H �� ������� �� X �� ������ �� �������� 	,� �� X �� ∩H �= ∅�
��� ψ �� � #$% �� X ��� ��� H �� �� �������� �� X� ���� �� ��� ���� ��
�������� H ���+����� �� x ∈ X �� H �� (��� ���� ψ(x) ����� ψ(x) � H�


� ������ ��� ��������� �������� ��(��� �� 	
�� - ���������� C �� �������
�� X �� ������ � 
���� �� A ∈ C �����+�� B ∈ C ��� B � A�

- ����� H �� � ��� X �� ������ � p�
���� �� �� �����(�� ��� ��������� ����
������) A,B ∈ H ������� A ∩ B �= ∅�

��� X �� � ���� ẋ =
{

A � X : {x} � A
}
� ��� ��� ν =

{
ν(x) : x ∈ X

}
�

����� ��� ��� x ∈ X� ν(x) �� � ������� ��� ν(x) � ẋ� ���� ν �� ������ � ����
�

���
��	 
�������� �� X� ν(x) �� ������ ��� ν�����
���
��	 
���� �� x� ���
(X, ν) �� ������ � ����
���
��	 
�����

��� X �� � ����������� ����� ��� x ∈ X� - ���������� Tx �� ������� ��
X �� ������ � ���������� �� ���� ����
���
��	
 	.� �� x �� ���� ������ �� Tx

�������� x� ��� ��� ��� ������� �� Tx ����� ������������ �� ���� � ������ ��
Tx� ��� ��� ��������� �� ����� ������� B = ∪{Tx : x ∈ X}� B �� � ���� ��
�

	.� ��� X ����� � ��� U �� ���� �� X �' ��� �+��� ����� x �� U ����� �/���� �
B ∈ Tx ���� ���� B � U �

0������� � �������� I : 2X → 2X ���������� ����� �/����)

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



�� ���� ����	
��	��� 
�
���
 ��� 
����
 ���

���� I(A) � A� ��� 	

 A � X�

���� I(A ∩ B) = I(A) ∩ I(B)� ��� 	

 A,B ∈ 2X �
��
� I(X) = X�
���������� ���� �	���� �� ��� ��� ���� �������� �������� �� X �� ��	�

	 ��� �������� I : 2X → 2X ����� �	������ ����� ����� 	�� ��
��

�� ���� ���	
��

��� ������� ��� ������

���������� �	
	 ��� ψ : X → exp
(
exp (X)

)
� ���� ψ �� �	

�� 	 	��


�����
������ ������ �� X �� �� �	������ ��� ��

������
���  �� x ∈ X 	�� V ∈ ψ(x)� x ∈ V �
���  �� U, V ∈ ψ(x)� V ∩ U ∈ ψ(x)�
�
�  �� x ∈ X� ψ(x) �= ∅�
���� ��� �	�� (X, ψ) �� �	

�� 	 	��
 �����
������ ����� �!���"# $%&�

�� X� V ∈ ψ(x) �� �	

�� 	 	��
 �����
������ �� x ∈ X�

���������� �	�	 ��� (X, ψ) !� 	 $%& �� X 	�� A � X� ��� ��������
	�� �
����� �� A �� ψ �������� !# ιψ(A)� γψ(A)� ��������'�
#� 	�� ������ 	�
��

����

ιψ(A) =
{

x ∈ A : ����� �(���� V ∈ ψ(x) ���� ��	� V ⊂ A
}

;

γψ(A) =
{

x ∈ X : V ∩ A �= ∅ ��� 	

 V ∈ ψ(x)
}

.

�
����� �	�	 ��� (X, ψ) 
� � ��� �� X� ���� ��� �����	��� �����

��� ιψ(A) � A� ��� ��� A � X�

��� ιψ(A ∩ B) = ιψ(A) ∩ ιψ(B)� ��� ��� A,B ∈ 2X �

�
� ιψ(X) = X�

�����	 ��� 	�� �
� 	�� �!'�����
��� ��� x ∈ ιψ(A) ∩ ιψ(B)� ���� ����� 	�� U � V �� ψ(x) ���� ��	� U � A�

V � B� )# *�������� 
��� U ∩ V ∈ ψ(x)� +� ��

��� ��	� x ∈ ιψ(A ∩ B)�
��� ���'���� ���
����� �� �!'�����

������� �	�	 ��� X = {a, b, c, d} 	�� ψ : X → exp
(
exp (X)

)
!� 	

��	, �����!������ �#���� ������ 	� ��

���� ψ(a) =
{{a, c}} � ψ(b) ={{b, c}} � ψ(c) = ψ(d) = {X}� ���� ��� A = {a, b, c} � X� ιψ(A) = {a, b}

!�� ιψ
(
ιψ(A)

)
= ∅� 	�� �� ιψ(A) �= ιψ

(
ιψ(A)

)
�

�
����� �	�	 ��� (X, ψ) 
� � ��� �� X� ���� ��� �����	��� �����

��� ∅ = γψ(∅)�
��� A � γψ(A)� ��� ��� A � X�

�
� γψ(A ∪ B) = γψ(A) ∪ γψ(B)� ��� ��� A,B ∈ 2X �

�-� γψ(A) = X − ιψ(X − A)� ιψ(A) = X − γψ(X − A)�

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� �� ���

������ �� �������	� 
��
 �� �� 	���	���

��	� ���	��� 
�
 ��� ��� �������	� 	� ������	� 	�����	�
 �� ��� ��� �	��
�	���� ��������

������	 
��� (1) ��� (X, ψ) �� � ��� 	
 X �
� I : 2X → 2X �� ���



�� �� I(A) = ιψ(A) �	� ���� A � X� ���
 I �� �
 �
����	� 	�����	��

 �! ��� I : 2X → 2X �� �
 �
����	� 	�����	� �
� φI : X → exp
(
exp (X)

)

�� ��

�� �� φI(x) =
{

I(A) : x ∈ I(A) �	� A � X
}
� ���
 φI �� � ����


�����	��		� ������ �
����� �� I�

"�� (X,ψ) �� � #$% 	� X ��� I : 2X → 2X �� ������ �� I(A) = ιψ(A)
�	� ��&� A � X� ���� �	� � ���' ������	��		� ������ φιψ ����&�� �� I = ιψ


����� �� �	 ������	� ������� φιψ ��� ψ �� ��� �	��	���� �(����� ��	���

�
�	��� 
��� "�� X = {a, b, c} ��� ��� ψ : X → exp
(
exp (X)

)
�� �

���' ������	��		� ������ ������ �� �	��	��� ψ(a) =
{{a}, {a, c}} 
 ψ(b)

=
{{b},{b, c}} 
 ψ(c) = {X}� ���� φιψ : X → exp

(
exp (X)

)
�� � ���' ������

�	��		� ������ ����&�� �� ιψ �� �	��	��� φιψ(a) =
{{a}, {a, b}, X}


 φιψ(b)
=

{{b}, {a, b}, X}

 φιψ(c) = {X}�

���������� 
��� "�� (X,ψ) ��� (Y, φ) �� ��	 #$%)�� ���� f : X → Y

�� ���� �	 �� w(ψ, φ)��	
��
�	�� �� �	� x ∈ X ��� V ∈ φ
(
f(x)

)

 ����� ��

U ∈ ψ(x) ��&� ���� f(U) � V �

������	 
��� ��� f : X → Y �� � ��
���	
 	
 ��	 ����� (X, ψ) �
�

(Y, φ)� ���
 ��� �	��	��
� �������
�� ��� ���� ���
�!

 *! f �� w(ψ, φ)��	
��
�	���
 �! f

(
γψ(A)

)
� γφf(A) �	� A � X�

 
! γψf−1(B) � f−1
(
γφ(B)

)
�	� B � Y �

 +! f−1
(
ιφ(B)

)
� ιψf−1(B) �	� B � Y

������ (1) ⇒ (2)� "�� x ∈ γψ(A)� ,� f(x) �� �	� �� γφf(A)
 ���� �����

�(���� V ∈ φ
(
f(x)

)
��&� ���� V ∩γφf(A) = ∅� �� ��� (ψ,φ)�&	��������
 �����

�� U ∈ ψ(x) ��&� ���� f(U) � V 
 ��� �	 f(U) ∩ γφf(A) = ∅� -	���.������

U ∩ A = ∅/ � &	������&��	��

(2) ⇒ (3)� "�� A = f−1(B) �	� B � Y / ���� ��  �!
 f
(
γψ(A)

)
� γφf(A)

= γφf
(
f−1(B)

)
� γφ(B)� ���� γψf−1(B) � f−1

(
γφ(B)

)
�

(3) ⇒ (4)� �� ���	��� 
�0
 �� �� 	���	���

(4) ⇒ (1)� �	� x ∈ X
 ��� V ∈ φ
(
f(x)

)
/ ���� f(x) ∈ ιφ(V )� ��  +!
 x ∈

f−1
(
ιφ(V )

)
� ιψf−1(V )� �� ��� �������	� 	� ������	�
 ����� �(���� U ∈ ψ(x)

��&� ���� U � f−1(V )� ���� �� ��� ��� �������

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



�� ���� ����	
��	��� 
�
���
 ��� 
����
 ���

�� w����� ��	� 
�� w����	
��
	�

���������� �	
	 ��� (X, ψ) �� � ��� 	
 X �
� G � X� 
��
 G ��
������ � wψ����� ��� �� �	� ���� x ∈ G� ����� �� V ∈ ψ(x) ���� ���� V � G�

��� Wψ(X) ��
	�� ��� �	������	
 	� ��� wψ����� ���� 	
 � ��� (X, ψ)�

�� �	������
�� 	� wψ����� ���� ��� ������ wψ������	 �����

����
�� �	�	 
�� (X, ψ) �� 
 ��� �� X� ���� ��� ���������� Wψ(X)
�� 
�� wψ�	��
 ������� �� X �� 
 �������� �� X�

�
���	 ��� ������� �	�� ∅ �
� X ��� wψ�	��
�
��� ��� A, B �� � 	 wψ�	��
 ����! ���
 �	� ���� x ∈ A ∩ B ����� �"���

U, V ∈ ψ(x) ���� ���� U � A� V � B� ��
�� ψ(x) �� �  ��# 
��$��	��		��
U ∩ V ∈ ψ(x)� 
��� A ∩ B �� ���	 wψ�	��
�

�%� ��� C � Wψ(X) ! ���
 �	� ���� x ∈ ∪C� ����� �"���� A ∈ C ���� ����

x ∈ A� �
� �	 ����� �� V ∈ ψ(x) ���� ���� V � A � ∪C� 
��� ∪C �� wψ�
	��
�

����
�	 &
 � �	�	�	$���� ����� (X, τ)� ��� �� ��'
� ψ : X →
exp

(
exp (X)

)
�� ψ(x) = {G ∈ τ : x ∈ G} �	� x ∈ X� 
��
 ψ �� �  ��# 
��$��

�	��		� ������� �
� �	 Wψ(X) = τ �

���������� �	�	 ��� (X, ψ) �� � ��� 	
 X �
� A � X� 
�� wψ�

�������� 	� A ���
	��� �� iψ(A)� �� ��� �
�	
 	� ��� G � A� G ∈ Wψ(X)� �
�
��� wψ�������� 	� A ���
	��� �� cψ(A)� �� ��� �
��������	
 	� ��� wψ���	���
���� �	
���
�
$ A�

����
�� �	�	 
�� (X,ψ) �� 
 ��� �� X 
�	 A � X� ���� ��� �������
��� ���	�

��� iψ(A) � ιψ(A)�
��� γψ(A) � cψ(A)�
�%� A �� wψ����� �� iψ(A) = A�

�(� A �� wψ������	 �� cψ(A) = A�

�
���	 ��� )	� x ∈ iψ(A)� ����� �"���� � wψ�	��
 ��� G ���� ���� x ∈
G � A� *� ��� ��'
���	
 	� wψ�	��
 ����� ����� �"���� V ∈ ψ(x) ���� ����
x ∈ V � G � A� 
��� x ∈ ιψ(A)�

��� &� �� ������� �	 ����
�%� �
� �(� ��� 	�+�	���

������� �	�	 ��� X = {a, b, c, d} �
� ψ : X → exp
(
exp (X)

)
�  ��#


��$��	��		� ������ ��'
�� �� �	��	 �, ψ(a) =
{{a, c}} � ψ(b) =

{{b}} �
ψ(c) = ψ(d) = {X}� 
��
 �	� A = {a, b, c} � X� ιψ(A) = {a, b} �
� iψ(A)
= {b}� �
� �	 ιψ(A) �= iψ(A)�

����
�� �	�	 
�� (X,ψ) �� 
 ��� �� X 
�	 A � X� ���� ιψ(A) = A
�� A �� wψ������

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� �� ���

������ ������� ��	� ιψ(A) = A
 ��� �	
� x ∈ ιψ(A)� ����� ������

Vx ∈ ψ(x) ��
� ��	� x ∈ Vx � A = ιψ(A)� 	�� �� ιψ(A) �� 	 wψ����� ���

��� ��� 
�������� ��� A �� wψ������ ���� ���� ������� �
����� �� �������

A = iψ(A) � ιψ(A) � A� �
�
� ιψ(A) = A


������	 
��� ��� I : 2X → 2X �� �� ������	� 	
����	�� �
�� �
��� ���
���� � ���� ����
�	�
		� ������ ψ ������� �� I ���
 �
�� A �� wψ�	
�� ��

I(A) = A�

������  �� �� ��!�� ψ : X → exp
(
exp (X)

)
	� �������" ��� x ∈ X� ψ(x)

=
{

V : I(V ) = V 	�� x ∈ V
}

 ���� ψ �� 	 #$�
 $�� A �� wψ����� �%

A = ∪x∈AV ����� V ∈ ψ(x)
 ���
� I(V ) = V ��� V ∈ ψ(x)� A = ∪x∈AV =
∪x∈AI(V ) � I(∪x∈AV ) = I(A)
 &����'�����(� �� 
	� �	( A �� wψ����� �%
I(A) = A


���
�
�
�� 
���  �� f : X → Y �� 	 ���
���� �� ��� #$�)� (X,ψ) 	��
(Y, φ)
 ���� f �� �	�� �� �� w��	�����	�� �� ��� ����( A ∈ Wφ(Y )� f−1(A) ��
�� Wψ(X)


������	 
��� ��� f : X → Y �� � ������	� 	� ��	 ����� (X, ψ) ���

(Y, φ)� �
�� �
� �	��	���� ��� � ��!�����"

�*� f �� w��	�����	���

�+� #	� ���
 wφ���	��� ��� F �� Y $ f−1(F ) �� wψ���	��� �� X�

��� f
(
cψ(A)

)
� cφ

(
f(A)

)
�	� ��� A � X�

��� cψ

(
f−1(B)

)
� f−1

(
cφ(B)

)
�	� ��� B � Y �

�,� f−1
(
iφ(B)

)
� iψ

(
f−1(B)

)
�	� ��� B � Y �

�-� f : (X,Wψ(X)) → (
Y,Wφ(Y )

)
�� �	�����	���

������ .������


������	 
���� ��� f : X → Y �� � ������	� 	� ��	 ����� (X,ψ) ���

(Y, φ)� %� f �� (ψ, φ)��	�����	��$ �
�� �� �� ���	 w��	�����	���

������  �� A ∈ Wφ(Y )� ���� ���� ������� �
-� �� ������� ιφ(A) = A


/( �������� �
� 	�� �
0�,�� �� 1�� f−1(A) = f−1
(
ιφ(A)

)
� ιψf−1(A)
 ����

f−1(A) �� wψ�����


���� ��� ��������1 ��	����� �� 
	� �	( ��	� ��� ����( w�
���������
���
���� �� w(ψ, φ)�
���������


���	��� 
����  �� X = {a, b, c, d} 	�� ��� ψ : X → exp
(
exp (X)

)
�� 	

��	2 ���1�������� �(���� ��!��� 	� �� 3�	���� �
,
  �� �� ��!�� ��� ���
�
���� f : (X,ψ) → (X, ψ) 	� �������" f(a) = a� f(b) = b� f(c) = d� f(d) = c

���� f �� w�
���������� ��� �� �� ��� w(ψ, ψ)�
��������� ��
	��� ��� a ∈ X

	�� V = {a, c} ∈ ψ
(
f(a)

)
� ����� �� �� U ∈ ψ(a) ��
� ��	� f(U) � V 


���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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��	��� 
�
���
 ��� 
����
 ���

�� ��� ����	�
	 ��� 
�
��	� 
��	��
	� 
� � ���

���������� �	
	 ��� (X,ψ) �� � ��� �	
 A � X�

�
� I∗ψ(A) =
{

x ∈ A : A ∈ ψ(x)
}
�

��� cl∗ψ(A) =
{

x ∈ X : X − A �∈ ψ(x)
}
�

����
�� �	�	 ��� (X,ψ) �� � ��� �	
 A,B ⊂ X� �
�	 �
� �������	�

��
�

�
� I∗ψ(A) � A�

��� I∗ψ(A) ∩ I∗ψ(B) � I∗ψ(A ∩ B)�
��� I∗ψ(A) � ιψ(A)�
��� I∗ψ(A) = X − cl∗ψ(X − A)�

�
���	 �
� ��������
��� ��� A,B � X� ��� x ∈ I∗ψ(A) ∩ I∗ψ(B)� ���	 A,B ∈ ψ(x)� ���� ���

������� �! "��# 	��$�������
� �� !����"� ���� A ∩ B ∈ ψ(x)� %�	&� x ∈
I∗ψ(A ∩ B)�

��� ��������
��� ��� x ∈ I∗ψ(A) !�� A � X� ���	 A = X − (X −A) ∈ ψ(x) �	
 � '�!(

�	����	 )�
� x �∈ cl∗ψ(X − A)� *��� "� ���� x ∈ X − cl∗ψ(X − A)�
*�� &�	����� �� ��������

������� �	�	 ��� X = {a, b, c} �	
 A = {a, b}� +�	��
�� � "��# 	��$�(

������
 � ���� ψ : X → exp
(
exp (X)

)

�,	�
 �� !����"�- ψ(a) =

{{a, b}} �
ψ(b) =

{{b}} � ψ(c) = {X}� *��	 "� $�� ��� !����"�	$ �������-

�
� ��	&� I∗ψ(A) = {a} �	
 ιψ(A) = {a, b}� �� I∗ψ(A) �= ιψ(A)�
��� ��� B = X� ���	 A � B ��� ��	&� I∗ψ(B) = {c}� I∗ψ(A) � I∗ψ(B)�
��� ��	&� I∗ψ(A ∩ B) = {a} �	
 I∗ψ(A) ∩ I∗ψ(B) = ∅� I∗ψ(A ∩ B) � I∗ψ(A) ∩

I∗ψ(B)�
��� ��	&� I∗ψ(A) = {a} �	
 I∗ψ

(
I∗ψ(A)

)
= ∅� I∗ψ

(
I∗ψ(A)

) �= I∗ψ(A)�

����
�� �	�	 ��� (X,ψ) �� � ��� �	
 A � X� �
�	 �
� �������	�

��
�

�
� A � cl∗ψ(A)�
��� cl∗ψ(A ∪ B) � cl∗ψ(A) ∪ cl∗ψ(B)�
��� cl∗ψ(A) = X − I∗ψ(X − A)�
��� γψ(A) � cl∗ψ(A)�

�
���	 �
�� ��� �	
 ��� ��� ��������
��� ��� x �∈ cl∗ψ(A) ∪ cl∗ψ(B)� X −A ∈ ψ(x) �	
 X −B ∈ ψ(x)� ���� ���

������� �! "��# 	��$�������
� �� !����"� ���� (X − A) ∩ (X − B) ∈ ψ(x)�
%�	&� x �∈ cl∗ψ(A ∪ B)�

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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 ��
 ��� ��
��
� ���� �
 ��� �
���
 ����
��
 ��		����� ����
�
��� ��
 ��� �	���� ���
�

�� cl∗ψ(A) = γψ(A) ��� A � X�

�! ��� A, B � X �� A � B� ��
� cl∗ψ(A) � cl∗ψ(B)�
�
 cl∗ψ(A) ∪ cl∗ψ(B) � cl∗ψ(A ∪ B) ��� A,B � X�

�� cl∗ψ
(
cl∗ψ(A)

)
= cl∗ψ(A) ��� A � X�

	
����� ���� ��� (X,ψ) �� � ��� �	
 A � X� �
�	 �
� �������	�

��
�

�� �� I∗ψ(A) = A� �
�	 A �� wψ����	�

�! �� cl∗ψ(A) = A� �
�	 A �� wψ������
�


����� �� ��� A � X� �� I∗ψ(A) = A� ��
� "� ��
��
� ��!�
 �

ιψ(A) = A� ���� ��
��
� ��#� A �� wψ$��
��
�! ���� ��
��
� ����
 � �� �� �"%�����

������� ���� &
� X = {a, b, c, d}� '�����
� � �
�( �
���"������ ����
�

ψ : X → exp
(
exp (X)

)
�
)�
� �� ��		���� ψ(a) =

{{a, b}} � ψ(b) =
{{b, c}} �

ψ(c) =
{{b, c}} � ψ(d) = {X}� &
� A = {a, b, c}* ��
� A �� wψ$��
� "�� I∗ψ(A)

= ∅� ���� ��� I∗ψ(A) �= A�

	
����� ���� ��� (X, ψ) �� � ���� A � X �	
 ��� B =
{

A � X :
I∗ψ(A) = A

}
� �
�	 ΨI∗ = {∪σ : σ � B} �� ��	���	�
 �	 Wψ(X)�


����� ���� ��
��
� ��#� �
 �
� ��
 ����
�
���

	
����� ���� ��� (X,ψ) �� � ��� �	
 A � X� �
�	 �
� �������	�

��
�

�� I∗ψ(A) = {x ∈ A : A ∈ H� ��� ����� �������� H ��	�����	� �� x}�
�! cl∗ψ(A) = {x ∈ X : �
��� ������ �	 �������� H � �
 �
�� H ��	������

�� x �	
 X − A �∈ H}�

����� �� &
� x ∈ I∗ψ(A) ��� 	
� �� �$����	� H ���%
��
 �� x� ��
� ��

�� �"%���� ���� A ∈ ψ(x) � H�
+�����
 ���� ��� 
%
�� �$����	� H ���%
����� �� x� A ∈ H� ��
� ����


�	
��	� ψ(x) ���%
��
� �� x� "� ������
���� A ∈ ψ(x)� �� ���� x ∈ I∗ψ(A)�
�! &
� x ∈ cl∗ψ(A)* ��
� X − A �∈ ψ(x)� &
� H = ψ(x)* ��
� H �����)
�

��
 ����������
��� ��
 ���%
��
� 	
� H "
 �� �$����	� ���%
����� �� x ��� X − A �∈ H�

��
�� ����
 ψ(x) �� �������
� �� H� X − A �∈ ψ(x) �� ���� x ∈ cl∗ψ(A)�
���������� ����� &
� f : (X,ψ) → (Y, φ) "
 � �������� "
��

� ,-+.�

(X,ψ) ��� (Y, φ)� ��
� f �� ��		
� w∗���	��	 � � �� ��� 
%
�� A ∈ φ
(
f(x)

)
�

f−1(A) �� �� ψ(x)�
�%
�� w∗$���������� �������� �� w(ψ,φ)$���������� "�� ��
 ���%
��
 ���

��� "
 ���
 �� ��
 ��		����� 
����	
 ������

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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 ���

������� �	

	 ��� X = {a, b, c}� ����	
�� ��� ��
� ��	��������
 ����

���� ψ,φ : X → exp
(
exp (X)

)

����
 
� �������� ψ(a) =

{{a},{a, b}} � ψ(b)
=

{{b}} � ψ(c) = {X}� φ(a) =
{{a}, {a, b}} � φ(b) =

{{a, b}} � φ(c) = {X}�
��� f : (X,ψ) → (X, φ) �� 
 �����	�� 
����
 �� f(x) = x� ��� x ∈ X�

���� f 	� w(ψ, φ)�����	������ ��� ��� w∗�����	������
�� ��� ��� ������	�� 	���	�
�	����

w∗�����	����� ��

��

w(ψ, φ)�����	����� ��

��

w�����	�����

��
gn�����	����� �� (ψ, φ)�����	����� �� (gψ, gφ)�����	�����

���
��� �	
�	 ��� f : (X,ψ) → (Y,φ) �� � ���	�
�� ������� �
� �����

(X,ψ) ��� (Y, φ)� �
�� �
� ������
�� ��� ���
�������

� ! f 
� w∗�	���
������
�"! f−1

(
I∗φ(B)

)
� I∗ψ

(
f−1(B)

)
��� B � Y �

�#! cl∗ψ
(
f−1(B)

)
� f−1

(
cl∗φ(B)

)
��� B � Y �

��

�	 (1) ⇒ (2)� $������ f 	� w∗�����	����� 
�
 x ∈ f−1
(
I∗φ(A)

)
%

���� A ∈ φ
(
f(x)

)
� f−1(A) ∈ ψ(x) ������� ���� ��� w∗�����	��	��� �� ��
�

x ∈ I∗ψ
(
f−1(A)

)
�

(2) ⇒ (1)� &� 	� ���
	��
 �� '���	�	�� (� �
(2) ⇔ (3)� &� 	� ��)	��� �� ������� (�" 
�
 ������� (�*�

���
��� �	
�	 ��� f : (X,ψ) → (Y, φ) �� � �
��	�
�� ���	�
�� �������

�
� ����� (X, ψ) ��� (Y, φ)� �
�� f 
� w∗�	���
����� 
� f
(
cl∗ψ(A)

)

� cl∗φ
(
f(A)

)
��� A � X�

��

�	 $������ f 	� w∗�����	����� 
�
 A � X� +��� ������� (� "�

	� ������� cl∗ψ (f−1
(
f(A)

)
) � f−1(cl∗φ

(
f(A)

)
)� $	��� f 	� 	�,���	)�� cl∗ψ(A)

� f−1(cl∗φ
(
f(A)

)
)�

$������ f
(
cl∗ψ(A)

)
� cl∗φ

(
f(A)

)
��� A � X� +�� B � Y � �� ��������	�


�
 ���,���	)	��� f(cl∗ψ
(
f−1(B)

)
) � cl∗φ (f

(
f−1(B)

)
) = cl∗φ(B)� -���� ����

������� (� "� 	� ������� f 	� w∗�����	������
���
��� �	
�	 ��� f : (X,ψ) → (Y, φ) �� � �
��	�
�� ���	�
�� �������

�
� ����� (X, ψ) ��� (Y, φ)� �
�� f 
� w∗�	���
����� 
� ��� �� �����
� 

H 	������
�� �� x ∈ X! f(H) 	�������� �� f(x)�
��

�	 $������ f 	� w∗�����	����� 
�
 H 	� 
� ���
�	�� ���)���	��

�� x ∈ X� &� 	� ��)	��� ��
� f(H) =
{

f(F ) : F ∈ H
}

	� 
� ���
�	�� �� Y �

.� ��������	� 
�
 ���,���	)	��� �� ��� φ
(
f(x)

)
� f

(
ψ(x)

)
� f(H)� �� ��
�

f(H) ���)����� �� f(x)�

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� �� ���� �� �	
� �	���
������ ����	�� 
�� ��
�	�

��� ��� ���	��
�� ��� G ∈ φ
(
f(x)

)

�� G � Y � ������� 
���� ψ(x) ����

	����
 �� x� �� �������
�
� �� ��� φ
(
f(x)

)
� f

(
ψ(x)

)

�� x ∈ X� ����� f �


�������	�� f−1(G) ∈ ψ(x)� 
� ���� f �
 w∗����������
�

������� ��	�� ��� f : (X,ψ) → (Y,φ) �� � ���	�
�� ������� ��� 
����

(X,ψ) ��� (Y, φ)� ���� ��� ������
�� ��� ���
�������

��� ��� x ∈ X ��� ��� ����� A ∈ ψ(x)� f(A) ∈ φ
(
f(x)

)
�

��� f
(
I∗ψ(A)

)
� I∗φ

(
f(A)

)
��� A � X�


����� (1) ⇒ (2)� ��� y ∈ f
(
I∗ψ(A)

)
 ���� ����� �!�
�
 x ∈ I∗ψ(A) 
���

���� f(x) = y� ��" 
� A ∈ ψ(x)� ���# ���� �� 
�����
 f(A) ∈ φ
(
f(x)

)
� 
� ����

�� ��	� y ∈ I∗φ
(
f(A)

)
�

(2) ⇒ (1)� ��� ��� ����
� ��� A ∈ ψ(x) ���� �� �������
�
� f(x) ∈
f
(
I∗ψ(A)

)
� I∗φ

(
f(A)

)
� $���� �� ��	� f(A) ∈ φ

(
f(x)

)
�

����������

��� �� ����	�
� �
�
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�
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