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ϕ : L → K �� ���� �� �� �������������	
� �	 �� 
�������� �
� �������� ��
���������� � ��������������� Φ �� L �� ������ ������
��������� �� �
� �����
��� �����
������

��� L → L/Φ� x �→ [x]Φ �� ������
���������� �� ������
J(L) ������ ��� �
� 
���� �� ��� ������� ���������������� �������� �� L� ���
� 
���� P � H(P ) ������� �
� ������� �� ��� 
��������� ������� ������ �������
�� P �  
� �	
�� w(P ) �� � �!����� 
���� P �� ��!��� �� �� max {n : P 
��
�� n�������� �����
���}�

����� "� 
����#

������ ��� Φ �� � ��	
���
����
�� �� � �
	�� ���	��
���� ����	�� M �
���
 Φ 	� �������������	
� 	� �

 �
�� 	� ��� �
� �����	
� ������ S = {a ∧ b,
a, b, a ∨ b} 	� a ∧ b �≡ a (Φ) �

 a ∧ b �≡ b (Φ) ���
 a ≡ a ∨ b (Φ) 	���	�� b ≡
a ∨ b (Φ)�

����	�  � ������ �
� $���� ��% 
��� ��

��� �
�� ���� S ����� �
� ���
������� 
��
�����  
�� [b]Φ �= [a ∨ b]Φ �� M/Φ ����� [b]Φ < [a ∨ b]Φ = [a]Φ
�� M/Φ� ���������� [a ∧ b]Φ < [b]Φ� &���� [a ∧ b]Φ � [a]Φ �
�"� �
�� Φ ��
��� ������
����������

'���������� �� 
���� �
� $��% 
���� ������ �
�� Φ �� ��� ������
����������
(� 
��� �� !�� � �������� �)���� S ��� "
��
 �
� ��������� 
��
���� ������
*� �
� �����
���� �� Φ �
��� ��� a ≺ b ∈ M ���
 �
��� "��
 �
� �����
����� A = [a]Φ ∈ M/Φ ��� B = [b]Φ ∈ M/Φ� A � B ������ &���� �
��� ��
� C ∈ M/Φ "��
 A < C < B� (��
 ���� c0 ∈ C ��� c = a ∨ c0 ∈ A ∨C = C
��� ��� d = b ∨ c ∈ B ∨ C = B� +�� a = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn−1 ≺ xn = c �� �
��,���� �
��� �� �
� �������� [a, c]� ��� ��� i �� �
� �������� �������
� "��

xi �∈ A�  
� ��������� ��� (n, i) = (6, 4) �� ��
����� �� ���� -. ������ 
�"����
�
�� xi ∈ C "���� ���� �� 
��������

���� �

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



������ ������	
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 �������� ���

��� yj := b∨xj � 0 � j � i� ���	
 ������
�������� �� ������� ��� �	
�����	
���� xj ≺ yj �	
 yj−1 ≺ yj ��� ��� 1 � j � n� �	 ����� ���
�� ���� �

� ��
��
� � �������	�� � ���� �� ������	
 �����	��� ��	�� S = {xi−1, xi, yi−1, yi} ��
� ������	
 ������ �� ���� �����	
 ���� �

������� �� ���� ����	 
	����
���� ������	 L �
 � ���	����	
	����� �����

����������� ����	 �� ��	 
��	�� ���
��� �� w
(
J(L)

)
����	 �����
�

	���
� ��� k = w
(
J(L)

)
� �	 ������ �� ��������  !"� J(L) �� ��� �	��	 ��

k ����������� ����	�� ��� �� �#��	
 ����� ����	� �� J(L) �� ������� ����	�
C1, . . . , Ck �� L� $��	 J(L) � C1 ∪ · · · ∪ Ck� %� ��� ������ ���� k � 2�
��	��� C1 × · · · × Ck &� C �	
 
�'	� � (��	)������������

ϕ : C → L, (x1, . . . , xk) �→ x1 ∨ · · · ∨ xk.

*������� ϕ �� ���(������� ��� Φ 
�	��� ��� ���	�� �� ϕ� �	
 ��� {a∧ b, a, b, a ∨ b}
&� � ������	
 ������ �	 C� +���� ���� �	
�#�	
 �� ��� ������� ���� a ∧ b =
(x, y, z3, . . . , zk)� a = (x+, y, z3, . . . , zk) �	
 b = (x, y+, z3, . . . , zk) ����� x+

����� y+ 
�	���� ��� �	���� ����� �� x ����� y �	 C1 ����� �	 C2� �	
�� ���
���������	 a ≡ a ∨ b ,Φ-� a ∧ b �≡ a ,Φ- �	
 a ∧ b �≡ b ,Φ- �� ���� �� ����
���� b ≡ a∨ b ,Φ-� %��� ��� 	������	 u = ϕ(a∧ b) = x∨ y ∨ z3 ∨ · · · ∨ zk ���
���������	 ���	�

x+ � u, y+ � u, y+ � x+ ∨ u.

���	
 ������
������� �� �&���	 ���� x ≺ x+ ���� u = x ∨ u ≺ x+ ∨ u� �	

�� ��	���
� u ≺ y+ ∨ u ���������� ��	�� u ≺ y+ ∨ u � x+ ∨ u ����
� x+ ∨ u
= y+ ∨ u� ������	
 ϕ(b) = y+ ∨ u = x+ ∨ y+ ∨ u = ϕ(a ∨ b)� $��� ����� b ≡
a ∨ b ,Φ-� �

$�� �������	�����	 
�'	�
 �	 ��� ����� �� $������ � �� ����������
 &�
��
� !�

������
�� �� ��	 ���	����	
	����� ���������������� ����	
 �� ����	

�
��������	 ������	
 ��	 	������ ��	 ����	 
	����
���� ������	
�

	���
� $��� ������� ���� $������ � ��	�� �����)��������	
 (��	)����)
��������� �������� ������
������� �	 ������ �� ����� �. �� /�0�1�� �	

2	���  3"� �

��� �� ������ ��� ���	 ������ ���� /�0�1�� �	
 2	���  4"5

������� � ,/�0�1�� �	
 2	���  4"-� ���� ����	 ������ 
	����
����
������	 ��� �	 ������	
 ���� � ���	����	
	����� ���������������� ����	 ��
��	 
��	�� ���
��� �� ��� ����	 �����
 ��� �

��� 
����� ���	
�����	 	�	�	��

�� ��	 ���	����
 �� ���	���� 
����	
�

6�� �� ��������� � ��������� �� $������ �� ����� ������ ������� $���)
��� !�

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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���� �

��������� �� ���� ����	 
����� ���� 
	��������� ������	 �
 � ���	��

�	
	����� ������������
��� ����	 �� ��	 ���	�� 
������ �� ��� ����	 �����
�

	���
� �� ���	
� �
 ������� �� �	 �� �
�����	 	� ���� 	��	 w
(
J(L)

)
= 2

���� L �� � ������ ���� �������
��� ��		���� ��	 C1 ��� C2 �� 	�� ��
	 ���
����	 ��
����� ����� �� L� ����� �� ��	��� 	� ���� 	��	 ����� p ∈ J(L) ��
�� C1 ∪ C2� �
����� 	��� �� ��	 	�� ���� ��� ������ � p ∈ J(L) \ (C1 ∪ C2)�
��	 q �	��� 
�� 	�� 
���
� ����� ����� �
 p� ��	 u ����� v ����	� 	�� ����	��	
������	 �
 C1 ����� C2 �
�� 	��	 u � p ����� v � p� ��	 u+ ����� v+ �� 	��

���� ����� �
 u �� C1 ����� v �� C2� ���� u � q ��� v � q �
	 u+ � q

��� v+ � q�  ��� u ≺ u+ �� �����
�� q ≺ q ∨ u+ �� �������
����	�� ���

q ≺ q ∨ v+ 
������ ����������
!�� p� q ∨ u+ ��� q ∨ v+ ��� ��� 
���� ������ �
 q ���� ����� u+ � p�

p �∈ {q ∨ u+, q ∨ v+}� �� ���	���
��� 	�� ������
 ���	 ���
�� 	��	 x = q ∨ u+ = q ∨ v+� ��	 x �� ��
	���� 
��� p �� 	��

"#$�� ������% &���� ������� �
 L� ��� �������� 	��	 v ��� v+ ������ 	� 	��
����	 ��
����� C2� '������� 	�� ��	�� A ��� B �� 	�� ������� ��	�������
v < p ≺ p∨x ��� v+ < x� ����� ����� v+ � p� 	���� 	�� ��	�� ��	�����	 �� 	��
����� �
	 ��	 �	 � ���	�$� ����� ���	�����	� �������	�� ���� x �� ����	����

��� p� 	�� ��	
�	��� �� �������� ���� ����� 	��	 q∨u+ = q∨v+ �� �����������

�����
��� q ��� 	���� ���	���	 �������  �� �����	�� ��	 {a, b, c} = {p, q ∨ u+,
q ∨ v+}� ����� ���� �
 a� b� c ������ q� �������
����	� ������ 	��	 ���� �

a ∨ b� a ∨ c ��� b ∨ c ������ �	� 	�� (�������� �
 	�� �
 	���� (����� ��� a ∨ b
��� b ∨ c� �������� 	��� a < a ∨ c � a ∨ b ∨ c = a ∨ b ��� a ≺ a∨ b ���� a ∨ c
= a ∨ b� ������ {a, b, c} ������	�� �� M3 �
���		���� ����� ���	�����	� 	��
���
��	��� 	��	 L �� ����� &���� {a ∨ b, a ∨ c, b ∨ c} �� � 	���� ������	 ��)
	������� �	 �� ����)*����� �
� ����� ��+�, �� -�.	/�� 012� 	��	 	��� ��	������

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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�����������	
� �
������ �� 
�� ���
�� ������������
� ���
����

������� �� ����� ���	� 
�����
���� ��		��� L �
 � ���������
������
���������������� ����� �� 	�� ������ 
�
	����	��� ��		��� D 
�	������
 ��
J(D) ∼= J(L)� ��������� 	�� ��
	���	��� �� �� ���������	� ���������
������

���������������
� ���� D ��	� L �
 � J(D) → J(L) ��
�� �
�������
��

	���
� ��� ��������� 	���� 
� ��� ������ �� ����
�� �
 ��� ��

� 
�
��� �����
�� ���
���� ��� L 	� � ����� �����
��
�� 
������ ��� 
�� D 	� ���
������	����� 
������ H

(
J(L)

)
� ����� �
���
�� ϕ : H

(
J(L)

) → L� I �→ ∨
LI �� �

�
����
�
�
������ ��
� D = H
(
J(L)

)

��
 L� ���� �� �

�������� �� ���� ��

��� Φ ���
�� ��� �����
 
� ϕ�

���� �� L� J(L) �	
 ��
 ����
���	
�	� 
����������
 ������
 D = H
(
J(L)

)

 
! !� ��
�� ���� ϕ �� �
��������������� ���� � �
������ �"���� S =
{a ∧ b, a, b, a ∨ b} �� D = H

(
J(L)

)
� #��
�� a∧ b 	� I$ �� �� � ���������� ��	�

��� 
� J(L)� ��� �
�����
� a ∧ b ≺ a ����� ���� ����� �%���� �� �
�����
p ∈ J(L) \ I ���� ���� ��� ���������� ��	��� (p, I) ��������� 	� p ��� I �
��
�
� �
����� ��� 
���� �
�����������	
� �
������ ���� a = (p, I) = {p} ∪ I� &���
�
��
�� b = (q, I) = {q} ∪ I �
� �
�� q ∈ J(L)� q �∈ I�

'� ������ �� L ���� p �
∨

LI (���� �� �"����
��� �
 ��� ��������
� a ∧ b

�≡ a (Φ) �
���
���� ��D)� q �
∨

LI (�"����
��� �
 a∧ b �≡ b (Φ)) ��� p ∨ ∨
LI

� q �� L (�"����
��� �
 a ≡ a ∨ b (Φ))� *	��
��
��

p ∨
∨

L
I � q ∨

∨
L
I >

∨
L
I.

��
� a = (p, I) = {p} ∪ I �� �



!� ���� ����� �� �
 r ∈ J(L) \ I ���� ����
r < p� !���� ����� p∧∨

LI ≺ p �� L� +�� L �� � �����
��
�� 
������ ��� ������
�
��

∨
LI = (p ∧ ∨

LI) ∨ ∨
LI ≺ p ∨ ∨

LI� ���� ���
��� p ∨ ∨
LI = q ∨ ∨

LI�

� �"����
���
� b ≡ a ∨ b (Φ)� +� ��� ����� ���� ��
��� ���� ϕ �� �
����
�����������

�
� ��� �
��� P � J
(
H(P )

) ∼= P � ���� ����� J(D) = J(H
(
J(L)

) ∼= J(L)�
!����� ��� ���������
� 
� ϕ �
 J(D) �� �� 
���� ��
�
������ 
��
 J(L)� �

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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�������� ��	 L 
� � ���	� ��
��	��� ��		���� ���� J(L) �� 	�� ��	 
� �	
���

	��� �� �� ��
������ ��	 ��� 	�����
�� H
(
J(L)

)
�� � 


���� ��		���� ��

�
�������

��������� �� ��� ������	��
�����
 ������������	��� ���
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