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��������� �	
� ��
 ����� ������� �������� ��
 ����� �������� �������� ��
 �����

��	
��

� �� ����� �� �  ��!"#��� $%�&�"��' ��(��� �� (0,+∞)� �)� �%�)��'
&��'"��� '%"��*+� ��,���,�  �+-��#"�+' ��� ')�. �)�"� &��/��,��&� "� .�",)���
Lp0' �&�'�

�� ������	
����

���� ����� 	��
� ���� ��� ����
������
� 
� ������
�� 	����	 
� ���

���
��	�	 �������
 R
+ := (0, +∞)� �� ����� 
� �������� �

��
���
�� ��

�������	 Lp ������� �� �
���	�� ������
�� ������ �����
������� �� ��� 
���
��� ��	 ���������� ���
������

� �
� x → +∞ ��	� ������
��� �� ���	� ���

�
��������� 
� �� ������

���
� ��
���� �� Lp
u� 1 � p < ∞� ���� ��� ������

u(x) = xγe−
xβ

2 , γ > −1
p
, β >

1
2
.

�� ���� 
�� �� 
������ ���� �
��	�	 ��
����
�� ��
� Lp
u(0, +∞) 
��


��� ����� 
� �
������� �

��
���
� Pm 	
 �
� ����� �
� ����� ��
�� 
� p�

���  ���� �
� �!�����" + 0� �0� �������� ����� �����0�� � ���.��!� �
� 1��0����  ����2�! �
�����
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� �� 
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��� ������	
 ��
 �����
� 
���
	��� Sm(w, f) �
���
� �� ��
 ����
��
 �
����
w(x) = xαe−x� α > −1� �� �����
� �� Lp

u� ���
� �������
 	��������� �� ��


�
����� u ��� w� ���� ��� 4
3 < p < 4 ��� ��

 ���� ������

�� ���
� �� � 
�	�!
 ���� 
����
!� �� ���� ��
 �������� �� ��
 �

	��� 	��

β = 1� 
��
��
� �� ���
�
����
 � "#���
 �
	����$ �� ��
 ���	���� 
���!�����
��
 Lp

u ���! �� � �������
 #���
 ���
� �� �� R
+�

%
�
� �� � !��
 �
�
��� 	���
&�� �w(x) = xαe−xβ
� α > −1� β > 1

2 ��� u(x)

= xγe−
xβ

2 � γ > −1
p�� �
 	�����
� � �������
 
�����!��� ���
� �� ��
 '
���

�� pm(w) ��� � �

	��� ���������� 
����� ��������� �� ��
� �� (� )'�������

*� �
 !��
 
�
	��
� �
�
{

pm(w)
}

m
�
 ��
 �
+�
�	
 �� ��
 ��������!��


�����!���� �
���
� �� ��
 �
���� w(x) �� ��� 
����� 
 �
����� 	�
,	�
�� ���

am

m2
� x1m < x2m < . . . < xmm � am

(
1 − C

m
2
3

)

�	�� �-�� �
 ��
 '
��� �� pm(w)�
%
�
 ��� �� ��
 �
+�
� C �
���
� � 
����� 
 	������� ���	� !�� ����!


��.
�
��  ���
� �� ��.
�
�� ���!���
� /
 ����
 C �= C(a, b, . . .) �� C �� ���


�0
�
�� �� ��
 
���!
�
�� a, b, . . .� �� A,B � 0 ��
 +�������
� �


����� �� ��!


���!
�
��� �
 ����
 A ∼ B �� ��
�
 
&���� � 
����� 
 	������� C ���


��
��

�� ��
 
���!
�
�� �� A ��� B ��	� ���� B
C � A � CB�

�� f �� � ��	���� 	��������� ���	���� �� R
+� �
�

Lm(w, f ; x) =
m∑

k=1

lkm(x)f(xkm),

���� lk(x) = lkm(x) = pm(w,x)
p′m(w,xk)(x−xk) ��� xk = xkm� ���

����� L∗
m+1(w, f ; x) =

m+1∑
k=1

l∗k(x)f(xk), xm+1 = am

����

l∗k(x) =
am − x

am − xk
lk(x), k = 1, . . . , m, ��� l∗m+1(x) =

pm(w, x)
pm(w, am)

,

��
 �����!
���� �������
 
�����!���� ���
� �� ��
 ���
� x1, x2, . . . , xm,

xm+1� ��
�
 am = am(w) ∼ ā2m(w̃)2 ∼ m1/β ��� ā2m(w̃) �� ��
 1���2��3
4�2�!��� 3)�. ��!�
� ���� �
�

	� �� ��
 �
�
����'
� ��
�� �
���� w̃(x)
= |x|2α+1e−x2β

�	�� ��5��� 6� ������ {l1, . . . , lm} �� � ����� ��� ��
 �
� Pm−1

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



Lp
������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

�� ��� �������	
 ����
��	��� �� ������ �� ���� m − 1 �
�
{

l∗1, . . . , l∗m, l∗m+1

}
	� � ���	� ��� Pm�

��� ��� m �� ���
	�
��� ����� ���� m > m0� �
� ��� 	
����� j = j(m)
�� ���
�� ��

����� xj = xj(m) = min
1�k�m

{xk : xk � θam},

����� θ ∈ (0, 1) 	� ����� ���
�

Pm−1 =
{

P ∈ Pm−1 : P (x) = qj−1(x)
m∏

i=j+1

(x − xi), qj−1 ∈ Pj−1

}
⊂ Pm−1

�
�

P∗
m =

{
P ∈ Pm : P (x) = qj−1(x)(am −x)

m∏
i=j+1

(x−xi), qj−1 ∈ Pj−1

}
⊂ Pm.

���
 {l1, . . . , lj} �
�
{

l∗1, . . . , l∗j
}

��� ����� ��� Pm−1 �
� P∗
m �����
�	!��� 

�
� 	� 	� ���� �� !��	�� ���� �
� ��� ��� �
	"�� �������
���	�
�

qm−1(x) =
j∑

i=1

qm−1(xi)li(x) ∀ qm−1 ∈ Pm−1

�
�

qm(x) =
j∑

i=1

qm(xi)l∗i (x) ∀ qm ∈ P∗
m.

���
 �� 
�
 	
�����
� ��� ������	
� 	
��������	�
 ���
�����#

L̃m(w, f ; x) =
j∑

k=1

lk(x)f(xk), f ∈ C0(R+)

�
�

���$� L∗∗
m+1(w, f ; x) =

j∑
k=1

l∗k(x)f(xk), f ∈ C0(R+)

��	
� ���
� ��� ���%�
���� ���� C0(R+) 	
�� Pm−1 �
� P∗
m �����
�	!����

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� ������� 	
� �� 
����������

��� �� ����	
�� ��� �
� ��� �����
∥∥ L̃m(w, f)u

∥∥
p

��

∥∥L∗∗

m+1(w, f)u
∥∥

p

���� �
� 
���	�	�� 	� ����	�� �� �	�


u(x) = (1 + x)λxγe−
xβ

2 , λ > 0, 1 � p � ∞.

�
� ���� ���� 
��� ��� 
��� � ����
� ��
��	�� ��� �����	� ������ �� p� ���
	������� 	� 	� ��� 
��
 �� ���	�� �
��� ��� p = ∞� 	� �������

sup
‖fu‖∞=1

∥∥ L̃m(w, f)u
∥∥
∞ � Cm

1
6

��� ��� α, γ, λ ��� �� ���� �
�� �
� !������	�� L̃m(w,f) 
�� � ���
 ��
��	��
	� [0, θam]� �	�
 0 < θ < 1� �� 	� ��� �
��� 	� "#�$ ��� β = 1 %�� �
� �����


����� 	� ��� !����
 	� "&$ �
�� sup‖fu‖∞=1

∥∥L∗∗
m+1(w, f)u

∥∥
∞ � C logm ��
��

�����	� �����!�	��� �� �
� !��������� α� γ� λ �
� ��
�� log m ������ ��
	�!����
 "#'$ 

(� �
	� !�!�� �� ���
� �
� ��
��	�� �� L∗∗
m+1(w, f) 	� (0, +∞) ��
 ��

	�!�	�	��� �
�� �
�� �
��� �)	�� ��*������ �� !������	��� �� P∗
m ����������

�� f 	� Lp
u� p ∈ (1,∞)� ��
�� ��	����� ���
	�	��� �� �
� !��������� �� �
�

��	�
�� u ��
 w �
��� ������� ��� �� ���
 	� �
� !��+���	�� ���
�
� 	�
��
�� �� �!!��)	���� �
� �����	�� �� ���� �����	���� �*���	��� 

�� �������	
����

%�� 1 � p < +∞� X � [0, +∞)� ��� Lp(X) �� 
����
 	� �
� ����� ��� 
,	�
 �
� ��	�
�

�� #� u(x) = xγe−
xβ

2 , γ > −1
p
, β >

1
2
, x � 0,

��� Lp
u(X) �� �
� �������	�� �� ��� ���������� �����	��� f ���
 �
�� fu ∈

Lp(X) -����*������ �
� ���� 	� Lp
u(X) 	� 
����
 ��

‖f‖Lp
u(X) =

(∫
X
|fu|p(x) dx

) 1
p

.

,
�� p = +∞� �� 
���� �
� �!����

Bu :=
{

f : [0, +∞) → R : sup
x�0

∣∣(fu)(x)
∣∣ < +∞

}

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



Lp
������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

���

L∞
u := Cu =

{
f ∈ C0

(
(0,+∞)

)
: lim

x→0
x→∞

(fu)(x) = 0
}

���� �	
����� 
��� ��� ����

‖f‖L∞
u

= ‖f‖Cu
= sup

x�0

∣∣(fu)(x)
∣∣ .

��� 1 � p � +∞ ��� X = [0,+∞)� 
� ����� 
���� Lp
u

(
[0, +∞)

)
= Lp

u ���

‖f‖Lp
u(X) = ‖f‖Lp

u
= ‖fu‖p� ��������� ��� 1 � p � +∞� ��� W p

r (u) ������

��� 
������� ������������ ����� �� ����� r ∈ N� r � 1� ������ ��

W p
r (u) =

{
f ∈ Lp

u

(
[0,+∞)

)
: f (r−1) ∈ AC

(
(0,+∞)

)
, ‖f (r)ϕru‖

p
< +∞

}
,


��� ϕ(x) =
√

x� ��� �	
����� 
��� ��� ����

‖f‖W p
r (u) = ‖fu‖p + ‖f (r)ϕru‖

p
.

��� 
� ���� �������� ����
������� ������ ������ ��

Zp
s (u) = {f ∈ Lp

u

(
[0, +∞)

)
: ‖f‖Zp

sr(u) < ∞}, s ∈ R, s > 0


����

‖f‖Zp
sr(u) = ‖fu‖p + sup

t>0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

ts
, r > s,

���

Ωr
ϕ(f, t)u,p = sup

0<h�t

∥∥(�Δr
hϕf)u

∥∥
Lp(Irh)

,


��� ϕ(x) =
√

x� Irh =
[
8(rh)2,Ch∗] � C ��������� � �� ��������� h∗ = 1

h
2

2β−1

���

�Δr
hϕf(x) =

r∑
i=0

(−1)i

(
r

i

)
f
(
x +

(r

2
− i
)

h
√

x
)

!��� "##$%� ��������� 
� 
��� ���� ��� ���� r ���� ‖f‖Zp
sr(u)� 
������ ������

‖f‖Zp
s (u)� ���

Em(f)u,p = inf
P∈Pm

∥∥(f − P )u
∥∥

p

��� ����� �� Lp�
������� ����� ������� �� ��������� ����������� �� ������
� m�

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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�� ���� ��� 	
��
�
�� ���
����� ���� ��
����

����� Em(f)u,p � C
(√

am

m

)r

‖f (r)ϕru‖
p
,

	
� ��� f ∈ W p
r (u)� ���

����� Em(f)u,p � C
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

t
dt, C �= C(f, m), r < m

�
�� am = am(u) ��� �������� ������
��!�" �#�$�� �
�� �����%� �
 ���

��
��� u(x) = xγe−
xβ

2 �

�� ���� ��	
��	

&
� �� %�� ����$�
�� ��� ��
� ���#����

������� ��	� ��� 1 < p < +∞� vσ(x) = xσ� ϕ(x) =
√

x ��� q = p
p−1 �

	
 ��� ��
���� w(x) = vα(x)e−xβ
��� u(x) = vγ(x)e−

xβ

2 ���
�
� ��� ����
�
���

�����
vγ

√
vαϕ

∈ Lp(0, 1) and

√
vαϕ

vγ
∈ Lq(0, 1),

����� 
�� ��� 
����
��� f ∈ Bu� �� ����

�����
∥∥L∗∗

m+1(w, f)u
∥∥

p
� C

( j∑
k=1

Δxk|fu|p(xk)
) 1

p

,

����� Δxk = xk+1 − xk� k = 1, . . . , m� ��� C �= C(m, f)�

�����
�
�� ���� ��� �� 1 < p < +∞� ��� ��� 
����
�� f ���� ����

�����
Ωr

ϕ(f, t)u,p

t
1+ 1

p

∈ L1

�� ����

( j∑
k=1

Δxk|fu|p(xk)
) 1

p

� C
[
‖fu‖Lp(0,xj+1)

+
(√

am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

t
1+ 1

p

dt

]���'�

�
�� C �= C(m, f)�

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



Lp
������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

��� �� ���� ��	� 
���
 ������� ��� ���������� �� f �� (0, +∞)�
������� ��� 	�� ����������� ��� 	�� �����	� �� ������� ��� 	�� ����	

��� �� ����� ��� �� ���� ��� ���� ���������� �����!������ �� ��� ���"����
��	��������

������� ���� ����� ��� ��	
������ 
� 
��
��� 3.1� �
� ��� 	
���
����
P ∈ P∗

m ��� �
��
���� ����������������	� ����������� �
����


��#
 ‖Pu‖p ∼
( j∑

k=1

Δxk|Pu|p(xk)
) 1

p

����� ��� �
������ �� ∼ �� ����	������ 
� m ��� P �

$� �%���"� 	��� ��	� 
��#
  ����	��� �� ��� ���� ��� P ∈ Pm 
���& ��� ��'
��	���& ���& ��� ���(��)�
�

������� ��	� ����� ��� ��	
������ 
� 
��
��� 3.1� �
� ��� ������
� f
���� 
���
 �� ����

‖[f − L∗∗
m+1(w, f)

]
u‖

p
� C

[(√
am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

t
1+ 1

p

dt + e−Am‖fu‖p

]
,


���


���� C �= C(m, f) ��� A �= A(m, f) 
���& �� ��)�
�

*� �	������	� ��� �������� ������	�� ����� �����


�������
 ���� ��� 1 < p < +∞� ����� ��� �����	��
�� 
� 
��
���

3.4� �
� ��� f ∈ Zp
s (u)� s > 1

p � �� ����


���
 ‖[f − L∗∗
m+1(w, f)

]
u‖

p
� C

(√
am

m

)s

‖f‖Zp
s (u)

���� �
� ��� f ∈ W p
r (u)� r = 1, 2, . . .


��+
 ‖[f − L∗∗
m+1(w, f)

]
u‖

p
� C

(√
am

m

)r

‖f‖W p
r (u)

���� C �= C(m, f)�
���� ����	 
�� ���
	 �� ������� ��
�� �� Zp

s (u) 
�� W p
r (u)� ��� ��������
��{

L∗∗
m+1(w, f)

}
���
�� 
� ��� ��������
�� �� ���� 
�������
�����

�� ��� ���� ������� �� �����
�� ��� ���� �� L∗∗
m+1(w, f) �� ��� ��������

��
�� L1
w
ū
���� ū(x) = (1 + x)λxγe−

xβ

2 � λ > 0� � �� !��� �� ��� �� �
� ��


������ �� �����
�� ��� ���� �� ���� ������
� ����
����� "�� ����� ��������
�� ��� ��������� ��
������ 
�� ��#��� 
� �� ������� $� ����
���� ��� ������ u
�� ū�

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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������� ��	� �� ��� ������	 w(x) = xαe−xβ

�� ū(x) = (1 + x)λxγe−

xβ

2



� 	��� ��
� ��� �


����
	 α� γ 
�� λ 	
��	�� ��� ���������	

�����
1
2

< λ � 1 
�� max
(

0,
α

2
+

1
4

)
< γ <

α + 1
2

,

����� ��
 �
�� f ∈ L∞̄
u � �� �
��

������
∥∥∥L∗∗

m+1(w, f)
w

ū

∥∥∥
1

� C‖fū‖L∞([0,xj ]),

���� C �= C(m, f) 
�� j ������ 
	 �� ������ ���	��������� ����
 ��� ������

����	 ������ ��
 �
�� f ∈ W∞
r (ū) �� �
��

������
∥∥∥[f − L∗∗

m+1(w, f)
] w

ū

∥∥∥
1

� C
(√

am

m

)r

‖f‖W∞
r (ū)

���� C �= C(m, f)�

�� ������

	
��

 �
����� ���
 

����� ����� ��
 ���

�������� �����������
L∗∗

m+1(w, f ; x)� �
 

���� ���
 ����� ����� �� ��
 �
�����
��� �����������{
pm(w)

}
m

����� ��� �
 �
���
� �
�� ���
 

����� ��  !� �� �!"�#$�

%��
��� ��
 &

�� x1, x2, . . . , xm �� pm(w) �������

�!��� Δxk = xk+1 − xk ∼
√

am

m

√
xk

1√
1 − xk

am
+ 1

m
2
3

, k = 1, 2, . . . , m − 1

���

�!���
1

|p′m(w, xk)
√

w(xk)| ∼
4
√

amxkΔxk

√
1 − xk

am
+

1

m
2
3

, k = 1, . . . , m,

���� ��������� ������
� �� ∼ ���
�
��
�� �� m ��� k� '�

��

� ��
 ������(
��� 
������
 �����)

�!��� |pm(w, x)
√

w(x)| � C
4
√

amx 4

√|1 − x
am
|+ 1

m
2
3

,

���� C am
m2 � x � Cam(1 + m− 2

3 )� C �= C(m,x)�
*
� �� ����
 ��
 ��������� +
�
&(���
 ��
,������ ����� �
 ���� ��
 �� ��


��������� ��

  ��� �� ��#$��

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



Lp
������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

����� ���� ��� A > 0� Am = [Aam
m2 , am(1 − A

m
2
3
)] ��� 1 � p � +∞�

	
��� ��
 ��� ���������� Pm ∈ Pm� �
�
� ������ � �������� C = C(A) �����
������� �� m� p ��� Pm ���
 �
��

�����

(∫ +∞

0
|Pmu|p(x) dx

) 1
p

� C
(∫

Am

|Pmu|p(x) dx

) 1
p

.

����	
� �

��� �

��� �
 �	
 ����������

����� ���� �� x ∈ [(2rh)2, h∗] ���
 h > 0� r � �������� ������
� h∗ =
1

h
2

2β−1
� β > 1

2 � y ∈ [x−rh
√

x,x+rh
√

x
]
��� �
� ����
� u �� ������ �� ������

�
�� �
�
� ������ � �������� C ����������� �� x ��� h ���
 �
��

1
C � u(y)

u(x)
� C


�����

	
���� ����
 h �
√

x
2r �

x � y + |x − y| � y + rh
√

x � y +
x

2

���

y � x + |y − x| � x + rh
√

x � x +
x

2

	���� �	
� �
 �
�

�����
1
2
x � y � 3

2
x.

���
��
�� 
���
 x � h∗� ��� ξ ∈ I(x, y) �I(x, y) �
��� �	
 ���
���� 	����� x
��� y �
 
�������
� ��
 	�


∣∣xβ − yβ
∣∣ = |x − y|βξβ−1 � βrh

√
xξβ−1 � βrh(h∗)β− 1

2 = βr

���� �	
�
���
�

��� � e
|xβ−yβ|

2 � e
βr
2 .

!�"������ ����� ��� ��� �� �	
 �
""� ������
� �

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� ������� 	
� �� 
����������

����� ���� ��� 1 � p < +∞� vσ(x) = xσ ∈ Lp� xj = min{xk � θam}
��� 0 < θ < 1 �	��
 ����� ���
� �	���� θ1 ∈ (θ, 1) ���� ���� ��
 �� �
���
�
�
���������� P ∈ Plm ����� l � �	�� ������
�� �� ����

�����

( j∑
k=1

Δxk|Pvσ|p(xk)
) 1

p

� C
(∫ θ1am

x1

|Pvσ|p(x) dx

) 1
p

,

���
� Δxk = xk+1 − xk� C �� � �������� �������� ����������� �� m� P ��� p


�	

�� ��� P ∈ Plm �l 	 
��� 
�������� ��� ������
�� 
����
�
�� ����
�����

ΔxkP (xk) =
∫ xk+1

xk

P (x) dx −
∫ xk+1

xk

(xk+1 − x)P ′(x) dx

��� 1 � k < j 	��

ΔxjP (xj) =
∫ xj

xj−1

P (x) dx +
∫ xj

xj−1

(x − xj−1)P ′(x) dx.

�� 	����
�� ������ 
����	�
�� 	��

vσ(xk−1) ∼ vσ(x) ∼ vσ(xk), x ∈ [xk−1, xk],

���� ��� ��! ��� "	� �	�
�� �#�	
�

Δxk

∣∣P (xk)vσ(xk)
∣∣p � C

[∫ xk+1

xk

∣∣P (x)vσ(x)
∣∣p dx

+ (Δxk)
p
∫ xk+1

xk

∣∣P ′(x)vσ(x)
∣∣p dx

]
,

��� 1 � k < j 	��

Δxj

∣∣P (xj)vσ(xj)
∣∣p � C

[∫ xj

xj−1

∣∣P (x)vσ(x)
∣∣p dx

+ (Δxj)
p
∫ xj

xj−1

∣∣P ′(x)vσ(x)
∣∣p dx

]
.

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



Lp
������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

��������� 	
�	 ��
 k � j� Δxk ∼
√

am

m

√
xk ∼

√
am

m

√
x� x ∈ [xk, xk+1] ���� �������

�� 
���

j∑
k=1

Δxk|Pvσ|p(xk)

� C
[∫ xj

x1

|Pvσ|p(x) dx +
(√

am

m

)p ∫ xj

x1

|(P ′vσ)(x)
√

x|p dx

]
.

��� �� ��	���	� 	
� ������ 	�
� �� 	
� 
��
	 
��� ����� ��	 �� �
����
θ < θ1 < 1 ���
 	
�	 xj < θ1am� �
��� �� �
�������� �� ��  �!� �
��� ��
����� !�"# �� ��� �
��

∫ xj

x1

|(P ′vσ)(x)
√

x|p dx � C
(

m√
am

)p ∫ θ1am

x1

∣∣P (x)xσ
∣∣p dx.

$� ����������

( j∑
k=1

Δxk|Pvσ|p(xk)
) 1

p

� C
(∫ θ1am

x1

∣∣P (x)xσ
∣∣p dx

) 1
p

. �

������ ���� ��	 �� ����
�� 	
�	� �� ����� ����� 4.2� � 
����	 �����%
���� 	� ����� 4.3 ��� �� �
���� �� ��� 
������� 	
� ����
	 ����	��� vσ ��

	
� ��
� ����
�� ��� vσe−
xβ

2 �

	�

� 
� �
�
��� ���� &� ����� �� 
���∥∥L∗∗
m+1(w, f)u

∥∥
p

� C∥∥L∗∗
m+1(w, f)u

∥∥
Lp(x1,am)

= C sup
‖g‖q=1

∣∣∣∣
∫ am

x1

L∗∗
m+1(w, f, x)u(x)g(x) dx

∣∣∣∣
��	
 1

p + 1
q = 1� '�	 A(g) =

∫ am

x1
L∗∗

m+1(w, f, x)g(x)u(x) dx� 	
��

A(g) =
j∑

k=1

f(xk)u(xk)
p′m(w, xk)(am − xk)u(xk)

∫ am

x1

(am − x)pm(w, x)
x − xk

g(x)u(x) dx.

'����
1∣∣p′m(w, xk)u(xk)

∣∣ ∼ x
α
2
+ 1

4
−γ

k
4
√

amΔxk

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� ������� 	
� �� 
����������

���� ������ �	
 1
am−xk

� C
am

�	� ���

A(g) � Ca
− 3

4
m

j∑
k=1

f(xk)u(xk)Δxkx
α
2
+ 1

4
−γ

k

×
{∫ θ̄am

x1

+
∫ am

θ̄am

}
(am − x)pm(w, x)

x − xk
g(x)u(x) dx =: C[A1(g) + A2(g)

]


���� θ̄ ∈ (0, 1)� �� ����� ������� ��� ������ �� θ̄ ������ �� ���� ����	� 
�

������ ���� θ̄am > xj � ��� �� �������� A1(g)� �� ���� �	
� ��� � ���
 l ∈ N


� ��	��
�� ��� ����	����� π(t) ∈ P(l+1)m 
��	�
 ��

π(t) =
∫ θ̄am

x1

(am − x)pm(w, x)q(x) − (am − t)pm(w, t)q(t)
x − t

g(x)u(x)
q(x)

dx


���� q(x) �� �	 ��������� ����	����� �� 
� ��� lm� ���	

∣∣A1(g)
∣∣ � a

− 3
4

m

j∑
k=1

∣∣f(xk)
∣∣u(xk)Δxkx

α
2
+ 1

4
−γ

k

∣∣π(xk)
∣∣

� a
− 3

4
m

[ j∑
k=1

Δxk

∣∣(fu)(xk)
∣∣p] 1

p
[ j∑

k=1

Δxk

∣∣∣xα
2
+ 1

4
−γ

k π(xk)
∣∣∣q]

1
q


��� 1
p + 1

q = 1� !� ���	 ����� ��"�

B := a
− 3

4
m

[ j∑
k=1

Δxk

∣∣∣xα
2
+ 1

4
−γ

k π(xk)
∣∣∣q]

1
q

� Ca
− 3

4
m

∥∥∥v α
2
+ 1

4
−γπ

∥∥∥
Lq(x1,θ1am)


��� θ < θ1 < 1 �	
 vρ(x) = xρ�

#�
 ��� θ < θ1 < θ̄� $�	��

B � Ca
− 3

4
m

{[∫ θ̄am

x1

∣∣∣∣∣tα
2
+ 1

4
−γ

∫ θ̄am

x1

(am − x)pm(w, x)g(x)u(x)
x − t

dx

∣∣∣∣∣
q

dt

] 1
q

+

[∫ θ̄am

x1

∣∣∣∣∣tα
2
+ 1

4
−γ(am − t)pm(w, t)q(t)

∫ θ̄am

x1

g(x)u(x)
q(x)

dx

x − t

∣∣∣∣∣
q

dt

] 1
q
}

.

���� ��������	�� 
��
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������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

�� ∣∣∣pm(w, x)
√

w(x)x
1
4

∣∣∣ � C
4
√

am − x

���� ����		
 �� �
� ������ 
 ��������
� q(x) ���� ��
� q(x) ∼ u(x) �� [x1, am]�
�� �������

B � Ca
− 3

4
m

[∫ θ̄am

x1

∣∣∣∣∣tα
2
+ 1

4
−γ

∫ θ̄am

x1

(am − x)pm(w, x)g(x)u(x)
x − t

dx

∣∣∣∣∣
q

dt

] 1
q

+

[∫ θ̄am

x1

∣∣∣∣∣
∫ θ̄am

x1

g(x)u(x)
q(x)

dx

x − t

∣∣∣∣∣
q

dt

] 1
q

� Ca
− 3

4
m

[ ∫ θ̄am

x1

∣∣∣tα
2
+ 1

4
−γ(am − t)pm(w, t)g(t)u(t)

∣∣∣q dt

] 1
q

+

[∫ θ̄am

x1

∣∣∣∣g(t)u(t)
q(t)

∣∣∣∣
q

dt

] 1
q

� C‖g‖q = C

����� �� ���� ��� ����������� �� ��� ������� ��
������ �� Lq√
vαϕ

vγ

(0, 1) ����

����	 
�� ‖g‖q = 1� �� ���
��� �� �����
��

A2(g) = a
− 3

4
m

j∑
k=1

f(xk)u(xk)Δxkx
α
2
+ 1

4
−γ

k

∫ am

θ̄am

(am − x)pm(w, x)
x − xk

g(x)u(x) dx.

 ��
 ����� x − xk � (θ̄ − θ1)am 
��∣∣(am − x)pm(w, x)u(x)
∣∣ � C(am − x)

3
4 xγ−α

2
− 1

4 � Ca
3
4
mxγ−α

2
− 1

4 ,

�� !��
 �� 
������! �"���� ���#�
����


∣∣A2(g)
∣∣ � C

[ j∑
k=1

Δxk

∣∣(fu)(xk)
∣∣p] 1

p
[ j∑

k=1

Δxkx
(α

2
+ 1

4
−γ)q

k

] 1
q

× 1
am

∫ am

0
xγ−α

2
− 1

4

∣∣g(x)
∣∣ dx.

$�� �
�� ��� �
����� �� ���� ������� 
�� �����
��� �� ���� %���
 ���	

1
am

[∫ θ1am

x1

∣∣∣∣
√

vαϕ

vγ

∣∣∣∣
q

(x) dx

] 1
q
[∫ am

0

∣∣∣∣ vγ

√
vαϕ

∣∣∣∣
p

(x) dx

] 1
p

‖g‖q � C,

����� ��� ����	
�����
 �� ���������� ��� ��� ��
��
 �

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



��� �� ������� 	
� �� 
����������

����� �� ����������	 
����� ����� �� ��	�

��
 ��� ��

����
 �������

��� ���� �����

����� δ
1
p max

x∈X

∣∣f(x)
∣∣ � C

(
‖f‖Lp(X) + δ

1
p

∫ δ

0

ωr(f, t)Lp(X)

t
1+ 1

p

dt

)
,

���� ��
�� ��� ��� 	��������� ���	���� f �� X = [a, a + δ]� ���� 1 < p < +∞�
C �= C(f, δ) ��� ωr ��� r��� ��������  ���
�� �� 	���������� !� �""
���
 �����
���� X = Ik = [xk, xk+1]� δ = Δxk ��� ��	�

��
 ���� u(x) ∼ u(xk) ��� x ∈ Ik

���� #�  � ��$�� �� 	�� �����

(Δxk)
1
p
∣∣f(xk)

∣∣u(xk) � C
(
‖fu‖Lp(Ik) + (Δxk)

1
p

∫ Δxk

0

ωr(f, t)Lp
u(Ik)

t
1+ 1

p

dt

)

����� ωr(f, t)Lp
u(Ik) = suph�t (

∫ Δxk−rh
0

∣∣Δr
hf(x)u(x)

∣∣p dx)
1
p � ���� Δr

h ��� r�

�� ������� ��%����	�� &�'��
 ��� 	���
� �� (�����
� t → √
xkτ ��� ��'��


���� �		���� ��
����� ���)�� �� ��(�

(Δxk)
1
p
∣∣f(xk)

∣∣u(xk)

� C
(
‖fu‖Lp(Ik) +

(
Δxk√

xk

) 1
p
∫ Δxk√

xk

0

ωr
(
f,
√

xkτ
)

Lp
u(Ik)

τ
1+ 1

p

dτ

)

� C
(
‖fu‖Lp(Ik) +

(√
am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

ωr
(
f,
√

xkτ
)

Lp
u(Ik)

τ
1+ 1

p

dτ

)
.

*��� 
�� g �� �� ����
���
� 	��������� ���	���� �� R
+ �g ∈ AC(R+)� ��	�

���� ‖g(r)ϕru‖
p

< ∞� ϕ(x) =
√

x� +��	�����
 �� �� �)$� +���� �� #�  �

$�,�� ���	�
√

xk ∼ √
x� ��� x ∈ Ik� �� 	�� �����

ωr
(
f,
√

xkτ
)

Lp
u(Ik)

� C
(∥∥(f − g)u

∥∥
Lp(Ik)

+ τ r‖g(r)ϕru‖
Lp(Ik)

)
=: Ak(τ),

��� ���	� �� ��

���

Δxk

∣∣f(xk)u(xk)
∣∣p � 2pC

[
‖fu‖p

Lp(Ik) +
√

am

m

(∫ √
am
m

0

Ak(τ)

τ
1+ 1

p

dτ

)p
]
.
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������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

����� �� �	�
��

	 	������	���( j∑
k=1

Δxk

∣∣f(xk)u(xk)
∣∣p) 1

p

� C
⎧⎨
⎩‖fu‖Lp(x1,xj+1)

+
(√

am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

(
∑j

k=1

(
Ak(τ)

)p)
1
p

τ
1+ 1

p

dτ

⎫⎬
⎭ .

��� �� ����( j∑
k=1

(
Ak(τ)

)p
) 1

p

� C
[∥∥(f − g)u

∥∥
Lp(x1,xj+1)

+ τ r‖g(r)ϕru‖
Lp(x1,xj+1)

]
,

��� ��� 0 < h � τ � (x1, xj+1) � Irh =
[C(2rh)2, Ch∗] � �	�� h∗ = 1

h
2

2β−1
� ���


��� ���
���� C� ��������� �� ����( j∑
k=1

(
Ak(τ)

)p
) 1

p

� C sup
0<h�τ

{∥∥(f − g)u
∥∥

Lp(Irh)
+ hr‖g(r)ϕru‖

Lp(Irh)

}

���� ������� ��
	�� ��� 	����� �� g(r−1) ∈ AC(R+)�( j∑
k=1

(
Ak(τ)

)p
) 1

p

� C sup
0<h�τ

inf
g(r−1)∈AC(R+)

{∥∥(f − g)u
]

Lp(Irh)

+ hr‖g(r)ϕru‖
Lp(Irh)

}
∼ Ωr

ϕ(f, t)u,p

����� �� �
�� � ��
��� ������ 	� ���� �������  ��!� �
����� �� ������� 	
	
 ��� 	������	��

‖Pu‖p � C
( j∑

k=1

Δxk|Pu|p(xk)
) 1

p

��	�	���� ������
 ���� " �#$� 
	��� L∗∗
m+1(w)� �
 �� ���� ������� ��
������ 	


� ���%����� 	��� P∗
m� �� ����� ��� 	����
� 	������	��� ��
	�� 	��� �������

&����
 '�'� �� ��� ��	��( j∑
k=1

Δxk|Pu|p(xk)
) 1

p

� C
(∫ θ1am

x1

|Pu|p(x) dx

) 1
p

� C
(∫ ∞

0
|Pu|p(x) dx

) 1
p

. �

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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��� �� ����	
��� ��
 ����

 �	�� �	����	�� �����
 �	� 	�� ����� ���
θ ∈ (0, 1) ���
 ��
 m � �	������ ��������
� 
���� �������� ��� j = j(m) ��
��� �	�����	�
��� ������� 
����
 �� �� �����	� � ��
 Φj(x) �� ��� ����������
����� ������	� 	� ��� �������
 [0, xj ]� �	� ��� �	�����	�� ������	� f 	� [0,+∞)�

���� ��� ������	� fj(x) = f(x)Φj(x)� ������ �� 
������	��� fj = f �� [0, xj ]
��
 fj = 0 �� (xj ,+∞)� 	�� ���

L∗∗
m+1(w, f) = L∗

m+1(w, fj),

���	�
��� �	 ���� ��
 ���! � ����

�� 
�� M = [( θ
θ+1)

β
m]� "���	��
��

M ∼ m�
#	$ $� ����

 � 
���� ���� %��& $���� $� $�

 ��� 
�����

����� ���� ��� 1 � p � +∞ ��� f ∈ Lp
u� �	��
 ��
 ��� ����������

��
�� m
 �� 	���∥∥(f − fj)u
∥∥

p
� C[EM (f)u,p + e−Am‖fu‖p

]
,

���	 ��������� C ��� A �������� ��� ����������� �� m ��� f �

�	

� 
� �
�
	�� ���� '� ��� ��� �	

	$��� 
��	��	����	� $��� (P )j

= PΦj (

f − L∗∗
m+1(w, f) = f − L∗

m+1(w, fj)

= (f − fj) +
(
fj − (P )j

)
+
(
(P )j − P

)
+
(
P − L∗

m+1(w, fj)
)

$����� �	� � ���
 0 < θ < 1� M = [( θ
θ+1)

β
m]� P = PM ∈ PM �� � �	
��

�	���
 	� )*���� ���� ����	������	�+� ����
∥∥(f − P )u

∥∥
p

� CEM (f)u,p� ,�

-��.	$�.�/� ���*��
��� $� ����

‖[f − L∗∗
m+1(w, f)

]
u‖

p
�
∥∥ [f − fj ]u

∥∥
p
+ ‖[fj − (P )j

]
u‖

p

+ ‖[(P )j − P
]
u‖

p
+ ‖[L∗

m+1(w, P − fj)
]
u‖

p
.

��	� ��� �����	�� 
���� �� �	

	$�∥∥ [f − fj ]u
∥∥

p
� C[EM (f)u,p + e−Am‖fu‖p

]
,

‖[(P )j − P
]
u‖

p
� Ce−Am‖Pu‖p � Ce−Am‖fu‖p,

����� C ��
 A �	������ �	������� ��
����
��� 	� f ��
 m� -	��	���� ��

������	���

‖[fj − (P )j

]
u‖

p
�
∥∥ [f − P ]u

∥∥
p

� CEM (f)u,p.
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Lp
������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

�� ������	 �
 �	������ ‖[L∗
m+1(w, P − fj)

]
u‖

p
� �� 
���

‖[L∗
m+1(w, P − fj)

]
u‖

p

� ‖[L∗
m+1

(
w, (P − f)j

)
]u‖

p
+ ‖[L∗

m+1

(
w,P − (P )j

)
]u‖

p
.

�� �
�
��� ��� ��� ��
�
	���
� ��� �� ������

‖[L∗
m+1

(
w, (P − f)j

)
]u‖

p

� C
[
EM (f)u,p +

(√
am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f − P, t)u,p

t
1+ 1

p

dt

]
.

�����

Ωr
ϕ(f − P, t)u,p � Ωr

ϕ(f, t)u,p + Ωr
ϕ(P, t)u,p

��� ���� �
�
��� ��� 

Ωr
ϕ

(
P,

√
am

m

)
u,p

� C
(√

am

m

)r

‖P (r)ϕru‖
p
,

�� !��

‖[L∗
m+1

(
w, (P − f)j

)
]u‖

p
� C

[
EM (f)u,p +

(√
am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

t
1+ 1

p

dt

+
(√

am

m

)r

‖P (r)ϕru‖
p

]
.

"���
���
��� #
$$
���!� ���
 	
�� 	��$$ �
��!�	� �
� ��

# �� �� � �
�
���
%����� ��� &%'�((� �� ��� �$	
 !��

(√
am

m

)r

‖P (r)ϕru‖
p

� C
(√

am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

t
1+ 1

p

dt,

#�
� �
��
 �� )��$$� ������

‖[L∗
m+1

(
w, (P − f)j

)
]u‖

p

� C
[
EM (f)u,p +

(√
am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

t
1+ 1

p

dt

]
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� C
(√

am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

t
1+ 1

p

dt

�������� �	 �

�	��� ��
� ������

�� ��� ��� �� ���� �� �
������ ‖[L∗
m+1

(
w,P − (P )j

)
]u‖

p
� �

�	��� ���

�������	
� ���������	 ����� �� ����

‖[L∗
m+1

(
w, P − (P )j

)
]u‖

p
� C

(∫ am

x1

|L∗
m+1

(
w,P − (P )j ; x

)
u(x)|p dx

) 1
p

� C(am − x1)
1
p sup

x∈[x1,am]
|L∗

m+1

(
w, P − (P )j ; x

)
u(x)|

� Ca
1
p
mm

2
p sup

x∈[x1,am]

m+1∑
k=j+1

∣∣∣∣ l∗k(x)u(x)
u(xk)

P (xk)u(xk)
∣∣∣∣
(

x

xk

) 1
p

� C(amm2)
1
p ‖Pu‖L∞([θam,∞)) sup

x∈[x1,am]

[
m+1∑
k=1

∣∣ l∗k(x)
∣∣ ũ(x)

ũ(xk)

]

= C(amm2)
1
p ‖Pu‖L∞([θam,∞))

∥∥L∗
m+1(w)

∥∥
Cũ→Cũ

����� ũ(x) = u(x)x
1
p = x

γ+ 1
p e−

β
2 � ��� ��  !" �� ��
 
����� ��� #��������

����������� 	
�
 ��� w(x) = xαe−xβ
� ū(x) = xγ(1 + x)λe−

xβ

2 ��� ��	
�
��

max
{

0,
α

2
+

1
4

}
� γ � α

2
+

5
4
, 0 � λ � 1.

�
��� ��� ����� f ∈ Cū� �� 
���∥∥L∗
m+1(w, f)ū

∥∥
∞ � C log m‖fu‖∞

���
 C �= C(f, m)�
$	 ��%������ ��� �	
����
�
 �� α ��� γ& �� %�� �

�	 '��
�
����� ��(

���� λ = 0 ��� γ + 1
p �� 
��%� �# γ �� ���

‖[L∗
m+1

(
w,P − (P )j

)
]u‖

p
� C(amm2)

1
p (log m)‖Pu‖L∞([θam,∞)).

)�������� ��� 
������
 �����������
& �
��� *���� ���+� ��� ��� ��,��
,�
���������	 �
��  --"�

‖qmu‖∞ � C
(

m√
am

) 2
p

‖qmu‖p,

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����



Lp
������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

���� 1 � p < +∞� qm ∈ Pm ��� C �= C(m, p, qm)� �	 
�� ����	

‖[L∗
m+1

(
w,P − (P )j

)
]u‖

p
� Ca

1
p
mm

2
p (log m)‖Pu‖L∞([θam,∞))

� Ca
1
p
mm

2
p (log m)e−Am‖Pu‖∞ � Cm

3
p (log m)e−Am‖Pu‖p

� Ce−Ām
[
EM (f)u,p + ‖fu‖p

]
� Ce−Ām‖fu‖p. �

����� �� ��������� 	
�
 �
 ����� ����� �	 �	�

‖[f − L∗∗
m+1(w, f)

]
u‖

p
� C

(√
am

m

) 1
p
∫ √

am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

ts
t
s− 1

p
−1

dt

� C
(√

am

m

)s

sup
t>0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

ts
� C

(√
am

m

)s

|f‖Zp
s (u)

��� ����� �� ����	�� �� f ∈ W p
r (u)� ���
	 ��		 �����

Ωr
ϕ(f, t)u,p � Ctr‖f (r)ϕru‖

p
,

��	 ��� ∫ √
am
m

0

Ωr
ϕ(f, t)u,p

t
1+ 1

p

dt � C
(√

am

m

)r− 1
p ‖f (r)ϕru‖

p
,

���� ���  
� ����� ����� ������ �	 �	�

‖[f − L∗∗
m+1(w, f)

]
u‖

p
� C

(√
am

m

)r

‖f (r)ϕru‖
p

� C
(√

am

m

)r

‖f‖W p
r (u)

��	� ���!�� �

����� �� �
����� 	
�
 "	� σ(x) = w(x)
ū(x) = xα−γe−

xβ

2

(1+x)λ � �� ��� ����	


���� �
�������� ������ �� ��
 �����∥∥L∗∗
m+1(w, f)σ

∥∥
1

=
∥∥L∗

m+1(w, fj)σ
∥∥

1
� C∥∥L∗

m+1(w, fj)σ
∥∥

L1
(x1,am)

= C
j∑

k=1

f(xk)
p′m(w, xk)(am − xk)

∫ am

x1

(am − x)pm(w, x)
x − xk

f̃(x)σ(x) dx

���� ��������	�� 
��
��	�� ���� ����
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= C
j∑

k=1

f(xk)
p′m(w, xk)(am − xk)

×
{∫ θ̄am

x1

+
∫ am

θ̄am

}
(am − x)pm(w, x)

x − xk
f̃(x)σ(x) dx =: C[A1(f) + A2(f)

]
���� f̃ = sgn

(
L∗

m+1(w, fj)
)
��� θ̄ ∈ (0, 1)� ��	
	 θam < xj < θ̄am�

�
� �	 	������	 A1(f)� �� ����� ������ �	 ���	

∣∣A1(f)
∣∣ � C‖fū‖L∞[x1,xj ]

a−1
m

j∑
k=1

4
√

amΔxkx
α
2
+ 1

4
−γ

k

(1 + xk)
λ

∣∣π(xk)
∣∣ ,

��	
	

π(t) =
∫ θ̄am

x1

(am − x)pm(w, x)q(x) − (am − t)pm(w, t)q(t)
x − t

f̃(x)σ(x)
q(x)

dx

��� q �� �� �
���
�
� �
���
���� 
� �	�
		 lm �l ��	��� ��	� π ∈ Plm+m ����
�� ����� �  �
!��"�	��!#$���	 ��	%������ ��		 &'�( ��� )	��� ���*��� �	 ���	

∣∣A1(f)
∣∣ � C‖fj ū‖∞a−1

m

∫ θ1am

x1

4
√

amt
α
2
+ 1

4
−γ

(1 + t)λ

∣∣π(t)
∣∣ dt

��	
	 0 < θ1 < 1 �� ��!� ���� θ1am > xj � �
� �	 !�� ��	!��� ��	 ��
��	�	


θ̄ �� �	����� θ1 < θ̄ < 1 ��� ��	� xj < θ1am < θ̄am < am�

+��� F (x) := (am − x) 4
√

ampm(w, x)f̃(x)σ(x)� �	 ���	

I := a−1
m

∫ θ1am

x1

4
√

amt
α
2
+ 1

4
−γ

(1 + t)λ

∣∣π(t)
∣∣ dt = a−1

m

∫ θ1am

x1

t
α
2
+ 1

4
−γ

(1 + t)λ

∣∣∣∣
∫ θ̄am

x1

F (x)
x − t

dx

− 4
√

am(am − t)pm(w, t)q(t)
∫ θ̄am

x1

σ(x)f̃(x)
q(x)(x − t)

dx

∣∣∣∣ dt,

�

� ���!�

I � a−1
m

∫ θ̄am

x1

(
t

1 + t

)α
2
+ 1

4
−γ

(1 + t)−λ+α
2
+ 1

4
−γ

∣∣∣∣
∫ θ̄am

x1

F (x)
x − t

dx

∣∣∣∣ dt

+ a−1
m

∫ θ̄am

x1

t
α
2
+ 1

4
−γ

(1 + t)λ
4
√

am(am − t)
∣∣pm(w, t)q(t)

∣∣ ∣∣∣∣
∫ θ̄am

x1

σ(x)f̃(x)
q(x)(x − t)

dx

∣∣∣∣ dt

=: I1 + I2.
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������������ �	 
������� ��
����
�
��� �� 
�� �������� ���

��� ������	
� 	�� �� ��� ����� �
 �������	
 �	
���
��� �� ���	

 ��� 
�

����� �����	
��� ��
� ���� �� ������

∫ ∞

0

(
t

1 + t

)r

(1 + t)s

∣∣∣∣
∫ ∞

0

F ∗(x)
x − t

dx

∣∣∣∣ dt��� �

� C
[
1 +

∫ ∞

0

(
t

1 + t

)R

(1 + t)S
∣∣F ∗(t)

∣∣(1 + log+
∣∣F ∗(t)

∣∣ + log+ t) dt

]
.

!��� r > −1� R � 0� r � R� s < 0� S � −1� s � S� log+ x = logmax (1, x) 	�"
C �= C(f)� #� ��"�� �� 	��
� ��� � �� I1� �� �$����� ��	�� $� ����������� α

2 + 1
4

< γ < α
2 + 1

2 � 
��% ����� −1
4 < α

2 + 1
4 − γ < 0 	�"� �$�����
�� 0 > −λ + α

2 +
1
4 − γ� ���� $� ����� ��� � ���� R = α

2 + 1
4 − γ 	�" S = −λ ����� −λ � −1�

�� �$�	��

I1 � Ca−1
m

[
1 +

∫ θ̄am

x1

(
t

1 + t

)α
2
+ 1

4
−γ 1

(1 + t)λ

∣∣F (t)
∣∣

× (1 + log+
∣∣F (t)

∣∣ + log+ t) dt

]
.

&� ���'�

∣∣F (t)
∣∣ � Cam

t
α
2
− 1

4
−γ

(1 + t)λ

������� $� ��� 	���%������ �� α� γ� λ� �� �	��

I1 � C
[
a−1

m +
∫ ∞

0

tα−2γ

(1 + t)2λ+α
2
+ 1

4
−γ

(
1 + log+ t

α
2
+ 3

4
−γ

(1 + t)λ

)
dt

]
� C.

��� �� ����%	�� I2� �� ���� ��" �� ������ q(x) ∼ xγe−
xβ

2 ���� �(�
��� �)(*� '�� ��'� ��� +��*+�)�� ��(� �� ''(��� ,� �	��

|(am − t)pm(w, t)q(t) 4
√

am| � Camtγ−
α
2
− 1

4

������

I2 � C
∫ θ̄am

x1

1

(1 + t)λ

∣∣∣∣
∫ θ̄am

x1

σ(x)f̃(x)
q(x)(x − t)

dx

∣∣∣∣ dt.
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�� ����� �	
�� 
��� r = R = 0 ��� s = S = −λ(� −1)�

I2 � C
[
1 +

∫ θ̄am

x1

1

(1 + t)λ

tα−γ

(1 + t)λ

e−
tβ

2

q(t)

(
1 + log+ σ(t)

q(t)
+ log+ t

)
dt

]

� C
[
1 +

∫ ∞

0

tα−2γ

(1 + t)2λ

(
1 + log+ tα+1−γ

(1 + t)λ

)
dt

]
� C,

��������� ���� q(x) ∼ xγe−
xβ

2 � γ < α+1
2 ��� 2λ + 2γ − α > 1
 ���� �� �����

��� �������� ������������ 
� ������

A1(f) � C‖fj ū‖∞.

�� �������� ��� ����� 
� ���� �� �������� A2(f)
 �� �������� �	
�� 
� ����∣∣A2(f)
∣∣

� C‖fj ū‖∞ 4
√

am

j∑
k=1

x
α
2
+ 1

4
−γ

k

(1 + xk)
λ
Δxk

∫ am

θ̄am

am − x

am − xk

∣∣pm(w, x)
∣∣ σ(x)
x − xk

dx.

 �
 ������ ���� 
� ����� θ̄ ���� ���� θam � xj < θ1am < θ̄am < am
 �����

��� x > xj � xk� 
� ����
am−x
am−xk

< 1� x−xk � x−xj � (θ̄− θ)am� 
����� ��
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ū

∥∥∥
1

+
∥∥∥[(P )j − P

] w

ū
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∣∣ ū(x)
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