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Abstract In dieser Arbeit befassen wir uns mit der inhomogenen Differentialgle-
ichung:

')+ ADu@)+ f(t) =0, 1€ (ti,n)
ut) =¢

im abstrakten Hilbertraum und weisen eindeutige starke Losungen aus der Klasse der
lipschitzstetigen Funktionen nach, falls f(#) von beschrinkter Variation ist, sowie
klassische Losungen, falls f () zusitzlich stetig ist. Das bedeutet den Verzicht auf die
bisher iibliche Forderung der Lipschitzstetigkeit von f(¢) fiir den direkten Nachweis
der klassischen Losbarkeit.
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766 S. Jawad

1 Einleitung

Zur Behandlung der inhomogenen Differentialgleichung:

WO L AU + fO) =0, n<t<n an
u(t) = ¢ '
im abstrakten Hilbertraum H verwenden wir deren Integralgleichung:
1
u(t) = U(t,t1)<p—/ U(t,s)f(s)ds. (1.2)
n

Dabei ist U(z, s) der von der Operatorenschar A(¢) erzeugte Evolutionsoperator
nach Kato [3], Theorem 3, Seite 210. Das bedeutet als Erstes, dass wir uns mit dem
hyperbolischen Fall befassen. Wir setzen voraus, dass i A(t), t € [t1, t2], selbstad-
jungiert sind sowie deren Definitionsbereich D(A (t)) = D konstant ist.

Wie anhand von (1.2) zu sehen ist, gilt der ganze Finsatz dem Integralterm und
dessen Regularitit, was letztlich mit der Regularitit der Funktion f : [#, o] — H
zusammenhingt.

In der Frage der Klassifizierung der Losbarkeit von (1.1) unterscheidet die Literatur
drei regularititsbezogene Moglichkeiten (siehe Pazy [4], Seiten 105, 106, 109 und
139). Diese sind:

1. Diemilde Losung, die lediglich die Integralgleichung (1.2) erfiillt. Diese Losung ist
dann stetig in [#1, 2], was die Integralgleichung (1.2) aufgrund der Eigenschaften
des Evolutionsoperators U (¢, s) und des Integrals leistet. Man setzt hier in der
Regel f(s) € L'((t1,12), H) voraus. Wie man sieht, geniigt als Anfangswert
e H.

2. Die starke Losung, die die Differentialgleichung (1.1) in [#1, 2] f. 1. erfiillt mit
u'(t) € L'((t1,12), H) und u(t) € D, t € [t1, 1] (Pazy [4], Seite 109).

3. Die klassische Losung. Dann gilt fiir die Losung der Differentialgleichung (1.1):
u(t) € C([t1, 2], D) N C([t1, t2], H) und u(t) erfiillt somit (1.1) voll.

von Wahl [7], Seite 175, untersuchte im Rahmen nichtlinearer Differentialgleichun-
gen in einem abstrakten reflexiven Banachraum X auch unseren Aufgabentyp im Falle
einer lipschitzstetigen Nichthomogenitit f : [#1, 2] — X und wies klassische Losun-
gen nach. Im Falle A(¢#) = A siehe Pazy [4], Seite 109.

Auf dem Feld des linearen Problemtyps (d.h. f(#) = 0) entstand nach der
Einfiihrung des Stabilitdtsbegriffs durch die Arbeit von Kato aus dem Jahr 1970
(s. Tanabe [6] ab Seite 89) eine lebhafte Entwicklung, die im Wesentlichen zulief3,
dall die Definitionsbereiche D(A(#)) im Gegensatz zur Arbeit von Kato [3], die
die Grundlage unserer vorliegenden Arbeit bildet, nun nicht mehr konstant zu sein
brauchen sowie, daf die Operatoren A(¢) lediglich starke stetige Halbgruppen erzeu-
gen statt der kontrahierenden bei Kato [3] und natiirlich unter der Voraussetzung,
daf} die Operatoren A(¢) den Stabilititsbedingungen geniigen. Zu dieser Entwicklung
verweisen wir auf die Arbeit von Barta [1].
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In diesem Zusammenhang beschridnken wir uns in der vorliegenden Arbeit auf die
Arbeit von Kato [3] als Grundlage. In einer weiteren Arbeit wird spiter die Losbarkeit
im Kontext dieser Entwicklung untersucht werden.

In der vorliegenden Arbeit befassen wir uns sowohl mit der starken als auch mit der
klassischen Losbarkeit von (1.1) und zeigen, dass die starke Losbarkeit im Hilbertraum
und im Falle einer beschrinkten Variation der Funktion f : [#1, 2] — H tiber [#1, £2]
moglich ist, und dass diese Losung sogar klassisch ist, wenn f (s) zusitzlich nur stetig
ist. Das bedeutet, dass auf die Lipschitzstetigkeit fiir f(s) verzichtet werden kann.
Unsere starke Losung von (1.1) hat die Regularitit:

u(t) € C*Y([t, ], H), u(t) e D, teln,nl,

und sie ist eindeutig in dieser Klasse. Diese Eindeutigkeit zeigen wir sogar fiir
lediglich absolut stetige statt lipschitzstetiger Losungen (Satz 5.1) (vgl. dazu Pazy [4],
Seiten 129, 130).

fiir unser Ziel operieren wir zunéchst mit dem Integralterm in (1.2) und beweisen
im Satz 3.1(I) allein fiir den Fall der beschriankten Variation von f(s) die Relation:

t
v(t) ::/ U(t,s)f(s)ds € D
4

fiir alle r € [#1, t»]. Dafiir war bisher f(s) € D oder die Differenzierbarkeit von
f(s) bzw. zumindest deren Lipschitzstetigkeit erforderlich (siche dazu z. Kato[3],
Theorem 5, Seite 211). Ferner liefern wir mit (3.2) eine Abschétzung fiir || A()v(2)]|
in [t1, t2].

Wir fahren dann mit der Regularitidt von v(¢) fort, machen von der Tatsache
Gebrauch, dass fiir f(¢) wegen deren beschrinkter Variation f(t £ 0) fiir jedes
t € [, 1) bzw. (#1, t2] existieren und zeigen im Satz 4.1(I) mithilfe der obigen
Relation die Identititen in 1, 1) bzw. (1, t2]:

+ 13
4]

= f(t £0) — AW (?).

Setzen wir mit ¢ € D nun:
u(t) ==U(@, 1)y — (@),
so ist zumindest u(¢) € D, und es folgt:

I 13
T =AU - £ 0+ A0 [ U s
A

=—A@u(t) — f(t £0).
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768 S. Jawad

D.h.

d*u(r)
dt

+AQu@t)+ fx£0) =0, telt,r)bzw. (1, 12]
u(t)) = .

Beachtet man die Tatsache, dass die Funktion f(#) wegen deren beschrinkter Vari-
ation beschrinkt und f. . in [#1, #,] stetig ist, so hat man:

W' )+ A®u@) + f() =0 fii. in[z, 1]
u(t) = o,

und da wir im Satz 3.1(Il) die Lipschitzstetigkeit von v(¢) in [t1, t2] beweisen, folgt
alsou’(t) € L'((t1, 1), H), so dass wir somit im Besitz einer starken, nicht aber einer
klassischen Losung fiir (1.1) sind, da u’(z) noch nicht stetig ist. Ist aber zusitzlich f (s)
in [#1, 2] stetig, dann wird u(¢) eine klassische Losung [zur Stetigkeit von A(#)v(?) in
diesem Fall siehe (3.3)]. Somit erlangen wir die klassische Losbarkeit fiir (1.1), ohne
die Lipschitzstetigkeit fiir f(¢) vorauszusetzen, und es reichen hierfiir lediglich die
einfache Stetigkeit von f(¢) und deren beschriankte Variation aus.

In [2] befasste sich der Autor der vorliegenden Arbeit mit dhnlicher Problematik
im Hilbertraum, nimlich u. a. mit dem Integral:

t
u(t) == / €U f(s)ds.
4]

Dabei ist f(s) wie in unserem jetzigen Fall von beschrinkter Variation tiber [71, ;]
und C ein selbstadjungierter Operator im komplexen Hilbertraum X, so dass e'*’,

t € (—o00, 00), eine unitidre Gruppe bildet. Er erzielte wie hier u. a. die Relationen:

t
u(t) =/ e'Cl=9 £(5)ds € D(C)
1

dFu @)
dr

t
= f(t:|:0)+iC/ elCU=9) f(s)ds

n

sowie die Abschitzung

) t
Icu@n = |7 - fap| + [ 1aro.
4

wobei der letzte Term in dieser Abschitzung die Variation der Funktion f(s) fiir
beliebiges ¢ € [#1, t2] darstellt. Deswegen ist die vorliegende Arbeit auch eine Verall-
gemeinerung der Resultate aus [2] auf von r abhiingige Operatoren A(¢).
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2 Vorbereitung
Wir formulieren nun die Bedingungen an die Operatoren A(¢), t € [f1, 2]

(a) Fiirt € [t1, 2] seiiA(¢) eine Schar selbstadjungierter Operatoren im Hilbertraum
H . Dies bedeutet insbesondere:

[ +aaen™| <1, «>o0,

Es wird zudem vorausgesetzt, da} die Operatoren A(t) beschrinkte Inversen
besitzen.

(b) Der Definitionsbereich D(A(t)) sei konstant fiir alle r € [#1, 2]; also sei fiir
t e, nl

D = D(A(11)) = D(A®)).

(c) Fiirx € D sei A(t)x in [t1, t2] stetig differenzierbar.

Aus diesen Bedingungen folgt nach Kato [3], Theorem 3, Seite 210, dass zur Opera-
torenschar — A (¢) der Evolutionsoperator U (¢, s) € L(H),t, s € [t1, 2], t>s, existiert
mit den folgenden Eigenschaften:

U@ )l <1, (2.1)
Fiir jedes x € H ist U(t, s)x simultan stetigin # und s, undesist U(¢,1) = I,
2.2)
ui,nU(r,s)y=U(t,s), s<r<t 2.3)
und
U(t,s)D C D. 2.4)

Lemma 2.1 Es gilt fiirt,s € [t1, 2], s <t,undx € D:

%{U(t,s)x} =-—AM0U({, s)x 2.5)
und

%{U(I,s)x} =U(t,s)A(s)x. (2.6)

Beweis Die Identitit (2.5) ist die Aussage (1.10) aus Theorem 3 der Arbeit von Kato [3],
Seiten 210, 211.
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770 S. Jawad

Bzgl. (2.6) zeigen wir dies fiir %—;{U(t, s)x} und ‘3—: {U(t,s)x}. Es sei e > 0. Wir
zeigen fiir die Ableitung von links:

L{U(r, s—e)— U, s)}x U@, 9)AE)x (51 0).

Es ist:
_LE{U(I, s—¢e)—Ul(t, s)}x —U(t,s)A(s)x

1
=-=-U(t,s) |:E{U(s, s—g)— I}x + A(s)x] ,

und dieser Ausdruck strebt nach der Relation (1.7) der Arbeit von Kato [3], Seite 210,
gegen 0. Es ist also:

2—S{U(t, s)x} =U(t,s)A(s)x.

Fiir rechts von s haben wir fiir ¢ > 0:

é{U(t, s+e¢e)—Ul(t, s)}x —U(t,s)A(s)x
=U(t,s+ e)é{l —U(s+e9)}x —U(t, s)A(s)x
—Uit,s+e)A)x+U(t,s +e)A(s)x
=—-U(t,s+¢) E{U(s +e,8)—I}x+ A(s)x]

+ {U(t,s+8)—U(t,s)}A(s)x — 040 (10

nach Kato (1.7) und (1.5), Seite 210.
Es ist also auch hier:

ot
B—{U(t, s)x} =U(t,s)A(s)x,
s
und es folgt insgesamt (2.6). O

Hilfssatz 2.2 Fiirt,s € [, bl mitt) <s <t < tp ist AU (¢, s)A~L(s) € L(H),
und es gilt mit einer positiven Konstante ky fiir alle t,s € [t1,t2] mit s < t die
Abschditzung:

HA(t)U(t,s)A_l(s)

< k1. 2.7
Ist ferner x € H, dann ist dariiber hinaus A(t)U (¢, A L(s)x stetig in t und s.

Beweis Siehe Kato [3], Seite 228. O
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Hilfssatz 2.3 Es ist A'(s)A~!(s) € L(H) fiir jedes s € [t1, 1], und es existiert eine
positive Konstante ks, so dass in [t1, t2] gilt:

HA’(s)A*I(s) H < k. 2.8)

Ferner ist fiir x € H der Ausdruck A’(S)A_l(s)x in [t1, tp] stetig.

Beweis Die Operatoren A(s) sind stets abgeschlossen und besitzen beschrinkte
Inversen A~'(s), s € [t1, o]. Deswegen sind die Operatoren ANA (), 1,5 €
[t1, 2], abgeschlossen und im ganzen H erklirt, sind also beschrinkt.

fiir x € D ist ferner A(s)x in [¢1, 2] stetig differenzierbar. Das bedeutet, dass fiir
jedes y € H gilt:

. l _ —1 Al —1
EIE)%E{A(s+8) A(s)}A )y =A"(s)A" (s)y.

Mit festem s € [#1, 1] konvergiert also die Familie beschrinkter Operatoren:
1 -1
E{A(s—i-s) — A }AT ()

stark gegen A’(s)A~!(s), so dass nach dem Satz von Banach-Steinhaus die gleich-
mifige Beschrinktheit:

H é{A(s +e)— A)}AT ()

<k

fiir s € [t1, 2] und geniigend klein ¢ mit s + ¢ € [t1, 2] folgt.
Dies ergibt fiir x € H und s € [f1, 12]:

HA/(s)A’l (5)x H = lim H %{A(s +e)— A} A (5)x

< kallx||
und somit also (2.8).

Es bleibt noch, die Stetigkeit von A'(s)A"Y(s)x in[f1, rlund mitx € H zu zeigen.
Es ist zundchst fiirx € Hund s € [, ] mits + & € [t1, I2]:

[A’(s + o)A (s+e)— A(s)A™! (s)] x

= A(s+¢) {A—l(s te)— A_l(s)} x4 {As+e) - A) A (o).

Man setze y := A~ (s)x € D. Wegen der Stetigkeit von A’(¢)y in [z1, ;] gilt fiir
den zweiten Term:

{A'(s +&)— Al(s)} A (s)x = {A's+e)—A9)}y — 0 (¢ > 0).
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772 S. Jawad

Fiir den ersten Term gilt durch die Anwendung von (2.8):
(46 +of{a s +e) - A7 )|
_ HA’(S +o){A s +e)Als) — I}A™ (s)x H
_ HA’(S +e)A (s + o) {AGs + &) — A(s)} A (s)x H

<o [{AG +e) - a@}a~ ()]
=k [{AGs+ &) —A®)}y[| — 0 (¢ —> 0).

Es gilt also insgesamt fiir s € [¢1, ] und x € H:
{A’(s +8)A N s+6) — A(s)A™! (s)} x—0 (¢—0)

und damit die Stetigkeit von A’(s)A~!(s)x.
Hilfssatz 2.3 ist damit bewiesen. |

Hilfssatz 2.4 Fiir x € D gilt in [t1, 12]:
A¥()x = —A'()x = A" (H)x. (2.9)

D.h. A* (t)x und A’ (t)x sind auch stetig.
Beweis Klar. O

Lemma 2.5 (I) Es giltfiirt; <s <t <tp:
U*(t,s) = U, s) = U(s, 1). (2.10)
(I) Daraus folgt fiir t| < s <t < tp unmittelbar:
U*(t,s)D =U(s,t)D C D. (2.11)

Genauso folgt fiir x € D:
8 * *
E{U (t.s)x} = U*(t, 5)A(t)x (2.12)

sowie

a %k *
E{U (t,s)x} =—A)U"(t, s)x. (2.13)

Beweis Da jeder der Operatoren i A(7) selbstadjungiert ist, erzeugt i A(7) die unitire
Gruppe {e”A(t)}_OO<KOO. Die Bedingungen (b), (c) aus Reed [5], Theorem X.70,
sind nach Hilfssatz 2.3 der vorliegenden Arbeit erfiillt, so dal demnach fiir die
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Halbgruppe {e‘im(’)}r>0 der Evolutionsoperator V (¢, s), t; < s <t < t, als Gren-

zelement der Folge unitdrer Operatoren {Uk(t, s)};:ozl (Reed [5], Seite 284) existiert.
V(t, s) ist somit ebenfalls unitdr. Da U(t, s) nach Kato [3], Theorem 2, durch die
Operatorenschar A(¢) eindeutig bestimmt ist, ist U(z, s) = V(¢, s). Dies bedeutet:
U*(t,s) = U_l(t, §),t1 <5 <t < tp. Andererseits gilt in unserem Fall nach Tan-
abe [6], Theorem 4.4.4: U_l(t, s) = U(s,t), 11 <t,s < h.Insgesamt folgt die
Behauptung (2.10). O

3 Einige Resultate zur Regularitéit von v

Satz 3.1 Die Funktion [ : [t1,t2] — H sei von beschriinkter Variation iiber dem
Intervall [t1, to] mit der Totalvariation:

n
V() i=/ ldf(s)ll
n
und der Variation:
!
viwi= [ ol rein.nl
n

(D) Dann gilt fiir jedes t € [t1, t2] die Relation:

t
v(t) = / U(t,s)f(s)ds € D 3.1
1
mit der Abschdtzung in [t1, t>]:

14@vOl = | £0) = AOUE AT @) )|

t t
+ ki / 147 @)l + kiks / ()l ds, (3.2)
11 141

k1, ky sind dabei aus Hilfssatz 2.2 und 2.3.
(Il) Die Funktion v(t) ist in [t1, t2] lipschitzstetig.
(IIT) Ist dariiber hinaus [ € CO([tl, ], H), dann ist:

Av(@t) € CO([n, 1], H). 3.3)
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774 S. Jawad

Beweis (I) Es sei zunichst y € D(A2(1)), dann giltin [#1, t»] durch die Anwendung
von Lemma 2.5 und partielle Integration:

t
(A()y. v(1)) = / (A)y. UGt 5) £ (5))ds

I

t
_ / (U@, AWy, f(5))ds

141

t
:/ (—Al(s)iU*(t,s)A(t)y, f(s))ds
n as

t
:/ (_i {A—l(s)U*(z,s)A(t)]y, f(S)) ds
f as

t
- / (AN A AT (U @, 9) AWy, f(5))ds
1 .

S=M

t
+/ (AU, 5)A@)y. df(5))
1

= (AT SOU*E, AWy, f(5)]

t
— / (AN A (AU (1. )AW)y, f(5))ds

n

=T+ 1T+ 1T3.
Es gilt fiir diese Terme (beachte A_l*(s) =—A"Ys)):

t
S=I|

T = (AT OU @ )A0Y. f6))]

t

(v.-AOUE AT 6 f6) [,
(v.—f 0+ A0UG A @) F @),

und dies ergibt:

1Ty < IyIIf(6) — AU, t)A™ @) f el

Fiir 7 gilt wegen y € D und nach Hilfssatz 2.2 zunéchst in [#1, £2]:

a7 @U@ namy| = [{a0ve na @) y|
< kilyll,

so dass folgt:
t
7o) < Iyl /q/ 1dF ).
n
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Fiir 73 haben wir durch die Anwendung von Hilfssatz 2.4 zunichst:

t
Ty = —/ (A*](s)A’(s)A”(s)U*(t,s)A(t)y, f(s)) ds
41

t
=— / (y, {A(r)U(r,s)A-l<s>}{A’<s>A—1(s>}f<s))ds,
1

und es folgt somit nach Hilfssatz 2.2 und 2.3:

t
T3] < ||y||k1k2/ 1£(s)l ds,
1

wobei die Funktion f(s) in [1, 2] wegen deren beschrinkter Variation beschriankt
ist.
Insgesamt haben wir fiir y € D(A%2(1)), t €[, 12):

la®y, vl = Iyl (| £0 = 40U @ A~ @ fan)
t t

ki [1afo ke [ 176)185)
1 1

Da D(A2(t)) dicht in D(A(¢)) liegt, gilt diese Abschétzung fiir y € D ebenfalls.
Es folgt:

v(t) € D, telt,n],

die Relation (3.1) also, so dass wegen ||(A(t)y, v(®))| = | (v, A@)v(®))| die
obige Abschitzung fiir | (y, A()v(#))| mit y € H gilt, denn D liegt dicht in H.
Es folgt also nach dem Satz von Riesz:

<y, A@)v (@)l
0£yeH Iyl

t
70 = a0v@maTansa| v [ wsol
1

[A@Ov@O)| =

IA

t
+ kiks / 1 (s)l ds,
n

die Abschitzung (3.2) also.
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776 S. Jawad

(IT) Esist durch die Anwendung von (2.3):
t+e

v(r+s>—v(r>=/

n

t
U(t +e, s)f(s)ds—/ U(t,s)f(s)ds
t ! t+e
=U(t+8,l)/ U(t,s)f(s)ds—l—/ U(t+e,s)f(s)ds
1 t
t
—/ U(t,s)f(s)ds
! t t+e
={U(@t +e, t)—[}/ U(t,s)f(s)ds+/ U(t + &, 9) f(s)ds
131 t
t+e
={U@ +e, t)—I}v(t)+/ U(t +¢,5) f(s)ds.
t

Es gilt fiir den ersten Term durch die Anwendung von (2.7) und (3.2):

1
KU +e.0) = v = H/ iU(t + e, u(t)de
0 at

1
=¢ / At + 1)U (t + te, t)v(t)dr
0

< 8/01 HA(t YUt + e, r)A*‘(t)A(r)v(z)H dr

1
<e [ aa+rova+rena o] ool
0

2.7)
< eKj.

(3.2)

Fiir den anderen obigen Integralterm gilt:

t+¢ t+e¢
/ Ul +,9) f(s)ds| < / 1 £ (&)l ds < eKa.
t t

Es gilt also die Lipschitzstetigkeit von v(f) in [#1, f2].
(I) Es sei dariiber hinaus f(s) € C°([#1, 2], H). Wir zeigen nun in [11, 1,]:

At +e)v(t+¢e) — At)v(t) — 0 (¢ — 0).
Es ist fiir e > 0 (fiir ¢ < 0 gilt es dhnlich):
tte t
A(t +8)/ U(t+e,s)f(s)ds —A(t)/ U(t,s)f(s)ds
1 1

t t
=A(t+8)/ U(t—l—e,s)f(s)ds—A(t)/ U(t,s)f(s)ds
1 a1
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t+e¢
+A(t+e)/ U(t+e,s)f(s)ds
t
t
={A(t+e)U(t +e,1)— A(t)}/ U(t,s)f(s)ds
131

t+e
FAGH s>/ Ut +¢, ) f(s)ds
t
=T+ 7.

Der Teil (I) dieses Satzes zusammen mit dem Stetigkeitskriterium aus Hilfs-
satz 2.2 liefern fiir den ersten Term:

t
Ty = {A(t + Ul +e DA™ (1) — 1} A(t)/ U(t,s)f(s)ds — 0 (g — 0).
151

Beim zweiten Term 7> wenden wir zunédchst (3.2) an. Es ist:

1+e
T2 = HA(Z—}—E)/ Ut+e,s)f(s)ds
t

= |re+o-Ac+ouc+enaTorw|

t+e t+e
+ kl/ [df(s)l +k1k2/ £ (s)llds.
t 1

Fiir den ersten Term der rechten Seite hier gilt wegen der Stetigkeit von f und
nach dem Stetigkeitskriterium aus Hilfssatz 2.2:

|ft+e) =A@t +)UE+e, AT ) fO)|

<lft+e) — fOl+|{I—At+UE+e.HAT (O} FO] — 0 (e — 0).

Da f stetig ist, gilt auch:

t+e
/ 14f @I — 0 (¢ — 0)
t

(siehe dazu den Autor [2], Lemma 2.2).
Ebenfalls gilt also

Tn— 0 (¢—0)

und damit die Stetigkeit von A(#)v(¢) insgesamt.
Satz 3.1 ist damit bewiesen.

]
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4 Einige Resultate zur Differenzierbarkeit von v

Weil die Funktion f : [f1, ;] — H von beschrinkter Variation ist, besitzt sie Gren-
zwerte von links und rechts eines jeden Punktes ¢ € (1, 2] bzw. [#1, f2), existieren
also f(+ £ 0). Es gilt nun fiir unser Integral v(¢) der folgende:

Satz 4.1 (I) Unterden Voraussetzungenvon Satz3.1(1) (d. h. f ist nur von beschrdnk-
ter Variation iiber [t1, t2]) gilt fiir das Integral v(t):

d*u(r) 4
P =f(ti0)—A(t)/l Ul(t,s)f(s)ds 4.1)

= f(tx£0)—AM)v(@), telt,t)bw (1, 2] 4.2)

(I) Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1(11l) (d. h. zusdtzlich f € Ct, 1], H))
gilt fiir das Integral v(t):

v(t) € C([t, 1, D) N C' (11, 121, H) (4.3)

mit
U0~ f - A0 / U, £ (5)ds (4.4)
= f() —A(t)v(]t), 1 €, nl. (4.5)

Beweis (I) Sei ¢ > 0. Aus dem Beweis von Satz 3.1(II) iibernehmen wir die Darstel-
lung:

t+e
v(t+e)—v(@t) ={U(t +&1) — T () +/ U(t +e,5)f(s)ds. (4.6)
t
Dabei ist nach (2.5) i. V.m. Satz 3.1(I):

1{U(z +e,1) = I (t) — —A@Dv(@) (e — 0). 4.7

&

Im Zusammenhang mit (4.6) bleibt noch zu zeigen:

1+e
é/ Ut+es)f(s)ds — f+0) (¢ — 0). 4.8)
t

Hierzu ist zunéchst:

(s:=é+f) é/ Ut +e,t+ r){f(t +1)— f(t+ 0)}df

0

1 t+e
—/ U(t+¢e,s5)f(s)ds
& Jt
+ 1/SU(t+(»e,t+r)f(t+0)dr
0

&

=: Ti(e) + Ta(e).
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Dabei gilt:
1 &
lim |77 (e) || < lim —/ If+7)— f+0)dr =0.
e—0 e=0¢ Jo
Wir miissen also nur noch zeigen:
1 &
lim 7>(¢) = lim —/ Ut+et+1)f(t+0)dr = f(t+0),
e—0 e—=0¢ Jo
was dquivalent ist zu:

1
lim -

/S{U(t+8,t+t) —1}f(t+0)dr =0.
e—=>0¢ Jo

Es ist in diesem Zusammenhang:

éH/E{U(t+e,t+r) — 1} f(t +0)dt
0

IA

1 &
g/ HuG+et4+7)—1}f+0)dr
0

IA

1 &
sup ||{U(t+8,t+r)—l}f(t+0)||-—/ dr
Te[0,¢] €.Jo

= |[{U@+et+e0)—1}f1+0)

, €0 =¢o(e) € [0, e].
Zu jedem ¢ > 0 existiert also mindestens ein g9 € [0, €], so dass dieses gilt. Da
andererseits fiir jedes x € H die Funktion U (¢, s)x nach (2.2) simultan stetig ist in

t,s € [t1, ] mits < ¢, folgt also:

lim [{U(r + &1+ £0) — 1} f( + O]
= lim J{U +e.1+20) — 1} f(t+0)] =0,

€0

so dass gilt:
1 &
lim 7>(¢) = lim —/ Ut+et+1)f(t+0)dr = f(+0)
e—0 e—>0¢€ Jo

und damit (4.8) folgt. (4.6), (4.7) und (4.8) liefern zusammen schlieBlich:

dtou()
dr

1
lim g{v(t +&) —v(D)}
f@+0)—A@®v(@)
t
= f(t+0)—A(t)/ Ul(t,s) f(s)ds.
n
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Bei ¢ < 0 folgt dhnlich:

v _ 0y — Al
a = f( ) ®v(r)

t
— (= 0)— AQ) / UGt ) (s)ds.
n

Damit ist Teil (I) des Satzes bewiesen.

Der Beweis von Teil (II) des Satzes ist trivial, da wegen der Stetigkeit von f(s)
einerseits f(t = 0) = f(¢) gilt und andererseits A(f)v(¢) nach Satz 3.1(IIl) stetig ist,
so dass in diesem Fall (4.3) und (4.4) folgen.

Satz 4.1 ist somit bewiesen. m|

5 Die eindeutige starke und klassische Losbarkeit von (1.1)

Wir sind inzwischen in der Lage, uns mit der Problematik der inhomogenen Differ-
entialgleichung (1.1) aus der Perspektive unserer bisherigen Ergebnisse zu befassen.
Wir weisen in diesem abschlieBenden Abschnitt sowohl starke als auch klassische
Losungen fiir (1.1) nach je nachdem, ob die Nichthomogenitit f(z) lediglich von
beschrinkter Variation oder zusétzlich stetig ist. Unsere starke Losung u(#) ist eine
Folge deren Lipschitzstetigkeit (s. Satz 3.1(II)). Ferner zeigen wir die Eindeutigkeit
der starken und somit auch der klassischen Losungen. Diese Eindeutigkeit zeigen wir
sogar fiir absolut stetige statt lipschitzstetiger Losungen. Die iibliche Forderung der
Lipschitzstetigkeit der Nichthomogenitit f (¢) fiir den direkten Nachweis der klassis-
chen Losbarkeit eriibrigt sich somit also (siehe dquivalent dazu Kato [3], Theorem 5,
Seite 211).

Bzgl. der starken Losbarkeit von (1.1) und deren Eindeutigkeit zeigen wir diese fiir
die Differentialgleichung:

dTur) +A@u@)+ f£0) =0, telt,r)bzw. (1, 12]
u =V, 5 . )
T 1,12 1,12 .1)
u(t)) =9 €D
Wir erlangen hierbei genau eine Losung:
u(t) e C®Y([t1, 0], H), u(t)eD (5.2)
mit der eindeutigen Darstellung in [#1, 2]:
t
u(t) =U(, t)g —/ Uz, s) f(s)ds. (5.3)
4

Das bedeutet die Existenz genau einer lipschitzstetigen und somit einer starken
Losung fiir (1.1), wenn f von beschrinkter Variation ist. Wir zeigen ferner, dass diese
Losung klassisch wird, wenn f zusétzlich stetig ist.
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Die Definitionen der starken und der klassischen Losung befinden sich in der Ein-
leitung.

Satz 5.1 (I) Die Bedingungen (a)—(c) an A(t) aus Abschnitt Il seien erfiillt. Ferner
seien die Funktion f : [t1, tn] — H von beschrinkter Variation und ¢ € D. Dann
besitzt die Differentialgleichung (5.1) genau eine Losung mit der Regularitdt (5.2).
Diese Losung ist durch (5.3) darstellbar. Diese Losung ist somit eine starke Losung
von (1.1).

(I) Es sei dariiber hinaus f € o ([t1 , ], H). Dann ist u(t) eine klassische Losung
von (1.1).

Beweis (I) Wir setzen in [t, 1 ]:
t
v(t) ::/ U(t,s)f(s)ds, u(t):=U(, t)e —v(t).
n

Nach Satz 3.1(II) ist die Funktion v(#) und somit auch die Funktion u(¢) in [¢1, ;]
lipschitzstetig, da ¢ € D ist. Die Anwendung der Sitze 3.1(1) und 4.1(1) i. V.m.
(2.5) liefert:

d*u(t) d*v(r)

7 AU, )y — I
—AU(t, ) — f(&£0)+ A(t)v(r)
—ftx0) - AN {U(, t)e —v(®)}
=—f(@tx0)— A@)u(t).

Es gilt also (5.1). Weil f von beschréinkter Variation ist, ist fin [#1, 2] f. . stetig,
so dass folgt:

W' () + A@Wu@) + () =0 fii. in [1, 1],
u(ty) = @.

Da u(t) in [t1, 1o] lipschitzstetig ist, ist u'(¢) € L! ((tl, 1), H). u(t) ist also eine
starke Losung von (1.1).

Wir haben somit gezeigt, dass aus (5.3) die Differentialgleichung (5.1) folgt.
Wir miissen noch zeigen, dass die Losung u(¢) von (5.1) durch (5.3) darstellbar
ist. Dazu gentigt allerdings die absolute Stetigkeit von u(¢) anstelle der Lip-
schitzstetigkeit. Wir setzen also in (5.1) voraus, dass «(#) nur absolut stetig ist. Die
Funktion u(r) ist somit f. ii. differenzierbar mit u’(1) € L'([t1, 1], H). Da f(1)
von beschrinkter Variation und damit beschrinkt ist, folgt:

aiU(t, Hus)=U(t, s)AS)u(s) + U(t, s)u'(s) fii. in[z, t]
s

=U(t, ){A)u(s) +u'(s)} fi. in[z,1]

D v, s f@) L. infn, 1]
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Integration von #1 bis ¢ liefert:

t

u(t) = U(t,tl)co—/ U(t,s)f(s)ds

1

und somit (5.3).

Es bleibt noch der Nachweis der Eindeutigkeit von u(#). Hier geniigt ebenfalls
die absolute Stetigkeit der Losung u(z). Es sei w(z) eine weitere absolut stetige
Losung von (5.1) mit w(¢) € D. Mit

h(s) :=u(s) —w(s), se€lt,n]

ist:

dEh(s)

p + A(s)h(s) =0, s € (1, 1),
also
dth(s) d=h(s)
+ A(s)h(s) = + A(s)h(s) =0, s € (t1,n)
ds ds
h(t;) =0.

Das bedeutet insbesondere:

d*h(s)  d7h(s)

= H'(s), 1, 1),
o I (), se(.n)

und somit gilt:
h'(s) + A(s)h(s) =0, s € (11, ).
Multiplikation mit U (¢, s) ergibt:
U(t, s)h' (s) + U(t, s)A(s)h(s) = 0,
und d. h.:
i{U(r, $)h(s)} =0
as
sowie
Ut,s)h(s)=ce H, hH<s<t<h.
Da h(t;) = 0 und h(s) absolut stetig ist, gilt:

c= lirItl U(t,s)h(s) =U(t,t1)h(t1) =0, t et r].
s—>1
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Es ist also:
U(t,s)h(s) =0, t1 <s<t<n.
Mit ¢t = s folgt
h(s) =U(s,s)h(s) =0, s €[, ],
und dies liefert:
h(s) =u(s) —w(s) =0, s €l[t,n]

Unsere Losung u(¢) von (5.1) ist damit eindeutig.
(I) Sei dariiber hinaus f(z) € C° ([tl, 1], H). Dann ist nach Satz 4.1(I):

t
(1) =/ U(t,s)f(s)ds € CO([t1, ], D) N C'([11, 121, H).
1

Wegen
u(t) = UG, 1) —v(®) € C°(In, 2], D) N C'([11, 2], H)
folgt unter Einbeziehung von (4.4):

W' (@) + ADu@) + f) =0, telt, ]
u(ty) = ¢.

u(t) ist also eine klassische Losung von (1.1). Satz 5.1 ist somit bewiesen. O

Literatur

1. Barta, T.: A generation theorem for hyperbolic equations with coefficients of bounded variation in time.
Riv. Mat. Univ. Parma 9(7), 17-30 (2008)

2. Jawad, S.: Zur Regularitit von drei Integralen im Hilbertraum. Anal. Int. Math. J. Anal. Appl. 30,
261-270 (2010)

3. Kato, T.: Integration of the equation of evolution in a Banach space. J. Math. Soc. Jpn. 5, 208-234
(1953)

4. Pazy, A.: Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equations. Springer,
Berlin (1983)

5. Reed, M., Simon, B.: Fourier Analysis. Self-Adjointness. Academic Press, New York (1975)

6. Tanabe, H.: Equations of Evolution. Pitman, London (1979)

7. von Wahl, W.: Analytische Abbildungen und semilineare Differentialgleichungen in Banachraumen.
Nachr. Akad. Wiss. Gottingen, II. math.-phys. Klasse, pp. 153-200 (1979)

@ Springer



	Existenz und Eindeutigkeit starker und klassischer Lösungen für inhomogene hyperbolische Differentialgleichungen im Hilbertraum
	Abstract
	1 Einleitung
	2 Vorbereitung
	3 Einige Resultate zur Regularität von v
	4 Einige Resultate zur Differenzierbarkeit von v
	5 Die eindeutige starke und klassische Lösbarkeit von (1.1)
	Literatur




