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Abstract. We study the speed of convergence of n/> [ fdp*" in the local limit theorem on
R? under very general conditions upon the function f and the distribution 1. We show that
this speed is at least of order % and we give a simple characterization (in diophantine terms)
of those measures for which this speed (and the full local Edgeworth expansion) holds for
smooth enough f. We then derive a uniform local limit theorem for moderate deviations
under a mild moment assumption. This in turn yields other limit theorems when f is no
longer assumed integrable but only bounded and Lipschitz or Holder. We finally give an
application to equidistribution of random walks.

1. Introduction

Soit S, = X| + --- 4+ X, la somme de n variables aléatoires centrées a valeurs
dans R qui sont indépendantes et de méme loi 1. Le probleme du théoréme limite
local est de préciser le comportement asymptotique quand » tend vers I'infini de
I’espérance

E(f(Sy)) = / fdu"

quand f est une fonction définie sur R?. Lorsque f est la fonction indicatrice d’un
intervalle borné I, cette espérance est la probabilité de retour P(S, € I) dans [
au temps n. Le théoréme limite local (voir [Bre]) affirme que si la loi @ possede
un moment d’ordre 2 fini et si son support n’est pas contenu dans une classe d’un
sous-groupe fermé propre de R? (“non-lattice case™), alors n¢/>E( f (S,)) converge
vers I’intégrale de f sur RY par rapport 2 un multiple de la mesure de Lebesgue dés
que f est continue et a support compact.

Il est naturel de se demander s’il on peut préciser le comportement asymptotique
de E(f(S,)), et en particulier estimer la vitesse de convergence dans le théoréme
limite local. La question de la vitesse de convergence a été relativement peu
abordée dans la littérature. Sous I’hypothese que la loi u est absolliment continue
par rapport a la mesure de Lebesgue (ou plus généralement sous la condition de
Cramér, i.e. le module de la fonction caractéristique de p reste éloigné de 1 de
fagon uniforme hors d’un voisinage de 0), on dispose du développement classique
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de Edgeworth (voir [Fel]), qui fournit tous les termes suivants de I’asymptotique de
P(S,, € I) (sous réserve de I’existence de moments). Dans le cadre de la théorie du
renouvellement, les questions de vitesse ont été étudiées en partie, notamment dans
[Car2] ou Carlsson obtient, pour le renouvellement sur R, une asymptotique tres
précise de v(] — 0o, x]) quand x tend vers +o00, ou v est la mesure de renouvelle-
ment. Il montre aussi que si v vérifie une condition diophantienne, la convergence
en est d’autant plus rapide. Mais le cas multi-dimensionnel et en particulier le
théoréme local (qui n’est qu’un cas particulier du théoréme de renouvellement
pour la chaine mixte (S,, n) en dimension d 4+ 1) n’a pas fait I’objet d’une étude
détaillée a notre connaissance. Il se trouve que la vitesse de convergence dépend de
facon significative de la distribution des X;, et non plus seulement de 1’existence
de moments. Nous donnons, dans la premiére partie de cet article, la condition
exacte sur la loi i pour que la vitesse de convergence soit optimale (i.e. en %), eten
définitive pour que le développement de Edgeworth tout entier ait lieu lorsque f est
suffisamment différentiable ainsi que sa transformée de Fourier. Cette condition est
d’ordre diophantien : elle demande que la variable aléatoire X ne puisse €tre tres
bien approximée par une variable a valeurs dans une réunion H + Zv d’hyperplans
affines de R?. On dira que 1 est diophantienne. On donne le développement de
Edgeworth en en précisant les premiers termes au théoréme 3.1. Nous notons que
seules des puissances entieres de % interviennent dans ce développement.

L autre volet de cet article est consacré a I’étude de I’asymptotique de la suite
E(f(S,)) pour des fonctions f qui ne sont plus nécessairement intégrables sur RY.
Cette étude est motivée par des problemes d’équidistribution de marches aléatoires.
Etant donnée la trajectoire d’un flot issu d’un point x dans un espace X, on montre
que si cette trajectoire est équidistribuée pour une certaine mesure finie sur X, alors
toute marche aléatoire centrée évoluant le long de cette trajectoire s’équidistribue
de la méme facon (voir le corollaire 6.1). Dans ce probléme, nous avons besoin
de pouvoir comparer la marche S, a la marche gaussienne correspondante sur un
domaine plus large que celui fourni par le théoréme limite local. C’est I’objet du
théoreme local de Stone (théoreme 4.3) qui donne une estimation uniforme sur
une boule dont le rayon est de 1’ordre de /n . On en déduit en premier lieu une
forme tres simple du reste dans 1’approximation gaussienne en fonction de f et de
sa variation totale (voir théoréme 5.2). On étend ensuite le théoreme de Stone aux
€carts modérés, i.e. aun domaine de taille /cn log 1, sous I’hypothése de 1’ existence
d’un moment d’ordre ¢ + 2 (théoreme 4.2). Ceci permet de montrer que lorsque i
est diophantienne et sous une condition de moment, on a bien 1’équivalent attendu
de E(f(S,)) pour toute fonction f bornée sur R4 et suffisamment différentiable.
Plus précisément, si f prend des valeurs positives, quand n — +00

E(/(S)
Jea F /m p(x)dx

ol p estla densité de la gaussienne associée (voir théoreme 5.3). Lorsque p satisfait
la condition de Cramér, I’équivalent (1) alieu pour toutes les fonctions holdériennes
bornées. Il y a une compétition entre la régularité de u et celle de f. Sans hypothese
de régularité sur w ni sur f, cet équivalent est faux. Ainsi pour tout entier p > 0 il
existe des distributions (que I’on peut méme choisir diophantiennes) et des fonctions

ey
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C?, intégrables, et dont toutes les dérivées d’ordre < p tendent vers O a I’infini,
pour lesquelles la limite (1) n’a pas lieu (voir I’exemple 5.4). En revanche, sans
hypothese sur p autre que celles du théoréme local cette fois, on montre que si le
dénominateur dans (1) tend vers 0, alors le numérateur aussi. Plus généralement,
si les moyennes de Cesaro de f sur de grands rectangles convergent, alors la suite
E(f(Sy)) tend vers la méme limite, pour toute fonction f uniformément continue
et bornée (voir théoréme 6.1 ). Il est assez remarquable que 1’on puisse déterminer
dans ce cas le comportement de E( £ (S,,)) sous ces seules hypotheses. L’ application
a I’équidistribution des marches aléatoires en découle aussitot.

2. Notations et préliminaires

Bien que la discussion se déroulera le plus souvent (pour alléger les notations)
dans le cas plus simple des variables aléatoires réelles, on indiquera aussi dans la
derniere section comment généraliser ces résultats au cas multi-dimensionnel.

Soit (X,), une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme
loi. Dans cet article, on désignera par u la mesure de probabilité sur R correspondant
alaloi commune des variables X,,. Tout le long de ce texte, on fera I’hypothese que
la mesure ¢ possede un moment d’ordre 2 fini, c’est-a-dire que fR x2dp(x) < oo.

On notera S, = X + - - - + X,, la somme partielle des variables X; jusqu’au
temps n et ©*", ou simplement ", la loi de la variable aléatoire S, a savoir la
convoluée n fois de la mesure . La convolution des mesures w et v est notée
wskv. De méme p ! désigne la mesure adjointe a .t : =1 (A) := pu(—A) pour tout
borélien A.

On emploiera également dans la suite les notations de théorie de la mesure,
comme u(A) et f f(x)du(x), et les notations probabilistes, comme P(A) et
E(f(X1)), en passant de ’une a I’autre dés que cela semble mieux adapté.

On désignera par {x} = d(x, Z) la distance du réel x a un entier le plus proche,
entier que 1’on notera [x].

On notera fla transformée de Fourier de la fonction f, a savoir

flo) = / e I f(1)dt

Aussi pour une mesure de probabilité i, loi de la variable aléatoire X, on note &
sa fonction caractéristique 7i(x) = E(e*X) et on notera 0, le moment d’ordre p
de u s’il existe, i.e.

op = /xpdu(x)

La formule d’inversion de Fourier s’écrit alors f(x) =21 f(—x).

On note ! (R) I’espace de Banach des classes de fonctions intégrables, muni
de la norme usuelle ||-||;. De méme, |||, désigne la norme pour la convergence
uniforme des fonctions. On notera ( f, g) le produit scalaire usuel sur L2(R).

On dira que u est apériodique si son support n’est pas contenu dans une pro-
gression arithmétique. Cela revient a dire que

Vx € R\{0} |Z(x)| < 1.
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On dit que p satisfait la condition de Cramér si elle vérifie I’'une des trois
conditions équivalentes suivantes

sup [#(x)| <14 lim inf |1 —@(x)| > 0<% lim inf /{xa}du(a) >0
|x]— 400 [x]——+o00

[x]>1
3. Distributions diophantiennes

Dans cette section, on introduit une certaine condition sur lamesure ¢ qui, lorsqu’elle
est satisfaite (et seulement dans ce cas), permet d’obtenir une vitesse de conver-
gence optimale dans le théoréme limite local pour les fonctions a support com-
pact suffisamment régulieres. Il s’agit en réalité d’une condition diophantienne
sur u, stipulant qu’en moyenne la variable aléatoire X de loi p ne peut étre tres
bien approchée par les points d’une progression arithmétique réelle. Comme nous
I’expliquerons ci-dessous, cette condition est vérifiée dans “la plupart” des cas.

3.1. Définitions

Un nombre réel a est habituellement appelé diophantien si {ga} > C/|q|' pour
tout entier non nul ¢ et pour un certain C > 0 et un certain entier / > 0 fixés, ou,
rappelons-le, {x} = d(x, Z) désigne la distance du réel x a I’entier le plus proche.
Cette définition dépend du choix du réseau Z des entiers dans R. De fagon similaire,
sur la droite affine cette fois, on dira qu’un ensemble de points S est diophantien
s’il est mal approximé par une progression arithmétique réelle, c’est-a-dire plus
précisément s’il existe C > 0 et > 0 tels que

inf sup{xa + y} > C/lx|

yeR ges
pour tout réel x assez grand (on dit alors que S est 2/ -diophantien). Ainsi le réel a
est diophantien si et seulement si le triplet {0, 1, a} est diophantien, et tout ensemble
de points dont une partie est diophantienne est lui-méme diophantien. Par analogie,
on a la définition suivante.

Définition 3.1. Soir u une mesure de probabilité borélienne sur R et | un réel > 0.
On dit que | est I- diophantienne s’il existe C > O tel que pour tout x € R assez
grand en valeur absolue,

C
inf /{xa +y}2du(a) > —
yeR |x|

On dit que |1 est diophantienne si elle est [-diophantienne pour un réel [ > 0.

Cette notion signifie donc que la moyenne du carré des écarts a toute progres-
sion arithmétique est minorée par une puissance fixée du pas de la progression.
L’introduction du carré permet d’avoir la caractérisation simple ci-dessous, mais
ne joue pas un role primordial. Notons aussi que la condition “O-diophantienne”
est équivalente a la condition de Cramér énoncée dans la section précédente.

Avant d’aller plus loin, donnons quelques définitions équivalentes de la notion
de mesure diophantienne :
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Proposition 3.1. Soitl > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la mesure w est l-diophantienne
(ii) il existe un réel C > 0 tel que pour tout x assez grand (en valeur absolue),
ona

- C
A <1-—
x|

(iii) la mesure symétrisée j % u~ " est | -diophantienne
(iv) il existe C > 0 tel que pour tout x € R assez grand en valeur absolue,

/ (x(a — D dp@du®) >

|x|

Preuve. 1'équivalence entre (i) et (iv) est immédiate. Clairement 1’assertion (i7)
est équivalente 2 la méme assertion pour la mesure symétrisée 1 % u~!. En tenant
compte de cette remarque, on obtient aisément 1’équivalence entre (ii) et (iv) si
I’on note qu’il existe deux constantes positives ¢ et ¢; telles que

cl{)c}2 <1-—cosmrx) < cz{x}2
L’équivalence de (iii) avec les assertions précédentes est évidente au vu de (ii). O

On voit aussi instantanément que u est diophantienne si et seulement si u?
est diophantienne pour un entier p > 1 quelconque. Observons que si u est dio-
phantienne, alors son support 1’est aussi. On note aussi que si la mesure u n’est
pas étrangere a la mesure de Lebesgue, d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue,
w satisfait la condition de Cramér donc est 0 -diophantienne.

Remarque 3.1. Notons que [’existence d’unl > 0 tel que liminf |y 4o }x’(l—
w(x))| > 0 est en général une condition strictement plus faible que la condition
“wu diophantienne”, contrairement a ce qui se passe quand | = 0. Pour voir cela, il
suffit de considérer une mesure supportée par deux points {1, a} avec a diophantien.

Supposons maintenant que u est étrangere a la mesure de Lebesgue. Soit €2 (1)
I’ensemble des réels z tels que

B nls(z))
m — =

e—>0 2e too

ou I, (z) représente I’intervalle ouvert de longueur 2¢ centré au point z. On sait que
w(2(wn)) = 1 (voir par exemple [Rud]). On peut alors énoncer la

Proposition 3.2. Supposons que | soit étrangere a la mesure de Lebesgue. S’il
existe un ensemble fini S inclus dans Q2 () qui soit diophantien, alors | est dio-
phantienne. Si p est a support fini, alors | est l-diophantienne si et seulement si
support S de | est I-diophantien.
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Preuve. Soit X une variable aléatoire de loi . Soit/ > 0 et C > 0 tels que

inf max{sx + y} > C/ |x|'
yeR seS

pour tout x assez grand. Comme S C €2(u) est fini, pour tout x assez grand et
seSPIX—s5s <C/2 Ix|'th > 1/ Ix|“t1. Pour x grand et y € R, on peut
trouver s € S tel que {sx + y} > C/ Ix|'. Donc si | X —s| < c/2 Ix|'*1, alors
(xX +y}>C/2x|'.Don

C? c?
> .
4|x|21 4|x|3l+1

E({xX + y}*) > P(IX —s| < C/2 x|

Le reste de la proposition est immédiat. O

Rappelons que pour presque tout choix de réels a, b et ¢, par rapport a la mesure
de Lebesgue, le triplet {a, b, c} estdiophantien. Cependant, il est facile de construire
un exemple de mesure p a support dans [0, 1], qui soit a la fois apériodique et non
diophantienne, et méme dont le support soit diophantien. Dans le premier exemple,
la mesure u est atomique de support [0, 1], dans le second, elle est diffuse et son
support contient [0, 1].

Exemple 3.1. Soit E,, n entier > 1, ’ensemble des rationnels r dont 1’écriture en

fraction irréductible est r = % pour un certain entier p premier a n et compris

entre 1 et n. Soit u une mesure de probabilité qui assigne a E, le poids % si

n > 2 et assigne un mé€me poids aux points de E,, et X1, X» des variables aléatoires
indépendantes de loi . Clairement

E({n!(X1 — X2)}?) <2P(n!X, ¢ Z) <2, _ 1/2P' < 1/2"

p>n

donc p n’est pas diophantienne mais son support est I’intervalle [0, 1] tout entier.

Exemple 3.2. Soit (n;);>1 une suite d’entiers > 1 telle que n;4; > 2". Soit £ =
{n;}; la partie de N correspondante et K I’ensemble des réels x qui s’écrivent

1
omi

iel

pour un choix quelconque d’une partie / de I’ensemble E, la somme valant O si
I = (. On voit que K est un compact inclus dans [0, 1] sans point isolé, totalement
discontinu et de mesure de Lebesgue nulle (Cantor). Il est possible de construire une
fonction continue f croissante de I’intervalle [0, 1] dans lui-mé&me, avec f(0) =0
et f(1) = 1, telle que la dérivée f” est nulle en tout point de [0, 1]\ K et 400 en tout
point de K. La mesure de Stieljes associée u est une mesure de probabilité diffuse
et supportée par le compact K. Comme K n’est pas diophantien, on voit que y n’est
pas diophantienne. On peut aussi construire une mesure diffuse non-diophantienne
dont le support contient tout I’intervalle [0, 1] (par exemple en prenant la somme
c Y px8y,/ 2k ol (x,,)n est une suite dense dans [0, 1] convenablement choisie
etk, T +oo,c > 0).
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3.2. Une classe de fonctions analytiques de type exponentiel

Dans ce paragraphe, on introduit une classe d’exemples de fonctions sur R qui
nous seront utiles dans les paragraphes suivants, en particulier en tant que source
de contre-exemples. Il s’agit de fonctions analytiques sur R dont la transformée de
Fourier est a support compact.

Soit (ay, ),z une suite bornée quelconque de nombres complexes et p un entier
> 1. On lui associe la fonction d’une variable complexe B(z) définie comme suit

B = 535 szp (2) Z

n)217

C’est une fonction holomorphe sur C qui vérifie |B(z)| < Ce*P™12l ou C est une
constante dépendant de sup,, .7 |a,|. Donc B est entiere et de type exponentiel.
Restreinte a la droite réelle, B est analytique et bornée.

Remarquons d’abord que si la suite (a,), est dans £!(Z) alors 8 € L!(R). 1l
résulte alors du théoreme de Paley-Wiener que la transformée de Fourier E(t) sur
R est une fonction continue a support compact inclus dans [—2pm, 2p7] et

/ B()dt = 27 (0) = 2n(%)2pao.

Supposons maintenant que la suite (a,), soit un O(1/n?P)au voisinage de
I’infini. Alors, on voit aisément que 8 (x) est elle-m&me un O(1/ |x 12P=1 au voisi-
nage de I'infini, lorsque x € R. La transformée de Fourier Eest donc au moins de
classe C! des que2(p—1) > 1.

Revenons au cas ou la suite (a,), est seulement bornée et supposons de plus
que a, > 0 pour tout n. Alors on a

B(x) = apy

sin 7 x )21) >

ou [x] désigne I’entier le plus proche du réel x. En effet, B(x) > ajy) ( $1F9]
a[x]-

3.3. Développements de Edegeworth locaux pour les mesures diophantiennes

Lorsque u est diophantienne et admet un moment d’ordre r +2, alors «/nE( £ (Sy,))

admet un développement asymptotique avec un reste de ’ordre de o(1/n"/?) des

que f est assez réguliere. C’est I’objet des deux théoremes qui suivent. Ceux-ci

généralisent aux mesures diophantiennes le développement de Edgeworth classique

pour les densités qui est valide sous 1’hypothese que i est intégrable (voir [Fel]).
On pose, pour une fonction numérique f

(= max [x/r] .ctn = max [0 ek =i+ e

0<j<r+1
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Théoreme 3.1. Soit r un entier > 0. Supposons que la mesure de probabilité p est
centrée et posséde un moment d’ordre r + 2 fini. Si de plus . est [-diophantienne
pourl > 0, alors pour toute fonction f de classe C* aveck > 1(r+1)/2+1 et telle
que Cf (f) < +o00, on a le développement asymptotique (de Edgeworth) suivant

[r/2]
1 1
VAE(F($0) = D7 = £ Qpl oy + CH -0 =55

p=0

ot le o() ne dépend que de r et de la loi u et les Q , sont des polynomes de degré
< 2p dont les coefficients dépendent des moments de 1 d’ordre < p + 2.

Notons que seules des puissances entieres interviennent dans le développement
(comparer avec Feller [Fel] chap. 16 (2.12) et (4.10), au (2.13) il faut en fait lire Hg
au lieu de H3 dans I’expression de P4). De plus on calcule aisément les premiers
termes. Ainsi

1 _, o3 1 (o4 50}
V202 Q0(X) =1, V2102 01(X) = ——X" = 5X+ - | 5 -3 —5;=%
07 o o5 24 535

Preuve. On écrit

VIVIRGE(f(5,) = i o / FORGK dx ?)

La preuve reprend les techniques de Fourier classiques exposées dans [Fel]. On
commence par traiter dans le lemme suivant la partie de 1’intégrale correspondant
aux grandes valeurs de x. Ce lemme nous sera aussi utile plus tard.

Lemme 3.1. Soit (v une mesure de probabilité sur R. On suppose que | est I-
diophantienne. Soit r > 0 un réel positif. Alors il existe un réel D(r, 1) > 0 tel que
pour tout D > D(r, u), ona

~ 1
For' od = (1) - o, (=)

/|,> | Dlogn n”
- n

uniformément pour toute fonction f de classe C* telle que C*(f) < +oo, oil
k>1Ir+1

Preuve. Sil = 0 la loi u satisfait la condition de Cramér, donc le lemme est
clairement vrai. Supposons/ > 0. Puisque u est apériodique (car diophantienne) et
1L continue, pour tout ¢ > 0 et xg > 0, il existe cg, 0 < ¢g < 1, tel que |L(x)| < ¢
quel que soit x avec € < |x| < xp. D’ou

/ . F@OR@"dx| < ¢ || ] o x0 < cgC*(f)xo.
e<|x|<xo

Puisque u est [-diophantienne, il existe un réel xo tel que si |x| > xg alors

()| < exp(—C/ |x|)
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pour une certaine constante C > 0. Comme f est Ck et C*(f) < 400, on a
| 7] < [P, /7 1xI¥. 1 vient

k
< [ S exp-cny s 3)
|x|>x0 |x|

‘ /| | FOOmx) dx
x|>xg

k C/ +o00 e U
=C (f)n(k—l)/l /0 u(l+1—k)/ldu

ou C’ est une constante indépendante de f. En choisissant k > [r + 1, la quantité
ci-dessus est au plus de ’ordre de CX(f) - o(1/n") quand n croit.

Passons maintenant a la partie de I’intégrale ol |x| < ¢. Puisque © a un moment
d’ordre 2 fini, on peut trouver ¢ > 0 et ¢ > 0 tels que si |x| < &, ona |[jX(x)| <
exp(—cx?). Fixons D > r/c. Alors si o/Dlogn < |x| < e/n, ona

A(22)| = exncntopn = 5 =o(1).
NV “n

cD n"

11 vient

sC"(f)-O(l)

n"

~ ~ d
s )
O

On peut donc maintenant se concentrer sur la partie de I’intégrale ou |x| <
/D logn. On peut écrire au voisinage de zéro

r j?(j)(o) ) xr+1
2 a Yt T ntw

=)

(x) =

J=0

ol ¢ est une fonction bornée par H f(’“) HOO < Cf (f). 1l vient

rOFW)
o X \Naf XN fY(0) ' 1
[x<mf(ﬁ)u<ﬁ> dx = jg() j!nj/2 ®j+ nr+1/2 Pri1 B

ou I’on a noté

d; :/ xjﬁ(
! |x|<+/Dlogn \/ﬁ

et

Pri1= (r—: D! /kaxrﬂ‘f’(%)ﬁ(%)nd’“

2
1®y41] < Cf(f)/ e
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Comme u est centrée et possede un moment d’ordre » + 2 fini, il existe une fonction
Y1 bornée continue et valant 0 en 0, telle qu’au voisinage de 0

log 1) = %( = T3+ Pr(x)) + 27 2y ()

ol P, est un polyndme de degré < r tel que P-(0) = 0 dont les coefficients
dépendent seulement des moments de p jusqu’a I’ordre r + 2. 1l vient,

X\ o L2
ﬁ(ﬁ) =e e"p<x P(f) /2 ‘”‘([)) )

Sir = 0, on obtient directement le résultat du théoréme en appliquant le théoreme
de convergence dominée de Lebesgue. Sir > 1, pour tout x tel que |x| < /D logn,
I’expression ci-dessus a 'intérieur de exp est un O (log>/?(n)//n), d’olt

ax? X \" U 5 X mort2 X

() - S [ ] e

() zm[ ﬁ} + (S
10g3(r+1)/2(n)

+0W~D< L+ D/2 )

En regroupant les termes de la somme ci-dessus qui sont en facteur de 1/1//2, on

obtient des polyndmes A; (de degré au plus 3i) tels que
o/ x \n "1 X2 10g3(r+1)/2(n)
e M(ﬁ) = Z ,/2A (x) + 7 Iﬂl(\/_) + Ourp — ez
i=0
(6)

En tenant compte de (6), I’expression (4) devient

1 A(J)(O) ‘ o |
Z Z i+)/2 /70 ‘ x/Ai(x)e” T dx 4+ Cr(f) - OMD(W>
i—0 j=0 " J! x| </Dlogn n

En prenant D assez grand, on peut remplacer 1’intégrale ci-dessus par une intégrale
sur R tout entier. Notons maintenant que le polyndme A; a méme parité que i et
dépend des moments de p jusqu’a I’ordre i 4 2. Donc lorsque i 4 j est impair,

. o Xz
f X Ai(x)e” T dx =0
R

Il ne reste plus que des puissances entieres dans le développement. Grace au lemme
ci-dessus, la preuve du théoréme est maintenant compléte. O

Le théoreme qui suit donne I’analogue pour les mesures diophantiennes du
développement asymptotique classique pour les densités donné dans [Fel]. La suite
de polyndmes (P,) ci-dessous est celle de [Fel] XVI Theorem 2 (pour le calcul
des premiers termes, on renvoie a [Cra2]) :
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Théoreme 3.2. Soit r un entier > Q et [ un réel > 0. Supposons que la mesure de
probabilité | est centrée et posséde un moment d’ordre r +2 fini. Si de plus y est1 -
diophantienne, alors pour toute fonction f de classe C* aveck > 1(r+1)/2+ 1 et
telle que C*(f) < 400, on a le développement asymptotique (de Edgeworth)
suivant

r 1 1
B =3 /R VM Pygdx +CH () - o =)
p:

out le o() ne dépend que de r et de la loi u, oit g est la densité de la gaussienne
associée a p dans le théoréme de la limite centrale et ot les P, sont des polynémes
de degré < 3p dont les coefficients ne dépendent que des moments de [ jusqu’a
l’ordre p + 2.

La preuve reprend les mémes étapes que celles du théoréme précédent. En parti-
culier, elle résulte aisément de la combinaison du lemme 3.1 avec le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soit ;1 une mesure centrée sur R admettant un moment d’ordre r + 2.
Soit D un réel assez grand (D > r /oy par exemple suffit). Alors on a, uniformément
pour toute fonction intégrable f,

~ 1
For"wdt =3 —5 / fa/n) Pp(0)g(x)dx
p=0

/ Dlogn
[ty =

1
+ 171 'Or,D,;/,(n(H_—l)ﬂ)

ou l’on a gardé les notations du théoreme 3.2.

Preuve. On peut reprendre I’estimée (6) qui s’écrit, sous les hypotheses du lemme :

tr+2

e e
>

3(r+1)/2 i
+0 <—log (n)) e_th

L+ D/2

2
. ~ _o
Il vient alors, comme g(t) = e~ "2 ,

/;Ifmf(%) ( ) an/z /t|< o ﬁ>Ap(t)§(l)dt

+o( =) 1711

On sait que le degré de A, ne dépasse pas 3p, donc d’apres le choix de D, pour
tout p <r

<Ilor(—)

‘/ )A (2 (t)dt
|t]> Dlogn I’l
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On peut donc substituer I’intégrale sur |f| < /D logn ci-dessus par une intégrale
sur tout R. Mais on a t”g(t) = (—i)?gP)(¢) pour tout entier p > 0, d’olt

~ 1

fl—=)Ap(gn)dt =ﬁ/ J(xa/n) Pp(x)g(x)dx
AA& <ﬁ) ? R g

ol Pp(x) est le polyndme tel que 271Ap(—i%)g(x) = P,(x)g(x). On a donc bien

le résultat souhaité. O

3.4. Caractérisation des mesures diophantiennes par la vitesse de convergence

Dans ce paragraphe, on démontre que, pour une mesure de probabilité u centrée, la
convergence dans le théoréeme limite local est en général plus lente que ou égale a
O (1/n) pour une fonction f a support compact fixée. On montre aussi que cet ordre
de grandeur est atteint pour des fonctions suffisamment régulieres si et seulement si
la mesure u est diophantienne. On va démontrer ainsi une réciproque au théoréme
3.1. Plus précisément, on a la caractérisation suivante des mesures diophantiennes :

Théoreme 3.3. Soit u une mesure de probabilité sur R centrée, et ayant un moment
d’ordre 3 fini. Soit v la mesure gaussienne qui lui est associée par le théoreme
de la limite centrale (i.e. i est dans le domaine d’attraction de v). Alors | est
diophantienne si et seulement s’il existe un entier ko > 0 tel que pour toute fonction
f a support compact et de classe C* (k > ko) sur R, on ait

-o()

ou f(t + -) désigne la translatée de f par le réel t et ou O dépend de et de f.

sup
teR

/ £+ dp" — f £+ dv”

Preuve. Supposons d’abord p diophantienne. Elle est donc apériodique. On peut
reprendre a I’identique le début de la preuve du théoreme (3.1). Notons pour sim-
plifier f; = f(t + -). On remarque d’abord que ﬁ(x) = e”"f(x). On obtient
successivement pour € > 0 et xo > 0 comme dans la preuve ci-dessus

f iR "dx| < "I f1l,
e<|x|<xo
pour ¢ €]0, 1]
-~ cste
XUx)"dx| < su H (1’)H _
/x|>x0 fl( ),lL ()SPF;]( f l}’l(kil)/l

et

<07l -of) ™

E—C oL

Ces estimations sont valides uniformément en ¢ € R et sont aussi satisfaites par v
a la place de u. On peut donc se concentrer sur le terme

J e M) (RO =)
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que I’on majore uniformément en ¢ par

—~ X n 7azx2
—e 2
M(ﬁ)

Mais, puisque 1 a un moment d’ordre 3 fini, on peut écrire

dx

T /
|x|<+/Dlogn

A0 = exp (=247 =i 207 + ()

pour une certaine fonction ¥y qui tend vers 0 quand x tend vers 0. Alors lorsque

|x| < +/Dlogn,

X\ o 1 o2 03 x

M(ﬁ) —e 2 :ﬁe 2 (—zyx + x” ¢1<f f)) ®)
pour une certaine fonction vy, avec ¥ (u) — O0siu — 0. Il vient
X\ o
“(ﬁ) B

oll co(w) est une constante ne dépendant que de p. Donc il vient

O 171+ o 0],

0<p<k

x < —COJ(‘_” ©)

n

/|x|<\/Wgn

sup
teR

/f(t+-)du”—ff(t+~)dv”

pour une certaine constante c(u) ne dépendant que de .
Maintenant, passons a la réciproque. Nous allons d’abord établir la proposition
suivante qui concerne le cas particulier des mesures symétriques :

Proposition 3.1. Soit v une mesure de probabilité sur R qui posséde un moment
d’ordre 3 fini. Soit ;. = v+ v~ '. On suppose de plus que . n’est pas diophantienne.
Soit S,, la marche aléatoire associée a . Alors pour tout entier p > 0 et tout ¢ > 0,
il existe une fonction f de classe CP et a support compact telle que

EToo supn® |v/ny/ 2w E(f (Sn)) —/

Preuve. On fixe I’entier p et on considere la fonction 8 du paragraphe 3.2 associée
~ . , . 1 _~
a la suite (ay,), ez définie par ap = O et a, = T pour n # 0.On prend f = .
C’est une fonction de classe C” a support compact et d’intégrale nulle. De plus
f(x) = 2mB(x) est r.éel et > # p.our tout x tel que [x] # 0. Comme dans la
preuve du théoréme ci-dessus, on écrit

V2w E(f (S)) = v, ;—; / TR dx

Comme ci-dessus (¢ a un moment d’ordre 3), on voit que

/MS& FOR)" dx = o(%)
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Maintenant, fixons un entier [ > g Remarquons que f(x) > 0, car on a supposé

w = v vl Puisque u n’est pas diophantienne, il existe une suite non bornée
(xm)m telle que

I
Rtn) = ¢ Tl

Montrons que chaque x,, est inclus dans un intervalle 7,, de longueur au moins

V2/02 -

“=7 tel que tout x € Iy, vérifie f(x) > e bwl'. En effet, supposons que ce

ne soit pas le cas, alors ft(x) admet un maximum dans ’intervalle ]ay,, b, [ ou
4

AT— __4 __4
= |x2/‘1(2 et Xy E€lam, byl et ﬁ(am) <e b ! s ﬁ(bm) <e bl Soit Ym
m

I’abscisse de ce maximum. Alors

bn — am

. . o
mwzumw—gu—%ﬁ

L
car la dérivée seconde 7i(x)" est bornée par op = E(X?). D’otl fi(ay) = e bl —
1
ltm!

Finalement, il vient

__3
> e hml' des que m est assez grand. Ce qui fournit une contradiction.

[x[>e xely

e |xm|l/2
En prenantn = [xn]', on obtient
~ C C
Vi | foR)"dx > —7 > —
np/l — pe
pour une certaine constante C > 0. O

Passons maintenant au cas général. La mesure p n’est pas diophantienne, mais
est centrée et posséde un moment d’ordre 3 fini. Alors la mesure symétrisée ;& =
w % u~ ! non plus n’est pas diophantienne, mais elle posséde aussi un moment
d’ordre 3 fini. D’apres la proposition ci-dessus, quel que soit ¢ > 0 et quel que soit
I’entier k > 0, on peut trouver une fonction f a support compact et de classe C¥
sur R, que I’on choisit aussi d’intégrale nulle, telle que

[ raw

Or si u satisfait la conclusion du théoréme (3.3), alors

o)

lim supn%JFE >0 (10)

n—-+400

sup
teR

/f0+0mﬂ
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car, puisque f est d’intégrale nulle, on a automatiquement

1
supl [ 7+ 9av7| < s 0 3)
teR n
Mais alors
~ 1
[ rai| = ’ [ B, = o) < swlEcrs, - 1 = o)
teR n
ce qui contredit (10) dés que ¢ < % O

On peut construire des mesures non diophantiennes qui fournissent des vitesses
de convergence aussi lentes que 1’on veut. A cet égard, on renvoie a I’exemple décrit
en (5.4) plus bas.

4. Théoreme local pour les écarts modérés
4.1. Loi des écarts modérés

Le développement asymptotique précédent permet d’obtenir simplement un résultat
de grandes déviations valable sans faire I’hypothese habituelle d’existence d’un mo-
ment exponentiel. Ce résultat, qui traite des écarts modérés (i.e. du comportement
de S, dans un domaine de taille \/cn Tog n), a été démontré par Rubin et Sethuraman
dans [RuS] (voir aussi [Nag2, Nag3], [Mic] et [Sla]). Cependant comme nous en
aurons besoin dans la suite de cet article et que I’argument que nous présentons est
tres différent de I’argument original et se généralise automatiquement en dimension
supérieure, nous choisissons de 1’écrire ici.

Théoreme 4.1 ([RuS]). Soit r un entier > 1. Supposons que [ est une mesure de
probabilité centrée, de variance oy > 0, qui posséde un moment d’ordre r + 2 fini.
Alors pour tout ¢, 0 < ¢ < r, on a uniformément en x pour 1 <x < ./clogn

IP>(|Sn| > x«/ﬁ) _

n—+oo P (|N|> x)

1)

out N est une variable gaussienne normalisée. En particulier

4
]P)(|Sn| > 4/coon 10g}’l> ~ ;WTTgn

Preuve. On peut supposer oo = 1. La preuve qui suit illustre bien le principe
classique de lissage et “délissage” (voir par exemple [Sto3]). Supposons d’abord
que la fonction caractéristique [ est intégrable. Dans ce cas la variable S,//n
admet une densité continue f, et I’on dispose du développement du théoreme 3.2
qui n’est autre que le développement de Edgeworth classique pour les densités (cf.
[Cra2] ou [Fel] XVI, 2) et s’écrit :

r

1 1
10 = 0) = 3 G Br0g @ + 00 (75

p=1
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ou g est la densité gaussienne normalisée. En intégrant sur |¢| < x, il vient

«/@)

nr/2

P(N| > x) — P (IS >x\/ﬁ)=K,’1‘(x)+o< (12)
ot Ki(x) = 22:1 f|t|<x P,,g/n”/2 ne dépend que des moments de p jusqu’a
I’ordre r + 2. Or on peut trouver une autre probabilité u’ dont la fonction carac-
téristique est intégrable, qui possede un moment exponentiel fini et dont tous les
moments jusqu’a 1’ordre r + 2 coincident avec ceux de u. Pour i’ on dispose alors
de la théorie des grandes déviations classiques due & Cramér. En particulier la limite
uniforme (11) a bien lieu pour S, a1a place de S, et on a (voir [Cral] ou [Fel] XVI,
6):

(1= Velogn) ~ -t = o(-15)

Mais puisque (12) est aussi valide pour ' et que K’ = K} d’apres le choix de
u’, on obtient uniformément en x pour 1 < x < /clogn

K (x)
im ——— =
n—+o00 P (|N| > x)

13)

En revenant a (12) pour u cette fois, on obtient bien la limite (11) souhaitée. Ceci
termine la preuve dans le cas o 71 est intégrable.

Dans le cas général, il faut reprendre 1’argument précédent pour la famille de
mesures [l = W * g OU g, est la gaussienne d’écart type €. On remarque d’abord
que I’estimation (12) ci-dessus reste valable uniformément quand appliquée aux
mesures ug, sil’onal > g, > /Dologn/./npour une certaine constante Dy =
Dy (u) > 0. Pour voir cela, il suffit de reprendre la preuve du théoréme 3.2, c’est-
a-dire celle des lemmes 3.2 et 3.1. Au lemme 3.2 appliqué a u,,, on remarque que
le reste est un o(1/n20/2) des que &, > /Do logn//n . De méme, au lemme 3.1,
le reste est uniforme quand ¢ est petit. On obtient donc (12) uniformément pour les
e, - Dans la suite, on pose w, = [, avec &, = +/Dologn//n.

Ensuite on vérifie que K} (x) et K" (x) sont comparables. Plus précisément,
en considérant le calcul fait au lemme 3.2, on remarque que

hy, (1) = /hu(f —eny)g(y)dy

ob hy(t) = Y_y Pp(t)g(0)/nP/?, Kif(x) = Jitj<x B (0)dt. En scindant cette
intégrale en deux parties |y| < x et |y| > x, on vérifie grice a (13), que pour tout
¢ < r on auniformément en x pour 1 <x < . /clogn
K" (x)
im ————— =
n—+oo P (|N| > x)
et
. P (1S3 > x/or(ua)n)
n—>-+oo P (IN| > x) N
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Comme o2 (u,) = 1+ 82, et d’apres le choix de &, on peut remplacer o (u,) par
1 dans la limite précédente.
Finalement, on écrit pour x — +00

P (1S4 > x+/n) = / P (1SK] > (x 4 ent)v/n) g(0)dt + o(P (IN| > x))
lr|<2x
D’ou
P(ISy] > (1 — 2e,)x/n) .

P(IN| > x) -

lim inf

et

P (101 > (1+2en)xy/m) _
P(N| > x) -

lim sup

Mais d’apres le choix de ¢,, P(IN| > x(1 £ 2¢,))/P (IN| > x) tend vers 1 uni-
formément quand 1 < x < /clogn. De plus (11) est valable pour uniformément
pour x borné d’apres le théoreme de la limite centrale. Cela termine la preuve. O

4.2. Une version uniforme du théoreme local

Le théoreme limite local classique (voir [Bre]) donne un équivalent quand n tend
vers I’infini de la probabilité P(S, € I) ou / est un intervalle borné de R. Analogue
local du théoréme de Rubin et Sethuraman, le théoréme suivant permet d’estimer
P(S,, € I + x) lorsque x varie de facon quelconque dans une boule de rayon au
plus /cnTogn, ou la constance ¢ dépend du plus grand moment fini de w. On
obtient donc un théoreme local pour les écarts modérés en supposant seulement un
moment fini d’ordre assez grand. En particulier, dans le résultat suivant, on ne fait
pas d’hypothese sur la régularité de w. Les cas ol u est supportée sur Z ou possede
une densité bornée ont déja été traités dans [Amo] et [Sla]. Notons v la mesure
gaussienne sur R associée a y dans le théoreme de la limite centrale

Théoreéme 4.2. Si u est une mesure centrée et apériodique sur R de variance oy et
admettant un moment d’ordre r > 2. Soits > Q et I = I, = [—s, s[ un intervalle
borné centré en 0. Alors pour tout x € R

W+ x)

—_ = (14)
n——+oo V(I + x)

De plus, sir > 2 (resp. r = 2) pour tout ¢ €10, r — 2|, la limite (14) est uniforme
en x et s quand |x| + s < J/copnlogn (resp. |x| +s = O(y/n)) et s est minoré
par un réel > 0.

Si de plus [t vérifie la condition de Cramér, alors il existe § = §(u) > Otel que
la limite (14) est uniforme quand |x| + s < y/copnlogn (resp. |x| +s = O(/n)

sir=2)maiss > e ",
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Cet énoncé sera la clé des théoremes qui vont suivre dans I’étude de I’asympto-
tique de E(f(S,)) pour des fonctions qui ne sont pas a support compact ou bien
pas intégrables.

Dans le cas r = 2 ce résultat est dii a Ch. Stone (voir [Sto]). Plus précisément :

Théoreme 4.3. (Stone) Si u est une mesure centrée et apériodique sur R admettant
un moment d’ordre 2, alors il existe une suite (e,(1))n>0 he dépendant que de |
et tendant vers 0 telle que, pour tout intervalle fermé I de R, on a

sup|u"([ +x) =" +x)| < £nl) A+

xeR ﬁ

ou v est la mesure gaussienne sur R associée a p dans le théoréeme de la limite
centrale et |1| la mesure de Lebesgue de 1.

On remarque en passant que le théoréme de la limite centrale pour une telle
mesure pest un corollaire immédiat. Pour des valeurs de x plus grandes que
/1, Stone a aussi démontré un théoréme local pour les grandes déviations sous
I’hypothese habituelle d’existence d’un moment exponentiel fini (voir [Sto2]).
Des théorémes semblables au théoreme 4.3 ont été démontrés dans le cadre de
la théorie du renouvellement (voir par exemple [Carl], [Nag], [Sta]) et notamment
par Hoglund qui obtient dans [Hog] un théoréme de renouvellement pour les chaines
mixtes possédant a la fois une partie apériodique et une partie arithmétique, cadre
qui généralise celui du théoreme local. Keener dans [Kee] obtient un analogue du
théoréme de Stone pour le renouvellement sous la condition de Cramér et avec des
conditions de moments légerement différentes. Passons a la preuve du théoreme
4.2

Preuve. La preuve qui suit reprend certaines idées de la preuve de (11) ainsi que
de la preuve de Stone dans le cas r = 2. Notons P/ (x) = u"(x + I) et Q1 (x) =
V' (x + I). On peut supposer que o = 1. On fixe une fonction intégrable paire,
positive et continue 4 > 0 sur R dont la transformée de Fourier 7 est de classe
C et a support compact inclus dans [—1, 1] et vérifie de plus f h =1 (voir le
paragraphe 3.2). On introduit aussi les sz (x) = éh(;—‘) qui forment une famille de
Dirac quand ¢ tend vers 0. La preuve s’effectue en trois étapes : lissage, preuve
pour la quantité lissée, et “délissage”. Pour plus de clarté, on écrit ces étapes sous
la forme de lemmes.

Lemme 4.1. 1 existe une suite &,() — 0 ne dépendant que de 1 telle que pour
tout ¢ > 0 fixé on ait, uniformément en x et s :

1
Pl he(x) = Q) he ()| = ea0) Q) 5 he() +111- 06 (=577 )-

De plus si u satisfait la condition de Cramér, alors on peut choisir € de la forme
e~ pour un certain a > 0 petit et on obtiendra toujours un o(1/n"~Y/2) dans
le reste ci-dessus.
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Etant donnés ¢ > Oetx € R, on pose f, (1) = xj+x * he(u). Alors PnI *hy =
[ frdu". On peut appliquer & fy le lemme 3.2 et on obtient pour D > r/o»

/ FOR" ()t = 270! %k +§L/f )P (L)dun(u)
lr] <,/ 2en ! o p=1 np/? ' W
1
+I/] 'or,D,;l.<n(r_—l)/2) 15)

Comme les polyndmes P, ne dépendent que de . et sont de degré au plus 3p, il
existe une constante C; = Cp(u) telle que

u

fr Py (7

/ )dv” () < C1(/Dlogn)’? Q! x hy(x)
lul<y/DrTogn

d’autre part, comme P, (u)g(u) < e~ /4 des que u est assez grand (g est la densité
de la loi normale),

7

D’ou I’on conclut que pour D > 2r et uniformément en x € R, (15) devient

1 1
Fr) Py(F=)dv" @) < —52 1 fully < 1]

/lulza/Dn logn

. 1
ROR" 0t = (1 + 820 Q) % he () + 111 01,0, —=5575)

1
2 /|t|§,/’”fl’g"

ou la suite &, (x) ne dépend que de u et tend vers O uniformément en x.
Passons maintenant aux grandes valeurs de ¢. Notons que f, (t) = X7+ (1)h(et):

Fe" (0)dt FeE" (0)dt

- /Dlogn

‘ V2 <1 /e

=< IIIf

- Dlogn
J2en <16

dés que D > r/c ou c est la constante définie dans la preuve du lemme 3.1. On
remarque que si p satisfait la condition de Cramér, alors on peut choisir € de la
forme e~" pour un certain a > 0 petit et on obtiendra toujours un o(1/n") dans la
ligne de calcul ci-dessus. En prenant D assez grand et en combinant les majorations
ci-dessus on obtient I’estimation du lemme 4.1. |

/ Dlogn
1=y ==

RO di = oc(-)

Lemme 4.2. Pourtout§ > 0, il existe ¢y > O tel que si x et s sont des O (/nlogn),
alors pour tout n assez grand et tout ¢ €]0, eo[ on a uniformémentenx et I = Iy =

[—s,s[

Ol xhe(x) — QL (x)| < 8- QL(x)
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Soit ¢ > 0 une constante telle que |x| + s < 4/cnlogn. Notons que pour tous
réels u et t

)
g(u + &) — g(w)| = g(uw)|e™ e~ "2 — 1] < 5800

des que |ut| < 1, |t] < 1 et pour tout & assez petit (disons < ). Il vient

8
|04 —e) = Q)] = 3040) (16)
tant que & < gget |y| < /n/+/clogn. D’ ot
8 I
0} #he(x) - Q40| = 2 - 0wy + 21 M)y,
2 NN ING o

Mais % est de classe C* donc h(y) = o(ﬁ) au voisinage de I’infini pour tout
k > 0. Donc

/ h(y)dy = o(ik) (17
Iy|=+/n//clogn n
Mais
Vi ol = L (18)
\/ﬁnc/2
donc pour tout n assez grand on a le résultat souhaité. O

Nous allons maintenant terminer la preuve du théoreme. On suppose désormais
ques = |I]/2 > &!/3 etl’onnote I, = [—s — /&, 5+ Je[et [* = [—s+ /e, 5 —
J/€[. Remarquons d’abord qu’il existe 0 (¢) satisfaisant 8(¢) — 0 si & — O telle
que, dans les conditions du lemme 4.2,

|0 0) - 0 0| = 6(e) - 0. (19)

Ensuite on a Pnlg *he(x) > PnI (%) flyl<1/«/5 h(y)dy puis d’apres les lemmes 4.1 et
4.2 pour ¢ assez petit B

Pl (x)

1—¢

I I 1
< Pl (@) = (14 8,G0) (1 + Q) () + Lol - 00 (=775 ).

Puis en tenant compte de (18) (on a supposé ¢ < r — 2) et de (19) on obtient que
pour tout n assez grand

Pl(x) < (1+280x). (20)

On remarque aussi que si la condition de Cramér est satisfaite, on peut prendre ¢ =
€34 pour un certain a > 0 donc, pour tout n grand, (20) est vraie uniformément

quand s + |x| < 4/cnlognets > e~ %",
De fagon similaire, on a

Pl" % ho(x) < Pl (x) h(y)dy + / PI"(x — ey)h(y)dy
lyl<l/J/ NEYNG
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et d’apres (20), (19) et (16), en posant A, = [1//¢, «/n//clogn] dés que ¢ est
assez petit,

/ P (x — enh(ndy < (1 +25) 0! (x — en)h(y)dy
lyleA, lyleA,
< (1+28)(1+6(e)) 0L (x — ey)h(y)dy
lyleA,
< QL(x)(1 +28)(1 +6(e))(1 + &) h(y)dy
IyI=1/¢e
<80Q!(x)

et par (17) pour tout k > 0 fixé, pour n assez grand

. 1
Pl (x — ey)h(y)dy < e

/lyz\/r’z/ﬁclogn

Finalement par (18) pour ¢ assez petitetsis + |x| < i/cnlogn,s > /¢, on a pour
n grand

Bl s he(x) < B () + 805 (x). @1
Mais d’apres le lemme 4.1 et (18)
P he(x) = (14 0,(1) Q5 he (x).
puis en appliquant le lemme 4.2 puis (19)
P} % he(x) = (1= Joo (DD =) Q) (x) = (1 —26)Q0; (x)
pour n assez grand. En combinant ceci avec (21) on obtient
Pl (x) = (1 -38)Q, (). (22)

On a donc bien la majoration (20) et la minoration (22) souhaitées. La preuve du
théoreme est complete. O

Remarque 4.1. Lorsque p est I-diophantienne, il est possible de préciser le com-
portement asymptotique de la suite (¢, (1)), intervenant dans (4.3). Le calcul donne

() = 0(#)pour tout) < § < % si i possede un moment d’ordre 3. De méme,

si u est | -diophantienne, I’équivalent est valable uniformément quand s > nlg%

1
pour tout 0 < § < 7.

Remarque 4.2. On donne plus bas un exemple (cf. proposition 5.1) qui montre
que la convergence vers Ode €,(1) peut étre aussi lente que I’on veut si ’'on ne
fait pas d’hypothése sur . Plus exactement, pour toute suite de réels strictement
positifs €, > 0 tendant vers 0, on peut trouver une mesure |1 (non diophantienne
en général) telle que lim sup €, (1) /&, > 0.
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5. Un théoreme limite pour les fonctions bornées

Nous allons maintenant passer au second volet de cet article et nous intéresser
au comportement asymptotique de E( f(S,,)) lorsque la fonction f est seulement
supposée bornée et assez réguliere. Commencons par remarquer que pour toute
fonction bornée f ayant une limite / en & oo, les moyennes E( f(S,)) convergent
vers /. Cela résulte en effet immédiatement du théoréme de la limite centrale. Dans
les paragraphes suivants, nous allons montrer que, en supposant i ou f assez
réguliere mais sans aucune hypothese sur le comportement a 1’infini de f, ces
moyennes sont asymptotiquement indépendantes de la marche aléatoire centrée de
variance 1 que I’on considere (théoreme 5.3).

Nous commencgons dans le premier paragraphe par étendre le théoréeme local
aux fonctions directement Riemann intégrables.

5.1. Fonctions directement Riemann intégrables

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la validité du théoreme limite local pour
des fonctions qui ne sont plus nécessairement a support compact mais toujours
intégrables.

Théoréme 5.1. Soit 1 une mesure de probabilité centrée et apériodique sur R avec
moment d’ordre 2 fini. Soit f une fonction Riemann intégrable sur R telle que

> max | f(x)] < 400 (23)
nez [xl=n

Alors on a le théoréeme limite local pour f, c’est-a-dire que

LiTw\/Znogn/fdu" :/f(x)dx 24)

Preuve. On reprend la preuve classique du théoréme local (voir [Bre]). Notons
a, = maX[y]=p | f(x)| pour tout entier n € Z, et considérons la fonction

1
B) =5 sin®(rx) Y

an
2
X —n
nez ( )

On peut supposer que la suite (a,) n’est pas identiquement nulle. D’apres le para-
graphe (3.2) 8 est continue, strictement positive sur R, et appartient a L' (R). De
plus B(x) > apy] > |f(x)|. Enfin E est a support compact. Considérons la suite
de mesures positives dv,(x) = /2mwornB(x)du” (x). Puisque 3 est a support
compact, la suite des masses totales v, (R) est bornée. De plus, pour tout réel #y,

/e""’xdvn(x) = %/B\(ﬁ —m)ﬁ"(ﬁ)di

— n—>+oo,§(_t0) = /eitoxﬁ(x)dx
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On en déduit que la suite de mesures (v,), converge (convergence usuelle des
mesures) vers la mesure Sdx.
La fonction f/pB est bien définie, Riemann intégrable et bornée par 1, donc

ETOON/ZnUQn/fdu" = EToofgdvn(x) :/f(x)dx

ce qu’il fallait démontrer. O

Remarque 5.1. On qualifie de directement Riemann intégrables les fonctions f
Riemann intégrables satisfaisant la condition (23). La notion est introduite par
Feller dans [Fel] et étudiée en détail dans [Hin] (la définition de cette notion
peut prendre plusieurs formes équivalentes). Le théoreme de renouvellement de
Hoglund [Hog] est énoncé pour toute fonction directement Riemann intégrable.
Le théoreme 5.1 est donc un cas particulier du résultat de Hoglund, bien que la
méthode de preuve soit ici différente (comparer prop. 2.2.).

Remarque 5.2. En général, il y a des exemples de fonctions f intégrables sur R
et de classe CP, p > 1, dont toutes les dérivées jusqu’a l’ordre de p tendent vers
0 a linfini, qui ne vérifient pas (24). Plus bas, on donne un exemple d’une telle
fonction pour une distribution y qui est méme diophantienne. Cependant, on verra
au paragraphe 5.3 que si u satisfait la condition de Cramér, alors (24) a bien lieu
deés que f est intégrable et holderienne sur R.

5.2. Fonctions intégrables a variation bornée

Le résultat précédent montre en particulier que le théoréme local est valide pour les
fonctions continues intégrables et décroissantes au loin quand x| — 4-o0. En fait,
par une méthode différente, on a aussi le résultat suivant, valide pour les fonctions
a variation bornée.

Théoréme 5.2. Soit a nouveau . une mesure de probabilité centrée et apériodique
sur R ayant moment d’ordre 2 fini. Soit (¢, (10))n la suite qui tend vers O intervenant
dans I’énoncé du théoréeme de Stone (théoreme 4.3). Alors pour toute fonction f

intégrable et a variation bornée sur R,
en (i)
/ fdu" — / fdv,| <= (/ |1+ Var(f))
Jn

2
ou Var(f) estlavariation totale de f, et dv,(x) = XPXT/2001) 1 st a suite de

J2moon

=

mesures gaussiennes associée a [L.

Comme on’aremarqué (cf.remarque 4.1), le comportement de la suite (&, (1)),
peut étre précisé lorsque I’on suppose que w est diophantienne. Passons a la preuve
du théoreme.

Preuve. Clairement, on peut supposer que f est a support compact (considérer
S (x) xx|<m etfaire tendre M vers ’infini a n fixé et remarquant que Var (f x|x|<m)
— Var(f)). De méme, en approximant f uniformément par des fonctions en
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escalier de la forme ) a; x4, o0 A; = [x;, Xj+1) pour une certaine subdivision
Xo < -+ < Xy, On se ramene au cas ou f a précisément cette forme. Finalement,
puisque Var(f) = Var(f*) + Var(f ) et|f| = f* 4+ f~,ou fT et f~ sont
respectivement les parties positives et négatives de f, on peut supposer que f ne
prend que des valeurs positives, i.e. a; > 0 pour tout i.

Soit 0 = fy < f1 < -+ < fk la suite ordonnée des valeurs prises par la
fonction f. Maintenant considérons la famille (B;); de toutes les composantes
connexes des ensembles de niveau {x|f(x) > f;} pour i variantde 1 a K. Alors

fO)=Y (fi = fisDXfzf = ) Bjxs;(x)

ou I'on définit B; par f; — fi—1 > O si B; est une composante de 1’ensemble
{x|f(x) = fi}. Remarquons que chaque B; est une union finie d’intervalles A;
adjacents.

D’apres le théoreme de Stone (4.3), on obtient

_&1(“)2[3] |B|+1)<M(/f+2ﬂj>

Mais la construction des intervalles B; est de telle sorte que

' [ ran [ rau <

> Bi= —Var(f)

En fait, parmi toutes les representations de f en sommes de la forme ) 8; x B; avec
des B; > 0 et des intervalles B}, celle definie ci-dessus minimise ) §;. |

5.3. Fonctions bornées

Ici nous allons obtenir I’équivalent annoncé dans 1’introduction pour des fonctions
bornées, sous I’hypotheése que  est diophantienne (resp. Cramér). Plus précisé-
ment, nous avons :

Théoreme 5.3. Soit u une mesure de probabilité centrée sur R et | un réel > 0.
On suppose de plus que | posséde moment fini d’ordre 4 et on note v la mesure
gaussienne associée. Enfin on suppose que [ est l-diophantienne. Soit ko un entier
tel que ko > 31/2 + 1. Alors toute fonction f définie sur R et telle que f et toutes
ses dérivées jusqu’a I’ordre ko sont bornées vérifie la relation suivante

/ fdu" - / fav' = o / | Fldv™) (25)

En particulier, si f > 0 non identiquement nulle
[ fdu"
= 1
[ fdvr

Si I’on suppose de plus que [ vérifie la condition de Cramér, alors (25) et (26) sont
vérifiées pour toute fonction f holdérienne bornée sur R.

(26)
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Preuve. Comme on le vérifie aisément, pour chaque n, on peut trouver deux fonc-
tions f, et ¢, de classe CX telles que f = f, + ¢, avec f, a support dans
[—s, — 1,5, + 1] et ¢,(x) = Osi|x| < s, o s, = 23/nlogn. On peut de
plus choisir f, telle que C*(f,) < C./nlogn pour une certaine constante C.
Appliquons alors le théoréme 3.2 aux fonctions f;,. Il vient aussitot

‘ [ i = [ v Jlogn

3
ou g, estun O(IOgn ") indépendant de f. De plus, d’apres la loi des écarts modérés

(théoreme 11) ™ (|x| > s,) et v"(|x| > s,) sont des o(1/n%/?). Enfin, d’apres le
théoreme local lui-méme, il existe ¢ > 0 tel que [ | f|dv" > ¢/ /n si f n’est pas
identiquement nulle. Le théoréme s’ensuit aussitot.

Si I’on suppose que p satisfait la condition de Cramér, alors on écrit f =
> fi + Ry ou f; est la restriction de f a I’intervalle I; et R, la restriction au
complémentaire de [—s;,, s, ]. Ces intervalles /; sont de longueur e~ et subdivisent
[—5,, sn] (ot 8§ > O est la constante intervenant dans le théoréme 4.2). Choisissons
dans chaque /; un point x;. Alors

S€;z/|fn|dvn+c

/1- If = fGldu” < Lipe (H* 0" (1)

et de méme pour v". D’apres le théoreme 4.2, il existe une suite &, — 0 telle que
pour tout i

| (L) = V" ()| < enV" (1)
Enfin

/|Rn|du" < 1 f oo 1" (5 2] = 50)

Ainsi d’apres la loi des écarts modérés 11, pour tout n assez grand,

froe- [

IA

en Y LW () +2Lipe (e >+ fllo 0(1/n*?)

1
28,,/|f|dv”

IA

O

Remarquons que le théoréme reste valable dans le cas ol u satisfait la condition
de Cramér pour les fonctions f qui sont holdériennes par morceaux sur R, si ces
morceaux sont de longueur bornée inférieurement par rapport a 0 et si les constantes
de Holder sur les morceaux sont uniformément bornées.

Sil’on suppose seulement u diophantienne et si la fonction f possede un nom-
bre p insuffisant de dérivées successives bornées, alors 1’équivalent (26) n’est pas
valable (cf. 6.1). Remarquons aussi que supposer g > 0, 1 — [i1(r)| > 1/(log |¢])4
pour ¢ grand suffit a la place de la condition de Cramér pour avoir (26) pour les
fonctions holdériennes bornées.
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5.4. Un exemple

Ici on va construire un exemple d’une mesure centrée diophantienne et a support
fini, pour laquelle on peut trouver des fonctions f continues et intégrables sur R
telles que

lim \/2naznffd,u" = +o00
n—+400

et qui par suite ne satisfont pas le théoréme local. On verra qu’on peut méme choisir
f de classe C? et telle que f et ses dérivées jusqu’a I’ordre p soient bornées sur
R. La construction de p nous sera aussi utile en 6.1.
Considérons
1 1-—

o o
= =46 ) —Sg—
Mo 20+ B a+2a1

oo € (0,1)eta ¢ Q. Alors = pq est apériodique. Ci-dessous, on construit o
a partir de (&,)n>0 €t (h,)n>0, deux suites de nombres > 0 décroissantes vers 0.

On adopte les notations suivantes : Sy = X1+ -+ Xy = pa —q(l — @) =
ne—qoup,g=>0etn=p+q < N.Clest-a-diren =#{i < N, X; # 0} et
qg=#{i <N, Xj =a —1}.On pose :

o= Z 10~ M (27)
i>1
et on définit la suite la suite (M;); et la suite auxilliaire (N;); récursivement de la
fagon suivante :

e No=1,My=0etM; =1
e Pouri > 1, on choisit N; assez grand pour que ey; < 107Mi et N; > 10*Mi et
Niy1 > 5N;.

.. ) : hy,
Alors on choisit M; | de sorte que 10Mi—Miv1 < Ni,[ etMiy1 —M; > M; — M;_;.

La derniere condition implique que « n’est pas rationnel, et donc que j, est
apériodique. De plus,

Ay,
(10Mia} < 2. 10M M < o= (28)

N;

ou on rappelle que {x} = d(x, Z) pour tout x € R, et [x] est ’entier le plus proche
de x. Donc pour tout 7 entre 0 et N; on a {n10Mia} < 2hy;. Etil vient

d(Sn;, 107Mi7) < 2. 107 Mipy, (29)
Avec ces notations, pour N assez grand (dés que 2y < 1), on a aussi

ISnl < hy & |lna —q| < hy & {na} < hy etqg = [na] (30)
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Remarque 5.3. Remarquons que [y est diophantienne si et seulement si le réel o
est diophantien. De plus, on constate d’apres la définition de o en (27) que « est
diophantien si et seulement si la suite (M;); croit au plus exponentiellement, i.e.
dp > 1 tel que M; < ol Enfin, on vérifie que si les suites (e;,) et (h,) sont de la
forme ¢, = 1/n% ete, = 1/n® avec a > 0 et b > 0, alors on peut choisir la suite
M; comme ci-dessus et vérifiant M; < p' pour un certain p assez grand, donc [iq
est alors diophantienne.

La construction précédente permet en particulier de montrer le résultat suivant :

Proposition 5.1. Pour tout choix de suites (¢,), et (hy), de nombres strictement
positifs décroissantes vers 0, il existe un o € R et une mesure (o définie comme
plus haut, telle que

lim sup gﬂg([_hnv hy]) >0

n—>+4o0o ¢<n
Ainsi la suite (¢,(10))n intervenant dans le théoreme local de Stone (4.3) peut
décroitre vers 0 aussi lentement que [’on veut.
Preuve. Onnote E, I’événement {X; = 0 N — n fois} N{X; = a — 1 [na] fois} N
{llna]l < hn}. Alors pour tout N assez grand

N
P(ISn| < hy) = Y P(E,)
n=0
1 _
= > 2—NC53/“["“](1 — )" e gy <y
N/2—/N<n<N/2+/N
Ainsi
c? 1
P(SyI < hn) = Wi > i Knai<hy

N/2—v/N<n<N/2+~N

Dans la derniere inégalité, c > 0 est une constante, telle que 2LNC N > ¢/~/N pour

tout N etn € [N/2— /N, N/2+ V/N]etal" (1 —g)r—nedclr® < ¢/ /n, pour
tout n. Elle est déterminée par le théoréme limite local pour les distributions non
apériodiques (voir [GnK] chap. 9 §49) ou bien directement a partir de la formule
de Stirling. Ainsi pour tout N assez grand

2
P(Sy| < hy) > %A(N)

AN) = # {n € [N/2—~N,N/2+/N]s.t. (na} < hN}

Avec le réel o défini plus haut a partir des suites (&,), et (hy),, on a vu en (28)
que {10Miq} < ZhTNt’ Mais, puisque N;10Mi /2 > N; et 10M: < \/Nj, on obtient

. 2VN; . A(ND
ANy > 2L et A0

1
a bien la conclusion attendue. m|

> gy;. Comme cette inégalité en vraie pour touti > 1, on
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Passons maintenant a la construction de la fonction f annoncée au début de ce
paragraphe. Soit p un entier > 1 donné. Fixons ¢ > 0 tel que ¢ < 1/(10 4 6p)

et notons a = % —2eeth = pil . Ainsi b > ¢. Fixons la suite (¢,), en posant
&, = n~ ¢ et la suite (h,), par h, = 1/n. D’aprés la remarque 5.3, la mesure
WUq est diophantienne. Soit a; = Ni_“ et b, = Ni_b . Définissons maintenant la

fonction f; en lui donnant la valeur @; aux points d’abscisse k<10~ pour tous
les entiers k tels que k10~Mi ¢ [%\/ﬁi, +/N;] et posons autour de ces points (i.e.
pour |x| < 10~ Mi) fi(kIO_M" + x) = a;¢(x/b;) ou ¢ est une “fonction plateau”
de classe C*° a support dans [—1, 1], & valeurs dans [0, 1] et égale a 1 dans un
voisinage de 0. On suppose de plus que f; est nulle partout ailleurs. La définition
est cohérente car b; = Nl._b < Nl._g =ey, < 10~Mi  Enfin, on pose f = Zi fi.
La fonction f est C, a valeurs positives ou nulles, et f ainsi que ses dérivées
jusqu’a ’ordre p tendent vers O car g; /bf o1 Remarquons aussi que f est
intégrable car

V'Ni Lie —(a+b—e—1)
Zaibiw EZaibiNiZ FSZNZ' a €3 < 00

et d’apres le choix de ¢ et a et b ci-dessus, a + b > ¢ + % et de plus N; > 5'.
D’autre part, la relation (29) montre que f(Sy,) = a; des que Sy, € [%«/ﬁ, ,

V'Nil. Donc E(f(Sn;)) > ca; ot ¢ > 0 ne dépend que de . Mais a;4/N; =

Niz‘g — 400, ce qui fournit le contre-exemple annoncé en début de paragraphe.

6. Théoreme limite pour les fonctions asymptotiquement constantes en
moyenne

Pour terminer, nous présentons dans cette section un théoreme limite valable sans
hypothese sur 1 (autre que celles du théoréme local) pour les fonctions dont les
moyennes de Cesaro sur de grands intervalles sont asymptotiquement constantes.
On en déduit ensuite une application a I’équidistribution des marches aléatoires. A
nouveau, la clé du théoreme qui suit est le théoréme local de Stone :

Théoreme 6.1. Soit i une mesure de probabilité sur R centrée, apériodique et
ayant un moment d’ordre 2 fini. On suppose que f est une fonction unifomément
continue et bornée sur R telle que la limite suivante existe

1T
hm?fo f)dt =1

quand |T| — +o00. Alors

n——+o0o

lim /fdu”:l

La preuve résulte des deux observations suivantes, que 1’on présente sous la
forme de deux lemmes.
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Lemme 6.1. En reprenant les notations du théoreme, pour toute fonction f uni-
formément continue sur R, on a

| 07|
)
ou v est la mesure gaussienne dv(x) = %J#dx associée a .

Preuve. Soite > 0 et w > 0 un module de continuité pour f relativement a ¢, i.e.
|f(x+u)— f(x)| <esilul < w. Fixons C > log %, et A, = {x, |x| < C/n}.
En appliquant le théoréme central limite a la somme de variables aléatoires S,,, on
obtient pour tout n assez grand : p*" (AS) < ¢ et de fagon similaire v*" (AS) < e.
On peut subdiviser A, en O(y/n/w) intervalles h; + I de longueur || = w. On

obtient
/ fdﬂ*n _ / fdv*n
Ay An

< Y F) | + 1) — v (b + D] + 46

=<

+ 2¢

n
< 1w O (2) sup [+ 1) = v 4+ 1) + 4o
@ 7 peR
On peut maintenant appliquer la version uniforme du théoréme limite local de Stone

(théoreme 4.3), qui affirme que

lim /nsup |[u” (h+1)—v*"(h+1)| =0
n—00 /’lER

On obtient ainsi le résultat escompté. O

Le théoreme ci-dessus découle aussitdt de la combinaison du lemme précédent
et de I’observation suivante :

Lemme 6.2. Soit p une densité de probabilité continue sur R. On suppose que f
est une fonction uniformément continue et bornée sur R telle que la limite suivante
existe

1T
hmffo f)dt =1

quand |T| — 4o00. Alors
lim / f(Tx)p(x)dx =1 31
T—+0 JR

Preuve. On choisit une fonction ¢ de classe C Lsur R telle que ||p — ¢ll; < . Soit
F(x) = f(;c f(t)dt une primitive de f. On écrit pour tout A > 0

A
/R FTP()dx = / IR0+
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ouler] < 1 fllso f|x|>A p(x)dx. Puis on intégre par parties

A 1 A A1 ,
| ravpear=[granew]’ - [0 Lraneea

et on fait tendre T vers +o0. Il vient

A A A
lim / f(Tx)p(x)dx = l[xd)(x)]ﬂA — l/ x¢' (x)dx = l/ ¢ (x)dx
T—+o0J_4 —A —-A

Comme A est arbitrairement grand, ¢ arbitrairement petit, et f bornée, on conclut
aussitot. m]

6.1. Exemple

Les hypotheses du théoréeme ne peuvent étre relachées. On peut trouver en effet une
fonction f bornée, de classe C™ et telle que

: n
nngsup/ fduy, >0
bien que quand |T| — 400, lim % fOT f(®dt = 0.

La mesure p,, est diophantienne (cf. remarque 5.3) et définie a la section précé-
dente a I’aide des suites g, = n7¢, oll ¢ = é—lt, et h, = e¢7". On peut construire
aisément f comme précédemment, par exemple f = ) f; en posant a = 0 et
b=1/2eta; = Nl-_a, bi = N;

6.2. Equidistribution de marches aléatoires

Le théoreme 6.1 permet d’obtenir un résultat d’équidistribution probabiliste des
que I’on dispose du résultat déterministe correspondant. Plus précisément, soit X
un espace localement compact et (¢;); un flot agissant continiment sur X en y
préservant une mesure borélienne finie m. Le corollaire qui suit montre que si la
trajectoire d’un point x € X par le flot est équidistribuée par rapport a m, alors
toute marche aléatoire centrée le long de cette trajectoire s’équidistribue de la méme
facon. On fixe une mesure de probabilité u centrée et apériodique sur R avec un
moment d’ordre 2 fini et S,, la marche aléatoire de loi u" associée.

Corollaire 6.1. Supposons que la trajectoire (¢;);cr - X soit équidistribuée par
rapport a m, c’est-a-dire

dt = d
Slim o / F@n-x) / Fo)dm(y)
pour toute fonction continue & support compact f sur X. Alors on a aussi
lim E(f(s, -x)) = / FO)dm(y)
n——+oo X

La preuve découle aussitot du théoreme 6.1 appliquée ala fonctiont +— f(¢;-x)
qui est bornée et unifomément continue sur R, puisque f est a support compact.
Dans cet énoncé, le fait que u est centrée est essentiel.
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7. Cas multi-dimensionnel

Tous les résultats précédents s’étendent sans difficulté au cas multi-dimensionnel.
On énonce ici les principaux théoremes valides sur R, d > 1. Le cas échéant, on
indique les modifications a apporter aux démonstrations.

On se place sur R4 o1 I’on note x| la norme euclidienne et x - y le produit
scalaire de deux vecteurs. On considére une mesure de probabilité u sur R? qui est
centrée et possede un moment d’ordre 2, c’est-a-dire

/nxnzdu(x) < o0

La loi p se trouve donc dans le bassin d’attraction d’une certaine loi gaussienne,
que I’on note v. De plus on fera I’hypothése que j est apériodique sur R?, ¢’est-a-
dire que le support de u n’est pas contenu dans une classe d’un sous-groupe fermé
propre de R¥. Cette condition équivaut 2 la suivante

vi e R0} [A(n)] < 1

o () = [ e du(x).

De maniére analogue, on note {x} la distance du point x € R? au réseau Z¢ et
[x] un point de Z? qui minimise la distance 2 x.

Enfin S, = X| + - - - + X,, est a nouveau la marche aléatoire somme des vari-
ables indépendantes X; qui sont toutes de méme loi u.

La définition des mesures diophantiennes s’étend aisément au cas multi-
dimensionnel. Soit [ un réel > 0 :

Définition 7.1. Une mesure de probabilité sur R? est dite |- diophantienne s’il
existe un réel C > 0 tel que pour tout x € R? assez grand en norme,

C
inf x-a+yYPdula > —
yER/{ y¥du(a) il

et | est dite diophantienne si elle est [-diophantienne pour un certain I.

De méme, u est [-diophantienne si et seulement s’il existe C > 0 telle que pour
tout x assez loin de zéro

)| <1 - —
[E3

Ainsi p est diophantienne si et seulement si w L est diophantienne. De méme,

wu est diophantienne si elle (ou une de ses puissances) n’est pas étrangere a la mesure
de Lebesgue. Et lorsque p est a support fini, la condition devient une condition sur
le support S de p uniquement.

L’analogue multi-dimensionnel de la construction faite au paragraphe (3.2)
consiste a considérer les fonctions suivantes. Soit x = (x1, ... ,xq) € R4, on pose
pour p > d

d 1 ’ a
-2 n
B = (2 gt | D o

i=1 neZd
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Comme auparavant, 8 est dans L' (RY) des que la suite (a,) € 21(Z%) et dans ce
cas ,3 est a support compact d’apres le théoreme de Paley- Wlener De plus, si ay,

estun O( i H2p)au voisinage de I’infini, alors 8(x) est un O (—3>—7). Ainsi ﬁ est

[lx nzl’ d

de classe C! des que 2(p —d) > .
De plus, si les a, sont tous > 0 et non tous nuls, alors 8 est strictement positive

sur R? et de plus on a B(x) > apy.
Pour toute fonction f on définit C¥(f) et C f (f) par
ol = (i, ..., i) avec chaque i; entier compris entre 1 et d et || :=[.
L’analogue des théoremes (3.1) et (3.2) s’énonce de la fagon suivante. La preuve
est analogue.

ckip = max IDPr|, . cren) =

max
lee|<r+118|<k

Théoreme 7.1. Soit j une mesure de probabilité centrée sur R¢ ayant un moment
d’ordre r 4 2 fini et une matrice de covariance K > 0. Soitl > 0. On suppose |
[-diophantienne. Alors il existe un réel ko = ko(l) > 0O tel que pour toute fonction
f de classe C* avec k > ko

(i) si C*(f) < 400, alors

1
B =Y =7 / Fdm Py g dx + CH () -0 =775
=0

p=
(ii) si Cf(f) < 400, alors

[r/2]

1 1
dj2 k
Qrn)2 /At KE(f(Sy)) = Xg U Qo) + G o)
p:
ou les P, (resp. Qp) sont des polynomes de R|x1, ... , xq] de degré total < 3p

(resp. 2p) qui ne dépendent que des moments de u d’ordre < p+2 (resp. 2p +2),
et les constantes intervenant dans les o() ne dépendent que de r et de | (g est la
densité de la gaussienne v associée a ). Ona Py = Qo = 1.

De méme le théoreme (3.3) a la généralisation ci-dessous. Le contre-exemple
intervenant dans la preuve se généralise a1’ identique en faisant intervenir la fonction
B introduite ci-dessus.

Théoreme 7.2. Soit i une mesure de probabilité sur R centrée, et ayant un moment
d’ordre 3 fini. Alors u est diophantienne si et seulement s’il existe un entier kg > 0
tel que pour toute fonction f & support compact et de classe C* (k > ko) sur R,

ona
0 1
(n(d+l)/2)

Le résultat sur les écarts modérés et le théoreme local s’étendent eux-aussi avec
la méme preuve au cas multi-dimensionnel.

sup
teRd

/ £+ dpt — / £+ dv"
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Théoreme 7.3. Soitr un entier > 1. Supposons que (. est une mesure de probabilité
sur RY, centrée, de matrice de covariance K = Id et qui posséde un moment
d’ordre v 4 2 fini. Alors pour tout ¢, 0 < ¢ < r, on a uniformément en x pour

1 <x <. /clogn
P(IISull > x/m) _ |

n—>+oo P (||N]|| > x)
ou N, de loi v, est une variable gaussienne centrée de matrice de covariance Id.

Le théoréme de Stone (4.3) est valide sur R¢ (voir [Sto]) et énonce que pour
tout rectangle R = [[[—si, si] (81,...,84 > 0)

en (1)
nd/2

sup |n" (R +x) —v"(R +x)| <

xeRd

(I+IRD

ou &,(u) est une suite tendant vers O et ne dépendant que de p. La preuve est
parfaitement analogue au cas d = 1 . Le théoréme (4.2) reste aussi vrai sur R,
Ainsi

Théoreme 7.4. Si i est une mesure centrée et apériodique sur R? et admettant un
moment d’ordre r > 2. On suppose que la matrice de covariance de | est 1d et on
note v la loi gaussienne associée. Soit R = [[[—si, s;] un rectangle borné centré
en 0 et s = max s;. Alors pour tout x € R¢

WR+x)

A TR v ) (32)

De plus, sir > 2 (resp. r = 2) pour tout ¢ €10, r — 2[, la limite (32) est uniforme
enx etsquand ||x|| +s < y/cnlogn (resp. ||x|| +s = O(y/n)) et tous les s; sont
minorés par un réel > 0.

Si de plus 1t vérifie la condition de Cramér, alors il existe § = §(iu) > Otel que
la limite (32) est uniforme quand ||x|| +s < \/cnlogn (resp. ||x|| +s = O(/n)
sir = 2) et tous les s; sont minorés par e =",

Le théoreme (5.1) admet une généralisation évidente 2 R?, et la preuve est
identique en substituant la fonction g ci-dessus a celle sur R. Ainsi

Théoreme 7.5. Soit f une fonction Riemann intégrable sur R telle que

D max |f (0] < +o

neZd

Alors on a le théoreme limite local pour f, c’est-a-dire que
lim Qan)??det K / fdu" = / f(x)dx
n——+0oo

L’analogue du théoreéme (5.3) est le



72 E. Breuillard

Théoreéme 7.6. Soit u une mesure de probabilité centrée sur RY et [ un réel > 0.
On suppose de plus que |1 posséde moment fini d’ordre 3+ d et on note v la mesure
gaussienne associée. Enfin, on suppose que | est l-diophantienne. Soit ko un entier
tel que ko > 31/2 + 1. Alors toute fonction f définie sur R et telle que f et toutes
ses dérivées jusqu’a I’ordre ko sont bornées vérifie la relation suivante

/MW—/MW=M/W@%

En particulier, si { > 0 non identiquement nulle

[ fdu
—f Tdvn -1

Si I’on suppose de plus que | vérifie la condition de Cramér, alors (25) et (26) sont
vérifiées pour toute fonction f héldérienne bornée sur RY.

Enfin, le théoréme de la derniére section s’étend facilement 2 RY en procé-
dant de facon similaire en deux étapes. Le premier lemme utilise la version multi-
dimensionnelle du théoréeme local uniforme de Stone, rappelée au début de cette
section. On a

Théoreme 7.7. Soit ju une mesure de probabilité sur R¢ centrée, apériodique et
ayant un moment d’ordre 2 fini. On suppose que f est une fonction uniformément
continue et bornée sur R? telle que la limite suivante existe

1 T T4
lim—/ Hdt =¢
T---Ta Jo 0 /

quand |T;| — +oo pourtouti =1, ... ,d. Alors
lim /fdu” =
n—-+o0o

L application a I’équidistibution des marches aléatoires s’étend verbatim aux
flots multi-dimensionnels.

Remerciments 7.1. Jeremercie vivement Martine Babillot pour ses remarques enrichissantes
sur une version antérieure de I’article et pour I’attention qu’elle a porté, malgré la maladie,
a ce travail.
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