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Abstract. We study the speed of convergence of nd/2
∫
f dµ∗n in the local limit theorem on

R
d under very general conditions upon the function f and the distribution µ. We show that

this speed is at least of order 1
n

and we give a simple characterization (in diophantine terms)
of those measures for which this speed (and the full local Edgeworth expansion) holds for
smooth enough f . We then derive a uniform local limit theorem for moderate deviations
under a mild moment assumption. This in turn yields other limit theorems when f is no
longer assumed integrable but only bounded and Lipschitz or Hölder. We finally give an
application to equidistribution of random walks.

1. Introduction

Soit Sn = X1 + · · · + Xn la somme de n variables aléatoires centrées à valeurs
dans R

d qui sont indépendantes et de même loi µ. Le problème du théorème limite
local est de préciser le comportement asymptotique quand n tend vers l’infini de
l’espérance

E(f (Sn)) =
∫
f dµn

quand f est une fonction définie sur R
d . Lorsque f est la fonction indicatrice d’un

intervalle borné I, cette espérance est la probabilité de retour P(Sn ∈ I ) dans I
au temps n. Le théorème limite local (voir [Bre]) affirme que si la loi µ possède
un moment d’ordre 2 fini et si son support n’est pas contenu dans une classe d’un
sous-groupe fermé propre de R

d (“non-lattice case”), alors nd/2E(f (Sn)) converge
vers l’intégrale de f sur R

d par rapport à un multiple de la mesure de Lebesgue dès
que f est continue et à support compact.

Il est naturel de se demander s’il on peut préciser le comportement asymptotique
de E(f (Sn)), et en particulier estimer la vitesse de convergence dans le théorème
limite local. La question de la vitesse de convergence a été relativement peu
abordée dans la littérature. Sous l’hypothèse que la loi µ est absolûment continue
par rapport à la mesure de Lebesgue (ou plus généralement sous la condition de
Cramér, i.e. le module de la fonction caractéristique de µ reste éloigné de 1 de
façon uniforme hors d’un voisinage de 0), on dispose du développement classique
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de Edgeworth (voir [Fel]), qui fournit tous les termes suivants de l’asymptotique de
P(Sn ∈ I ) (sous réserve de l’existence de moments). Dans le cadre de la théorie du
renouvellement, les questions de vitesse ont été étudiées en partie, notamment dans
[Car2] où Carlsson obtient, pour le renouvellement sur R, une asymptotique très
précise de ν(] − ∞, x]) quand x tend vers +∞, où ν est la mesure de renouvelle-
ment. Il montre aussi que si ν vérifie une condition diophantienne, la convergence
en est d’autant plus rapide. Mais le cas multi-dimensionnel et en particulier le
théorème local (qui n’est qu’un cas particulier du théorème de renouvellement
pour la chaîne mixte (Sn, n) en dimension d + 1) n’a pas fait l’objet d’une étude
détaillée à notre connaissance. Il se trouve que la vitesse de convergence dépend de
façon significative de la distribution des Xi , et non plus seulement de l’existence
de moments. Nous donnons, dans la première partie de cet article, la condition
exacte sur la loiµ pour que la vitesse de convergence soit optimale (i.e. en 1

n
), et en

définitive pour que le développement de Edgeworth tout entier ait lieu lorsque f est
suffisamment différentiable ainsi que sa transformée de Fourier. Cette condition est
d’ordre diophantien : elle demande que la variable aléatoire X1 ne puisse être très
bien approximée par une variable à valeurs dans une réunionH +Zv d’hyperplans
affines de R

d . On dira que µ est diophantienne. On donne le développement de
Edgeworth en en précisant les premiers termes au théorème 3.1. Nous notons que
seules des puissances entières de 1

n
interviennent dans ce développement.

L’autre volet de cet article est consacré à l’étude de l’asymptotique de la suite
E(f (Sn)) pour des fonctions f qui ne sont plus nécessairement intégrables sur R

d .
Cette étude est motivée par des problèmes d’équidistribution de marches aléatoires.
Etant donnée la trajectoire d’un flot issu d’un point x dans un espaceX, on montre
que si cette trajectoire est équidistribuée pour une certaine mesure finie surX, alors
toute marche aléatoire centrée évoluant le long de cette trajectoire s’équidistribue
de la même façon (voir le corollaire 6.1). Dans ce problème, nous avons besoin
de pouvoir comparer la marche Sn à la marche gaussienne correspondante sur un
domaine plus large que celui fourni par le théorème limite local. C’est l’objet du
théorème local de Stone (théorème 4.3) qui donne une estimation uniforme sur
une boule dont le rayon est de l’ordre de

√
n . On en déduit en premier lieu une

forme très simple du reste dans l’approximation gaussienne en fonction de f et de
sa variation totale (voir théorème 5.2). On étend ensuite le théorème de Stone aux
écarts modérés, i.e. à un domaine de taille

√
cn log n, sous l’hypothèse de l’existence

d’un moment d’ordre c+ 2 (théorème 4.2). Ceci permet de montrer que lorsque µ
est diophantienne et sous une condition de moment, on a bien l’équivalent attendu
de E(f (Sn)) pour toute fonction f bornée sur R

d et suffisamment différentiable.
Plus précisément, si f prend des valeurs positives, quand n → +∞

E(f (Sn))∫
Rd
f (x

√
n)p(x)dx

→ 1 (1)

oùp est la densité de la gaussienne associée (voir théorème 5.3). Lorsqueµ satisfait
la condition de Cramér, l’équivalent (1) a lieu pour toutes les fonctions höldériennes
bornées. Il y a une compétition entre la régularité deµ et celle de f . Sans hypothèse
de régularité sur µ ni sur f , cet équivalent est faux. Ainsi pour tout entier p ≥ 0 il
existe des distributions (que l’on peut même choisir diophantiennes) et des fonctions
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Cp, intégrables, et dont toutes les dérivées d’ordre ≤ p tendent vers 0 à l’infini,
pour lesquelles la limite (1) n’a pas lieu (voir l’exemple 5.4). En revanche, sans
hypothèse sur µ autre que celles du théorème local cette fois, on montre que si le
dénominateur dans (1) tend vers 0, alors le numérateur aussi. Plus généralement,
si les moyennes de Cesaro de f sur de grands rectangles convergent, alors la suite
E(f (Sn)) tend vers la même limite, pour toute fonction f uniformément continue
et bornée (voir théorème 6.1 ). Il est assez remarquable que l’on puisse déterminer
dans ce cas le comportement de E(f (Sn)) sous ces seules hypothèses. L’application
à l’équidistribution des marches aléatoires en découle aussitôt.

2. Notations et préliminaires

Bien que la discussion se déroulera le plus souvent (pour alléger les notations)
dans le cas plus simple des variables aléatoires réelles, on indiquera aussi dans la
dernière section comment généraliser ces résultats au cas multi-dimensionnel.

Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de même
loi. Dans cet article, on désignera parµ la mesure de probabilité sur R correspondant
à la loi commune des variablesXn. Tout le long de ce texte, on fera l’hypothèse que
la mesure µ possède un moment d’ordre 2 fini, c’est-à-dire que

∫
R
x2dµ(x) < ∞.

On notera Sn = X1 + · · · + Xn la somme partielle des variables Xi jusqu’au
temps n et µ∗n, ou simplement µn, la loi de la variable aléatoire Sn, à savoir la
convoluée n fois de la mesure µ. La convolution des mesures µ et ν est notée
µ∗ν. De même µ−1 désigne la mesure adjointe à µ : µ−1(A) := µ(−A) pour tout
borélien A.

On emploiera également dans la suite les notations de théorie de la mesure,
comme µ(A) et

∫
f (x)dµ(x), et les notations probabilistes, comme P(A) et

E(f (X1)), en passant de l’une à l’autre dès que cela semble mieux adapté.
On désignera par {x} = d(x,Z) la distance du réel x à un entier le plus proche,

entier que l’on notera [x].
On notera f̂ la transformée de Fourier de la fonction f , à savoir

f̂ (x) =
∫
e−itxf (t)dt

Aussi pour une mesure de probabilité µ, loi de la variable aléatoire X, on note µ̂
sa fonction caractéristique µ̂(x) = E(eixX) et on notera σp le moment d’ordre p
de µ s’il existe, i.e.

σp =
∫
xpdµ(x)

La formule d’inversion de Fourier s’écrit alors ̂̂f (x) = 2πf (−x).
On note L

1(R) l’espace de Banach des classes de fonctions intégrables, muni
de la norme usuelle ‖·‖1. De même, ‖·‖∞ désigne la norme pour la convergence
uniforme des fonctions. On notera 〈f, g〉 le produit scalaire usuel sur L

2(R).
On dira que µ est apériodique si son support n’est pas contenu dans une pro-

gression arithmétique. Cela revient à dire que

∀x ∈ R\{0} |µ̂(x)| < 1.
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On dit que µ satisfait la condition de Cramér si elle vérifie l’une des trois
conditions équivalentes suivantes

sup
|x|>1

|µ̂(x)| < 1 ⇔ lim inf
|x|→+∞

|1 − µ̂(x)| > 0 ⇔ lim inf
|x|→+∞

∫
{xa}dµ(a) > 0

3. Distributions diophantiennes

Dans cette section, on introduit une certaine condition sur la mesureµqui, lorsqu’elle
est satisfaite (et seulement dans ce cas), permet d’obtenir une vitesse de conver-
gence optimale dans le théorème limite local pour les fonctions à support com-
pact suffisamment régulières. Il s’agit en réalité d’une condition diophantienne
sur µ, stipulant qu’en moyenne la variable aléatoire X de loi µ ne peut être très
bien approchée par les points d’une progression arithmétique réelle. Comme nous
l’expliquerons ci-dessous, cette condition est vérifiée dans “la plupart” des cas.

3.1. Définitions

Un nombre réel a est habituellement appelé diophantien si {qa} ≥ C/|q|l pour
tout entier non nul q et pour un certain C > 0 et un certain entier l ≥ 0 fixés, où,
rappelons-le, {x} = d(x,Z) désigne la distance du réel x à l’entier le plus proche.
Cette définition dépend du choix du réseau Z des entiers dans R. De façon similaire,
sur la droite affine cette fois, on dira qu’un ensemble de points S est diophantien
s’il est mal approximé par une progression arithmétique réelle, c’est-à-dire plus
précisément s’il existe C > 0 et l ≥ 0 tels que

inf
y∈R

sup
a∈S

{xa + y} ≥ C/|x|l

pour tout réel x assez grand (on dit alors que S est 2l -diophantien). Ainsi le réel a
est diophantien si et seulement si le triplet {0, 1, a} est diophantien, et tout ensemble
de points dont une partie est diophantienne est lui-même diophantien. Par analogie,
on a la définition suivante.

Définition 3.1. Soit µ une mesure de probabilité borélienne sur R et l un réel ≥ 0.
On dit que µ est l- diophantienne s’il existe C > 0 tel que pour tout x ∈ R assez
grand en valeur absolue,

inf
y∈R

∫
{xa + y}2dµ(a) ≥ C

|x|l
On dit que µ est diophantienne si elle est l-diophantienne pour un réel l ≥ 0.

Cette notion signifie donc que la moyenne du carré des écarts à toute progres-
sion arithmétique est minorée par une puissance fixée du pas de la progression.
L’introduction du carré permet d’avoir la caractérisation simple ci-dessous, mais
ne joue pas un role primordial. Notons aussi que la condition “0-diophantienne”
est équivalente à la condition de Cramér énoncée dans la section précédente.

Avant d’aller plus loin, donnons quelques définitions équivalentes de la notion
de mesure diophantienne :
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Proposition 3.1. Soit l ≥ 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la mesure µ est l-diophantienne
(ii) il existe un réel C > 0 tel que pour tout x assez grand (en valeur absolue),

on a

|µ̂(x)| ≤ 1 − C

|x|l

(iii) la mesure symétrisée µ ∗ µ−1 est l -diophantienne
(iv) il existe C > 0 tel que pour tout x ∈ R assez grand en valeur absolue,

∫
{x(a − b)}2dµ(a)dµ(b) ≥ C

|x|l

Preuve. L’équivalence entre (i) et (iv) est immédiate. Clairement l’assertion (ii)
est équivalente à la même assertion pour la mesure symétrisée µ ∗ µ−1. En tenant
compte de cette remarque, on obtient aisément l’équivalence entre (ii) et (iv) si
l’on note qu’il existe deux constantes positives c1 et c2 telles que

c1{x}2 ≤ 1 − cos(2πx) ≤ c2{x}2

L’équivalence de (iii) avec les assertions précédentes est évidente au vu de (ii). 
�

On voit aussi instantanément que µ est diophantienne si et seulement si µp

est diophantienne pour un entier p ≥ 1 quelconque. Observons que si µ est dio-
phantienne, alors son support l’est aussi. On note aussi que si la mesure µ n’est
pas étrangère à la mesure de Lebesgue, d’après le lemme de Riemann-Lebesgue,
µ satisfait la condition de Cramér donc est 0 -diophantienne.

Remarque 3.1. Notons que l’existence d’un l > 0 tel que lim inf |x|→+∞
∣
∣xl(1−

µ̂(x))| > 0 est en général une condition strictement plus faible que la condition
“µ diophantienne”, contrairement à ce qui se passe quand l = 0. Pour voir cela, il
suffit de considérer une mesure supportée par deux points {1, a} avec a diophantien.

Supposons maintenant que µ est étrangère à la mesure de Lebesgue. Soit�(µ)
l’ensemble des réels z tels que

lim
ε→0

µ(Iε(z))

2ε
= +∞

où Iε(z) représente l’intervalle ouvert de longueur 2ε centré au point z. On sait que
µ(�(µ)) = 1 (voir par exemple [Rud]). On peut alors énoncer la

Proposition 3.2. Supposons que µ soit étrangère à la mesure de Lebesgue. S’il
existe un ensemble fini S inclus dans �(µ) qui soit diophantien, alors µ est dio-
phantienne. Si µ est à support fini, alors µ est l-diophantienne si et seulement si
support S de µ est l-diophantien.
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Preuve. Soit X une variable aléatoire de loi µ. Soit l ≥ 0 et C > 0 tels que

inf
y∈R

max
s∈S

{sx + y} ≥ C/ |x|l

pour tout x assez grand. Comme S ⊂ �(µ) est fini, pour tout x assez grand et
s ∈ S, P(|X − s| < C/2 |x|l+1) > 1/ |x|l+1. Pour x grand et y ∈ R, on peut
trouver s ∈ S tel que {sx + y} ≥ C/ |x|l . Donc si |X − s| < C/2 |x|l+1, alors
{xX + y} ≥ C/2 |x|l . D’où

E({xX + y}2) ≥ P(|X − s| < C/2 |x|l+1)
C2

4 |x|2l ≥ C2

4 |x|3l+1 .

Le reste de la proposition est immédiat. 
�
Rappelons que pour presque tout choix de réels a, b et c, par rapport à la mesure

de Lebesgue, le triplet {a, b, c} est diophantien. Cependant, il est facile de construire
un exemple de mesure µ à support dans [0, 1], qui soit à la fois apériodique et non
diophantienne, et même dont le support soit diophantien. Dans le premier exemple,
la mesure µ est atomique de support [0, 1], dans le second, elle est diffuse et son
support contient [0, 1].

Exemple 3.1. Soit En, n entier ≥ 1, l’ensemble des rationnels r dont l’écriture en
fraction irréductible est r = p

n
pour un certain entier p premier à n et compris

entre 1 et n. Soit µ une mesure de probabilité qui assigne à En le poids 1
2n! si

n ≥ 2 et assigne un même poids aux points deEn etX1,X2 des variables aléatoires
indépendantes de loi µ. Clairement

E({n!(X1 −X2)}2) ≤ 2P(n!X1 /∈ Z) ≤ 2
∑
p>n 1/2p! ≤ 1/2n!

donc µ n’est pas diophantienne mais son support est l’intervalle [0, 1] tout entier.

Exemple 3.2. Soit (ni)i≥1 une suite d’entiers ≥ 1 telle que ni+1 ≥ 2ni . Soit E =
{ni}i la partie de N correspondante et K l’ensemble des réels x qui s’écrivent

x =
∑

i∈I

1

2ni

pour un choix quelconque d’une partie I de l’ensemble E, la somme valant 0 si
I = ∅. On voit queK est un compact inclus dans [0, 1] sans point isolé, totalement
discontinu et de mesure de Lebesgue nulle (Cantor). Il est possible de construire une
fonction continue f croissante de l’intervalle [0, 1] dans lui-même, avec f (0) = 0
et f (1) = 1, telle que la dérivée f ′ est nulle en tout point de [0, 1]\K et +∞ en tout
point deK . La mesure de Stieljes associée µ est une mesure de probabilité diffuse
et supportée par le compactK . CommeK n’est pas diophantien, on voit queµ n’est
pas diophantienne. On peut aussi construire une mesure diffuse non-diophantienne
dont le support contient tout l’intervalle [0, 1] (par exemple en prenant la somme
c ·∑µ ∗ δxn/2kn où (xn)n est une suite dense dans [0, 1] convenablement choisie
et kn ↑ +∞, c > 0).
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3.2. Une classe de fonctions analytiques de type exponentiel

Dans ce paragraphe, on introduit une classe d’exemples de fonctions sur R qui
nous seront utiles dans les paragraphes suivants, en particulier en tant que source
de contre-exemples. Il s’agit de fonctions analytiques sur R dont la transformée de
Fourier est à support compact.

Soit (an)n∈Z une suite bornée quelconque de nombres complexes et p un entier
≥ 1. On lui associe la fonction d’une variable complexe β(z) définie comme suit

β(z) = 1

22p sin2p(πz)
∑

n∈Z

an

(z− n)2p
.

C’est une fonction holomorphe sur C qui vérifie |β(z)| ≤ Ce2pπ |z| où C est une
constante dépendant de supn∈Z |an|. Donc β est entière et de type exponentiel.
Restreinte à la droite réelle, β est analytique et bornée.

Remarquons d’abord que si la suite (an)n est dans �1(Z) alors β ∈ L
1(R). Il

résulte alors du théorème de Paley-Wiener que la transformée de Fourier β̂(t) sur
R est une fonction continue à support compact inclus dans [−2pπ, 2pπ ] et

∫
β̂(t)dt = 2πβ(0) = 2π

(π

2

)2p
a0.

Supposons maintenant que la suite (an)n soit un O(1/n2p) au voisinage de
l’infini. Alors, on voit aisément que β(x) est elle-même unO(1/ |x|2p−1) au voisi-
nage de l’infini, lorsque x ∈ R. La transformée de Fourier β̂ est donc au moins de
classe Cl dès que 2(p − 1) > l.

Revenons au cas où la suite (an)n est seulement bornée et supposons de plus
que an ≥ 0 pour tout n. Alors on a

β(x) ≥ a[x]

où [x] désigne l’entier le plus proche du réel x. En effet, β(x) ≥ a[x]

(
sin πx
2{x}

)2p ≥
a[x].

3.3. Développements de Edegeworth locaux pour les mesures diophantiennes

Lorsqueµ est diophantienne et admet un moment d’ordre r+2, alors
√
nE(f (Sn))

admet un développement asymptotique avec un reste de l’ordre de o(1/nr/2) dès
que f est assez régulière. C’est l’objet des deux théorèmes qui suivent. Ceux-ci
généralisent aux mesures diophantiennes le développement de Edgeworth classique
pour les densités qui est valide sous l’hypothèse que µ̂ est intégrable (voir [Fel]).

On pose, pour une fonction numérique f

Cr(f ) = max
0≤j≤r+1

∥
∥
∥xjf

∥
∥
∥

1
, Ck(f ) = max

0≤j≤k

∥
∥
∥f (j)

∥
∥
∥

1
, Ckr (f ) = Ck(f )+ Cr(f )
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Théorème 3.1. Soit r un entier ≥ 0. Supposons que la mesure de probabilité µ est
centrée et possède un moment d’ordre r + 2 fini. Si de plus µ est l-diophantienne
pour l ≥ 0, alors pour toute fonction f de classeCk avec k > l(r+1)/2+1 et telle
que Ckr (f ) < +∞, on a le développement asymptotique (de Edgeworth) suivant

√
nE(f (Sn)) =

[r/2]∑

p=0

1

np

〈
f,Qp

〉
L2(R)

+ Ckr (f ) · o
( 1

nr/2

)

où le o() ne dépend que de r et de la loi µ et les Qp sont des polynômes de degré
≤ 2p dont les coefficients dépendent des moments de µ d’ordre ≤ p + 2.

Notons que seules des puissances entières interviennent dans le développement
(comparer avec Feller [Fel] chap. 16 (2.12) et (4.10), au (2.13) il faut en fait lireH6
au lieu de H3 dans l’expression de P4). De plus on calcule aisément les premiers
termes. Ainsi

√
2πσ2Q0(X) = 1,

√
2πσ2Q1(X) = − 1

σ2
X2 − σ3

σ 2
2

X + 1

8

(
σ4

σ 2
2

− 3

)

− 5

24

σ 2
3

σ 3
2

Preuve. On écrit

√
n
√

2πσ2E(f (Sn)) = √
n

√
σ2

2π

∫
f̂ (x)µ̂(x)ndx (2)

La preuve reprend les techniques de Fourier classiques exposées dans [Fel]. On
commence par traiter dans le lemme suivant la partie de l’intégrale correspondant
aux grandes valeurs de x. Ce lemme nous sera aussi utile plus tard.

Lemme 3.1. Soit µ une mesure de probabilité sur R. On suppose que µ est l-
diophantienne. Soit r > 0 un réel positif. Alors il existe un réelD(r, µ) > 0 tel que
pour tout D > D(r, µ), on a

∫

|t |≥
√
D log n
n

f̂ (t)µ̂n(t)dt = Ck(f ) · oµ
( 1

nr

)

uniformément pour toute fonction f de classe Ck telle que Ck(f ) < +∞, où
k > lr + 1.

Preuve. Si l = 0 la loi µ satisfait la condition de Cramér, donc le lemme est
clairement vrai. Supposons l > 0. Puisqueµ est apériodique (car diophantienne) et
µ̂ continue, pour tout ε > 0 et x0 > 0, il existe c0, 0 < c0 < 1, tel que |µ̂(x)| ≤ c0
quel que soit x avec ε < |x| < x0. D’où

∣
∣
∣
∣

∫

ε<|x|<x0

f̂ (x)µ̂(x)ndx

∣
∣
∣
∣ ≤ cn0

∥
∥f̂
∥
∥∞ x0 ≤ cn0C

k(f )x0.

Puisque µ est l-diophantienne, il existe un réel x0 tel que si |x| ≥ x0 alors

|µ̂(x)| ≤ exp(−C/ |x|l )
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pour une certaine constante C > 0. Comme f est Ck et Ck(f ) < +∞, on a∣
∣f̂ (x)

∣
∣ ≤ ∥

∥f (k)
∥
∥

1 / |x|k . Il vient

∣
∣
∣
∣

∫

|x|>x0

f̂ (x)µ̂(x)ndx

∣
∣
∣
∣ ≤

∫

|x|>x0

Ck(f )

|x|k exp(−Cn/ |x|l )dx (3)

≤ Ck(f )
C′

n(k−1)/ l

∫ +∞

0

e−u

u(l+1−k)/ l du

où C′ est une constante indépendante de f . En choisissant k > lr + 1, la quantité
ci-dessus est au plus de l’ordre de Ck(f ) · o(1/nr) quand n croît.

Passons maintenant à la partie de l’intégrale où |x| < ε. Puisqueµ a un moment
d’ordre 2 fini, on peut trouver ε > 0 et c > 0 tels que si |x| < ε, on a |µ̂(x)| ≤
exp(−cx2). Fixons D > r/c. Alors si

√
D log n < |x| < ε

√
n, on a

∣
∣
∣
∣µ̂
( x√

n

)n
∣
∣
∣
∣ ≤ exp(−cD log n) ≤ 1

ncD
= o

( 1

nr

)
.

Il vient
∣
∣
∣
∣

∫

√
D log n<|x|<ε√n

f̂
( x√

n

)
µ̂
( x√

n

)n dx√
n

∣
∣
∣
∣ ≤ Ck(f ) · o

( 1

nr

)


�

On peut donc maintenant se concentrer sur la partie de l’intégrale où |x| <√
D log n. On peut écrire au voisinage de zéro

f̂ (x) =
r∑

j=0

f̂ (j)(0)

j !
xj + xr+1

(2r + 1)!
φ(x)

où φ est une fonction bornée par
∥
∥f̂ (r+1)

∥
∥∞ ≤ Ckr (f ). Il vient

∫

|x|<√
D log n

f̂
( x√

n

)
µ̂
( x√

n

)n
dx =

r∑

j=0

f̂ (j)(0)

j !nj/2

j + 1

n(r+1)/2

r+1 (4)

où l’on a noté


j =
∫

|x|<√
D log n

xj µ̂
( x√

n

)n
dx

et


r+1 = 1

(r + 1)!

∫

|x|<√
D log n

xr+1φ
( x√

n

)
µ̂
( x√

n

)n
dx

|
r+1| ≤ Ckr (f )

∫
|x|r+1 e−cx

2
dx
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Commeµ est centrée et possède un moment d’ordre r+2 fini, il existe une fonction
ψ1 bornée continue et valant 0 en 0, telle qu’au voisinage de 0

log µ̂(x) = x2
(

− σ2

2!
+ Pr(x)

)
+ xr+2ψ1(x)

où Pr est un polynôme de degré ≤ r tel que Pr(0) = 0 dont les coefficients
dépendent seulement des moments de µ jusqu’à l’ordre r + 2. Il vient,

µ̂
( x√

n

)n = e−
σ2x

2

2 exp

(

x2Pr

( x√
n

)
+ xr+2

nr/2
ψ1

( x√
n

))

(5)

Si r = 0, on obtient directement le résultat du théorème en appliquant le théorème
de convergence dominée de Lebesgue. Si r ≥ 1, pour tout x tel que |x| < √

D log n,
l’expression ci-dessus à l’intérieur de exp est un O(log3/2(n)/

√
n), d’où

e
σ2x

2

2 µ̂
( x√

n

)n =
r∑

m=0

1

m!

[

x2Pr

( x√
n

)]m
+ xr+2

nr/2
ψ1

( x√
n

)

+Oµ,r,D
( log3(r+1)/2(n)

n(r+1)/2

)

En regroupant les termes de la somme ci-dessus qui sont en facteur de 1/ni/2, on
obtient des polynômes Ai (de degré au plus 3i) tels que

e
σ2x

2

2 µ̂
( x√

n

)n =
r∑

i=0

1

ni/2
Ai(x)+ xr+2

nr/2
ψ1

( x√
n

)
+Oµ,r,D

(
log3(r+1)/2(n)

n(r+1)/2

)

(6)

En tenant compte de (6), l’expression (4) devient

r∑

i=0

r∑

j=0

1

n(i+j)/2
f̂ (j)(0)

j !

∫

|x|<√
D log n

xjAi(x)e
− σ2x

2

2 dx + Cr(f ) · oµ,r,D
( 1

nr/2

)

En prenantD assez grand, on peut remplacer l’intégrale ci-dessus par une intégrale
sur R tout entier. Notons maintenant que le polynôme Ai a même parité que i et
dépend des moments de µ jusqu’à l’ordre i + 2. Donc lorsque i + j est impair,

∫

R

xjAi(x)e
− σ2x

2

2 dx = 0

Il ne reste plus que des puissances entières dans le développement. Grâce au lemme
ci-dessus, la preuve du théorème est maintenant complète. 
�

Le théorème qui suit donne l’analogue pour les mesures diophantiennes du
développement asymptotique classique pour les densités donné dans [Fel]. La suite
de polynômes (Pp) ci-dessous est celle de [Fel] XVI Theorem 2 (pour le calcul
des premiers termes, on renvoie à [Cra2]) :
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Théorème 3.2. Soit r un entier ≥ 0 et l un réel ≥ 0. Supposons que la mesure de
probabilitéµ est centrée et possède un moment d’ordre r+2 fini. Si de plusµ est l -
diophantienne, alors pour toute fonction f de classeCk avec k > l(r+1)/2+1 et
telle que Ck(f ) < +∞, on a le développement asymptotique (de Edgeworth)
suivant

E(f (Sn)) =
r∑

p=0

1

np/2

∫

R

f (x
√
n)Pp(x)g(x)dx + Ck(f ) · o

( 1

n(r+1)/2

)

où le o() ne dépend que de r et de la loi µ, où g est la densité de la gaussienne
associée àµ dans le théorème de la limite centrale et où les Pp sont des polynômes
de degré ≤ 3p dont les coefficients ne dépendent que des moments de µ jusqu’à
l’ordre p + 2.

La preuve reprend les mêmes étapes que celles du théorème précédent. En parti-
culier, elle résulte aisément de la combinaison du lemme 3.1 avec le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soit µ une mesure centrée sur R admettant un moment d’ordre r+2.
SoitD un réel assez grand (D > r/σ2 par exemple suffit). Alors on a, uniformément
pour toute fonction intégrable f,

∫

|t |≤
√
D log n
n

f̂ (t)µ̂n(t)dt =
r∑

p=0

1

np/2

∫
f (x

√
n)Pp(x)g(x)dx

+ ‖f ‖1 · or,D,µ
( 1

n(r+1)/2

)

où l’on a gardé les notations du théorème 3.2.

Preuve. On peut reprendre l’estimée (6) qui s’écrit, sous les hypothèses du lemme :

µ̂
( t√

n

)n = e−
σ2 t

2

2

r∑

p=0

1

np/2
Ap(t)+ t r+2

nr/2
e−

σ2 t
2

2 ψ1

( t√
n

)

+O
(

log3(r+1)/2(n)

n(r+1)/2

)

e−
σ2 t

2

2

Il vient alors, comme ĝ(t) = e−
σ2 t

2

2 ,

∫

|t |≤√
D log n

f̂
( t√

n

)
µ̂n
( t√

n

)
dt =

r∑

p=0

1

np/2

∫

|t |≤√
D log n

f̂
( t√

n

)
Ap(t)ĝ(t)dt

+o
( 1

nr/2

)
‖f ‖1

On sait que le degré de Ap ne dépasse pas 3p, donc d’après le choix de D, pour
tout p ≤ r

∣
∣
∣
∣

∫

|t |≥√
D log n

f̂
( t√

n

)
Ap(t)ĝ(t)dt

∣
∣
∣
∣ ≤ ‖f ‖1 or

( 1

nr/2

)
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On peut donc substituer l’intégrale sur |t | ≤ √
D log n ci-dessus par une intégrale

sur tout R. Mais on a tpĝ(t) = (−i)pĝ(p)(t) pour tout entier p ≥ 0, d’où
∫

R

f̂
( t√

n

)
Ap(t)ĝ(t)dt = √

n

∫

R

f (x
√
n)Pp(x)g(x)dx

où Pp(x) est le polynôme tel que 2πAp(−i ddx )g(x) = Pp(x)g(x). On a donc bien
le résultat souhaité. 
�

3.4. Caractérisation des mesures diophantiennes par la vitesse de convergence

Dans ce paragraphe, on démontre que, pour une mesure de probabilitéµ centrée, la
convergence dans le théorème limite local est en général plus lente que ou égale à
O(1/n) pour une fonction f à support compact fixée. On montre aussi que cet ordre
de grandeur est atteint pour des fonctions suffisamment régulières si et seulement si
la mesure µ est diophantienne. On va démontrer ainsi une réciproque au théorème
3.1. Plus précisément, on a la caractérisation suivante des mesures diophantiennes :

Théorème 3.3. Soitµ une mesure de probabilité sur R centrée, et ayant un moment
d’ordre 3 fini. Soit ν la mesure gaussienne qui lui est associée par le théorème
de la limite centrale (i.e. µ est dans le domaine d’attraction de ν). Alors µ est
diophantienne si et seulement s’il existe un entier k0 ≥ 0 tel que pour toute fonction
f à support compact et de classe Ck (k ≥ k0) sur R, on ait

sup
t∈R

∣
∣
∣
∣

∫
f (t + ·)dµn −

∫
f (t + ·)dνn

∣
∣
∣
∣ = O

(1

n

)

où f (t + ·) désigne la translatée de f par le réel t et où O dépend de µ et de f .

Preuve. Supposons d’abord µ diophantienne. Elle est donc apériodique. On peut
reprendre à l’identique le début de la preuve du théorème (3.1). Notons pour sim-
plifier ft = f (t + ·). On remarque d’abord que f̂t (x) = eixt f̂ (x). On obtient
successivement pour ε > 0 et x0 > 0 comme dans la preuve ci-dessus

∣
∣
∣
∣

∫

ε<|x|<x0

f̂t (x)µ̂(x)
ndx

∣
∣
∣
∣ ≤ cn ‖f ‖1

pour c ∈]0, 1[
∣
∣
∣
∣

∫

|x|>x0

f̂t (x)µ̂(x)
ndx

∣
∣
∣
∣ ≤ sup

0≤p≤k

∥
∥
∥f (p)

∥
∥
∥

1

cste

n(k−1)/ l

et
∣
∣
∣
∣

∫

√
D log n<|x|<ε√n

f̂t

( x√
n

)
µ̂
( x√

n

)n
dx

∣
∣
∣
∣ ≤ ‖f ‖1 · o

(1

n

)
(7)

Ces estimations sont valides uniformément en t ∈ R et sont aussi satisfaites par ν
à la place de µ. On peut donc se concentrer sur le terme

∫

|x|<√
D log n

f̂t

( x√
n

)(

µ̂
( x√

n

)n − e−
σ2x

2

2

)

dx
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que l’on majore uniformément en t par

‖f ‖1

∫

|x|<√
D log n

∣
∣
∣
∣µ̂
( x√

n

)n − e−
σ2x

2

2

∣
∣
∣
∣ dx

Mais, puisque µ a un moment d’ordre 3 fini, on peut écrire

µ̂(x) = exp
(
−σ2

2!
x2 − i

σ3

3!
x3 + x3ψ0(x)

)

pour une certaine fonction ψ0 qui tend vers 0 quand x tend vers 0. Alors lorsque
|x| < √

D log n,

µ̂
( x√

n

)n − e−
σ2x

2

2 = 1√
n
e−

σ2x
2

2

(

−i σ3

3!
x3 + x3ψ1

( x3

√
n
,
x√
n

))

(8)

pour une certaine fonction ψ1, avec ψ1(u) → 0 si u → 0. Il vient
∫

|x|<√
D log n

∣
∣
∣
∣µ̂
( x√

n

)n − e−
σ2x

2

2

∣
∣
∣
∣ dx ≤ c0(µ)√

n
(9)

où c0(µ) est une constante ne dépendant que de µ. Donc il vient

sup
t∈R

∣
∣
∣
∣

∫
f (t + ·)dµn −

∫
f (t + ·)dνn

∣
∣
∣
∣ ≤ c(µ)

n

(

‖f ‖1 + sup
0≤p≤k

∥
∥
∥f (p)

∥
∥
∥

1

)

pour une certaine constante c(µ) ne dépendant que de µ.
Maintenant, passons à la réciproque. Nous allons d’abord établir la proposition

suivante qui concerne le cas particulier des mesures symétriques :

Proposition 3.1. Soit ν une mesure de probabilité sur R qui possède un moment
d’ordre 3 fini. Soitµ = ν ∗ν−1. On suppose de plus queµ n’est pas diophantienne.
Soit Sn la marche aléatoire associée àµ. Alors pour tout entier p ≥ 0 et tout ε > 0,
il existe une fonction f de classe Cp et à support compact telle que

lim
n→+∞ sup nε

∣
∣
∣
∣
√
n
√

2πσ2E(f (Sn))−
∫
f

∣
∣
∣
∣ > 0

Preuve. On fixe l’entier p et on considère la fonction β du paragraphe 3.2 associée
à la suite (an)n∈Z définie par a0 = 0 et an = 1

|n|p pour n �= 0. On prend f = β̂.
C’est une fonction de classe Cp à support compact et d’intégrale nulle. De plus
f̂ (x) = 2πβ(x) est réel et > 1

[x]p pour tout x tel que [x] �= 0. Comme dans la
preuve du théorème ci-dessus, on écrit

√
n
√

2πσ2E(f (Sn)) = √
n

√
σ2

2π

∫
f̂ (x)µ̂(x)ndx

Comme ci-dessus (µ a un moment d’ordre 3), on voit que
∫

|x|≤ε
f̂ (x)µ̂(x)ndx = o

(1

n

)
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Maintenant, fixons un entier l ≥ p
ε

. Remarquons que µ̂(x) ≥ 0, car on a supposé
µ = ν ∗ ν−1. Puisque µ n’est pas diophantienne, il existe une suite non bornée
(xm)m telle que

µ̂(xm) ≥ e
− 1

|xm|l

Montrons que chaque xm est inclus dans un intervalle Im de longueur au moins√
2/σ2

|xm|l/2 tel que tout x ∈ Im vérifie µ̂(x) ≥ e
− 4

|xm|l . En effet, supposons que ce

ne soit pas le cas, alors µ̂(x) admet un maximum dans l’intervalle ]am, bm[ où

bm − am ≤
√

2/σ2

|xm|l/2 et xm ∈]am, bm[ et µ̂(am) ≤ e
− 4

|xm|l , µ̂(bm) ≤ e
− 4

|xm|l . Soit ym
l’abscisse de ce maximum. Alors

µ̂(x) ≥ µ̂(ym)− σ2

2
|x − ym|2

car la dérivée seconde µ̂(x)′′ est bornée par σ2 = E(X2). D’où µ̂(am) ≥ e
− 1

|xm|l −
1

|xm|l ≥ e
− 3

|xm|l , dès que m est assez grand. Ce qui fournit une contradiction.

Finalement, il vient
∫

|x|≥ε
f̂ (x)µ̂(x)ndx ≥

∫

x∈Im
f̂ (x)µ̂(x)ndx

≥ 1

[xm]p
e
− 4n

|xm|l
√

2/σ2

|xm|l/2

En prenant n = [xm]l , on obtient

√
n

∫
f̂ (x)µ̂(x)ndx ≥ C

np/l
≥ C

nε

pour une certaine constante C > 0. 
�

Passons maintenant au cas général. La mesure µ n’est pas diophantienne, mais
est centrée et possède un moment d’ordre 3 fini. Alors la mesure symétrisée µ̃ =
µ ∗ µ−1 non plus n’est pas diophantienne, mais elle possède aussi un moment
d’ordre 3 fini. D’après la proposition ci-dessus, quel que soit ε > 0 et quel que soit
l’entier k ≥ 0, on peut trouver une fonction f à support compact et de classe Ck

sur R, que l’on choisit aussi d’intégrale nulle, telle que

lim
n→+∞ sup n

1
2 +ε

∣
∣
∣
∣

∫
f dµ̃n

∣
∣
∣
∣ > 0 (10)

Or si µ satisfait la conclusion du théorème (3.3), alors

sup
t∈R

∣
∣
∣
∣

∫
f (t + ·)dµn

∣
∣
∣
∣ = O

(1

n

)
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car, puisque f est d’intégrale nulle, on a automatiquement

sup
t∈R

∣
∣
∣
∣

∫
f (t + ·)dνn

∣
∣
∣
∣ ≤ ‖xf ‖1O

(1

n

)

Mais alors
∣
∣
∣
∣

∫
f dµ̃n

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

∫
E(f (Sn − t))dµn(t)

∣
∣
∣
∣ ≤ sup

t∈R

|E(f (Sn − t))| = O
(1

n

)

ce qui contredit (10) dès que ε < 1
2 . 
�

On peut construire des mesures non diophantiennes qui fournissent des vitesses
de convergence aussi lentes que l’on veut.A cet égard, on renvoie à l’exemple décrit
en (5.4) plus bas.

4. Théorème local pour les écarts modérés

4.1. Loi des écarts modérés

Le développement asymptotique précédent permet d’obtenir simplement un résultat
de grandes déviations valable sans faire l’hypothèse habituelle d’existence d’un mo-
ment exponentiel. Ce résultat, qui traite des écarts modérés (i.e. du comportement
de Sn dans un domaine de taille

√
cn log n), a été démontré par Rubin et Sethuraman

dans [RuS] (voir aussi [Nag2, Nag3], [Mic] et [Sla]). Cependant comme nous en
aurons besoin dans la suite de cet article et que l’argument que nous présentons est
très différent de l’argument original et se généralise automatiquement en dimension
supérieure, nous choisissons de l’écrire ici.

Théorème 4.1 ([RuS]). Soit r un entier ≥ 1. Supposons que µ est une mesure de
probabilité centrée, de variance σ2 > 0, qui possède un moment d’ordre r + 2 fini.
Alors pour tout c, 0 < c < r , on a uniformément en x pour 1 ≤ x ≤ √

c log n

lim
n→+∞

P
(|Sn| > x

√
σ2n

)

P (|N | > x)
= 1 (11)

où N est une variable gaussienne normalisée. En particulier

P

(
|Sn| >

√
cσ2n log n

)
∼ 4

nc/2
√

2πc log n

Preuve. On peut supposer σ2 = 1. La preuve qui suit illustre bien le principe
classique de lissage et “délissage” (voir par exemple [Sto3]). Supposons d’abord
que la fonction caractéristique µ̂ est intégrable. Dans ce cas la variable Sn/

√
n

admet une densité continue fn et l’on dispose du développement du théorème 3.2
qui n’est autre que le développement de Edgeworth classique pour les densités (cf.
[Cra2] ou [Fel] XVI, 2) et s’écrit :

fn(t)− g(t) =
r∑

p=1

1

np/2
Pp(t)g(t)dt + or,µ

( 1

nr/2

)
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où g est la densité gaussienne normalisée. En intégrant sur |t | < x, il vient

P (|N | > x)− P
(|Sµn | > x

√
n
) = Kµ

n (x)+ o
(√

log n

nr/2

)
(12)

où Kµ
n (x) = ∑r

p=1

∫
|t |<x Ppg/n

p/2 ne dépend que des moments de µ jusqu’à
l’ordre r + 2. Or on peut trouver une autre probabilité µ′ dont la fonction carac-
téristique est intégrable, qui possède un moment exponentiel fini et dont tous les
moments jusqu’à l’ordre r+ 2 coïncident avec ceux de µ. Pour µ′ on dispose alors
de la théorie des grandes déviations classiques due à Cramér. En particulier la limite
uniforme (11) a bien lieu pour S′

n à la place de Sn et on a (voir [Cra1] ou [Fel] XVI,
6):

P

(
|N | >

√
c log n

)
∼ 4

nc/2
√

2πc log n
= o

( 1

nc/2

)

Mais puisque (12) est aussi valide pour µ′ et que Kµ
n = K

µ′
n d’après le choix de

µ′ , on obtient uniformément en x pour 1 ≤ x ≤ √
c log n

lim
n→+∞

K
µ
n (x)

P (|N | > x)
= 0. (13)

En revenant à (12) pour µ cette fois, on obtient bien la limite (11) souhaitée. Ceci
termine la preuve dans le cas où µ̂ est intégrable.

Dans le cas général, il faut reprendre l’argument précédent pour la famille de
mesures µε = µ ∗ gε où gε est la gaussienne d’écart type ε. On remarque d’abord
que l’estimation (12) ci-dessus reste valable uniformément quand appliquée aux
mesures µεn si l’on a 1 > εn ≥ √

D0 log n/
√
n pour une certaine constante D0 =

D0(µ) > 0. Pour voir cela, il suffit de reprendre la preuve du théorème 3.2, c’est-
à-dire celle des lemmes 3.2 et 3.1. Au lemme 3.2 appliqué à µεn , on remarque que
le reste est un o(1/nD0/2) dès que εn ≥ √

D0 log n/
√
n . De même, au lemme 3.1,

le reste est uniforme quand ε est petit. On obtient donc (12) uniformément pour les
µεn . Dans la suite, on pose µn = µεn avec εn = √

D0 log n/
√
n.

Ensuite on vérifie que Kµ
n (x) et Kµn

n (x) sont comparables. Plus précisément,
en considérant le calcul fait au lemme 3.2, on remarque que

hµn(t) =
∫
hµ(t − εny)g(y)dy

où hµ(t) = ∑r
p=1 Pp(t)g(t)/n

p/2, Kµ
n (x) = ∫

|t |≤x hµ(t)dt . En scindant cette
intégrale en deux parties |y| ≤ x et |y| > x, on vérifie grâce à (13), que pour tout
c < r on a uniformément en x pour 1 ≤ x ≤ √

c log n

lim
n→+∞

K
µn
n (x)

P (|N | > x)
= 0

et

lim
n→+∞

P
(|Sµnn | > x

√
σ2(µn)n

)

P (|N | > x)
= 1
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Comme σ2(µn) = 1 + ε2
n, et d’après le choix de εn on peut remplacer σ2(µn) par

1 dans la limite précédente.
Finalement, on écrit pour x → +∞

P
(|Sµnn | > x

√
n
) =

∫

|t |≤2x
P
(|Sµn | > (x + εnt)

√
n
)
g(t)dt + o(P (|N | > x))

D’où

lim inf
P
(|Sµn | > (1 − 2εn)x

√
n
)

P (|N | > x)
≥ 1

et

lim sup
P
(|Sµn | > (1 + 2εn)x

√
n
)

P (|N | > x)
≤ 1

Mais d’après le choix de εn, P(|N | > x(1 ± 2εn))/P (|N | > x) tend vers 1 uni-
formément quand 1 ≤ x ≤ √

c log n. De plus (11) est valable pour uniformément
pour x borné d’après le théorème de la limite centrale. Cela termine la preuve. 
�

4.2. Une version uniforme du théorème local

Le théorème limite local classique (voir [Bre]) donne un équivalent quand n tend
vers l’infini de la probabilité P(Sn ∈ I ) où I est un intervalle borné de R. Analogue
local du théorème de Rubin et Sethuraman, le théorème suivant permet d’estimer
P(Sn ∈ I + x) lorsque x varie de façon quelconque dans une boule de rayon au
plus

√
cn log n, où la constance c dépend du plus grand moment fini de µ. On

obtient donc un théorème local pour les écarts modérés en supposant seulement un
moment fini d’ordre assez grand. En particulier, dans le résultat suivant, on ne fait
pas d’hypothèse sur la régularité de µ. Les cas où µ est supportée sur Z ou possède
une densité bornée ont déjà été traités dans [Amo] et [Sla]. Notons ν la mesure
gaussienne sur R associée à µ dans le théorème de la limite centrale

Théorème 4.2. Si µ est une mesure centrée et apériodique sur R de variance σ2 et
admettant un moment d’ordre r ≥ 2. Soit s > 0 et I = Is = [−s, s[ un intervalle
borné centré en 0. Alors pour tout x ∈ R

lim
n→+∞

µn(I + x)

νn(I + x)
= 1. (14)

De plus, si r > 2 (resp. r = 2) pour tout c ∈]0, r − 2[, la limite (14) est uniforme
en x et s quand |x| + s ≤ √

cσ2n log n (resp. |x| + s = O(
√
n)) et s est minoré

par un réel > 0.
Si de plus µ̂ vérifie la condition de Cramér, alors il existe δ = δ(µ) > 0 tel que

la limite (14) est uniforme quand |x| + s ≤ √
cσ2n log n (resp. |x| + s = O(

√
n)

si r = 2) mais s > e−δn.
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Cet énoncé sera la clé des théorèmes qui vont suivre dans l’étude de l’asympto-
tique de E(f (Sn)) pour des fonctions qui ne sont pas à support compact ou bien
pas intégrables.

Dans le cas r = 2 ce résultat est dû à Ch. Stone (voir [Sto]). Plus précisément :

Théorème 4.3. (Stone) Siµ est une mesure centrée et apériodique sur R admettant
un moment d’ordre 2, alors il existe une suite (εn(µ))n≥0 ne dépendant que de µ
et tendant vers 0 telle que, pour tout intervalle fermé I de R, on a

sup
x∈R

∣
∣µn(I + x)− νn(I + x)

∣
∣ ≤ εn(µ)√

n
(1 + |I |)

où ν est la mesure gaussienne sur R associée à µ dans le théorème de la limite
centrale et |I | la mesure de Lebesgue de I .

On remarque en passant que le théorème de la limite centrale pour une telle
mesure µ est un corollaire immédiat. Pour des valeurs de x plus grandes que√
n, Stone a aussi démontré un théorème local pour les grandes déviations sous

l’hypothèse habituelle d’existence d’un moment exponentiel fini (voir [Sto2]).
Des théorèmes semblables au théorème 4.3 ont été démontrés dans le cadre de
la théorie du renouvellement (voir par exemple [Car1], [Nag], [Sta]) et notamment
par Höglund qui obtient dans [Hög] un théorème de renouvellement pour les chaînes
mixtes possédant à la fois une partie apériodique et une partie arithmétique, cadre
qui généralise celui du théorème local. Keener dans [Kee] obtient un analogue du
théorème de Stone pour le renouvellement sous la condition de Cramér et avec des
conditions de moments légèrement différentes. Passons à la preuve du théorème
4.2 :

Preuve. La preuve qui suit reprend certaines idées de la preuve de (11) ainsi que
de la preuve de Stone dans le cas r = 2. Notons P In (x) = µn(x + I ) et QI

n(x) =
νn(x + I ). On peut supposer que σ2 = 1. On fixe une fonction intégrable paire,
positive et continue h ≥ 0 sur R dont la transformée de Fourier ĥ est de classe
C∞ et à support compact inclus dans [−1, 1] et vérifie de plus

∫
h = 1 (voir le

paragraphe 3.2). On introduit aussi les hε(x) = 1
ε
h( x

ε
) qui forment une famille de

Dirac quand ε tend vers 0. La preuve s’effectue en trois étapes : lissage, preuve
pour la quantité lissée, et “délissage”. Pour plus de clarté, on écrit ces étapes sous
la forme de lemmes.

Lemme 4.1. Il existe une suite εn(µ) → 0 ne dépendant que de µ telle que pour
tout ε > 0 fixé on ait, uniformément en x et s :

∣
∣
∣P In ∗ hε(x)−QI

n ∗ hε(x)
∣
∣
∣ ≤ εn(µ)Q

I
n ∗ hε(x)+ |I | · oε

( 1

n(r−1)/2

)
.

De plus si µ satisfait la condition de Cramér, alors on peut choisir ε de la forme
e−an pour un certain a > 0 petit et on obtiendra toujours un o(1/n(r−1)/2) dans
le reste ci-dessus.
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Etant donnés ε > 0 et x ∈ R, on pose fx(u) = χI+x ∗ hε(u). Alors P In ∗ hε =∫
fxdµ

n. On peut appliquer à fx le lemme 3.2 et on obtient pour D > r/σ2

∫

|t |≤
√
D log n
n

f̂x(t)µ̂
n(t)dt = 2πQI

n ∗ hε +
r−2∑

p=1

1

np/2

∫
fx(u)Pp

( u√
n

)
dνn(u)

+|I | · or,D,µ
( 1

n(r−1)/2

)
(15)

Comme les polynômes Pp ne dépendent que de µ et sont de degré au plus 3p, il
existe une constante C1 = C1(µ) telle que

∫

|u|≤√
Dn log n

fx(u)Pp

( u√
n

)
dνn(u) ≤ C1(

√
D log n)3pQI

n ∗ hε(x)

d’autre part, comme Pp(u)g(u) ≤ e−u2/4 dès que u est assez grand (g est la densité
de la loi normale),

∫

|u|≥√
Dn log n

fx(u)Pp

( u√
n

)
dνn(u) ≤ 1

nD/4
‖fx‖1 ≤ 1

nD/4
|I |

D’où l’on conclut que pour D ≥ 2r et uniformément en x ∈ R, (15) devient

1

2π

∫

|t |≤
√
D log n
n

f̂x(t)µ̂
n(t)dt = (1 + εn(x))Q

I
n ∗ hε(x)+ |I | · or,D,µ

( 1

n(r−1)/2

)

où la suite εn(x) ne dépend que de µ et tend vers 0 uniformément en x.
Passons maintenant aux grandes valeurs de t.Notons que f̂x(t) = χ̂I+x(t )̂h(εt):
∣
∣
∣
∣
∣

∫

|t |≥
√
D log n
n

f̂x(t)µ̂
n(t)dt

∣
∣
∣
∣
∣
=
∣
∣
∣
∣
∣

∫
√
D log n
n

≤|t |≤1/ε
f̂x(t)µ̂

n(t)dt

∣
∣
∣
∣
∣

≤ |I |
∫
√
D log n
n

≤|t |≤1/ε
|µ̂(t)|n dt = oε

( 1

nr

)

dès que D > r/c où c est la constante définie dans la preuve du lemme 3.1. On
remarque que si µ satisfait la condition de Cramér, alors on peut choisir ε de la
forme e−an pour un certain a > 0 petit et on obtiendra toujours un o(1/nr) dans la
ligne de calcul ci-dessus. En prenantD assez grand et en combinant les majorations
ci-dessus on obtient l’estimation du lemme 4.1. 
�

Lemme 4.2. Pour tout δ > 0, il existe ε0 > 0 tel que si x et s sont desO(
√
n log n),

alors pour tout n assez grand et tout ε ∈]0, ε0[ on a uniformément en x et I = Is =
[−s, s[

∣
∣
∣QI

n ∗ hε(x)−QI
n(x)

∣
∣
∣ ≤ δ ·QI

n(x)
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Soit c > 0 une constante telle que |x| + s ≤ √
cn log n. Notons que pour tous

réels u et t

|g(u+ εt)− g(u)| = g(u)|eεut e−ε2t2/2 − 1| ≤ δ

2
g(u)

dès que |ut | ≤ 1, |t | ≤ 1 et pour tout ε assez petit (disons ≤ ε0). Il vient
∣
∣
∣QI

n(x − εy)−QI
n(x)

∣
∣
∣ ≤ δ

2
QI
n(x) (16)

tant que ε < ε0 et |y| ≤ √
n/

√
c log n. D’où

∣
∣
∣QI

n ∗ hε(x)−QI
n(x)

∣
∣
∣ ≤ δ

2
·QI

n(x)+ 2
|I |√
n

∫

|y|≥√
n/

√
c log n

h(y)dy.

Mais ĥ est de classe C∞ donc h(y) = o( 1
|y|k ) au voisinage de l’infini pour tout

k ≥ 0. Donc
∫

|y|≥√
n/

√
c log n

h(y)dy = o
( 1

nk

)
. (17)

Mais
√

2πQI
n(x) ≥ |I |√

n

1

nc/2
(18)

donc pour tout n assez grand on a le résultat souhaité. 
�
Nous allons maintenant terminer la preuve du théorème. On suppose désormais

que s = |I |/2 > ε1/3, et l’on note Iε = [−s−√
ε, s+√

ε[ et I ε = [−s+√
ε, s−√

ε[. Remarquons d’abord qu’il existe θ(ε) satisfaisant θ(ε) → 0 si ε → 0 telle
que, dans les conditions du lemme 4.2,

∣
∣
∣QIε

n (x)−QIε

n (x)

∣
∣
∣ ≤ θ(ε) ·QI

n(x). (19)

Ensuite on a P Iεn ∗hε(x) ≥ P In (x)
∫
|y|≤1/

√
ε
h(y)dy puis d’après les lemmes 4.1 et

4.2 pour ε assez petit

P In (x)

1 − ε
≤ P Iεn ∗ hε(x) ≤ (1 + εn(µ))(1 + δ)QIε

n (x)+ |Iε| · oε
( 1

n(r−1)/2

)
.

Puis en tenant compte de (18) (on a supposé c ≤ r − 2) et de (19) on obtient que
pour tout n assez grand

P In (x) ≤ (1 + 2δ)QI
n(x). (20)

On remarque aussi que si la condition de Cramér est satisfaite, on peut prendre ε =
e−3an pour un certain a > 0 donc, pour tout n grand, (20) est vraie uniformément
quand s + |x| ≤ √

cn log n et s > e−an.
De façon similaire, on a

P I
ε

n ∗ hε(x) ≤ P In (x)

∫

|y|<1/
√
ε

h(y)dy +
∫

|y|≥1/
√
ε

P I
ε

n (x − εy)h(y)dy
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et d’après (20), (19) et (16), en posant An = [1/
√
ε,

√
n/

√
c log n] dès que ε est

assez petit,
∫

|y|∈An
P I

ε

n (x − εy)h(y)dy ≤ (1 + 2δ)
∫

|y|∈An
QIε

n (x − εy)h(y)dy

≤ (1 + 2δ)(1 + θ(ε))

∫

|y|∈An
QI
n(x − εy)h(y)dy

≤ QI
n(x)(1 + 2δ)(1 + θ(ε))(1 + δ)

∫

|y|≥1/
√
ε

h(y)dy

≤ δQI
n(x)

et par (17) pour tout k ≥ 0 fixé, pour n assez grand
∫

|y|≥√
n/

√
c log n

P I
ε

n (x − εy)h(y)dy ≤ 1

nk
.

Finalement par (18) pour ε assez petit et si s+|x| ≤ √
cn log n, s >

√
ε, on a pour

n grand

P I
ε

n ∗ hε(x) ≤ P In (x)+ δQI
n(x). (21)

Mais d’après le lemme 4.1 et (18)

P I
ε

n ∗ hε(x) = (1 + oε(1))Q
Iε

n ∗ hε(x).
puis en appliquant le lemme 4.2 puis (19)

P I
ε

n ∗ hε(x) ≥ (1 − |oε(1)|)(1 − δ)QIε

n (x) ≥ (1 − 2δ)QI
n(x)

pour n assez grand. En combinant ceci avec (21) on obtient

P In (x) ≥ (1 − 3δ)QI
n(x). (22)

On a donc bien la majoration (20) et la minoration (22) souhaitées. La preuve du
théorème est complète. 
�
Remarque 4.1. Lorsque µ est l-diophantienne, il est possible de préciser le com-
portement asymptotique de la suite (εn(µ))n intervenant dans (4.3). Le calcul donne
εn(µ) = o( 1

nδ/2
) pour tout 0 < δ < 1

l
siµ possède un moment d’ordre 3. De même,

si µ est l -diophantienne, l’équivalent est valable uniformément quand s > 1
nδ/2

pour tout 0 < δ < 1
l
.

Remarque 4.2. On donne plus bas un exemple (cf. proposition 5.1) qui montre
que la convergence vers 0 de εn(µ) peut être aussi lente que l’on veut si l’on ne
fait pas d’hypothèse sur µ. Plus exactement, pour toute suite de réels strictement
positifs εn > 0 tendant vers 0, on peut trouver une mesure µ (non diophantienne
en général) telle que lim sup εn(µ)/εn > 0.
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5. Un théorème limite pour les fonctions bornées

Nous allons maintenant passer au second volet de cet article et nous intéresser
au comportement asymptotique de E(f (Sn)) lorsque la fonction f est seulement
supposée bornée et assez régulière. Commençons par remarquer que pour toute
fonction bornée f ayant une limite l en ± ∞, les moyennes E(f (Sn)) convergent
vers l. Cela résulte en effet immédiatement du théorème de la limite centrale. Dans
les paragraphes suivants, nous allons montrer que, en supposant µ ou f assez
régulière mais sans aucune hypothèse sur le comportement à l’infini de f, ces
moyennes sont asymptotiquement indépendantes de la marche aléatoire centrée de
variance 1 que l’on considère (théorème 5.3).

Nous commençons dans le premier paragraphe par étendre le théorème local
aux fonctions directement Riemann intégrables.

5.1. Fonctions directement Riemann intégrables

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la validité du théorème limite local pour
des fonctions qui ne sont plus nécessairement à support compact mais toujours
intégrables.

Théorème 5.1. Soitµ une mesure de probabilité centrée et apériodique sur R avec
moment d’ordre 2 fini. Soit f une fonction Riemann intégrable sur R telle que

∑

n∈Z

max
[x]=n

|f (x)| < + ∞ (23)

Alors on a le théorème limite local pour f , c’est-à-dire que

lim
n→+∞

√
2πσ2n

∫
f dµn =

∫
f (x)dx (24)

Preuve. On reprend la preuve classique du théorème local (voir [Bre]). Notons
an = max[x]=n |f (x)| pour tout entier n ∈ Z, et considérons la fonction

β(x) = 1

22 sin2(πx)
∑

n∈Z

an

(x − n)2

On peut supposer que la suite (an) n’est pas identiquement nulle. D’après le para-
graphe (3.2) β est continue, strictement positive sur R, et appartient à L

1(R). De
plus β(x) ≥ a[x] ≥ |f (x)|. Enfin β̂ est à support compact. Considérons la suite
de mesures positives dνn(x) = √

2πσ2nβ(x)dµ
n(x). Puisque β̂ est à support

compact, la suite des masses totales νn(R) est bornée. De plus, pour tout réel t0,
∫
eit0xdνn(x) =

√
2πσ2

∫
β̂
( t√

n
− t0

)
µ̂n
( t√

n

)
dt

−→ n→+∞β̂(−t0) =
∫
eit0xβ(x)dx
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On en déduit que la suite de mesures (νn)n converge (convergence usuelle des
mesures) vers la mesure βdx.

La fonction f/β est bien définie, Riemann intégrable et bornée par 1, donc

lim
n→+∞

√
2πσ2n

∫
f dµn = lim

n→+∞

∫
f

β
dνn(x) =

∫
f (x)dx

ce qu’il fallait démontrer. 
�
Remarque 5.1. On qualifie de directement Riemann intégrables les fonctions f
Riemann intégrables satisfaisant la condition (23). La notion est introduite par
Feller dans [Fel] et étudiée en détail dans [Hin] (la définition de cette notion
peut prendre plusieurs formes équivalentes). Le théorème de renouvellement de
Höglund [Hög] est énoncé pour toute fonction directement Riemann intégrable.
Le théorème 5.1 est donc un cas particulier du résultat de Höglund, bien que la
méthode de preuve soit ici différente (comparer prop. 2.2.).

Remarque 5.2. En général, il y a des exemples de fonctions f intégrables sur R

et de classe Cp, p ≥ 1, dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre de p tendent vers
0 à l’infini, qui ne vérifient pas (24). Plus bas, on donne un exemple d’une telle
fonction pour une distribution µ qui est même diophantienne. Cependant, on verra
au paragraphe 5.3 que si µ satisfait la condition de Cramér, alors (24) a bien lieu
dès que f est intégrable et hölderienne sur R.

5.2. Fonctions intégrables à variation bornée

Le résultat précédent montre en particulier que le théorème local est valide pour les
fonctions continues intégrables et décroissantes au loin quand |x| → +∞. En fait,
par une méthode différente, on a aussi le résultat suivant, valide pour les fonctions
à variation bornée.

Théorème 5.2. Soit à nouveauµ une mesure de probabilité centrée et apériodique
sur R ayant moment d’ordre 2 fini. Soit (εn(µ))n la suite qui tend vers 0 intervenant
dans l’énoncé du théorème de Stone (théorème 4.3). Alors pour toute fonction f
intégrable et à variation bornée sur R,

∣
∣
∣
∣

∫
f dµn −

∫
f dνn

∣
∣
∣
∣ ≤ εn(µ)√

n

(∫
|f | + V ar(f )

)

où V ar(f ) est la variation totale de f , et dνn(x) = exp(−x2/2σ2n)√
2πσ2n

dx est la suite de
mesures gaussiennes associée à µ.

Comme on l’a remarqué (cf. remarque 4.1), le comportement de la suite (εn(µ))n
peut être précisé lorsque l’on suppose que µ est diophantienne. Passons à la preuve
du théorème.

Preuve. Clairement, on peut supposer que f est à support compact (considérer
f (x)χ|x|<M et faire tendreM vers l’infini à nfixé et remarquant queV ar(f χ|x|<M)
→ V ar(f )). De même, en approximant f uniformément par des fonctions en
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escalier de la forme
∑
aiχAi où Ai = [xi, xi+1) pour une certaine subdivision

x0 < · · · < xN , on se ramène au cas où f a précisément cette forme. Finalement,
puisque V ar(f ) = V ar(f+) + V ar(f−) et |f | = f+ + f−, où f+ et f− sont
respectivement les parties positives et négatives de f , on peut supposer que f ne
prend que des valeurs positives, i.e. ai ≥ 0 pour tout i.

Soit 0 = f0 < f1 < · · · < fK la suite ordonnée des valeurs prises par la
fonction f . Maintenant considérons la famille (Bj )j de toutes les composantes
connexes des ensembles de niveau {x|f (x) ≥ fi} pour i variant de 1 à K . Alors

f (x) =
∑

(fi − fi−1)χf (x)≥fi =
∑

βjχBj (x)

où l’on définit βj par fi − fi−1 ≥ 0 si Bj est une composante de l’ensemble
{x|f (x) ≥ fi}. Remarquons que chaque Bj est une union finie d’intervalles Ai
adjacents.

D’après le théorème de Stone (4.3), on obtient
∣
∣
∣
∣

∫
f dµn −

∫
f dνn

∣
∣
∣
∣ ≤ εn(µ)√

n

∑
βj (

∣
∣Bj

∣
∣+ 1) ≤ εn(µ)√

n

(∫
f +

∑
βj

)

Mais la construction des intervalles Bj est de telle sorte que

∑
βj = 1

2
V ar(f )

En fait, parmi toutes les representations de f en sommes de la forme
∑
βjχBj avec

des βj ≥ 0 et des intervalles Bj , celle definie ci-dessus minimise
∑
βj . 
�

5.3. Fonctions bornées

Ici nous allons obtenir l’équivalent annoncé dans l’introduction pour des fonctions
bornées, sous l’hypothèse que µ est diophantienne (resp. Cramér). Plus précisé-
ment, nous avons :

Théorème 5.3. Soit µ une mesure de probabilité centrée sur R et l un réel ≥ 0.
On suppose de plus que µ possède moment fini d’ordre 4 et on note ν la mesure
gaussienne associée. Enfin on suppose que µ est l-diophantienne. Soit k0 un entier
tel que k0 > 3l/2 + 1. Alors toute fonction f définie sur R et telle que f et toutes
ses dérivées jusqu’à l’ordre k0 sont bornées vérifie la relation suivante

∫
f dµn −

∫
f dνn = o(

∫
|f |dνn) (25)

En particulier, si f ≥ 0 non identiquement nulle
∫
f dµn

∫
f dνn

→ 1 (26)

Si l’on suppose de plus que µ vérifie la condition de Cramér, alors (25) et (26) sont
vérifiées pour toute fonction f höldérienne bornée sur R.
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Preuve. Comme on le vérifie aisément, pour chaque n, on peut trouver deux fonc-
tions fn et φn de classe Ck0 telles que f = fn + φn avec fn à support dans
[−sn − 1, sn + 1] et φn(x) = 0 si |x| ≤ sn où sn = 2

√
n log n. On peut de

plus choisir fn telle que Ck0(fn) ≤ C
√
n log n pour une certaine constante C.

Appliquons alors le théorème 3.2 aux fonctions fn. Il vient aussitôt
∣
∣
∣
∣

∫
fndµ

n −
∫
fndν

n

∣
∣
∣
∣ ≤ εn

∫
|fn|dνn + C

√
log n

n

où εn est unO( log3 n
n
) indépendant de f . De plus, d’après la loi des écarts modérés

(théorème 11) µn(|x| ≥ sn) et νn(|x| ≥ sn) sont des o(1/n3/2). Enfin, d’après le
théorème local lui-même, il existe c > 0 tel que

∫ |f |dνn ≥ c/
√
n si f n’est pas

identiquement nulle. Le théorème s’ensuit aussitôt.
Si l’on suppose que µ satisfait la condition de Cramér, alors on écrit f =∑
fi + Rn où fi est la restriction de f à l’intervalle Ii et Rn la restriction au

complémentaire de [−sn, sn]. Ces intervalles Ii sont de longueur e−δn et subdivisent
[−sn, sn] (où δ > 0 est la constante intervenant dans le théorème 4.2). Choisissons
dans chaque Ii un point xi . Alors

∫

Ii

|f − f (xi)| dµn ≤ Lipα(f )|Ii |αµn(Ii)

et de même pour νn. D’après le théorème 4.2, il existe une suite εn → 0 telle que
pour tout i

∣
∣µn(Ii)− νn(Ii)

∣
∣ ≤ εnν

n(Ii)

Enfin
∫

|Rn|dµn ≤ ‖f ‖∞ µn(x, |x| ≥ sn)

Ainsi d’après la loi des écarts modérés 11, pour tout n assez grand,
∣
∣
∣
∣

∫
f dµn −

∫
f dνn

∣
∣
∣
∣ ≤ εn

∑

i

f (xi)ν
n(Ii)+2Lipα(f )e

−δαn+‖f ‖∞ o(1/n3/2)

≤ 2εn

∫
|f |dνn


�
Remarquons que le théorème reste valable dans le cas oùµ satisfait la condition

de Cramér pour les fonctions f qui sont höldériennes par morceaux sur R, si ces
morceaux sont de longueur bornée inférieurement par rapport à 0 et si les constantes
de Hölder sur les morceaux sont uniformément bornées.

Si l’on suppose seulement µ diophantienne et si la fonction f possède un nom-
bre p insuffisant de dérivées successives bornées, alors l’équivalent (26) n’est pas
valable (cf. 6.1). Remarquons aussi que supposer ∃q > 0, 1−|µ̂(t)| > 1/(log |t |)q
pour t grand suffit à la place de la condition de Cramér pour avoir (26) pour les
fonctions höldériennes bornées.
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5.4. Un exemple

Ici on va construire un exemple d’une mesure centrée diophantienne et à support
fini, pour laquelle on peut trouver des fonctions f continues et intégrables sur R

telles que

lim
n→+∞

√
2πσ2n

∫
f dµn = +∞

et qui par suite ne satisfont pas le théorème local. On verra qu’on peut même choisir
f de classe Cp et telle que f et ses dérivées jusqu’à l’ordre p soient bornées sur
R. La construction de µ nous sera aussi utile en 6.1.

Considérons

µα = 1

2
δ0 + 1 − α

2
δα + α

2
δα−1

où α ∈ (0, 1) et α /∈ Q. Alors µ = µα est apériodique. Ci-dessous, on construit α
à partir de (εn)n≥0 et (hn)n≥0, deux suites de nombres > 0 décroissantes vers 0.

On adopte les notations suivantes : SN = X1 + · · · +XN = pα − q(1 − α) =
nα − q où p, q ≥ 0 et n = p + q ≤ N . C’est-à-dire n = #{i ≤ N, Xi �= 0} et
q = #{i ≤ N, Xi = α − 1}. On pose :

α =
∑

i≥1

10−Mi (27)

et on définit la suite la suite (Mi)i et la suite auxilliaire (Ni)i récursivement de la
façon suivante :

• N0 = 1, M0 = 0 et M1 = 1
• Pour i ≥ 1, on choisit Ni assez grand pour que εNi ≤ 10−Mi et Ni > 102Mi et
Ni+1 > 5Ni .

Alors on choisitMi+1 de sorte que 10Mi−Mi+1 ≤ hNi
Ni

etMi+1 −Mi > Mi −Mi−1.
La dernière condition implique que α n’est pas rationnel, et donc que µα est

apériodique. De plus,

{10Miα} ≤ 2 · 10Mi−Mi+1 ≤ 2
hNi

Ni
(28)

où on rappelle que {x} = d(x,Z) pour tout x ∈ R, et [x] est l’entier le plus proche
de x. Donc pour tout n entre 0 et Ni on a {n10Miα} ≤ 2hNi . Et il vient

d(SNi , 10−MiZ) ≤ 2 · 10−MihNi (29)

Avec ces notations, pour N assez grand (dès que hN < 1), on a aussi

|SN | ≤ hN ⇔ |nα − q| ≤ hN ⇔ {nα} ≤ hN et q = [nα] (30)
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Remarque 5.3. Remarquons que µα est diophantienne si et seulement si le réel α
est diophantien. De plus, on constate d’après la définition de α en (27) que α est
diophantien si et seulement si la suite (Mi)i croît au plus exponentiellement, i.e.
∃ρ > 1 tel que Mi ≤ ρi . Enfin, on vérifie que si les suites (εn) et (hn) sont de la
forme εn = 1/na et εn = 1/nb avec a > 0 et b > 0, alors on peut choisir la suite
Mi comme ci-dessus et vérifiant Mi ≤ ρi pour un certain ρ assez grand, donc µα
est alors diophantienne.

La construction précédente permet en particulier de montrer le résultat suivant :

Proposition 5.1. Pour tout choix de suites (εn)n et (hn)n de nombres strictement
positifs décroissantes vers 0, il existe un α ∈ R et une mesure µα définie comme
plus haut, telle que

lim sup
n→+∞

√
n

εn
µnα([−hn, hn]) > 0

Ainsi la suite (εn(µ))n intervenant dans le théorème local de Stone (4.3) peut
décroître vers 0 aussi lentement que l’on veut.

Preuve. On noteEn l’événement {Xi = 0 N − n fois}∩{Xi = α − 1 [nα] fois}∩
{‖nα‖ ≤ hN }. Alors pour tout N assez grand

P(|SN | ≤ hN) ≥
N∑

n=0

P(En)

≥
∑

N/2−√
N≤n≤N/2+√

N

1

2N
CnNα

[nα](1 − α)n−[nα]C[nα]
n χ{nα}≤hN

Ainsi

P(|SN | ≤ hN) ≥ c2

√
N

∑

N/2−√
N≤n≤N/2+√

N

1√
n
χ{nα}≤hN

Dans la dernière inégalité, c > 0 est une constante, telle que 1
2N
CnN > c/

√
N pour

toutN et n ∈ [N/2 −√
N,N/2 +√

N ] et α[nα](1 −α)n−[nα]C
[nα]
n > c/

√
n, pour

tout n. Elle est déterminée par le théorème limite local pour les distributions non
apériodiques (voir [GnK] chap. 9 §49) ou bien directement à partir de la formule
de Stirling. Ainsi pour tout N assez grand

P(|SN | ≤ hN) ≥ c2

N
A(N)

où

A(N) = #
{
n ∈ [N/2 −

√
N,N/2 +

√
N ] s.t. {nα} ≤ hN

}

Avec le réel α défini plus haut à partir des suites (εn)n et (hn)n, on a vu en (28)

que {10Miα} ≤ 2
hNi
Ni
. Mais, puisque Ni10Mi /2 ≥ Ni et 10Mi <

√
Ni , on obtient

A(Ni) ≥ 2
√
Ni

10Mi
et A(Ni)√

Ni
≥ εNi . Comme cette inégalité en vraie pour tout i ≥ 1, on

a bien la conclusion attendue. 
�
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Passons maintenant à la construction de la fonction f annoncée au début de ce
paragraphe. Soit p un entier ≥ 1 donné. Fixons ε > 0 tel que ε < 1/(10 + 6p)
et notons a = 1

2 − 2ε et b = a
p+1 . Ainsi b > ε. Fixons la suite (εn)n en posant

εn = n−ε et la suite (hn)n par hn = 1/n. D’après la remarque 5.3, la mesure
µα est diophantienne. Soit ai = N−a

i et bi = N−b
i . Définissons maintenant la

fonction fi en lui donnant la valeur ai aux points d’abscisse k10−Mi pour tous
les entiers k tels que k10−Mi ∈ [ 1

2

√
Ni,

√
Ni] et posons autour de ces points (i.e.

pour |x| < 10−Mi ) fi(k10−Mi + x) = aiφ(x/bi) où φ est une ”fonction plateau”
de classe C∞ à support dans [−1, 1], à valeurs dans [0, 1] et égale à 1 dans un
voisinage de 0. On suppose de plus que fi est nulle partout ailleurs. La définition
est cohérente car bi = N−b

i ≤ N−ε
i = εNi ≤ 10−Mi . Enfin, on pose f = ∑

i fi .
La fonction f est C∞, à valeurs positives ou nulles, et f ainsi que ses dérivées
jusqu’à l’ordre p tendent vers 0 car ai/b

p+1
i = 1. Remarquons aussi que f est

intégrable car

∑
aibi

√
Ni

10−Mi
≤
∑

aibiN
1
2 +ε
i ≤

∑
N

−(a+b−ε− 1
2 )

i < ∞

et d’après le choix de ε et a et b ci-dessus, a + b > ε + 1
2 et de plus Ni ≥ 5i .

D’autre part, la relation (29) montre que f (SNi ) = ai dès que SNi ∈ [ 1
2

√
Ni,√

Ni]. Donc E(f (SNi )) ≥ cai où c > 0 ne dépend que de µα . Mais ai
√
Ni =

N2ε
i → +∞, ce qui fournit le contre-exemple annoncé en début de paragraphe.

6. Théorème limite pour les fonctions asymptotiquement constantes en
moyenne

Pour terminer, nous présentons dans cette section un théorème limite valable sans
hypothèse sur µ (autre que celles du théorème local) pour les fonctions dont les
moyennes de Cesaro sur de grands intervalles sont asymptotiquement constantes.
On en déduit ensuite une application à l’équidistribution des marches aléatoires. A
nouveau, la clé du théorème qui suit est le théorème local de Stone :

Théorème 6.1. Soit µ une mesure de probabilité sur R centrée, apériodique et
ayant un moment d’ordre 2 fini. On suppose que f est une fonction unifomément
continue et bornée sur R telle que la limite suivante existe

lim
1

T

∫ T

0
f (t)dt = l

quand |T | → +∞. Alors

lim
n→+∞

∫
f dµn = l

La preuve résulte des deux observations suivantes, que l’on présente sous la
forme de deux lemmes.
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Lemme 6.1. En reprenant les notations du théorème, pour toute fonction f uni-
formément continue sur R, on a

lim
n→+∞

∣
∣
∣
∣

∫
f dµn −

∫
f dνn

∣
∣
∣
∣ = 0

où ν est la mesure gaussienne dν(x) = exp(−x2/2σ2)√
2πσ2

dx associée à µ.

Preuve. Soit ε > 0 et ω > 0 un module de continuité pour f relativement à ε, i.e.
|f (x + u)− f (x)| ≤ ε si |u| ≤ ω. Fixons C > log 1

ε
, et An = {x, |x| ≤ C

√
n}.

En appliquant le théorème central limite à la somme de variables aléatoires Sn, on
obtient pour tout n assez grand : µ∗n(Acn) ≤ ε et de façon similaire ν∗n(Acn) ≤ ε.
On peut subdiviser An en O(

√
n/ω) intervalles hi + I de longueur |I | = ω. On

obtient
∣
∣
∣
∣

∫
f dµ∗n −

∫
f dν∗n

∣
∣
∣
∣ ≤

∣
∣
∣
∣

∫

An

f dµ∗n −
∫

An

f dν∗n
∣
∣
∣
∣+ 2ε

≤
∑

i

f (hi)
∣
∣µ∗n(hi + I )− ν∗n(hi + I )

∣
∣+ 4ε

≤ ‖f ‖∞O
(√

n

ω

)
sup
h∈R

∣
∣µ∗n(h+ I )− ν∗n(h+ I )

∣
∣+ 4ε

On peut maintenant appliquer la version uniforme du théorème limite local de Stone
(théorème 4.3), qui affirme que

lim
n→∞

√
n sup
h∈R

∣
∣µ∗n(h+ I )− ν∗n(h+ I )

∣
∣ = 0

On obtient ainsi le résultat escompté. 
�
Le théorème ci-dessus découle aussitôt de la combinaison du lemme précédent

et de l’observation suivante :

Lemme 6.2. Soit p une densité de probabilité continue sur R. On suppose que f
est une fonction uniformément continue et bornée sur R telle que la limite suivante
existe

lim
1

T

∫ T

0
f (t)dt = l

quand |T | → +∞. Alors

lim
T→+∞

∫

R

f (T x)p(x)dx = l (31)

Preuve. On choisit une fonction φ de classeC1 sur R telle que ‖p − φ‖1 ≤ ε. Soit
F(x) = ∫ x

0 f (t)dt une primitive de f . On écrit pour tout A > 0

∫

R

f (T x)φ(x)dx =
∫ A

−A
f (T x)φ(x)dx + ε1
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où |ε1| ≤ ‖f ‖∞
∫
|x|≥A p(x)dx. Puis on intègre par parties

∫ A

−A
f (T x)φ(x)dx =

[ 1

T
F(T x)φ(x)

]A

−A
−
∫ A

−A
1

T
F(T x)φ′(x)dx

et on fait tendre T vers +∞. Il vient

lim
T→+∞

∫ A

−A
f (T x)φ(x)dx = l[xφ(x)]A−A − l

∫ A

−A
xφ′(x)dx = l

∫ A

−A
φ(x)dx

Comme A est arbitrairement grand, ε arbitrairement petit, et f bornée, on conclut
aussitôt. 
�

6.1. Exemple

Les hypothèses du théorème ne peuvent être relâchées. On peut trouver en effet une
fonction f bornée, de classe C∞ et telle que

lim
n→+∞ sup

∫
f dµnα > 0

bien que quand |T | → +∞, lim 1
T

∫ T
0 f (t)dt = 0.

La mesureµα est diophantienne (cf. remarque 5.3) et définie à la section précé-
dente à l’aide des suites εn = n−ε, où ε = 1

4 , et hn = e−n. On peut construire
aisément f comme précédemment, par exemple f = ∑

fi en posant a = 0 et
b = 1/2 et ai = N−a

i , bi = N−b
i .

6.2. Equidistribution de marches aléatoires

Le théorème 6.1 permet d’obtenir un résultat d’équidistribution probabiliste dès
que l’on dispose du résultat déterministe correspondant. Plus précisément, soit X
un espace localement compact et (φt )t un flot agissant continûment sur X en y
préservant une mesure borélienne finie m. Le corollaire qui suit montre que si la
trajectoire d’un point x ∈ X par le flot est équidistribuée par rapport à m, alors
toute marche aléatoire centrée le long de cette trajectoire s’équidistribue de la même
façon. On fixe une mesure de probabilité µ centrée et apériodique sur R avec un
moment d’ordre 2 fini et Sn la marche aléatoire de loi µn associée.

Corollaire 6.1. Supposons que la trajectoire (φt )t∈R · x soit équidistribuée par
rapport à m, c’est-à-dire

lim
|T |→+∞

1

T

∫ T

0
f (φt · x)dt =

∫

X

f (y)dm(y)

pour toute fonction continue à support compact f sur X. Alors on a aussi

lim
n→+∞ E(f (φSn · x)) =

∫

X

f (y)dm(y)

La preuve découle aussitôt du théorème 6.1 appliquée à la fonction t �→ f (φt ·x)
qui est bornée et unifomément continue sur R, puisque f est à support compact.
Dans cet énoncé, le fait que µ est centrée est essentiel.
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7. Cas multi-dimensionnel

Tous les résultats précédents s’étendent sans difficulté au cas multi-dimensionnel.
On énonce ici les principaux théorèmes valides sur R

d , d ≥ 1. Le cas échéant, on
indique les modifications à apporter aux démonstrations.

On se place sur R
d où l’on note ‖x‖ la norme euclidienne et x · y le produit

scalaire de deux vecteurs. On considère une mesure de probabilité µ sur R
d qui est

centrée et possède un moment d’ordre 2, c’est-à-dire
∫

‖x‖2 dµ(x) < ∞
La loi µ se trouve donc dans le bassin d’attraction d’une certaine loi gaussienne,
que l’on note ν. De plus on fera l’hypothèse que µ est apériodique sur R

d , c’est-à-
dire que le support de µ n’est pas contenu dans une classe d’un sous-groupe fermé
propre de R

d . Cette condition équivaut à la suivante

∀t ∈ R
d\{0} |µ̂(t)| < 1

où µ̂(t) = ∫
eit ·xdµ(x).

De manière analogue, on note {x} la distance du point x ∈ R
d au réseau Z

d et
[x] un point de Z

d qui minimise la distance à x.
Enfin Sn = X1 + · · · +Xn est à nouveau la marche aléatoire somme des vari-

ables indépendantes Xi qui sont toutes de même loi µ.

La définition des mesures diophantiennes s’étend aisément au cas multi-
dimensionnel. Soit l un réel ≥ 0 :

Définition 7.1. Une mesure de probabilité sur R
d est dite l- diophantienne s’il

existe un réel C > 0 tel que pour tout x ∈ R
d assez grand en norme,

inf
y∈R

∫
{x · a + y}2dµ(a) ≥ C

‖x‖l
et µ est dite diophantienne si elle est l-diophantienne pour un certain l.

De même,µ est l-diophantienne si et seulement s’il existeC > 0 telle que pour
tout x assez loin de zéro

|µ̂(x)| ≤ 1 − C

‖x‖l
Ainsi µ est diophantienne si et seulement si µ ∗µ−1 est diophantienne. De même,
µ est diophantienne si elle (ou une de ses puissances) n’est pas étrangère à la mesure
de Lebesgue. Et lorsque µ est à support fini, la condition devient une condition sur
le support S de µ uniquement.

L’analogue multi-dimensionnel de la construction faite au paragraphe (3.2)
consiste à considérer les fonctions suivantes. Soit x = (x1, . . . , xd) ∈ R

d , on pose
pour p ≥ d

β(x) =
(

d∑

i=1

1

4
sin2(πxi)

)p
∑

n∈Zd

an

‖x − n‖2p
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Comme auparavant, β est dans L
1(Rd) dès que la suite (an) ∈ �1(Zd) et dans ce

cas β̂ est à support compact d’après le théorème de Paley-Wiener. De plus, si an
est un O( 1

‖n‖2p ) au voisinage de l’infini, alors β(x) est un O( 1
‖x‖2p−d ). Ainsi β̂ est

de classe Cl dès que 2(p − d) > l.
De plus, si les an sont tous ≥ 0 et non tous nuls, alors β est strictement positive

sur R
d et de plus on a β(x) ≥ a[x].

Pour toute fonction f on définit Ck(f ) et Ckr (f ) par

Ck(f ) = max
|β|≤k

∥
∥Dβf

∥
∥

1 , Ckr (f ) = max
|α|≤r+1 |β|≤k

{∫
|xαf |, ∥∥Dβf ∥∥1

}

où α = (i1, . . . , il) avec chaque ij entier compris entre 1 et d et |α| := l.
L’analogue des théorèmes (3.1) et (3.2) s’énonce de la façon suivante. La preuve

est analogue.

Théorème 7.1. Soit µ une mesure de probabilité centrée sur R
d ayant un moment

d’ordre r + 2 fini et une matrice de covariance K > 0. Soit l ≥ 0. On suppose µ
l-diophantienne. Alors il existe un réel k0 = k0(l) ≥ 0 tel que pour toute fonction
f de classe Ck avec k > k0

(i) si Ck(f ) < +∞, alors

E(f (Sn)) =
r∑

p=0

1

np/2

∫

Rd
f (x

√
n)Pp(x)g(x)dx + Ck(f ) · o

( 1

n(r+d)/2
)

(ii) si Ckr (f ) < +∞, alors

(2πn)d/2
√

detKE(f (Sn)) =
[r/2]∑

p=0

1

np

〈
f,Qp

〉
L2(Rd )

+ Ckr (f ) · o( 1

nr/2
)

où les Pp (resp. Qp) sont des polynômes de R[x1, . . . , xd ] de degré total ≤ 3p
(resp. 2p) qui ne dépendent que des moments de µ d’ordre ≤ p+ 2 (resp. 2p+ 2),
et les constantes intervenant dans les o() ne dépendent que de r et de µ (g est la
densité de la gaussienne ν associée à µ). On a P0 = Q0 = 1.

De même le théorème (3.3) a la généralisation ci-dessous. Le contre-exemple
intervenant dans la preuve se généralise à l’identique en faisant intervenir la fonction
β introduite ci-dessus.

Théorème 7.2. Soitµ une mesure de probabilité sur R centrée, et ayant un moment
d’ordre 3 fini. Alors µ est diophantienne si et seulement s’il existe un entier k0 ≥ 0
tel que pour toute fonction f à support compact et de classe Ck (k ≥ k0) sur R,
on a

sup
t∈Rd

∣
∣
∣
∣

∫
f (t + ·)dµn −

∫
f (t + ·)dνn

∣
∣
∣
∣ = O

( 1

n(d+1)/2

)

Le résultat sur les écarts modérés et le théorème local s’étendent eux-aussi avec
la même preuve au cas multi-dimensionnel.
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Théorème 7.3. Soit r un entier ≥ 1. Supposons queµ est une mesure de probabilité
sur R

d , centrée, de matrice de covariance K = Id et qui possède un moment
d’ordre r + 2 fini. Alors pour tout c, 0 < c < r , on a uniformément en x pour
1 ≤ x ≤ √

c log n

lim
n→+∞

P
(||Sn|| > x

√
n
)

P (||N || > x)
= 1

où N, de loi ν, est une variable gaussienne centrée de matrice de covariance Id .

Le théorème de Stone (4.3) est valide sur R
d (voir [Sto]) et énonce que pour

tout rectangle R = ∏
[−si, si] ( s1, . . . , sd > 0)

sup
x∈Rd

∣
∣µn(R + x)− νn(R + x)

∣
∣ ≤ εn(µ)

nd/2
(1 + |R|)

où εn(µ) est une suite tendant vers 0 et ne dépendant que de µ. La preuve est
parfaitement analogue au cas d = 1 . Le théorème (4.2) reste aussi vrai sur R

d .
Ainsi

Théorème 7.4. Si µ est une mesure centrée et apériodique sur R
d et admettant un

moment d’ordre r ≥ 2. On suppose que la matrice de covariance de µ est Id et on
note ν la loi gaussienne associée. Soit R = ∏

[−si, si] un rectangle borné centré
en 0 et s = max si . Alors pour tout x ∈ R

d

lim
n→+∞

µn(R + x)

νn(R + x)
= 1. (32)

De plus, si r > 2 (resp. r = 2) pour tout c ∈]0, r − 2[, la limite (32) est uniforme
en x et s quand ||x|| + s ≤ √

cn log n (resp. ||x|| + s = O(
√
n)) et tous les si sont

minorés par un réel > 0.
Si de plus µ̂ vérifie la condition de Cramér, alors il existe δ = δ(µ) > 0 tel que

la limite (32) est uniforme quand ||x|| + s ≤ √
cn log n (resp. ||x|| + s = O(

√
n)

si r = 2) et tous les si sont minorés par e−δn.

Le théorème (5.1) admet une généralisation évidente à R
d , et la preuve est

identique en substituant la fonction β ci-dessus à celle sur R.Ainsi

Théorème 7.5. Soit f une fonction Riemann intégrable sur R
d telle que

∑

n∈Zd

max
[x]=n

|f (x)| < +∞

Alors on a le théorème limite local pour f , c’est-à-dire que

lim
n→+∞(2πn)

d/2
√

detK
∫
f dµn =

∫
f (x)dx

L’analogue du théorème (5.3) est le
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Théorème 7.6. Soit µ une mesure de probabilité centrée sur R
d et l un réel ≥ 0.

On suppose de plus queµ possède moment fini d’ordre 3+d et on note ν la mesure
gaussienne associée. Enfin, on suppose queµ est l-diophantienne. Soit k0 un entier
tel que k0 > 3l/2 + 1. Alors toute fonction f définie sur R

d et telle que f et toutes
ses dérivées jusqu’à l’ordre k0 sont bornées vérifie la relation suivante

∫
f dµn −

∫
f dνn = o(

∫
|f |dνn)

En particulier, si f ≥ 0 non identiquement nulle
∫
f dµn

∫
f dνn

→ 1

Si l’on suppose de plus que µ vérifie la condition de Cramér, alors (25) et (26) sont
vérifiées pour toute fonction f höldérienne bornée sur R

d .

Enfin, le théorème de la dernière section s’étend facilement à R
d en procé-

dant de façon similaire en deux étapes. Le premier lemme utilise la version multi-
dimensionnelle du théorème local uniforme de Stone, rappelée au début de cette
section. On a

Théorème 7.7. Soit µ une mesure de probabilité sur R
d centrée, apériodique et

ayant un moment d’ordre 2 fini. On suppose que f est une fonction uniformément
continue et bornée sur R

d telle que la limite suivante existe

lim
1

T1 · · · Td

∫ T1

0
· · ·

∫ Td

0
f (t)dt = �

quand |Ti | → +∞ pour tout i = 1, . . . , d. Alors

lim
n→+∞

∫
f dµn = �

L’application à l’équidistibution des marches aléatoires s’étend verbatim aux
flots multi-dimensionnels.

Remerciments 7.1. Je remercie vivement Martine Babillot pour ses remarques enrichissantes
sur une version antérieure de l’article et pour l’attention qu’elle a porté, malgré la maladie,
à ce travail.
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