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Abstract We study the slopes of Frobenius on the rigid cohomology and the rigid cohomo-
logy with compact support of an algebraic variety over a perfect field of positive character-
istic. We then prove that any unipotent overconvergesigocrystal on a smooth variety has

a slope filtration whose graded parts are pure.

Introduction

Dans cet article, nous démontrons un théoréme général de filtration par les pentes
pour les F-isocristaux unipotents. Ce résultat est implicitement conjecturé dans
[C-LS1] ou nous traitons le cas particulier ou la base est un ouvert de la droite
affine.

Pour résoudre ce probléme, nous utilisons des techniques tannakiennes ana-
logues a celles de [Ch]. En effet, si une approche directe est possible lorsque I'on
travaille sur un ouvert de la droite affine, c’est parce que la cohomologie d'une
telle variété est pure (c’'est a dire, les espaces de cohomologie ont une seule pente).
Dans ce cas, les gradués pour la filtration par les pentes sont constants. En géné-
ral, ce n'est pas le cas et les techniques tannakiennes permettent de contourner
cette difficulté. Nous démontrons donc dans la troisieme partie le théoréme suivant
(Théoréme 3.2.3) :

SoitX une variété lisse sur algébriguement clos €t un F-isocristal surconver-
gent unipotent suk /K . Alors, E possede une filtratioRil,, E telle queGr, E soit
pur de pente..

Afin d’obtenir ce théoréme, il est nécessaire de comprendre les pentes du Fro-
benius agissant cohomologie rigide et sur la cohomologie rigide a support compact.
En effet, on a (Théoréme 3.1.2) :
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Si X est une variété algebrique de dimensidrsur k algeébriquement clos, les
pentes dd—Ir’ig’C(X) sont positives et au plus égaled 2Elles sont aussi comprises
entrei — d eti. Nous avons les mémes résultats pHﬁ&(X) si X estlisse.

Dans ce théoréme, les résultats concernant la conomologie rigide et la cohomo-
logie rigide a support compact sontduaux I'un de l'autre. Afin de pouvoir réellement
utiliser la dualité de Poincaré en cohomologie rigide telle qu’elle est développée
dans [B4] par P. Berthelot, il est nécessaire de montrer que celle ci est compatible
avec les actions de Frobenius. C’est ce que nous faisons dans la Sect. 2.1. Comme
corollaire, on obtient que les morphismes de Gysin sont aussi compatibles aux ac-
tions de Frobenius, généralisant Ia un résultat local de [Ch]. On généralise aussi
des résultats de [E-LS] en montrant que le morphisme trace est compatible aux
Frobenius et que le Frobenius est bijectif sur la cohomologie. Ces résultats sont
étendus au cas ou les coefficients sont Blésocristaux unités dans un travail en
préparation de N. Tsusuki ([T]).

Dans la Sect. 2.1, on rappelle comment la notion d’algébre enveloppante com-
plétée permet d'étudier leB-isocristaux unipotents. Et dans I'appendice, nous
rappelons, faute de référence adéquate, les techniques qui permettent de passer des
groupes unipotents aux algébres enveloppantes complétées.

Enfin, dans [C-LS1], comme dans [Ch], nous nous limitions aux variétés lisses
qui possédent une compactification qui se reléve formellement en caractéristique
zéro. Bien que cette condition soit satisfaite dans le cas affine et lisse par exemple,
nous étions convaincu que cette restriction était de nature technique. En effet, nous
avions besoin de calculer des classes d’extensions d'isocristaux & l'aidéfd;un
et pour se faire il était nécessaire de faire commuter des espaces de cohomologie
avec des limites inductives. En fait, comme nous I'avait sug@erBerthelot, on
peut contourner cette difficulté en utilisant les techniques@esodules. C’'est
ce que nous faisons dans la premiére partie de ce papier. Nous démontrons donc
(Proposition 1.2.1) :

Si E’, E” sont deux isocristaux surconvergents sur une variété algébiqus a
un isomorphisme naturel

Extiso t(E”, E') > Hiy (X, Hom(E", E')).

En particulier, on voit que la plupart des résultats de [C-LS1] et [Ch] sont
toujours valides sans hypothése de relevement d’'une compactification.

Conventions

Nous dirons variété algébrique pour schéma séparé de type fini sur un corps. Dans
tout cet article, on travaille sur un corps ultramétrique comglde caractéristique

nulle. On note) son anneau de valuation/eson corps résiduel. Lorsqu’on parle

de schéma formel, il s’agit toujours de schéma formel localement topologiquement
de présentation finie pour la topologie deDans la seconde partie, on suppose la
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valuation discréete et parfait de caractéristique positive et on fixe une puissance
g = p' de p. Lorsque nous parlerons de Frobenius, il s’agira toujours du f-iéme
itéré du Frobenius usuel. On mukiid'un relevemené du Frobenius dé. Enfin,
dans la troisieme partie, on suppose guest algébriquement clos et quie est
obtenu a partir du corps de fractions des vecteurs de Wik ée ajoutant une
racine dep ; on suppose que cette racine est fixéedqar

1. Extensions etD-modules

Afin de traiter nos problémes en toute généralité, nous développons une idée de
Pierre Berthelot qui suggérait d'utiliser [Bsmodules. On peut ainsi se débarrasser
d’hypothéses géométriques désagréables qui apparaissaient dans [C-LS1].
1.1. Ext supérieurs de modules différentiels en géométrie analytique rigide

Nous discutons brievement la notion d’opérateur différentiel algébrique sur une

variété analytique rigide. Ce sont des résultats dont les analogues algébriques et
analytiques complexes sont bien connus. Ceux-ci ne nous servirons pas dans la

suite mais les définitions sont indispensables pour démontrer la Proposition 1.2.3.

Remarquons aussi que la démonstration de cette derniére proposition, est identique

acellede1.1.2.
On rappelle quek désigne un corps ultramétrigue complet de caractéristique
nulle.

1.1.1. Opérateurs différentiels en géométrie analytique rigi®it V une variété
analytique rigide lisse suK . Il y a différentes maniéres de construire le faisceau
des opérateurs différentiels algébrig@ssurV . Considérons le n-ieme voisinage
infinitésimal Pj; deV dansV x V : sion noteZy l'idéal deV dansV x V, alorsPy;

n’est autre que la sous-variété définie ﬁéfl dansV x V. Celle-ci est supportée
parV et son faisceau structural est le faisc@4udes parties principales d’ordre
On muni celui-ci de la structure d8y-module qui provient de I'action & gauche.
C’estunOy-module cohérent et on ndfdy,, son dual — qui est donc aussi cohérent.
C’est le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre au plgsr V. Comme les
faisceauxPy, forment de maniere naturelle un systéme projecti@demodules,
les Dy,, forment un systéme inductif d@y-modules dont la limite se notBy .
Enfin, on dispose de morphismes natuVé(;s*”/ — Py Qo 73‘”,/ qui fournissent
par dualité une structure d’anneau “filtré” sDy . Enfin, on noterdy le faisceau
tangent, qui n’est autre que le dual@é := 7/72.

Bien sdr, on obtientlocalement la description alaquelle on s’attemd - si , ¢4
sont des coordonnées locales Buetty, ..., T, comme d’habitude, alorBy est
une Oy-algébre polynomiale non commutative sur la base deale. ., 3;. On
pourrait donc définiDy localement et recoller. Remarquons @ue. . ., 3, forme
une base d&y .

Remarquons aussi qd&y agit de maniére naturelle s@y et que cette action
est fidéle. Quitte a identifigPy avec son image, on pourrait donc le définir comme
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sous anneau dendk (Oy) en disant que les sections localesdlg sont celles qui
satisfont[ £, [ fu—1l. .. [fo. P1...]] = O pour toute suitefp, ..., f, de sections
locales deOy . Enfin, remarquons que les sections localeg decorrespondent
alors aux sections locales dad(Oy) qui satisfont[D, f]1 = D(f) pour toute
section localef de Oy.

Les résultats classiques sont toujours valides : en passant au gradué, on montre
que siV est affinoide, alor§ (V, Dy) est noetherien. On en déduit aisément que
Dy est un faisceau d’anneaux cohérent. En utilisant la notion de bonne filtration,
on montre les théorémes A et B. Théoréme A : Si V est affinoide, le foncteur
& — T'(V, &) établit une équivalence entre I&5,-modules cohérents et les
I'(V, Dy)-modules de type fini et théoré&nB : on aH!(V, ) = 0 pouri > 0.

Ces résultats ne nous servirons pas.

Remarquons enfin que I'on a une équivalence de catégorie évident®egntre
modules etDy-modules a connexion intégrable.

Si¢& et€’ sontdeuxDy-modules, alordiomp,, (£, £'), aune structure naturelle
de Dy-module donnée localement p&tu) = [P, u], c'est a direP(u)(s) =
P(u(s)) —u (P(s)). De méme¢ ®p, £ aune structure naturelle d&,-module
donnée localement pdt(s ® 1) = P(s) @t + s ® P(¢). On a alors :

Proposition 1.1.2.Soient€ et £’ deuxDy-modules olf estOy-cohérent, alors
pour touti, _ _
Ext’DV (&, &) ~ Hjp(V,Homp, (£, E)).

Le complexe de Koszul-De Rham¥déoude Spencegrest le complexe dont la
composante de degrér est leDy-module (& gauchepy ®o, A'Zy, ouDy est
considéré comme@y -module pour I'action a droite, et la différentiella, -linéaire
est définie par

1 D1ADsA...D;—> (=1)'D; @ D1ADsA...AD; A...Ds.

C 'est une résolution localement libre dg; et on a, donc, pourtod®y -module
g,
RHomp, (Oy, &) ~ Homp,, (Dy ®p, ATy, E) ~ € ®o, Ly

ol le complexe de droite est le complexe de de Rham.
Si £ et&’ sont deuxDy-modules, on a un isomorphisme naturel

Homp, (€, &) ~ Homp, (Oy, Homp,, (€, E)).

Si £ estOy-plat et&’ injectif commeDy-module, alorsHomp, (£, E") est un
Dy-module injectif : on se donne un morphisme injectifHomp, (€, £') — F.
Comme€ estOy -plat, si on tensorise parsurOy, on obtient un autre morphisme
injectif

Homp,, (£, &N ®o, € = FRo, £.
On considere alors le morphisme d'évaluatiéome,, (€, £) ® o, € qui estDy-
linéaire. Comme£’ est injectif, celui ci se prolonge en un morphistfielequel
correspond a un morphism€ — Homp, (£, £’) qui est par construction une
section de.
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On a donc toujours un isomorphisme
RHomp, (€, ) ~ RHomp,, (Ov, RHomy, (£, E)).

Si& estOy-cohérent, alors le foncte@tomp,, (£, —) estexact surleBy-modules
et on adonc

RHomp, (£, &) ~ RHomp, (Oy, Homo, (£, E)) =~ Homp, (£, EN®o, .
En prenant les sections globales, on obtient pouritozimme annoncé
Extp, (£, &) ~ Hjp (V,Homp, (£,&)). O

Bien sdr, on peut appliquer le résultat précédent aux modules cohérents a
connexion intégrables et retrouver le résultat de [C-LS1], 1.3.1:

Exty(E, &) =~ HIx(V, Homo, (£, ).

1.2. Ext supérieurs et surconvergence

On désigne toujours pa un corps ultramétrique complet de caractéristique
nulle. On rappelle qu¥ désigne I'anneau des entiers Keetk son corps résiduel.

1.2.1. Opérateurs différentiels a coefficients surconvergefsa se donne uiy-
schéma formel (topologiquement de présentation fiRi@)n sousk-schéma fermé
Y de P, un ouvertX deY et on suppose lisse au voisinage d&. On renvoie aux
articles de P. Berthelot ([B2] et [B3] essentiellement) pour les définitions des tubes,
des voisinages stricts ainsi que du fonctg¢liqui associe & un faisceau sdrun
faisceau sutY[p. Si V est un voisinage strict lisse d&[p dans]Y[p, on peut
considérer les faisceaux d’anneaﬂ')@v ethDV sur]Y[p. Comme ceux-Ci ne
dépendent pas dé, nous les noterons tout simplemgritO et j*D. Attention : ne
pas confondre TD avec le faiscea®' de Berthelot. Nos opérateurs différentiels
sont d’ordre fini et on a en fait, tout simplemetD = jTO ®¢p, Dy (voir
[B3], 2.1.3, ii). On peut aussi donner g&D des descriptions analogues a celles de
1.1.1 : en‘j-daguant” la construction avec les parties principales, en donnant une
description locale ou en considérant les endomorphismgé@e

Il est clair que;jTD est un faisceau d’anneaux cohérent : cela se démontre
comme dans la proposition 2.1.9 de [B3]. Aussi, on a une équivalence de catégories
évidente entrg "D-modules etj TO-modules & connexion intégrable.

Si € et&’ sont deuxjTO-modules, on munit{om;+o (€, &’y d’une structure

de jTO-module en posan® () = [P, ul,

Proposition 1.2.2.Soient€ et&’ deux;j "D-modules olf est;jTO-cohérent, alors
pour touti,

Ext)1p(E, € = Hyp (V. Hom;1p(€,E) .
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CommeT est exact et se comporte bien par rapport aux produits tensoriels, le
complexe de Koszul-De RhajﬁDV ®o, A Ty estune résolution localement libre
du j "Dy -module jTOy et on continue exactement comme dans la démonstration
del.1.2. O

En particulier, si€ et&’ sont deuxjTO-modules cohérents a connexion inté-
grable, et sion note Extl'’espace vectoriel des classes d’extensions de tels modules,
on a un isomorphisme Ext&, £') ~ Hle (V, Hom;to, (€, 5’)).

1.3. Application aux isocristaux surconvergents

On peut maintenant donner en toute généralité les résultats suivants (voir ([C-
LS1] pour des cas patrticuliers).

Si X est une variété algébrique stiron notera Exto + 'espace des classes
d’'isomorphie d’extensions d’isocristaux surconvergentSXu .

Proposition 1.3.1.SoientX une variété algébrique suret&’, £” deux isocristaux
surconvergents sux. On a un isomorphisme fonctoriel éi E et K

Extiggt (E”, E') = Hly (X, Hom(E", E)).

Si on plongeX dans un schéma formél de telle sorte que I'adhérence de
dansP soit propre et qué® soit lisse au voisinage d€, et si on note par un indice
P la réalisation d’un isocristal su?, il résulte de la proposition 1.2.2 de [C-LS1]
que Ex{,yt(E, E') = Exty(E,, E’,) et notre assertion est donc une conséquence
directe de 1.2.2.0

On supposé algébriquement clos de caractéristigue- 0 et on se donne un
Frobeniusr surk. SoitX une variété algébrique skirOn note Ext_sot I'espace
des classes d’extensions Heisocristaux surconvergents.

Corollaire 1.3.2. Si E’ et E” sont deuxt-isocristaux surconvergents siff, on a
un isomorphisme naturel

Extr_isot(E", E') = Hig (X, Hom(E", E)"~".

On suppose maintenant gueontientf, avecy = p/ etonnoteX = Xo®r, k
avec Xo variété algébrique lisse siif,. On noteFy, la puissancef-ieme du
Frobenius absolu d¥g et Fx = Fy, ®r, k.Onaalors:

Corollaire 1.3.3. Le foncteur Fx, ®F, k)* induit une auto-équivalence de la caté-
gorie des isocristaux surconvergents unipotentsXur

En vertu de ces résultats, dans [Ch], chapitres Il et lll, il n’est pas nécessaire
de supposer qu& est un ouvert lisse de la fibre spéciale durschéma formel
propre et plat, mais seulement giieest lisse.
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2. Frobeniuseries

On suppose maintenant que la valuation est discréte et gqeeparfait de ca-
ractéristiquep > 0. On fixe un entier positif non nyl et on poseg = p/. Lorsque
nous parlerons de Frobenius, il s’agira toujoursfdiéme itéré du Frobenius ab-
solu. On se donne un Frobeniassur K. Si X est unk-schéma, on noté&’y le
Frobenius d&X et Fy, le Frobenius relatif. Enfin, on rappelle & —n) désigne
K muni du Frobeniug”"o.

2.1. Dualité de Poincaré et Frobenius

Nous allons utiliser les techniques de Berthelot-de Jong pour étudier I'action du
Frobenius sur la cohomologie rigide. On démontre tout d’abord (voir la proposition
4.2 de [E-LS] pour un cas particulier) :

Lemme 2.1.1.Si X est une variété algébrique de dimensibsur k, le morphisme
trace

Trx : (X)—> K(—d).

ng c
est compatible avec les actions de Frobenius.

Dans cette démonstration, on utilise librement les résultats de la premiéere section
de [B5]. Tout d’abord, quitte a remplac&rpar le sous-schéma réduit sous-jacent,

on peut supposex réduit. De plus, comme krest additive et ne dépend que d’'un
ouvert dense dé&, on peut supposer qug est intégre. Nous sommes alors en
mesure d’appliquer le théoréme de de Jong (voir [B4], théoreme 3.4, et bien sir
[dJ]). Il existe une variété projective lisS€ surk, un ouvert non vide affine et
lisseU (resp.U’) de X (resp.X’) et un morphisme fini étalg : U’ — U. Comme
l'isomorphisme natur CrIS(X’ )Q K ~ rlg(X/) est compatible aux morphismes
traces ([B5], 1.7.1)), notre assertion est vrale pa&ur EIIe Iest donc aussi pour

U'. D'autre part, le morphisme naturgl : Hgg 2 (U) - Hig. 2d (U") posséde une
section Tr, compatible aux morphismes traces. Comme ces deux espaces sont de
méme dimension 1, Trest bijectif et 'assertion est donc vraie pduir Et donc

aussi pouX. O

Proposition 2.1.2.SoitX une variété lisse de dimensidrsurk, alors I'accouple-
ment de Poincaré

rlg c(X) X Hﬁg “(X)d) — K

est compatible avec les actions de Frobenius.

On dispose d’'un morphisme naturel en cohomologie

Hig o(X) ®k Hig ' (X) —> Hg .(X).
C’est donc un morphisme de-isocristaux. Comme par définition, I'accouplement
de Poincaré se déduit de ce morphisme en composant avec le morphisme trace,
notre assertion découle formellement du lemme précédent.
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On en déduit (cf. [C, 2.4]) :
Corollaire 2.1.3. Si X est une variété lisse sur et si Z est un fermé lisse de
codimensionr dansX, le morphisme de Gysin

Hi5? (2)(=r) — Hjg(X)

est compatible avec les actions de Frobenius.

En effet, le morphisme de Gysin se déduit par dualité de Poincaré du morphisme
naturelH/, .(X) — Hyq (Z) ([BS], 2.4, Rem.). O

Pour finir, on démontre que I'endomorphisme de Frobehuis est bijectif sur la
cohomologie rigide et sur la cohomologie rigide a support compact (voir ([E-LS],

2.1) pour un cas particulier).

Proposition 2.1.4.Si X est une variété algébrique sk alors I'endomorphisme

Fy de Hr’Ig .(X) est bijectif. SiX est lisse, alorg”y est aussi bijectif su rlg(X)

On suppose tout d’abord qugest affine, lisse et connexe. On édfjt comme
composé dex,, et de 'isomorphisme de changement de baseX’ — X.
Bien s(r,o induit un isomorphisme en cohomologie et il suffit donc de considérer
Fx/r. CommeX est lisse,Fy/ est fini et plat etF;;/k est donc injectif ([B4],

Prop.3.6). Commelr"ig(X) etHr"ig(X’) ontméme dimension finigi; , est bijectif

et on voit donc qué-y est bijectif sur rlg(X) Par dualité, il en va de méme de
”g C(X) On traite maintenant le cas de la cohomologie a support et on procéde

par récurrence sur la dimensidrde X. Quitte & remplacek par le sous-schéma

réduit sous-jacent, on peut suppoX¥eeduit. Il existe alors dan¥ un ouvert affine

et lisse tel que le fermé complémentafesoit de dimension strictement inférieur

ad. En considérant la suite exacte d’excision

— Higt(Z/K) —

(U/K) — H}, (X/K) —>

rig,c

ngc r|g C(Z/K)_)

onvoitquerFy est bijectif surH tig.c (X). Enfin, lorsquex estlisse, on peutappliquer
a nouveau la dualité de Poincaré sur chaque composante connexe et comxlure.

2.1.5. On peut reformuler les résultats ci-dessus en terme&-decristaux sur
K, c'est a dire, d&k -vectoriels de dimension finie munis d’un endomorphisme
linéaire. Tout d'abord, sk est une variété algébrique (resp. lisse)iswalors pour
touti, HrlI (X) (resp.H, 'g(X)) est unF-isocristal surk . De plus, siX est lisse et
eqU|d|menS|onneI la dualité de Poincaré est une dualité parfaifeidecristaux.
Enfin le morphisme trace est un morphismerdesocristaux et les morphismes de

Gysin sont des isomorphismes gesocristaux.
2.2. Classification des F-isocristaux unipotents
On va rappeler quelques résultats et notations de [Ch] (voir aussi [W] et bien sir

[Cr]) en les mettant dans notre contexte. Ce qui est houveau est essentiellement
I'aspect semi-linéaire du Frobenius. SH&itune variété algébrique skr
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2.2.1. Dans ce paragraphe, il n'est pas nécessaire d’'avoir un Frobenius, que la
valuation soit discréte, ni méme que le corps résiduel soit parfait de caractéristique
positive.

Si X est connexe avec un point rationnela catégorid/n(X) des isocristaux
surconvergents unipotents skif K est une catégorie tannakienne neutre pour le
foncteur fibreE — E,. On noteG = m1(X, x)*" son groupe fondamental et
g l'algebrede Lie deG. On notel{ algebre enveloppante dg a l'idéal d'aug-
mentation et/ le complétéa-adique de/ (voir appendice). On écrire/ (X, x)
si nécessaire. Appelorﬂ%—isocristal un{-module de dimension finie sut. Le
foncteur fibre fournit une équivalence de catégories etiir€X) et la catégorie
desl{-isocristaux suik .

On a, par la théorie des catégories tannakiennes un isomorphisme naturel
Extiso #(OT, OT) S5 Hom(G, G,). De plus les espaces vectoriels H@mMG,,)
et g? sont naturellement duaux I'un de l'autre. Enfin, on a aussi I'isomorphime
fonctorielg®> > a/a?.

On suppose maintenant a nouveau que la valuation est discrefeegugarfait
de caractéristiqu@ > 0 et queK est muni d’un Frobenius. On suppose aussi
gue X est lisse. En utilisant la Proposition 2.1.1, on démontre alors comme dans
([C-LS1], Proposition 2.4.2), le corollaire suivant :

Proposition 2.2.2.Le foncteurF§ induit une auto-équivalence de la catégorie des
isocristaux surconvergents unipotents ur

2.2.3. Onsuppose toujourk lisse et a nouveau qu'il est connexe avec un point
rationnelx. On peut voir 'auto-équivalence de la Proposition 2.2.2 comme com-
posée, d'une part, d’'un foncteur de changement de bag&) — Un(X)? et

d’autre part, d'une équivalendé—linéaireF§/K :Un(X)? = Un(X). Cette der-

niere correspond a un isomorphisiielinéaire Fg ¢ : G = G qui fournit un
automorphisme -linéaire Fg de G. On vérifie que si on munit Hotd, G,) du
Frobenius induit pafF;, alors I'isomorphisme naturel

Ext;so1(OT, 0T) S Hom(G, G,)

est compatible aux Frobenius.
On déduit deFg,x un isomorphisme LieFg k) : g = g’ dont linverse

Fg/k : 9° = gcorrespond aun automorphismdinéaire Fy deg. Il est clair que
la dualité entre HortG, G,) et g%’ est compatible aux Frobenius. En passant aux
algébres enveloppantes complétées, on dédui;den automorphisme-linéaire

F deld qui laisse stable la filtration. Bien sar, I'isomorphisg® — a/a? est
compatible aux Frobenius.

Appelons,F-U{-isocristal sutk toutZ{-isocristal muni d’un automorphisnfe-
linéairey qui estF-linéaire pour I'action de I'algébre de lg On a alors le résultat
suivant (voir [Cr], Proposition 2.2.4) :

Proposition 2.2.4.Le foncteur fibre induit une équivalence entre la catégorie des

F-isocristaux surconvergents unipotents $iyfK et la catégorie de-U(X, x)-
isocristauxkK. O
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3. Pentes du Frobenius
3.1. Généralités

On suppose maintenakialgébriquement clos. On fixe un entier positif non aul
et on désigne pak le corps obtenu en ajoutant une racine primiiviémesn de
p au corps des fractions d& (k). On suppose aussi queest le Frobenius d&
qui laisser invariant. Enfin, on rappelle que:= p/.

Touti € QQ s’ecrit de maniére unigue sous la forme- r/sef avecr ets deux
entiers premiers entre eux.et- 0. On dit quex est une pente d'uir-isocristal
(H, ¢) surK s'il existeu € H telqueg®(u) = n"u. Plus généralement, si on se
donne une variét& surk et unF-isocristal surconverget surX /K, on dit que
est une pente dE si c’est une pente d'une des fibresBEeEnfin, six est 'unique
pente def, on dit queE estunipente ou pur de pente

Par abus de langage, on appellpre-F-isocristal (resp. prof-isocristal pur
de pente\) surK toute limite projective dé -isocristaux (respF-isocristaux purs
de pentep).

Lemme 3.1.1.1) Si (H, ¢) est un profF-isocristal surK, alors H possede une
filtration Fil; E telle queGr, E soit pur de pente. Celle-ci est fonctorielle.

2) Si E et F sont deux pro-isocristaux purs de pentet ., alors E ® F est pur
de pente. + .

Si on se limite auxF-isocristaux, ces résultats font partie de la théorie de Dieu-
donné—Manin. Dans ce cas, on a donc méme une graduation. Il suffit donc de passer
a la limite pour obtenir nos assertions dans le cas général.

On a (voir [C-LS2] et [Ch]) :

Théoréme 3.1.2Soit X une variété algébrique de dimensidrsur k. Alors, les

pentes dd{riig,c(x) sont positives et au plus égaled 2Elles sont aussi comprises

entrei — d eti. Nous avons les mémes résultats pHﬁ&(X) si X est lisse.

On traite d’abord le cas de la cohomologie a support compact. La premiéere
chose a faire est de vérifier que notre assertion se comporte bien par rapport aux
suites exactes d’excision. Saitun fermé deX de dimension strictement inférieure
ad etU son ouvert complémentaire. Considérons la suite exacte d’excision

(X) — H.: (Z) — .

— H"Y(2) — H! fo.c

1
rig,c rig,c

U) — H;'ig,c
Supposons le théoréme démontré pour la cohomologie a support compact de

Les pentes délr"ig_i(Z) sont alors positives, au plus égales-al < d et elles sont

comprisesentr§ —1)—(d—1) =i—deti—1 < i. De méme, celles dHr"ig’C(Z)
sont positives, au plus égalega 1 < d et comprisesentre— (d —1<i—d
eti <i. CommeX etU ont méme dimensiod, on voit que le théoréme est vrai
pourX si et seulement si il est vrai pour.

Passons maintenant a la démonstration. Tout d’abord, quitte a remplpeer
son plus petit sous-schéma réduit, on peut supposeK s réduit. On procede
ensuite par récurrence stafin d'utiliser la premiére partie de ladémonstration. On

peut donc supposer gueest somme de ses composantes irréductibles et comme la
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cohomologie rigide a support compact est additive, on peut supgaséggre. On
utilise alors le théoréme de de Jong ([B4], Théoréme 3.4 ou [dJ]) : quitte Aremplacer
X par un ouvert non vide, on peut supposer qu'il existe un schéma projectif lisse
X', un ouvert non vidd/’ de X’ et un morphisme fini étal&’ — X. Il résulte

de ([B5], 1.4) que le morphisme natuﬁl"ig’c(X) — Hr"ig,c(U/) est injectif. On

peut donc supposer qué = U’. Quitte & remplacek par X’, on est ramené au

cas ouX est projectif et lisse. Comme on a un isomorphisme naturel

Hi (X ® K:H;'ig(x’),

il suffit de rappeler ([B1], 2, Théoréme) que les perfiEs (X’'/ W) sont positives,
au plus égales @ et qu’elles sont bien comprises entire d eti.

Le cas de la cohomologie sans support s’en déduit par dualité. En effet, comme
la cohomologie rigide est additive, on peut suppasaronnexe et il résulte alors
de la Proposition 2.1.2 que les pentes HE (X) sont inférieures ou égales a
d — 0 = d, au moins égales @ — d = 0 et qu'elles sont aussi comprises entre
d—Q2d—i)=i—-detd—[(2d —i)—d] =i. O

3.2. Application aux F-isocristaux unipotents

Soit X une variété algébrique lisse et connexeisur

Proposition 3.2.1.Si x est un point fermé d&, alors U(X, x) est un pro#'-
isocristal a pentes négatives.

On reprend les notations de 2.2. En particulier, on &Lt (X, x). Il résulte
de la Proposition 1.3.1 et de 2.2.3 que I'on a les isomorphismésidecristaux

H,(X) 5 Extisot(O7, O etg® = a/a?.

De plus, nous avons vu que lé&isocristaux Exto+(OT, OT) et g?® sont
duaux I'un de l'autre. Comme les pentesld,ég(X) sont positives, celles de/a?

sont donc négatives. De plus, on a une surjectiofdsocristaux(a/a?)®" —
a”/a"*1, ce qui montre que les pentes ai’é/a"*} sont négatives. Comnig est
complet pour la topologia-adique, les pentes dé sont aussi négatives

Lemme 3.2.2.Pour qu’un F-isocristal surconvergent unipoteift sur X/K soit
pur de pente, il suffit qu’il existe un point fermé de X tel queE, soit pur de
pentex.

Cela résulte du Corollaire 4.1.4 de [C-LS1H

Théoréme 3.2.3S0itX une variété lisse sur et E un F-isocristal surconvergent
unipotent surtX/K . Alors, E possede une filtratioRil, E telle queGr, E soit pur
de pente.
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On peut bien sr supposér connexe et choisir un point ferméde X. On écrit
encoreld = U(X, x). Grace a la Proposition 2.2.4 et au Lemme 3.2.2, il suffit de
montrer le résultat analogue dans la catégoriefdésisocristaux suk . Si H est

un F-U-isocristal sur , il possede une filtration KiH avec G, H pur de pente..

Il suffit donc de vérifier que celle ci est stable par I'actionifleCelle ci est induite
par un morphismes de prB-isocristauX/ ® H —> H et comme les pentes e
sont négatives, ce morphisme induitz Fil, H C Fil, (! ® H) — Fil, H. O

Appendice : Algébres enveloppantes complétées

Nous consacrons quelques lignes a préciser les constructions qui permettent d’uti-
liser les algebres enveloppantes pour étudier les groupes unipotents. On travaille
sur un corpsk de caractéristique nulle.

On atout d’abord le résultat suivant :

Si G est unk -groupe unipotent, on a une équivalence entre la catég&REsG)
des représentations algebriques @eet la catégorieRemp(Lie G) des représen-
tations nilpotente de dimension finie de son algebre de Lie.

Ce résultat est bien connu quagdest algébrique : en effet, comnié est
de caractéristique nulle, le foncteur Lie établit une équivalence entre les groupes
algébriques unipotents et les algébres de Lie nilpotentes de dimension finie ([D-
G], IV, 2, Corollaire 4.5b). Pour passer au cas général, il suffit de rappeler qu’'un
groupe unipotent est affine et donc pro-algébrique et que le foncteur Lie commute
aux limites projectives.

On rappelle ([S], I, 3, Définition 1.1) que le foncteur oubli de la catégorie
des K -algébres associatives unitaires vers celle des algébres de Lie possede un
adjoint a gauchg —— U/(g). On dit quel{(g) est I'algebre enveloppante geEn
particulier, on a une équivalence entre la catégorie(fReges représentations de
dimension finie dgy et la catégorie ddd(g)-modules de dimension finie SHf.

La construction dé{(g)) est fonctorielle ery. En particulier/{(g) est naturel-
lement augmentée vets= 1/(0) et on noten I'idéal d’augmentation. Il résulte du
théoréme de Poincaré—Birkhoff-Witt ([S], I, 3, Théoréme 4.3) que le morphisme
d’adjonctiong —> U(g) estinjectif. De plus, sion notE(g) I'algébre tensorielle
deg, on a une surjection naturelle(g) — U (g), et I'idéal a est donc engendré
parg. Sion notel(g) le complété deé/(g) pour la topologiex-adique, on a donc
le résultat suivant :

Soitg une algébre de Lie. Alors, la catégoiRemp(g) des représentations nilpo-

tentes de dimension finie skirdeg est équivalente & la catégorie déég)-modules
de dimension finie suk.

En particulier, siG est unK-groupe unipotent, on a une équivalence entre
la catégorie RepG) des représentations algebriques @eet la catégorie des
U(Lie G)-modules de dimension finie SAf.

Pour conclure, nous allons vérifier que la notion d'algébre enveloppante com-
plétée définie ici correspond bien a celle considérée dans [Ch] ou dans [W] lorsque
g%’ est de dimension finie.
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Puisqueg engendren comme idéal dan& (g), on a un morphisme surjectif
g — a/a?. Par fonctorialité, si on not&(g®?) I'algébre symétrique dg, on a
un morphisme d’algébres augmentégg) — U (g??) = S(g*?) qui fournit une
sectiona/a? —> g et on peut donc identifies/a? et g**. On voit donc que,
si g?® est de dimension finie, alot%(g) est limite projective de ses quotients de
dimension finie suk . Il s’agit maintenant de voir que gi= I(im (g;) estla limite

de ses quotients de dimension finie, aldtg) = lim #(g;). Lesl{(g;) sont limites

projectives des quotients de dimension finie et il en va donc de méme tiédim
P

II'suffit donc pour conclure de montrer quesiest unek -algebre de dimension
finie et si on munit lini{/(g;) de la topologie de la limite projective, alors le mor-
<«—

phisme naturel/(g) —> lim Z{(g;) induit une bijection Hon(l(im U(g:), A) =
Hom(g), A). Comme on a Horélim U(gi), A) = lim Hom@/(g;), A), on est

rameneé par adjonction a I'isomorphisme komip(g;, A) = Homip(g, A).
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