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Abstract We study the slopes of Frobenius on the rigid cohomology and the rigid cohomo-
logy with compact support of an algebraic variety over a perfect field of positive character-
istic. We then prove that any unipotent overconvergentF -isocrystal on a smooth variety has
a slope filtration whose graded parts are pure.

Introduction

Dans cet article, nous démontrons un théorème général de filtration par les pentes
pour lesF -isocristaux unipotents. Ce résultat est implicitement conjecturé dans
[C-LS1] ou nous traitons le cas particulier ou la base est un ouvert de la droite
affine.

Pour résoudre ce problème, nous utilisons des techniques tannakiennes ana-
logues à celles de [Ch]. En effet, si une approche directe est possible lorsque l’on
travaille sur un ouvert de la droite affine, c’est parce que la cohomologie d’une
telle variété est pure (c’est à dire, les espaces de cohomologie ont une seule pente).
Dans ce cas, les gradués pour la filtration par les pentes sont constants. En géné-
ral, ce n’est pas le cas et les techniques tannakiennes permettent de contourner
cette difficulté. Nous démontrons donc dans la troisième partie le théorème suivant
(Théorème 3.2.3) :

SoitX une variété lisse surk algébriquement clos etE unF -isocristal surconver-
gent unipotent surX/K. Alors,E possède une filtrationFilλ E telle queGrλ E soit
pur de penteλ.

Afin d’obtenir ce théorème, il est nécessaire de comprendre les pentes du Fro-
benius agissant cohomologie rigide et sur la cohomologie rigide à support compact.
En effet, on a (Théorème 3.1.2) :
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Si X est une variété algébrique de dimensiond sur k algébriquement clos, les
pentes deHi

rig,c(X) sont positives et au plus égales àd. Elles sont aussi comprises

entrei − d et i. Nous avons les mêmes résultats pourHi
rig(X) si X est lisse.

Dans ce théorème, les résultats concernant la cohomologie rigide et la cohomo-
logie rigide à support compact sont duaux l’un de l’autre.Afin de pouvoir réellement
utiliser la dualité de Poincaré en cohomologie rigide telle qu’elle est développée
dans [B4] par P. Berthelot, il est nécessaire de montrer que celle ci est compatible
avec les actions de Frobenius. C’est ce que nous faisons dans la Sect. 2.1. Comme
corollaire, on obtient que les morphismes de Gysin sont aussi compatibles aux ac-
tions de Frobenius, généralisant là un résultat local de [Ch]. On généralise aussi
des résultats de [E-LS] en montrant que le morphisme trace est compatible aux
Frobenius et que le Frobenius est bijectif sur la cohomologie. Ces résultats sont
étendus au cas où les coefficients sont desF -isocristaux unités dans un travail en
préparation de N. Tsusuki ([T]).

Dans la Sect. 2.1, on rappelle comment la notion d’algèbre enveloppante com-
plétée permet d’étudier lesF -isocristaux unipotents. Et dans l’appendice, nous
rappelons, faute de référence adéquate, les techniques qui permettent de passer des
groupes unipotents aux algèbres enveloppantes complétées.

Enfin, dans [C-LS1], comme dans [Ch], nous nous limitions aux variétés lisses
qui possèdent une compactification qui se relève formellement en caractéristique
zéro. Bien que cette condition soit satisfaite dans le cas affine et lisse par exemple,
nous étions convaincu que cette restriction était de nature technique. En effet, nous
avions besoin de calculer des classes d’extensions d’isocristaux à l’aide d’unH 1,
et pour se faire il était nécessaire de faire commuter des espaces de cohomologie
avec des limites inductives. En fait, comme nous l’avait suggéréP . Berthelot, on
peut contourner cette difficulté en utilisant les techniques desD-modules. C’est
ce que nous faisons dans la première partie de ce papier. Nous démontrons donc
(Proposition 1.2.1) :

SiE′, E′′ sont deux isocristaux surconvergents sur une variété algébriqueX, on a
un isomorphisme naturel

ExtIso †(E
′′, E′) ∼→ H 1

rig

(
X, Hom(E′′, E′)

)
.

En particulier, on voit que la plupart des résultats de [C-LS1] et [Ch] sont
toujours valides sans hypothèse de relèvement d’une compactification.

Conventions

Nous dirons variété algébrique pour schéma séparé de type fini sur un corps. Dans
tout cet article, on travaille sur un corps ultramétrique completK de caractéristique
nulle. On noteV son anneau de valuation etk son corps résiduel. Lorsqu’on parle
de schéma formel, il s’agit toujours de schéma formel localement topologiquement
de présentation finie pour la topologie deV. Dans la seconde partie, on suppose la
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valuation discrète etk parfait de caractéristique positive et on fixe une puissance
q = pf dep. Lorsque nous parlerons de Frobenius, il s’agira toujours du f-ième
itéré du Frobenius usuel. On muniK d’un relèvementσ du Frobenius dek. Enfin,
dans la troisième partie, on suppose quek est algébriquement clos et queK est
obtenu à partir du corps de fractions des vecteurs de Witt dek en ajoutant une
racine dep ; on suppose que cette racine est fixée parσ .

1. Extensions etD-modules

Afin de traiter nos problèmes en toute généralité, nous développons une idée de
Pierre Berthelot qui suggérait d’utiliser lesD-modules. On peut ainsi se débarrasser
d’hypothèses géométriques désagréables qui apparaissaient dans [C-LS1].

1.1. Ext supérieurs de modules différentiels en géométrie analytique rigide

Nous discutons brièvement la notion d’opérateur différentiel algébrique sur une
variété analytique rigide. Ce sont des résultats dont les analogues algébriques et
analytiques complexes sont bien connus. Ceux-ci ne nous servirons pas dans la
suite mais les définitions sont indispensables pour démontrer la Proposition 1.2.3.
Remarquons aussi que la démonstration de cette dernière proposition, est identique
à celle de 1.1.2.

On rappelle queK désigne un corps ultramétrique complet de caractéristique
nulle.

1.1.1. Opérateurs différentiels en géométrie analytique rigideSoitV une variété
analytique rigide lisse surK. Il y a différentes manières de construire le faisceau
des opérateurs différentiels algébriquesDV surV . Considérons le n-ième voisinage
infinitésimalP n

V deV dansV ×V : si on noteIV l’idéal deV dansV ×V , alorsP n
V

n’est autre que la sous-variété définie parIn+1
V dansV ×V . Celle-ci est supportée

parV et son faisceau structural est le faisceauPn
V des parties principales d’ordren.

On muni celui-ci de la structure deOV -module qui provient de l’action à gauche.
C’est unOV -module cohérent et on noteDV n son dual – qui est donc aussi cohérent.
C’est le faisceau des opérateurs différentiels d’ordre au plusn surV . Comme les
faisceauxPn

V forment de manière naturelle un système projectif deOV -modules,
lesDV n forment un système inductif deOV -modules dont la limite se noteDV .
Enfin, on dispose de morphismes naturelsPn+n′

V −→ Pn
V ⊗OV

Pn′
V qui fournissent

par dualité une structure d’anneau “filtré” surDV . Enfin, on noteraTV le faisceau
tangent, qui n’est autre que le dual de�1

V := I/I2.
Bien sûr, on obtient localement la description à laquelle on s’attend : sit1, . . . , td

sont des coordonnées locales surV et τ1, . . . , τd comme d’habitude, alorsDV est
uneOV -algèbre polynomiale non commutative sur la base duale∂1, . . . , ∂d . On
pourrait donc définirDV localement et recoller. Remarquons que∂1, . . . , ∂d forme
une base deTV .

Remarquons aussi queDV agit de manière naturelle surOV et que cette action
est fidèle. Quitte à identifierDV avec son image, on pourrait donc le définir comme
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sous anneau deEndK (OV) en disant que les sections locales deDVn sont celles qui
satisfont

[
fn

[
fn−1[. . . [f0, P ] . . .

]] = 0 pour toute suitef0, . . . , fn de sections
locales deOV . Enfin, remarquons que les sections locales deIV correspondent
alors aux sections locales deEnd(OV) qui satisfont[D, f ] = D(f ) pour toute
section localef deOV .

Les résultats classiques sont toujours valides : en passant au gradué, on montre
que siV est affinoïde, alors0(V, DV ) est noetherien. On en déduit aisément que
DV est un faisceau d’anneaux cohérent. En utilisant la notion de bonne filtration,
on montre les théorèmes A et B. Théorème A : Si V est affinoïde, le foncteur
E −→ 0(V, E) établit une équivalence entre lesDV -modules cohérents et les
0(V, DV )-modules de type fini et théorème B : on aHi(V, E) = 0 pouri > 0.
Ces résultats ne nous servirons pas.

Remarquons enfin que l’on a une équivalence de catégorie évidente entreDV -
modules etOV -modules à connexion intégrable.

SiE etE ′ sont deuxDV -modules, alorsHomOV
(E, E ′), a une structure naturelle

de DV -module donnée localement parP(u) = [P, u], c’est à direP(u)(s) =
P(u(s))− u (P (s)). De même,E ⊗OV

E ′ a une structure naturelle deDV -module
donnée localement parP(s ⊗ t) = P(s)⊗ t + s ⊗ P(t). On a alors :

Proposition 1.1.2.SoientE et E ′ deuxDV -modules oùE estOV -cohérent, alors
pour touti,

ExtiDV
(E, E ′) ' Hi

dR(V, HomOV
(E, E ′)).

Le complexe de Koszul–De Rham deV (oude Spencer) est le complexe dont la
composante de degré−t est leDV -module (à gauche)DV ⊗OV

3tIV , ouDV est
considéré commeOV -module pour l’action à droite, et la différentielleDV -linéaire
est définie par

1⊗D1 ∧D2 ∧ . . . Dt 7−→ 6(−1)iDi ⊗D1 ∧D2 ∧ . . . ∧Di ∧ . . . Dt .

C ’est une résolution localement libre deOV et on a, donc, pourtoutDV -module
E ,

RHomDV
(OV , E) ' HomDV

(DV ⊗OV
3.TV , E) ' E ⊗Ov

�·V
où le complexe de droite est le complexe de de Rham.

Si E etE ′ sont deuxDV -modules, on a un isomorphisme naturel

HomDV
(E, E ′) ' HomDV

(OV , HomOV
(E, E ′)).

Si E estOV -plat etE ′ injectif commeDV -module, alors,HomOV
(E, E ′) est un

DV -module injectif : on se donne un morphisme injectifi : HomOv
(E, E ′) ↪→ F .

CommeE estOV -plat, si on tensorise parE surOV , on obtient un autre morphisme
injectif

HomOV
(E, E ′)⊗OV

E ↪→ F ⊗OV
E .

On considère alors le morphisme d’évaluationHomOV
(E, E ′)⊗OV

E qui estDV -
linéaire. CommeE ′ est injectif, celui ci se prolonge en un morphismeF , lequel
correspond a un morphismeF → HomOV

(E, E ′) qui est par construction une
section dei.
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On a donc toujours un isomorphisme

RHomDV
(E, E ′) ' RHomDV

(OV , RHomOV
(E, E ′)) .

SiE estOV -cohérent, alors le foncteurHomOV
(E,−) est exact sur lesDV -modules

et on a donc

RHomDV
(E, E ′) ' RHomDV

(OV , HomOV
(E, E ′)) ' HomOV

(E, E ′)⊗OV
�V̇ .

En prenant les sections globales, on obtient pour touti, comme annoncé

ExtiDV
(E, E ′) ' Hi

dR

(
V, HomOV

(E, E ′)) . ut
Bien sûr, on peut appliquer le résultat précédent aux modules cohérents à

connexion intégrables et retrouver le résultat de [C-LS1], 1.3.1 :

Ext∇(E, E ′) ' H 1
dR(V, HomOV

(E, E ′)).

1.2. Ext supérieurs et surconvergence

On désigne toujours parK un corps ultramétrique complet de caractéristique
nulle. On rappelle queV désigne l’anneau des entiers deK etk son corps résiduel.

1.2.1. Opérateurs différentiels à coefficients surconvergentsOn se donne unV-
schéma formel (topologiquement de présentation finie)P , un sousk-schéma fermé
Y deP , un ouvertX deY et on supposeP lisse au voisinage deX. On renvoie aux
articles de P. Berthelot ([B2] et [B3] essentiellement) pour les définitions des tubes,
des voisinages stricts ainsi que du foncteurj† qui associe à un faisceau surV un
faisceau sur]Y [P . Si V est un voisinage strict lisse de]X[P dans]Y [P , on peut
considérer les faisceaux d’anneauxj†OV et j†DV sur ]Y [P . Comme ceux-ci ne
dépendent pas deV , nous les noterons tout simplementj+O etj+D.Attention : ne
pas confondrej†D avec le faisceauD† de Berthelot. Nos opérateurs différentiels
sont d’ordre fini et on a en fait, tout simplement,j†D = j†O ⊗OV

DV (voir
[B3], 2.1.3, ii). On peut aussi donner dej†D des descriptions analogues à celles de
1.1.1 : en “j -daguant” la construction avec les parties principales, en donnant une
description locale ou en considérant les endomorphismes dej†O.

Il est clair quej†D est un faisceau d’anneaux cohérent : cela se démontre
comme dans la proposition 2.1.9 de [B3]. Aussi, on a une équivalence de catégories
évidente entrej†D-modules etj†O-modules à connexion intégrable.

Si E et E ′ sont deuxj†O-modules, on munitHomj†O(E, E ′) d’une structure
dej†O-module en posantP(u) = [P, u],
Proposition 1.2.2.SoientE etE ′ deuxj†D-modules oùE estj†O-cohérent, alors
pour touti,

Exti
j†D(E, E ′) ' Hi

dR

(
V, Homj†D(E, E ′)) .
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Commej† est exact et se comporte bien par rapport aux produits tensoriels, le
complexe de Koszul–De Rhamj†DV⊗OV

3.TV est une résolution localement libre
du j†DV -modulej†OV et on continue exactement comme dans la démonstration
de 1.1.2. ut

En particulier, siE et E ′ sont deuxj†O-modules cohérents à connexion inté-
grable, et si on note Ext∇ l’espace vectoriel des classes d’extensions de tels modules,
on a un isomorphisme Ext∇(E, E ′) ' H 1

dR

(
V, Homj†OV

(E, E ′)).

1.3. Application aux isocristaux surconvergents

On peut maintenant donner en toute généralité les résultats suivants (voir ([C-
LS1] pour des cas particuliers).

Si X est une variété algébrique surk, on notera ExtIso † l’espace des classes
d’isomorphie d’extensions d’isocristaux surconvergents surX/K.

Proposition 1.3.1.SoientX une variété algébrique surk etE ′, E ′′ deux isocristaux
surconvergents surX. On a un isomorphisme fonctoriel enX, E etK

ExtIso†(E′′, E′) '→ H 1
rig

(
X, Hom(E′′, E′)

)
.

Si on plongeX dans un schéma formelP de telle sorte que l’adhérence deX

dansP soit propre et queP soit lisse au voisinage deX, et si on note par un indice
P la réalisation d’un isocristal surP , il résulte de la proposition 1.2.2 de [C-LS1]
que ExtIso†(E, E′) = Ext∇(E′′P , E′P ) et notre assertion est donc une conséquence
directe de 1.2.2.ut

On supposek algébriquement clos de caractéristiquep > 0 et on se donne un
Frobeniusσ surK. SoitX une variété algébrique surk. On note ExtF−Iso† l’espace
des classes d’extensions deF -isocristaux surconvergents.

Corollaire 1.3.2. Si E′ et E′′ sont deuxF -isocristaux surconvergents surX, on a
un isomorphisme naturel

ExtF−Iso †(E
′′, E′) '→ H 1

rig

(
X, Hom(E′′, E′)

)ϕ=1
.

On suppose maintenant quek contientFq avecq = pf et on noteX = X0⊗Fq
k

avecX0 variété algébrique lisse surFq . On noteFX0 la puissancef -ième du
Frobenius absolu deX0 etFX = FX0 ⊗Fq

k. On a alors :

Corollaire 1.3.3. Le foncteur(FX0⊗Fq
k)∗ induit une auto-équivalence de la caté-

gorie des isocristaux surconvergents unipotents surX.

En vertu de ces résultats, dans [Ch], chapitres II et III, il n’est pas nécessaire
de supposer queX est un ouvert lisse de la fibre spéciale d’unV-schéma formel
propre et plat, mais seulement queX est lisse.
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2. Frobeniuseries

On suppose maintenant que la valuation est discrète et quek est parfait de ca-
ractéristiquep > 0. On fixe un entier positif non nulf et on poseq = pf . Lorsque
nous parlerons de Frobenius, il s’agira toujours duf -ième itéré du Frobenius ab-
solu. On se donne un Frobeniusσ sur K. Si X est unk-schéma, on noteFX le
Frobenius deX etFX/k le Frobenius relatif. Enfin, on rappelle queK(−n) désigne
K muni du Frobeniusqnσ .

2.1. Dualité de Poincaré et Frobenius

Nous allons utiliser les techniques de Berthelot-de Jong pour étudier l’action du
Frobenius sur la cohomologie rigide. On démontre tout d’abord (voir la proposition
4.2 de [E-LS] pour un cas particulier) :

Lemme 2.1.1.SiX est une variété algébrique de dimensiond surk, le morphisme
trace

TrX : H 2d
rig,c(X)

∼→ K(−d).

est compatible avec les actions de Frobenius.

Dans cette démonstration, on utilise librement les résultats de la première section
de [B5]. Tout d’abord, quitte à remplacerX par le sous-schéma réduit sous-jacent,
on peut supposerX réduit. De plus, comme TrX est additive et ne dépend que d’un
ouvert dense deX, on peut supposer queX est intègre. Nous sommes alors en
mesure d’appliquer le théorème de de Jong (voir [B4], théorème 3.4, et bien sûr
[dJ]). Il existe une variété projective lisseX′ sur k, un ouvert non vide affine et
lisseU (resp.U ′) deX (resp.X′) et un morphisme fini étalef : U ′ → U . Comme
l’isomorphisme naturelHi

cris(X
′)⊗K ' Hi

rig(X′) est compatible aux morphismes
traces ([B5], 1.7.i)), notre assertion est vraie pourX′. Elle l’est donc aussi pour
U ′. D’autre part, le morphisme naturelf ∗ : H 2d

rig,c(U)→ H 2d
rig,c(U

′) possède une
section Trf compatible aux morphismes traces. Comme ces deux espaces sont de
même dimension 1, Trf est bijectif et l’assertion est donc vraie pourU . Et donc
aussi pourX. ut
Proposition 2.1.2.SoitX une variété lisse de dimensiond surk, alors l’accouple-
ment de Poincaré

Hi
rig,c(X)×H 2d−i

rig (X)(d) −→ K

est compatible avec les actions de Frobenius.

On dispose d’un morphisme naturel en cohomologie

Hi
rig,c(X)⊗K H 2d−i

rig (X) −→ H 2d
rig,c(X).

C’est donc un morphisme deF -isocristaux. Comme par définition, l’accouplement
de Poincaré se déduit de ce morphisme en composant avec le morphisme trace,
notre assertion découle formellement du lemme précédent.ut
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On en déduit (cf. [C, 2.4]) :

Corollaire 2.1.3. Si X est une variété lisse surk et si Z est un fermé lisse de
codimensionr dansX, le morphisme de Gysin

Hi−2r
rig (Z)(−r) −→ Hi

rig(X)

est compatible avec les actions de Frobenius.

En effet, le morphisme de Gysin se déduit par dualité de Poincaré du morphisme
naturelHi

rig,c(X) −→ Hi
rig,c(Z) ([B5], 2.4, Rem.). ut

Pour finir, on démontre que l’endomorphisme de Frobehuis est bijectif sur la
cohomologie rigide et sur la cohomologie rigide à support compact (voir ([E-LS],
2.1) pour un cas particulier).

Proposition 2.1.4.Si X est une variété algébrique surk, alors l’endomorphisme
F ∗X deHi

rig,c(X) est bijectif. SiX est lisse, alorsF ∗X est aussi bijectif surHi
rig(X).

On suppose tout d’abord queX est affine, lisse et connexe. On écritFX comme
composé deFX/k et de l’isomorphisme de changement de baseσ : X′ −→ X.
Bien sûr,σ induit un isomorphisme en cohomologie et il suffit donc de considérer
FX/k. CommeX est lisse,FX/k est fini et plat etF ∗X/k est donc injectif ([B4],

Prop.3.6). CommeHi
rig(X) etHi

rig(X′) ont même dimension finie,F ∗X/k est bijectif

et on voit donc queF ∗X est bijectif surHi
rig(X). Par dualité, il en va de même de

Hi
rig,c(X). On traite maintenant le cas de la cohomologie à support et on procède

par récurrence sur la dimensiond deX. Quitte à remplacerX par le sous-schéma
réduit sous-jacent, on peut supposerX réduit. Il existe alors dansX un ouvert affine
et lisse tel que le fermé complémentaireZ soit de dimension strictement inférieur
àd. En considérant la suite exacte d’excision

→ Hi−1
rig,c(Z/K) −→ Hi

rig,c(U/K) −→ Hi
rig,c(X/K) −→ Hi

rig,c(Z/K)→,

on voit queF ∗X est bijectif surHi
rig,c(X). Enfin, lorsqueX est lisse, on peut appliquer

à nouveau la dualité de Poincaré sur chaque composante connexe et conclure.ut

2.1.5. On peut reformuler les résultats ci-dessus en termes deF -isocristaux sur
K, c’est à dire, deK-vectoriels de dimension finie munis d’un endomorphismeσ -
linéaire. Tout d’abord, siX est une variété algébrique (resp. lisse) surk, alors pour
tout i, Hi

rig,c(X) (resp.Hi
rig(X)) est unF -isocristal surK. De plus, siX est lisse et

équidimensionnel, la dualité de Poincaré est une dualité parfaite deF -isocristaux.
Enfin le morphisme trace est un morphisme deF -isocristaux et les morphismes de
Gysin sont des isomorphismes deF -isocristaux.

2.2. Classification des F-isocristaux unipotents

On va rappeler quelques résultats et notations de [Ch] (voir aussi [W] et bien sûr
[Cr]) en les mettant dans notre contexte. Ce qui est nouveau est essentiellement
l’aspect semi-linéaire du Frobenius. SoitX une variété algébrique surk.
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2.2.1. Dans ce paragraphe, il n’est pas nécessaire d’avoir un Frobenius, que la
valuation soit discrète, ni même que le corps résiduel soit parfait de caractéristique
positive.

Si X est connexe avec un point rationnelx, la catégorieUn(X) des isocristaux
surconvergents unipotents surX/K est une catégorie tannakienne neutre pour le
foncteur fibreE 7−→ Ex . On noteG = π1(X, x)un son groupe fondamental et
g l’algèbrede Lie deG. On noteU algèbre enveloppante deg, a l’idéal d’aug-
mentation etÛ le complétéa-adique deU (voir appendice). On écrirâU(X, x)

si nécessaire. AppelonŝU-isocristal unÛ-module de dimension finie surK. Le
foncteur fibre fournit une équivalence de catégories entreUn(X) et la catégorie
desÛ-isocristaux surK.

On a, par la théorie des catégories tannakiennes un isomorphisme naturel
ExtIso †(O†, O†)

∼→ Hom(G, Ga). De plus les espaces vectoriels Hom(G, Ga)

et gab sont naturellement duaux l’un de l’autre. Enfin, on a aussi l’isomorphime
fonctorielgab ∼→ a/a2.

On suppose maintenant à nouveau que la valuation est discrète, quek est parfait
de caractéristiquep > 0 et queK est muni d’un Frobeniusσ . On suppose aussi
queX est lisse. En utilisant la Proposition 2.1.1, on démontre alors comme dans
([C-LS1], Proposition 2.4.2), le corollaire suivant :

Proposition 2.2.2.Le foncteurF ∗X induit une auto-équivalence de la catégorie des
isocristaux surconvergents unipotents surX.

2.2.3. On suppose toujoursX lisse et à nouveau qu’il est connexe avec un point
rationnelx. On peut voir l’auto-équivalence de la Proposition 2.2.2 comme com-
posée, d’une part, d’un foncteur de changement de baseUn(X) → Un(X)σ et
d’autre part, d’une équivalenceK-linéaireF ∗X/K : Un(X)σ

∼→ Un(X). Cette der-

nière correspond a un isomorphismeK-linéaireFG/K : G ∼→ Gσ qui fournit un
automorphismeσ -linéaireFG deG. On vérifie que si on munit Hom(G, Ga) du
Frobenius induit parF ∗G, alors l’isomorphisme naturel

ExtIso†(O†, O†)
∼→ Hom(G, Ga)

est compatible aux Frobenius.
On déduit deFG/K un isomorphisme Lie(FG/K) : g

∼→ gσ dont l’inverse

Fg/K : gσ ∼→ g correspond a un automorphismeσ -linéaireFg deg. Il est clair que
la dualité entre Hom(G, Ga) etgab est compatible aux Frobenius. En passant aux
algébres enveloppantes complétées, on déduit deFg un automorphismeσ -linéaire

F de Û qui laisse stable la filtration. Bien sûr, l’isomorphismegab ∼→ a/a2 est
compatible aux Frobenius.

Appelons,F -Û-isocristal surK tout Û-isocristal muni d’un automorphismeF -
linéaireϕ qui estF -linéaire pour l’action de l’algèbre de lieg. On a alors le résultat
suivant (voir [Cr], Proposition 2.2.4) :

Proposition 2.2.4.Le foncteur fibre induit une équivalence entre la catégorie des
F -isocristaux surconvergents unipotents surX/K et la catégorie desF -Û(X, x)-
isocristauxK. ut
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3. Pentes du Frobenius

3.1. Généralités

On suppose maintenantk algébriquement clos. On fixe un entier positif non nule

et on désigne parK le corps obtenu en ajoutant une racine primitivee-ièmeπ de
p au corps des fractions deW(k). On suppose aussi queσ est le Frobenius deK
qui laisseπ invariant. Enfin, on rappelle queq := pf .

Toutλ ∈ Q s’ecrit de manière unique sous la formeλ = r/sef avecr ets deux
entiers premiers entre eux ets > 0. On dit queλ est une pente d’unF -isocristal
(H, ϕ) surK s’il existeu ∈ H telqueϕs(u) = πru. Plus généralement, si on se
donne une variétéX surk et unF -isocristal surconvergentE surX/K, on dit queλ
est une pente deE si c’est une pente d’une des fibres deE. Enfin, siλ est l’unique
pente deE, on dit queE estunipente ou pur de penteλ.

Par abus de langage, on appellerapro-F -isocristal (resp. pro-F -isocristal pur
de penteλ) surK toute limite projective deF -isocristaux (resp.F -isocristaux purs
de penteλ).

Lemme 3.1.1.1) Si (H, ϕ) est un pro-F -isocristal surK, alors H possède une
filtration Filλ E telle queGrλ E soit pur de penteλ. Celle-ci est fonctorielle.

2) Si E et F sont deux pro-isocristaux purs de penteλ et µ, alorsE ⊗ F est pur
de penteλ+ µ.

Si on se limite auxF -isocristaux, ces résultats font partie de la théorie de Dieu-
donné–Manin. Dans ce cas, on a donc même une graduation. Il suffit donc de passer
à la limite pour obtenir nos assertions dans le cas général.ut

On a (voir [C-LS2] et [Ch]) :

Théorème 3.1.2.Soit X une variété algébrique de dimensiond sur k. Alors, les
pentes deHi

rig,c(X) sont positives et au plus égales àd. Elles sont aussi comprises

entrei − d et i. Nous avons les mêmes résultats pourHi
rig(X) si X est lisse.

On traite d’abord le cas de la cohomologie à support compact. La première
chose à faire est de vérifier que notre assertion se comporte bien par rapport aux
suites exactes d’excision. SoitZ un fermé deX de dimension strictement inférieure
àd etU son ouvert complémentaire. Considérons la suite exacte d’excision

→ Hi−1
rig,c(Z) −→ Hi

rig,c(U) −→ Hi
rig,c(X) −→ Hi

rig,c(Z)→ .

Supposons le théorème démontré pour la cohomologie à support compact deZ.
Les pentes deHi−1

rig,c(Z) sont alors positives, au plus égales àd−1≤ d et elles sont

comprises entre(i−1)−(d−1) = i−d eti−1≤ i. De même, celles deHi
rig,c(Z)

sont positives, au plus égales àd − 1 ≤ d et comprises entrei − (d − 1 ≤ i − d

et i ≤ i. CommeX et U ont même dimensiond, on voit que le théorème est vrai
pourX si et seulement si il est vrai pourU .

Passons maintenant à la démonstration. Tout d’abord, quitte à remplacerX par
son plus petit sous-schéma réduit, on peut supposer queX est réduit. On procède
ensuite par récurrence surd afin d’utiliser la première partie de la démonstration. On
peut donc supposer queX est somme de ses composantes irréductibles et comme la
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cohomologie rigide à support compact est additive, on peut supposerX intègre. On
utilise alors le théorème de de Jong ([B4], Théorème 3.4 ou [dJ]) : quitte à remplacer
X par un ouvert non vide, on peut supposer qu’il existe un schéma projectif lisse
X′, un ouvert non videU ′ deX′ et un morphisme fini étaleU ′ −→ X. Il résulte
de ([B5], 1.4) que le morphisme naturelHi

rig,c(X) −→ Hi
rig,c(U

′) est injectif. On
peut donc supposer queX = U ′. Quitte à remplacerX parX′, on est ramené au
cas ouX est projectif et lisse. Comme on a un isomorphisme naturel

Hi
cris(X

′)⊗K'Hi
rig(X′),

il suffit de rappeler ([B1], 2, Théorème) que les pentesHi
cris(X

′/W) sont positives,
au plus égales àd et qu’elles sont bien comprises entrei − d et i.

Le cas de la cohomologie sans support s’en déduit par dualité. En effet, comme
la cohomologie rigide est additive, on peut supposerX connexe et il résulte alors
de la Proposition 2.1.2 que les pentes deHi

rig(X) sont inférieures ou égales à
d − 0 = d, au moins égales àd − d = 0 et qu’elles sont aussi comprises entre
d − (2d − i) = i − d etd − [(2d − i)− d] = i. ut

3.2. Application aux F-isocristaux unipotents

SoitX une variété algébrique lisse et connexe surk.

Proposition 3.2.1.Si x est un point fermé deX, alors Û(X, x) est un pro-F -
isocristal à pentes négatives.

On reprend les notations de 2.2. En particulier, on écritÛ = Û(X, x). Il résulte
de la Proposition 1.3.1 et de 2.2.3 que l’on a les isomorphismes deF -isocristaux

H 1
rig(X)

∼→ ExtIso †(O†, O†) etgab ∼→ a/a2.

De plus, nous avons vu que lesF -isocristaux ExtIso †(O†, O†) et gab sont
duaux l’un de l’autre. Comme les pentes deH 1

rig(X) sont positives, celles dea/a2

sont donc négatives. De plus, on a une surjection deF -isocristaux(a/a2)⊗n −→
an/an+1, ce qui montre que les pentes dean/an+1 sont négatives. CommêU est
complet pour la topologiea-adique, les pentes dêU sont aussi négatives.ut
Lemme 3.2.2.Pour qu’unF -isocristal surconvergent unipotentE sur X/K soit
pur de penteλ, il suffit qu’il existe un point ferméx deX tel queEx soit pur de
penteλ.

Cela résulte du Corollaire 4.1.4 de [C-LS1].ut
Théorème 3.2.3.SoitX une variété lisse surk etE unF -isocristal surconvergent
unipotent surX/K. Alors,E possède une filtrationFilλE telle queGrλ E soit pur
de penteλ.
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On peut bien sûr supposerX connexe et choisir un point ferméx deX. On écrit
encoreÛ = Û(X, x). Grâce à la Proposition 2.2.4 et au Lemme 3.2.2, il suffit de
montrer le résultat analogue dans la catégorie desF -Û-isocristaux surK. SiH est
unF -Û-isocristal surK, il possède une filtration FilλH avec Grλ H pur de penteλ.
Il suffit donc de vérifier que celle ci est stable par l’action deÛ . Celle ci est induite
par un morphismes de pro-F -isocristauxÛ ⊗H −→ H et comme les pentes dêU
sont négatives, ce morphisme induitÛ ⊗ FilλH ⊂ Filλ(Û ⊗H) −→ FilλH . ut

Appendice : Algèbres enveloppantes complétées

Nous consacrons quelques lignes à préciser les constructions qui permettent d’uti-
liser les algèbres enveloppantes pour étudier les groupes unipotents. On travaille
sur un corpsK de caractéristique nulle.

On a tout d’abord le résultat suivant :

SiG est unK-groupe unipotent, on a une équivalence entre la catégoriesRep(G)

des représentations algébriques deG et la catégorieRepnilp(LieG) des représen-
tations nilpotente de dimension finie de son algèbre de Lie.

Ce résultat est bien connu quandG est algébrique : en effet, commeK est
de caractéristique nulle, le foncteur Lie établit une équivalence entre les groupes
algébriques unipotents et les algèbres de Lie nilpotentes de dimension finie ([D-
G], IV, 2, Corollaire 4.5b). Pour passer au cas général, il suffit de rappeler qu’un
groupe unipotent est affine et donc pro-algébrique et que le foncteur Lie commute
aux limites projectives.

On rappelle ([S], I, 3, Définition 1.1) que le foncteur oubli de la catégorie
desK-algèbres associatives unitaires vers celle des algèbres de Lie possède un
adjoint à gaucheg 7−→ U(g). On dit queU(g) est l’algèbre enveloppante deg. En
particulier, on a une équivalence entre la catégorie Rep(g) des représentations de
dimension finie deg et la catégorie desU(g)-modules de dimension finie surK.

La construction deU(g)) est fonctorielle eng. En particulier,U(g) est naturel-
lement augmentée versk = U(0) et on notea l’idéal d’augmentation. Il résulte du
théorème de Poincaré–Birkhoff–Witt ([S], I, 3, Théorème 4.3) que le morphisme
d’adjonctiong −→ U(g) est injectif. De plus, si on noteT (g) l’algèbre tensorielle
deg, on a une surjection naturelleT (g) −→ U (g), et l’idéala est donc engendré
parg. Si on noteÛ(g) le complété deU(g) pour la topologiea-adique, on a donc
le résultat suivant :

Soitg une algèbre de Lie. Alors, la catégorieRepnilp(g) des représentations nilpo-

tentes de dimension finie surK degest équivalente à la catégorie desÛ(g)-modules
de dimension finie surK.

En particulier, siG est unK-groupe unipotent, on a une équivalence entre
la catégorie Rep(G) des représentations algébriques deG et la catégorie des
Û(LieG)-modules de dimension finie surK.

Pour conclure, nous allons vérifier que la notion d’algèbre enveloppante com-
plétée définie ici correspond bien à celle considérée dans [Ch] ou dans [W] lorsque
gab est de dimension finie.
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Puisqueg engendrea comme idéal dansU(g), on a un morphisme surjectif
gab −→ a/a2. Par fonctorialité, si on noteS(gab) l’algèbre symétrique deg, on a
un morphisme d’algèbres augmentéesU(g) −→ U(gab) = S(gab) qui fournit une
sectiona/a2 −→ gab et on peut donc identifiera/a2 et gab. On voit donc que,
si gab est de dimension finie, alorŝU(g) est limite projective de ses quotients de
dimension finie surK. Il s’agit maintenant de voir que sig = lim←−(gi ) est la limite

de ses quotients de dimension finie, alorsÛ(g) = lim←− Û(gi ). LesÛ(gi ) sont limites

projectives des quotients de dimension finie et il en va donc de même de lim←− Û(gi ).

Il suffit donc pour conclure de montrer que siA est uneK-algèbre de dimension
finie et si on munit lim←− Û(gi ) de la topologie de la limite projective, alors le mor-

phisme naturel̂U(g) −→ lim←− Û(gi ) induit une bijection Hom
(
lim←− Û(gi ), A

) ∼→
Hom(U(g), A). Comme on a Hom

(
lim←− Û(gi ), A

)
= lim←−Hom(Û(gi ), A), on est

ramené par adjonction à l’isomorphisme lim−→Homnilp(gi , A)
∼→ Homnilp(g, A).
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