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Abstract. Let R be a complete discrete valuation ring of mixed characteristics, with alge-
braically closed residue field We study the existence problem of equivariant lifting&to

of Galois covers of nodal curves overUsing formal geometry, we show that this problem is
actually a local one. We apply this local-to-global principle to obtain new results concerning
the existence of such liftings.

On fixe un corps algébriquement clode caractéristiqug > 0, etR un anneau de
valuation discréte complet de corps résiduddn notek le corps des fractions de
R, de caractéristique nulle. Sdip une courbe algébrique projective sunodale
(c’est-a-dire connexe, réduite, avec pour uniques singularités des points doubles
ordinaires), nous appellerons modéleXesur R un couple(Y, ¥), ou Y est un
schéma normal, propre et plat sRy de fibre générique lisse et géométriguement
connexe SUK, ety : Y xg k — Yg est un isomorphisme deschémas. Dans ce
travail, nous étudions la question suivante :

Si G est un groupe fini dé-automorphismes dg, agissant librement sur un
ouvert dense, existe-t'il un triplét’, v, p), ou :

— (Y, ) est un modeéle d&j surR.

— p : G — AutgY est un homomorphisme injectif qui fait commuter le dia-
gramme :

G — Autg Y

N

Auty Yo
(oulafléche verticale associe a un automorphisrde Autg Y I'automorphisme
Yooy sk o ¥ L)

Soit (Y, ¥, p) un tel relévement, le quotiett := Y /G est une courbe propre
surR, de fibre générique lisse shr, et de fibre spéciale nodalg) := Yp/G. Ainsi
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le morphisme quotienf : Y — X est un relévemeng-galoisien du revétement
fo: Yo — Xo.

Si le morphisme quotienfp : Yo — X est étale, et siX, ¢) est un modéle
de Xo sur R, il résulte de la théorie du groupe fondamental de Grothendieck qu'il
existe un unigue revétement étalegaloisienY — X de fibre spécialefp. Les
obstructions au relevement sont donc liés a la ramification du morphisrBae fait,
si Yp (et doncXp) est une courbe lisse, le résultat précédant s’étend au chysestl
modérément ramifié. Toutefois, la ramification modérée impose des obstructions au
reléevement local des points doubles : On doit supposer I'actid@h kienmérienne
(voir [16, Théoréme 5.7]).

Si fp est sauvagement ramifié, il est nécessaire de faire des hypothéses sur les
sous-groupes d’inertie pour obtenir des énoncés de relevement. Par exemple, B.
Green et M. Matignon ont montré que si la coutyeest lisse, si(X, ¢) est un
modele deXg sur R, et si les groupes d'inertie sont tous cycliquespdexposant
inférieur ou égal a 2, il existe un revétemgnt Y — X galoisien de group& qui
reléve fy. En revanche, il n’y a plus unicité du relevement lorsguest fixé. Par
ailleurs, une conjecture due a Oort ([12, 13]) dit que si la coligaest lisse et siles
groupes d’inertie sont tous cycliques, il existe un relévement s& convenable.

Dans ce travail, nous montrons le résultat suivant :

Théoréme. Supposons I’ action de G kummérienne et que pour un point fermé y
deYp:

1. Syestunpoint lisse, legrouped’inertie I, de y est cycliqued’ ordren(y) p™©”,
avec (n(y), p) =let0O<r(y) <2

2. S yestun point double, on a alors (i) ou bien (ii) :

(i) Legroupedinertie/, dey est cycliqued ordren(y) p’®) et action de I,
sur les branches est triviale.

(i) Legrouped inertiel, dey estdiédral d’ ordre2n(y)p"", avec (n(y), p) =
let0 < r(y) < 2,deprésentation

I, = (o, t|a"(y)prm =11°=1t0r =0 %).
Les branches du point double y sont permutées par t et o induit un auto-

morphisme d’ ordre n(y) p” ) de chacune des deux branches.
Alors, quitte a faire une extension finie de K, il existe un relévement de (Yo, G).

Green et Matignon ont étudié le cas des courbes lisses a I'aide des méthodes
de la géométrie rigide. Nous utilisons ici la géométrie formelle, qui est sans doute
mieux adaptée aux questions concernant les modeles entiers (on pourra consulter
[15] pour la comparaison des deux théories). Plus précisément, nous nous sommes
amplement inspiré du recollement formel (formal patching) a la Harbater (voir [7]
et [8]). On en déduit un principe local-global formel, qui montre que le probléeme
de relévement galoisien est essentiellement de nature locale. On est ainsi ramené a
construire des actions de groupes sur les disques et les couronnes formels.

La premiere partie consiste en quelques rappels sur la géométrie des disques et
des couronnes formels. La seconde présente les méthodes de recollement formel.
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En application, on déduit I'existence d’'un modéle & épaisseurs fixée® gaur

toute courbe nodale projective. Nous montrons ensuite le principe local-global
formel. Dans une troisiéme partie, nous construisons des relevements locaux pour
certaines actions de groupe sur un point double. La quatriéme partie est consacrée
a la démonstration du théoréme de relévement énoncé plus haut.

Ce travail constitue une partie des résultats de ma these ([9]), dont certains ont
été annoncés dans ([10]). Dans un article ultérieur, nous étudierons la structure
des automorphismes d’ordgedu disque formel sur (a la suite de [4]) et nous
montrerons comment la géométrie formelle permet également de construire des
automorphismes de disques ou de couronnes formels.

Nous utiliserons constamment les notations suivantes :

— 7 désigne une uniformisante d

— SiM est unR-module, on noté/ le k-espace vectoriel ®x k.

— Si A est uneR-algébre Ag (respj) désignedA ®r K (resp.A Qg k), et pour
un idéal premiep de A, on noteA, = AQ le complété ded, pour la topologie
p-adique.

— SiT,..., T, sont des indéterminées, on n®R¢Tx, ..., T,} la R-algebre des
séries restreintes, c’est-a-dire la salgeébre deR[[T1, ..., T,]] formée des
séries

Z vy, T1* ... T telles que lim  ay ., =0.

V144V —+00
(v1,...,vp)EN

— On désigne parR[[T1{T 1} la R-algébre des séries de Laurejit :=
Y ez av TV, & coefficients dan®, avec lim_, _a, = 0. C'est un anneau
de valuation discréte complet, d’uniformisantest de corps résiduél((z)).

1. Disques et couronnes formels
1.1. Quelques définitions et rappels

Définition 1.1. SoitX un R-schéma et un pointferme de la fibre spéciale gon
appelle fibre formelle d& au pointx le R-schéma affineF (X, x) := SpedDx .,
ou Oy , désigne le complété de I'anneau localxienx.

Soit X une courbe plate et de type fini sRBr de fibre générique lisse Sir.
Si x est un point lisse de la fibre spéciale ¥iele complété de I'anneau local de
X enx est isomorphe a I&-algébreR[[Z]] des séries formelles en une variable
a coefficients dan®. Si maintenantc est un point double ordinaire de la fibre
spéciale deX, il existe un entiee strictement positif, qu’on appellEpaisseurdu
point doublex, tel que le complété de I'anneau local Heenx est isomorphe a la

R[[Z1, Z . . P .
R—algébreM. Ceci nous conduit & poser les définitions suivantes :
(Z1Z2 — 7°)
Définition 1.2. On appelledisque formelsurR le R-schémaD := SpecR[[Z]] et

spai . R[[Z1,Z
couronne formelle d’épaisseute € N g le R-schémd’, := Spec—[[ 1, Z2] i
(2122 —7°)
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1.2. Géométrie du disgue formel

Le disque formel suR est unR-schéma lisse. Sa fibre spéciale est le germe
analytique d’'un point lisse d’'une courbe algébrique/suConsidérons le disque
D :={z € K% vk (z) > 0}, si f appartient R[[Z]], pour tout point de D, la série
f(z) converge. On obtient alors une applicatip de D dans la fibre générique
deD, qui az associe I'idéal premier formé dgsdansR[[Z]] qui s'annulent en.

Lemme 1.3.L application ®p induit unebijectionde D/ G  sur lafibregénérique
deD.

Fibre génériqud® g Fibre spécialé®;

Fig. 1. Le disque formeD surR

d

Soitd un entier strictement positif. Rappelons qu’un polyn@ec,» Z' unitaire
i=0

de degrél a coefficients dang est dit distingué sir divisec; pour 0< i < d.

Démonstration. Soitp un idéal premier d®[[Z]] ne contenant pas, le théoréme

de préparation de Weierstrass entraine gt principal, engendré par un po-

lyndme distingué irréductibl®. Si z est une racine d& danskK*“, z appartient a

D car P est distingué, e®p(z) = p. Ainsi ®p est surjective. Par ailleurs, il est

clair que®p passe au quotient. De plus zSiappartient 8D et ®p(z') = p, alors

7/ est une racine d€ et doncz’ est un conjugué desous l'action deGx. O
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1.3. Géométrie de la couronne formelle d’ épaisseur e

R[[Z1, Z s .
L'anneauA, := M estlocal complet, d’'idéal maximét, Z,, Z5),
. _ (ZaZp =) . . .
intégre, noethérien et de dimension 2. Un élényee.A, s'écrit de maniére unique

comme une série de Laurent a coefficients dans

B f=) aZi+ Y a7z},

v>0 v>0

Cette remarque conduit a la
Définition 1.4. On appellecoordonnée de Laurentsur la couronne formelle d’é-

e

. s T . R
paisseuk un élémentZ de A, tel que? appartienne &, et, pour toutf dans
A,, il existe une unique familléz,), <z telle que

e

fi=ao+) (auZ” + a7v<%)v).
v>0

¢ R([Z,Z
Autrement dit, siZz’ := jT—, onaAd, = M
Z (ZZ' — 7°)

Définition 1.5. On appellerdord de la couronne formelle le point générique d’'une
composante irréductible de la fibre spécial€gddJne couronne formelle posséde

donc deux bords. St est une coordonnée de Laurent Suiralors I'idéal premier
e

pz = (n, %) de A, estun bord d€,. On dira queyz est le bord correspondant
az.

Si n est un bord, l'anneau loc&¢, , est un anneau de valuation discrete,
d'uniformisanter. On notera, la valuation correspondante du corps des fractions
K. de A, qui prolongevk. Le corps résiduel déiC,, v,) est un corps de séries
de Laurent en une variable strqu’on notera((n)). Si Z est une coordonnée de
Laurent aveg) = pz, on notera également; = v, ; on a alorsk((n)) = k((z)),
oluz = Z mod . On vérifie que sif appartient 84,, f = ao + Y_,.o(avZ"+
a_,(%)"), alors

vz(f) = glig(vk(au) + emax(0; —v)).

On remarquera que le complété@eg, , s'identifie ar[[Z1{Zz~1}.

Le corps résiduet((n)) de (K., v,) est muni d’'une valuation discréte grd
normalisée de fagon a ce qu'une uniformisanté&¢@)) ait pour valuation 1. Si
f est non nul dank,, f s’écrit de maniére uniqug = 7 f,, avec fo dans
Oc,.»- On note alors org f) := ordn(fo), ol fp est 'image résiduelle d¢ dans
k((n)). SiZ est une coordonnée de Laurent correspondant auhordveérifie que

pourf =ag+Y .o (“vzv Ta—y (%e)“>

oZrd(f) = ogd(f) =min{v € Z|vk (a,) + emax0; —v) = vz(f)}.
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Lapplicationwz : . — Z x Z U {oo}, qui a f non nul associ€v, (), ord,(f))
est une valuation de rang 2, de corps résidyein munissan? x Z de I'ordre
lexicographique.

Comme pour le disque formel, le point clef pour comprendre la géométrie de la
fibre générique d’une couronne formelle est une version adéquate du théoréme de
préparation de Weierstrass, gue nous donnons ci-dessous :

Lemme 1.6.Soient Z une coordonnée de Laurent de C,, Z' = ”7 e fe A,
non inversible, avec vz (f) = 0, (en particulier, ordz (f) > 0); il existealorsun
polyndme distingué P a coefficientsdans R et uninversible U de A,, telsque:

Zordz/(f)f — n”Z(f)P(Z)U.

Deplus, ledegréde P est alorsordy () + ordz (f).

Nous donnons une preuve de ce résultat, par manque de référence adéquate dans
la littérature.

Démonstration. Posonsvg := ordyz (f), on définit les endomorphismes dé
R-linéairesw, ¢, pr=°, pr=0 par :

— 0 02" +3,20b0Z") = 20—t 2"

— 020w Z + 2 0bvZ") =3 0 bvZY + D0y oy P02

= pro0(s0bvZ + Y 0b 0 ZY) =Y 0 bV ZY

- pr=0.= idy, — pr=0

Remarquons que, pour togite A, g = ¢(g) + Z'™w(g). Montrons qu'il existe

q € A.telquew(qf) = 1. Pourf dansA., w(qf) = w(qe(f))+o(Z"qw(f)).
or,sih € Ay, w(Z"™h) = pr=O(h). Il suit :

Vg € Ae 0(qf) =qo(f) +olqe(f)) — prolgo(f)).

Soito : A, — A, l'opérateurw o £ — pr>0, Iélémentw () étant inversible

o(f)

dans.A,, trouverg tel quew(qf) = 1 revient a trouveW := g (f) tel que
(id4, 4+ 0)(W) = 1. Par définition dey, ¢(f) € (r, Z), doncL&L A, c (r, Z).

o(f)
Posons’ := w o z((f;)) On ad(1) = §(1). Commepr=% o w = 0, il suit par
récurrence suf que pour tout entier positit, " (1) = §"(1). Ecrivons£) .—

o(f) "
71+ Zf2, w(Zf>) estdivisible parr¢ dansA,. Doncsd (1) € = A,. Par récurrence

surn € N, 0"(1) = §"(1) € =" A,. Posons alor§V := Zh>0(—1)"0°h(1). Ona
(idy, + 0)(W) = 1. Soitg := Wao(f)~1. On aalorsw(¢f) = 1. En regardant
le coefficient deZ’*® dansgf, on en déduit aisément qyeest inversible. Donc,
f = g~ h, ou les coefficients d&’’ pourv > vg dansh sont tous nuls, i.e.
Z™h € R[[Z]]. Le théoréme de préparation de Weierstrass dfg]] permet
doncd’écrireZ"h = n" Puj, avea € N,uinversible et P un polyndme distingué.
SiU := ¢ lui,onaz"™ f = x” PU.CommeP est unitaire er¥, on avz(P) = 0.
Doncvz(f) = r. De plus, le degré de vaut :

deqg P) = ord(P) = ord(f) + vo = ord(f) + ord(f). O
Z Z Z VA
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NotonsC, := {z € K%|0 < vk (z) < e}, le choix d’'une coordonnée de Laurent

Z surC, permet de définir une applicatigr, de C, dans la fibre générique dg
pardc,(z) :={f € Al f(z) = O}.

Corollaire 1.7. L’anneau A, ® K est principal. Deplus, I’ application ®¢, induit
une bijection de C./ G g dansla fibre générique de C,.

!
I
I
) 1
L " ___
i 1 ]
1 I
I
I

Fibre génériqué€, g

Fibre spécial€, j

Fig. 2. La couronne formell€, surR

2. Techniques de recollement formel

Considérons un&-courbe formelle nodale’, si x est un point fermé de la
fibre spécialeY; := X xy k, X’ peut alors étre vue comme recollement de la fibre
formelle dex et de I'ouvertY' \ {x}. Les données du recollement sont inscrites dans
une suite exacte dR-modules (2.2). Cette remarque est le point de départ d'une

technique de construction de relevementsisde revétements de courbes nodales
surk (2.8).

2.1. Unlemme d' algébre topologique

Le lemme suivant, de preuve immédiate, sera utilisé constamment dans la suite.
Onfixe une uniformisante deR. Par unR-moduleM complet pour latopologie-

adique, nous sous-entendrons ici un module sépare et complet. PaRitmdule
M, on désigne paM le k-espace vectorig¥ ®p k.

Lemme 2.1.() Soit M, LN M> un homomor phisme de R-modules, on suppose
M1 complet et M, séparé pour latopologie -adique. S I'homomor phisme de

k-espaces vectoriels M1 s M est surjectif, alors ¢ est surjectif.
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(i) Sous les mémes hypothéses, si de plus M> est plat sur R et ¢ est un isomor-
phisme de k-espaces vectoriels, alors ¢ est un isomorphisme de R-modules.

(i) Soient u : My — M> et v : M2 —> M3 des homomorphismes de R-
modulestelsque v o u = 0, on suppose M1 et M, complets, et M3 séparé pour
la topologie w-adique. On demande également que les modules M> et M3
soient platssur R, ¢'est-a-dire sanstorsion. S la suite de k-espaces vectoriels

0 — M; - M -2 Mz —> Oestexacte, il en est de méme de la suite de
R-modules
0—>M1—M>M2—U>M3—>O,

2.2. Une suite exacte de recollement

Pour X un R-schéma formel, on notera (/f') I'ensemble des points géné-
riques des composantes irréductiblesidddour simplifier, sid est uner-algébre
compléte pour la topologie-adique, on notera I¢A) := Irr (SpfA). SoitX un R-
schémaformel, de dimension 1, localement noethérien, pl& Soientxy, .. ., x,
des points fermés d&, et/ = X' \ {x1, ..., x,}. Le diagramme d& y-modules
ci-dessous est commutatif :

Oy ~—"— Oy o H@X,xq

q_
l/
! I \le
r

[] Oxe s, [T I] ©Oxxt

gelrr X 1=lecirOx v,

Proposition 2.2. Soient X' un schéma formel localement noethérien, de dimension
1, plat sur R, x1,...,x, despointsfermésde X et U/ := X' \ {x1,...,x}. Ona
alorsla suite exacte de O y-modules :

0—)0)(—>OMX1—[O)(X(]—>1_[ l—[ (@X,xq)g_)o
I=YecirOx )
ol A = (p, lo) estle morphisme diagonal et 6(g, { f;}) = (I3 o [1(g) — l2({ 4 })-

Remarque 2.3. Cette suite exacte apparait dans les travaux d’Harbater et Stevenson
([8, Section 1]) dans le contexte d’égale caractéristique.

Démongtration. On a6 o A = 0 par la commutativité du diagramme ci-dessus.
NotonsX (resp.U) la fibre spéciale d&’ (respi{). D’'aprés le Lemme 2.1, il suffit
de montrer que la suite ci-dessous obtenue en tensorisahegaexacte :

0—>Ox—>OUXH0qu—>H [ ©Oxy)f—0
1=1eein (Ox.y)
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CommeX est localement noethérien, il suffit de tester I'exactitude au niveau des
fibres complétées. La vérification est alors immédiate.

Exemple 2.4. Si X est le disque unité fermé standard, c’est-a-dire- Spf R{T},
etx := (7, T), on obtient |la suite exacte

0 — R{T} -2 R{T, T~} x R[[T]] = RI[TIHT"Y} —> 0.

Exemple 2.5. Si X est la couronne fermée standard d’'épaisseciest-a-dire¥ =

R{T1, T») ' . .
———— = etx := (7, Ty, T»), on obtient la suite exacte
(T1T2 — 7©)

R{Ty, T _ R[[Ty, T:
0 {T1 2} HR{T“Tll [[T1 2])]
(T2 — i=12 (T2 — 7°)
]—[ RITIT Y — 0
i=1,2

oud(fi1, f2, 8) = (f1— g, f2 — g) (avec les identifications évidentes en termes de
série de Laurent).

2.3. Construction d’un modéle avec épaisseurs fixées

Soit X une courbe nodale projective syron appelle modéle d&g sur R un
couple(X, ¢), ou X est unR-schéma propre et plat, ¢t: X xg k — Xg est un
isomorphisme dé-schémas.

Proposition 2.6.Soit X une courbe nodale projective sur k, S I'ensemble des
pointsferméssinguliersde X, et (ex)xcs unefamilled’ entiersstrictement positifs.
Il existe alors un modéle (X, ¢) de X sur R tel quel’ épaisseur de x dans X soit
ey, pour tout point x de S.

Démonstration. LorsqueXg est lisse suk, la proposition résulte du Corollaire 7.4
de [6, expose IlI]. Supposons a préseftirréductible. SoitXg la normalisée de
Xo, elle posséde un modé&(&, ¢) surR. Notons, pour dansS, x1 etxs les points
de X au-dessus de, etUp I'ouvert Xg\ S de Xo, qui s'identifie a un ouvert dEp.
Notons{ le sous-schéma formel ouvert dé(complété deX le long de la fibre
spéciale) qui correspond@. Si R[“—ﬂ et(Og x1 (Aﬂ) x (0% xz)(ﬂ) sont vus
comme faisceau gratte-ciel ene s, conS|derons I’'homomorphisme de faisceau
de R-modules suXg :

R X bx
0 : Oy x l—[ M - l_[((o)?,xl)(An) x (Of(,xz)(Aﬂ))

axby — mwex
xeS( rex ) xeSs

obtenu en identifiant((?;w1 g\ﬂ) (resp. (O3 o (n)) a R[[ax]]{a;l} (resp.
R[[bx]]{bx‘l}). Le Lemme 2.1 montre qué est surjectif. Son noyau, not8y
est un faisceau dr-algebres sur I'espace topologigie, et on voit que I'espace
localement anneléXo, O ) est unR-schéma formel propre et plat, de fibre spé-
ciale projective. C'est donc le complété d'Baschéma propre et plat le long de la
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fibre spéciale, qui fournit un modéle paXig. Si maintenant on ne suppose pXis
irréductible, soitS’ le sous-ensemble deformé desx qui appartiennent a deux
composantes irréductibles distincteg/gt’ouvert Xo\ §’, on choisit un modeld;
pour chaque composante irréductitig; de Xo. Comme ci-dessus, on construit
un homomorphisme surjectif de faisceauxiienodules suXg

Rlayx, by]]
U O, x 11 b —ne) g“om)% X O x)m)

dont le noyaw) y est un faisceau dR-algébres sur I'espace topologigkig. Le R-
schéma formel propre et pléXo, Oy) s'algébrise comme ci-dessus, et on obtient
ainsi le modéle désiré.o

Remarque 2.7. Le lecteur trouvera une preuve rigide dans [16, Lemme 6.3].

2.4. Principe local-global pour les revétements de courbes formelles

Soit f : Y — X un morphisme séparable fini entres courbes algébriques
sur k, connexes, affines, réduites. Soiantin point fermé deX et X’ I'ouvert
complémentaire du point. On suppos€&’ lisse surk, f étale au-dessus d¢ et
I'image réciproque de réduite a un point fermg. On se placera dans 'une des
deux situations suivantes :

(A) x (resp.y) est un point lisse d& (resp.Y).
Soientr (resp.z) une uniformisante d& (resp.Y) enx (resp.y). On suppose

Oy.y = kllz]] = k[[t11[z]/ (P (z))

ol P est un polynéme d’Eisenstein séparablefie]].
(B) x (resp.y) est un point double ordinaire dé(resp.Y),

o kl[t1, t21] . A kl[z1, z2]] Ox «lz1, 22]
Xy = ———— etOy, = = _— ,
' (z122) (P(z1), Q(z2), z122)

(t172)
oU P (resp.Q) estun polyndme d’Eisenstein séparabléfda ] (respk[[2]]).

Théoréme 2.8 (Principe local-global formel).Soit X un schéma formel affine
normal, plat et topol ogiquement de typefini sur R, defibre spéciale X. On note X’
I’ouvert de X’ correspondant & X’. La restriction de f au-dessus de X’ s étend de
maniére unique (& isomor phisme pres) en un revétement étale ' : )’ — X"

On se donne une Oy ,-algebre A finie, normale, R-plate et un diagramme
commutatif a lignes exactes :

i

0—— n@X,x @X,x OX,x 0
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() !l edstealorsunrevétementfini f: ) — X relevant f tel que ) est normal,
fler = f' et finduit 'extension Oy , —> A.

(i) S deplus f est galoisien de groupe de Galois G, et si A est munie d'une
actionde G desorteque A® = Oy, et quel’ homomorphisme de R-algébres
A — Oy, soit G-équivariant, le revétement f : ) —> X est galoisien, de
groupe de Galois G, relevant I’ action sur Y.

Démonstration. On commence par traiter le cas (A) :

() La R-algébre(@X x)@,) est isomorphe R[[T1{T~1}. C’est donc un anneau

de valuation discréte complet. Comm@o (OX x)(ﬂ) est fini sur(@X,x)(Aﬂ),

il est semi-local complet. On a de plus le dlagramme commutatif :

A modrn

484, (Ox.)t ™% Fr(y,) = k(2))

mod 7

Ox )y — = Fr(Ox,.) = k(1))

Il suit que A ®O (OX x)(n) est local complet, noethérien, d’'idéal maximal

engendré parr. Clest donc un anneau de valuation discrete complet. Boit
un polyndme unitaire deOX,x)(n)[X] relevantP € k((r))[X]. Lanneau local

A ®, (@X,x)@z) étant hensélien, la racinede P dansk((z)) se reléve en une
racineZ de P dansA ®6., (@X’X)(\n) L’homomorphisme deOX x) ) -algébres

Ox.)(pX1 PO
Py 80, Oxdm

qui envoieX sur Z est un isomorphisme : Il nous suffit d’appliquer le Lemme
2.1(ii), car c’est vrai au niveau résiduel par hypothese.

LanneauO()) @0 a7 (OX,X)(An) estfini sur((’)X,x)(An), donc semi-local com-
plet.

OO ®ow (Ox )y
()

~ 00V ®ow (Ox.) ()

OO ®gry OWX) o) (Ox )y
= O ®ox k(1))
= k((2))

LanneauD (Y )®ox7 (@X,x)(% estdoncenfaitlocal complet, noethérien, d’'idéal
maximal engendré par. C’est donc un anneau de valuation discrete complet.
Comme ci-dessus, on en déduit I’isomorphisme{(dg»,x)@,)—algébres

Ox.)(pX]

X)) OY) ®own (Ox x)r)
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qui envoieX sur Z’, ou Z' est une racine d@ dansO()’) ®ox ((’A)X’x)@r)
relevantz. A
Soitu := u o w1, C’est un isomorphisme cte@;(yx)fﬂ)-algébres :

~ m N
OV @0 Ox )iy = A®p.,  (Ox.)(x)-

Notonsf I'homomorphisme d& (X)-modules défini ci-dessous :

2] A
OV)xA — ABp, Ox)i)
(h',8) »uh'®l) —g®1

Remarquons qug est surjectif d'aprés le Lemme 2.1(i). On voit aisément que son
noyauA est une sou€?(X')-algébre d&)()’) x A. CommeA = O(Y) est fini sur
O(X) = O(X), lelemme (i) dit qued est fini surO(X). En particulier,A est topo-
logiquement de type fini sR. En vertu du Lemme 2.1(iii), les homomorphismes
canoniques ci-dessous sont des isomorphismes.

A®ow) OX) =0 et AQowx) Ox . =~ A

Le revétemeny : Y := SpfA — X convient.

(ii) Pour le cas galoisien, remarquons tout d’abord 4liest muni canoniquement
d’une action deG relevant I'action surX’. On en déduit une action dé sur
oY) ®ow (@X’X)(Aﬂ). Il suffit de voir que I'isomorphisme donné ci-dessus
est équivariant. Commge est égal a I'identité de((z)), il estG-équivariant. Ainsi,
sioc € G, u(o(Z")) = o(u(Z’)) modm. Comme tous deux sont des racines de
P, ils sont égaux, ce qui achéve la preuve de (ii).

Plagons nous a présent dans le cas (B) : On remarque quej peut, 2,
(Ox.x)) estisomorphe & l'algebr&[[7;11{7; *}. C'est donc un anneau de va-
luation discréte complet. Lanneai®y (Ox,x)), estfini surOx )7, donc
semi-local complet. On a de plus les diagrammes commutatifsipstl, 2 :

A8y, Oxn ™ k(@)

| |

mod

Ox. ) — = k((t:)

On en déduit comme dans le casA un isomorphism@@x)gi -algebres pour
i=12:
A Wi A
o) ®ox) (OX,X)Q. ~A B, (Ox,x)ﬁ,.-
Notonsé 'homomorphisme®@()’) x A -5 A ®6,, Ox.)) x A ®6,
(Ox.x)}, de A-modules défini par :

O((h',¢)=wi(f @D —g®@Lu2h’ 1) —g®1).
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On finit comme pour le cas A en considératit:= ker6d. Le revétementf :
Y = Spf. A — X convient. Le cas galoisien se traite comme dans le cas (A), en
montrant quess et w2 sont automatiquement équivariantsl

Remarque 2.9. Le cas (A) est traité par des méthodes rigides par B.Green et M. Ma-
tignon dans [3, (Il 1.1)]. Toujours dans ce cas, une preuve cohomologique a été
donnée par J. Bertin et A. Mézard ([1]).

Proposition 2.10.Soient o une involutionde Y, X = Y/{(c), y un point double
de Y fixe par o, au-dessus du point x. On suppose que o permute |es deux points
génériques de SpedDy,,, x est alorsrégulier. De plus, on peut trouver z1, z2, t =
R A kl[z1,
21+ 22 telsque Ox = kl[1]], Oy, = % eto(z) = 22
122
Soit X' un schéma formel affine normal, plat et topol ogiquement de type fini sur R,

de fibre spéciale X. Il existe alors un revétement 2-cyclique ) de X’ prolongeant
Y - X.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que I'on dispose d’un relévement local
équivariant évident (avecun entier strictement positif)

R[[Z1.Z5]] Mod 7 k[[z1.22]]
(Z1Z2—7¢) (z122)

R
mod

R[[T]] ——— kl[[]]

avecy(T) = Z1+ Zo,eto(Z1) = Z2,0(Z2) = Z;.

On noteX” I'ouvert deX’ correspondant &’. Comme ci-dessus, la restriction
de f au-dessus d&’ s’étend de maniére unique (& isomorphisme prés) en un
revétement étal¢’ : )’ — X", galoisien de groupér).

LanneauO()) ®o ) (@Xv‘)z\n) est fini sur(@X,x)(\n), donc semi-local

complet. Comme de plu®()') ®ox) (@X,x)(% = O(Y') ®ox) k(1) =
k((z1)) x k((z2)), O ®oxr) (@X‘x)fﬂ) est le produitd; x A, de deux an-
neaux locaux. En fait4; est uner-algebre qui est un anneau de valuation discréete
complet, d'uniformisanter, de corps résiduet((z;)), pouri = 1, 2. Il suit que

A; est isomorphe &2[[Z,<]]{Zl.‘1}. On noterau I'isomorphisme équivariant de
OO o Ox.)y surR[[Z11HZ7Y} x RI[Z211{Z; ) qui envoie un rele-
vementZ) dezy surZ; eto (Z7) (qui est un relevement dg) sur Z, . Notonse
I’'homomorphisme

R[[Z1, Z211 »

/ -1 -1
o) x ZiZs —79) —> R[[Z1]{Z{ "} x R[[Z2]{Z, "}

défini pard(g,h) = u(g ® 1) — (p1(h), ¢p2(h)), ou ¢; désigne l'injection ca-

. R[[Z1, Z _ L .
nomqueM — R[[Z:1{Z7Y}. Comme précédemment, on conclut en
. (Z1Z3 — 7€) '
considérant IaR-algebre kep. O
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3. Construction d’automorphismes de couronnes formelles

Le paragraphe précédent montre que pour construire un relévement formel sur
R d’'une courbe nodale suravec action d’'un groupe fini, on doit construire un
reléevement local pour la fibre formelle d’'un point ferméixe sous l'action du
groupe. Une telle fibre formelle est un disque forme} sist un point lisse et une
couronne formelle sy est un point double. Le cas des disques formels a été traité
dans [3]. Ici, nous montrons comment les résultats de reléevement local contenus
dans loc. cit. permettent d’obtenir des résultats de relévement local pour des groupes
cycliques ou diédraux agissant sur un point double, en utilisant des méthodes de
recollement formel.

3.1. Compléments sur le relévement lisse

Pour la construction de reléevements locaux galoisiens pour un point double,
nous aurons besoin d’'ajuster convenablement des relévements locaux pour chacune
des deux branches du point double. C’est le réle du lemme qui suit :

Lemme 3.1.Notons Ky le corps des fractions de W (k). On suppose |’ extension
K /Ko galoisienne. Soient  un entier supérieur a1 et & un automorphismed’ ordre
p" dek[[z]]. Sil existe un automorphisme d’ ordre p” de R[[Z]] fixant O et relevant
o, alors pour toute racine primitive p”-ieme de I’ unité ;“(lr) dans K92, il existe un

automorphismeo d'ordre p” de R[[Z]], fixantOetrelevant 7, tel quej—;(O) = ;“(lr).

Démonstration. Le groupe de Galois Gak ¢/ Ko) agit sur 'ensemble des auto-
morphismesr d’ordre p” de R[[Z]] fixant O par I'action sur les coefficients de la
sérieo (Z). De plus, sit € Gal(K%¢/Kp), on ac® = 6. Comme Galk %8 /Kp)
permute transitivement les racines primitiygsiémes de 'unité, on en déduit le
résultat annoncé.o

Par ailleurs, nous aurons besoin du lemme ci-dessous, qui établit la linéarisabi-
lité locale de I'action d’'un automorphisme d’ordre une puissangealevoisinage
d’un point fixe.

Lemme 3.2.S0it o un R-automorphisme d ordre p” de R[[Z]], fixant 0. Il existe
p dans K, avec vk (p) > 0, une racine primitive p”-iéme de I'unité g(lr) et un
. Z . .
paramétre Z' de R{—} telsque o (Z’) = g(lr)Z’. Autrement dit, o est linéarisable

PO
sur un sous-disque fermé de centre 0.

Démonstration. NotonsB := R[[Z]], A := R[[Z]]° = R[[T]]. LUextension de
corpsFr B/ FrA estdonnée, d’aprés la théorie de Kummer, par une équiation:
u,0lu € A, i # 0. Sionrestreint le disque a un sous-disque fermé (de paramétre

Z .
Zo = —)centréen 0, onau®{Zp}° = R{Tp} pourunTyconvenable (parexemple

0

la norme deZp). Si la valuation de est suffisamment grande, 0 est le seul point de
ramification, on peut alors supposer qug'écrity = Tg’(1+ Y -0 Ty), avec

vk (a,) > 0 pour toutv > 0 et(k, p) = 1. En utilisant Bezout, on peut supposer
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h = 1, et finalement, quitte a changer le param&y,equeu = Tp. Mais (I;{pj;oi[;;])
est intégralement clos et contenu d&{% o}, donc finalementR{Zp} = (’;{;01[;0])

etZ’ .= Y est un parameétre de{Zy} qui convient. O

Remarque 3.3. La preuve ci-dessus montre que st 1 et sioc posséde un unique
point fixe, I'automorphismer est linéarisable suR[[Z]], on retrouve ainsi la
proposition 6.2.1 de [4]. C’est une question ouverte de savoir si, pourl, le
résultat est encore vrai : La remarque 6.2.2 de [4] semble erronée. Toutefois, si

o posséde un unique point fixe, alerest encore linéarisable sRf[Z]].

3.2. Relévement local cyclique pour les points doubles

Proposition 3.4.(i) Pour tout entier » > 1, quitte a faire une extension finie de
K, il existeun entier ¢ > 1 et un automorphisme d'ordre p” de C, qui induit
un automor phisme d’ ordre p” de chaque branche de C, .

k
(i) S o est unautomorphisme de SpecM, ne permutant pasles branches

(z122
du point double, qui induit un automorphisme d’ordre p” (1 < r < 2) de

chaque branche, alors, quitte a faire une extension finie de K, il existe un

entier ¢ > 1 et un R-automorphisme o d'ordre p” de C, qui induit 6 sur

Cos = Speck[[zl’ z2]] .
(z122)

Démonstration. Soitr > 1, on fixe une racine primitive”-iéme de l'unitéz
dansk /¢, On considére deuR-automorphismes; eto» d’ordre p” deD fixant

0, on supposera les points @, (resp.Fy,) rationnels sutk. Pouri = 1,2, il

. . . . doj -1 .
existe un uniqué; inversible dansZ/p’"7Z) tel qued—;(O) = g(};’) . D'apres le

lemme qui précéde, il existe un paraméeiffied’un sous-disque fermd; := {w €
. Bt .
Dlvg (w) > ¢;} de D := Dk centré en 0 tel que; (W;) = 5(/) W;. En utilisant
le Lemme 3.1, on peut supposer que= —h» (noter ques, ne change pas). On
construit alors un automorphisme d’une couronne formelle de la fagon suivante :

. . . . R{Wy, W
Soiteg un entier positif ou nul, notong I'automorphisme d (W1, We)
(W1 W2 — me0)
-1 -1

défini parog(W1) = g(}g W1, og(Wo) = ;gﬁ W». Notons, pouri = 1,2, j;

. . RI[Z;: 11X} 1, 1, o . B

linclusion ————— — R{X;, X; "} = R{W;, W, "} (ou X; s'écrit X; =

(ZiX; —mei) ! '
. R[[Z; 1 X;

W (1 + wg) dansR{X;, X:"1}). On munit, pouri = 1, 2, M (resp.
' ! (ZiXi — )
R{W1, W} !

——— =), d'une structure deR[Z/p"Z]-module parl.f; := o; f; (resp.

(Wle_nm)) [Z/p"Z) parl.fi := o; fi (resp

l.fo:= Ol‘lfO) pour! € Z/p”"7Z. On définit alors un morphisme
_ RIZ1]1{ X1} o R[[Z2]1{ X2} o« R{W1, W2}
C(Z1X1—mer)  (ZoXo—me2)  (WiWa — 7o)
— R{W1, WY} x R{Wp, Wyt
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Fig. 3. Construction d’ un automorphisme de couronnes par recollement

de R[Z/p"Z]-modules par 6( f1, f2, fo) = (j1(f1) — fo, j2(f2) — fo). Onobtient
ainsi une structure de R[Z/ p" Z]-module sur le noyau de 0, qui s'identifie au R-
RI[[Z3, Z5]]

(Zfl.Z/Z _ neo+61+ez)
kllz1, z21]

(z122 o _
avece = ep+ e1+ e2). On en déduit un automorphismed’ ordre p” d’ une couronne
formelle d’épaisseur e qui induit 5.

module . (En effet, on vérifie aisément que ker 6 est égal a

, et donc par leLemme 2.1 (i), on montre que ker 6 est isomorphea A.,

Corollaire 3.5. On considére des entiersa et n, avec 1 < a < 2 et (n, p) =

. . k[[z1,
1. Soit & un automorphisme d’ordre p%n de [Lza, z1]

- ne permutant pas les
2122
branches, induisant un automor phismed’ ordre p“n de chaque branche. On suppose

de plus que 7* agit de maniére kummérienne, ¢’ est & dire que quitte & changer
de paramétres (z1, z2), 67 (z1) = 0z1 et 57" (z0) = 61z, 00 6 est une racine
primitive n-iéme del’ unité dans k. Alors, quitte a faire une extension finiede K, &
sereléve en un automorphismed’ ordre p“n deC,, pour unentier e > 1 convenable.
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Démonstration. Comme 57" agit de maniére kummérienne, quitte & changer de

paramétres, on peut supposer 57 (z1) = 0z1 et 57" (z2) = 61z, ol 6 est une

racine primitive n-iéme de I’ unité dans R. Le sous-anneau de Hlza, 2211 formé

L (z122)
M, ou x; = z. L'automorphisme
(x1x2)

N . kl[x1, .
o induit un automorphisme 7 d’ordre p“ de M Cet automorphisme se

des ééments fixes sous 57 et alors

reléve alors en un automorphisme t d ordre p¢ de —————— , pour un entier
: . e (X1Xp — ")
e convenable (quitte afaire une extension finie de K). Ecrivons

1(X1) = X1(L+ b + ) (@ X] +aX3").

v>0
. R R[[Z1, Z . N . .
Considérons la R-algébre M ou Z; releve z; pour i = 1, 2. En identi-
(Z1Z2 — 7°)
. R[[X1, X R[[Z1,Z
fiant X; = Z%, M est un sous-anneau de M Posons
(X1 Xo —mem) (Z1Z5 — m®)

~ _ 1
#(Z1) = Z1(l+ b+ Y (@ Z)’ +a_,Z3"")",

v>0

7 prolonge aors t et est d ordre p“. De plus T commute avec I’ automorphisme
w d' ordre n défini par 1(Z1) = 6Z1. Par suite, le groupe engendré par T et u est
cyclique d’ ordre p“n, et un générateur convenablereléves. 0O

3.3. Relévement local pour le groupe diédral

Soit D le groupe diédral d’ordre 2np”, ou n est un entier premier & p et r un
entier inférieur ou égal a2. Le groupe D admet une présentation

D=(o,tlc"” =1,t°=1Ltor=0"1).

Les méthodes formelles ci-dessus permettent encore de construire un relévement
d une action de D sur un point double :

. . Y - k b
Proposition 3.6.0n considére une action de D sur Spec [[Zl—Z)Z]] telle que =

2122
permute les branches du point double, o les fixe, et o induit un automorphisme

d ordre np” de chaque branche. Alors, I'action de D se reléve en une action de D
sur une couronne formelle sur R := W (k)[¢-)] o’ épaisseur paire, ou (. est une
racine primitive p”-ieme de I’ unité.

Démonstration. L'action de D peut sécrire, pour un bon choix de coordonnées
(z1,22), T21 = 22, 0(z1) = f(z1), OU f(x) € k[[x]] est une série qui définit un
automorphisme d ordre np” de k[[x]]. Remarquons que cette écriture et larelation
ot = o~ L entrainent que |’ action du groupe cyclique engendré par o est kummé-
rienne. On peut relever lasérie f en une série qui définit un automorphisme d’ ordre
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np” de R[[X]], encore noté o et qui fixe 0. Il existe alors un sous-disque fermé
formel Spec R{ X} de Spec R[[X]], centréen O, fixé par o, tel que o (Xo) = uXo,
ou u est uneracine primitive np”-ieme de I’ unité dans R. Notons ¢ I'épaisseur de
la couronne formelle “complémentaire’. On en déduit de maniére analogue a la
preuve de 3.2 une suite exacte de R-modules

RI[Z1, Z2]] e ” .
Giza ey ~ RUXNE) X RIVIS) = R(Xo, Xg 1) — O

En fait, le morphisme surjectif est équivariant sous I’action de D, si on munit

le R-module du milieu de I'action o (g(X), h(Y)) = (g(o (X)), h(c~1(Y)) et

7(X) =Y. Onobtient ainsi une action de D sur le disque formel (d'épaisseur 2¢)
R[[Z1, Z5]]

(Z1Z2 — m%)

qui reléve |’ action de D sur le point double. O

Spec

3.4. Application au relévement galoisien

On considéere une courbe algébrique Y sur k, propre, connexe, nodale, muni
d’un sous-groupe fini G de Aut Y, opérant librement sur un ouvert dense. Soit
y un point double de Y, de stabilisateur I, cyclique. Le sous-groupe H, de I,
formé des automorphismes ne permutant pas les branches analytiques du point
double y et d'ordre premier a p est muni de deux caractéres x, 1, xy,2 : Hy —
k* correspondant a I’ action de H, sur I’espace tangent en y. Suivant [16], on
dira que I'action de G sur Y est kummérienne si, pour tout point double y de
Y, de stabilisateur cyclique, on a x,,1x,,2 = 1. Cette définition coincide avec la
précédente lorsgue G est cyclique d’ ordre premier a p.

Théoréme 3.7.Supposons |’ action de G kummérienne et que pour un point fermé

ydeYp:

1. S yestunpoint lisse, legrouped'inertie I, de y est cycliqued’ ordren(y)p’™ ™,
avec (n(y),p) =1et0=<r(y) =2

2. Sy est un point double, on a alors (i) ou bien (ii) :
(i) Legroupedinertie I, de y est cyclique d’ ordre n(y)p”® et I'action de I,
sur les branches est triviale.
(i) Legrouped inertie I, de y est diédral d’ ordre 2n(y) p"», avec (n(y), p) =
let0 < r(y) < 2, deprésentation
Iy, = (o, T|U"(y)pr(y) =11°=1t0t =0 ).
Les branches du point double y sont permutées par 7 €t o induit un auto-
morphisme d’ ordre n(y) p" ) de chacune des deux branches.

Quitte a faire une extension finie de K, il existe un R-schéma ) normal, propre,
plat, de fibre spéciale Y, de fibre générique lisse et géométriquement connexe sur
K, muni d’une action de G relevant cellesur Y.
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Démonstration. Soit X := Y/G lequotient de Y par G. C'est encore une courbe
nodale (voir [11, Prop. 4.2]). Notons B I'ensemble des points de branchement
dans X du morphisme quotient f : ¥ — X, et Ram |’ensemble des points de
ramification de f. On choisit, pour x € B, un point y, de Ram tel que f(y,) = x.
Soit By (resp. B2, B3 ) le sous-ensemble de X formé des x tels que y, soit un
point lissede Y (resp. un point double d'inertie cyclique, un point double d'inertie
diédrale). Remarquons que pour x dans By U B3z (resp. B2), x est un point lisse de
X (resp. x est un point double de X).
Pour x dans B, il existe un relévement loca

IyX e AutR Ax

Ny

Auty, Oy,yx

ou A, est isomorphe a R[[Z]] S x appartient & By et A, est isomorphe a
Rl[Z1, Z5]]
(Z1Z3 — %)

qui est de plus pair pour x dans Ba.

Pour x un point de B, on note U, unvoisinage affinede x dans X, inclusdansla
réunion des composantes irréductibles de X qui contiennent x, et V, := 771(Ux).
Onnote U I'ouvertdense X \ B et V := 7 ~(U).

D’apres 2.6, il existeun R-schéma X’ propre et plat, normal, de fibre générique
lisse sur K, defibre spéciale X, dont I'épaisseur au point double x de By est pe,.
On notera X’ le R-schémaformel complété de X’ lelong de safibre spéciale, et U4,
' ouvert de X correspondant a U, pour x dans B.

Pour x dans B, il existe un morphisme éale U; — U, (qu’on peut supposer
surjectif, quitte & restreindre U,) tel que le morphisme V. — U/ obtenu par
changement de base & partir de V, — U, soit décomposg, ie V| = IndG Wi,
ou W est la composante connexe de Vv, contenant I’ unique point au- d%sus de
V- En utilisant les relévements locaux ChOISlS et le Théoréme 2.8, on construit un
relévement W, — U, de?lW, compatible avec I’ action de I,

Posons dors V., := IndG W;. C'est un relévement de f v, compatible avec
I’action de G. Un argument de descente étale (voir [2, Lemme 3.6]) permet alors

de construire un relévement V, — Uy, galoisien de groupe G, de V, — Uy.
L' unicité du relévement du lieu étale nous permet de recoller cesrelévementsen un

pour x dans B2 U B3, 0U e, est un entier supérieur ou égal a 1,

relévement 4, X de’f, galoisien degroupe G. Comme f est propre, lethéoréme
d’ algébrisation des fai sceaux cohérents ([5, Corollaire 5.1.6]) permet de construire
une O y-algebrecohérente A dont lecomplétés’identifiealaO ;-algebrecohérente

(9 . Posonsaors ) := Spec.A. L'action du groupe G sur Y sereléve de maniére
unlque en uneaction de G sur ). Lecouple (), G) corvient. O
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