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Abstract. Let R be a complete discrete valuation ring of mixed characteristics, with alge-
braically closed residue fieldk. We study the existence problem of equivariant liftings toR

of Galois covers of nodal curves overk. Using formal geometry, we show that this problem is
actually a local one. We apply this local-to-global principle to obtain new results concerning
the existence of such liftings.

On fixe un corps algébriquement closk de caractéristiquep > 0, etR un anneau de
valuation discrète complet de corps résiduelk. On noteK le corps des fractions de
R, de caractéristique nulle. SoitY0 une courbe algébrique projective surk nodale
(c’est-à-dire connexe, réduite, avec pour uniques singularités des points doubles
ordinaires), nous appellerons modèle deY0 surR un couple(Y, ψ), où Y est un
schéma normal, propre et plat surR, de fibre générique lisse et géométriquement
connexe surK, etψ : Y ×R k → Y0 est un isomorphisme dek-schémas. Dans ce
travail, nous étudions la question suivante :

SiG est un groupe fini dek-automorphismes deY0, agissant librement sur un
ouvert dense, existe-t’il un triplet(Y, ψ, ρ), où :

– (Y, ψ) est un modèle deY0 surR.

– ρ : G → AutR Y est un homomorphisme injectif qui fait commuter le dia-
gramme :

G
ρ ��

����
��

��
��

� AutR Y

��
Autk Y0

(où la flèche verticale associe à un automorphismeσ de AutR Y l’automorphisme
ψ ◦ σ|Y×Rk ◦ ψ−1.)

Soit (Y, ψ, ρ) un tel relèvement, le quotientX := Y/G est une courbe propre
surR, de fibre générique lisse surK, et de fibre spéciale nodaleX0 := Y0/G. Ainsi
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le morphisme quotientf : Y → X est un relèvementG-galoisien du revêtement
f0 : Y0 → X0.

Si le morphisme quotientf0 : Y0 → X0 est étale, et si(X, φ) est un modèle
deX0 surR, il résulte de la théorie du groupe fondamental de Grothendieck qu’il
existe un unique revêtement étaleG-galoisienY → X de fibre spécialef0. Les
obstructions au relèvement sont donc liés à la ramification du morphismef0. En fait,
siY0 (et doncX0) est une courbe lisse, le résultat précédant s’étend au cas oùf0 est
modérément ramifié. Toutefois, la ramification modérée impose des obstructions au
relèvement local des points doubles : On doit supposer l’action deG kummérienne
(voir [16, Théorème 5.7]).

Si f0 est sauvagement ramifié, il est nécessaire de faire des hypothèses sur les
sous-groupes d’inertie pour obtenir des énoncés de relèvement. Par exemple, B.
Green et M. Matignon ont montré que si la courbeY0 est lisse, si(X, φ) est un
modèle deX0 surR, et si les groupes d’inertie sont tous cycliques dep-exposant
inférieur ou égal à 2, il existe un revêtementf : Y → X galoisien de groupeG qui
relèvef0. En revanche, il n’y a plus unicité du relèvement lorsqueX est fixé. Par
ailleurs, une conjecture due à Oort ([12,13]) dit que si la courbeY0 est lisse et si les
groupes d’inertie sont tous cycliques, il existe un relèvement sur unR convenable.
Dans ce travail, nous montrons le résultat suivant :

Théorème. Supposons l’action de G kummérienne et que pour un point fermé y
de Y0 :

1. Si y est un point lisse, le groupe d’inertie Iy de y est cyclique d’ordre n(y)pr(y),
avec (n(y), p) = 1 et 0 ≤ r(y) ≤ 2.

2. Si y est un point double, on a alors (i) ou bien (ii) :

(i) Le groupe d’inertie Iy de y est cyclique d’ordre n(y)pr(y) et l’action de Iy
sur les branches est triviale.

(ii) Le groupe d’inertie Iy de y est diédral d’ordre 2n(y)pr(y), avec (n(y), p) =
1 et 0 ≤ r(y) ≤ 2, de présentation

Iy = 〈σ, τ |σn(y)pr(y) = 1, τ2 = 1, τστ = σ−1〉.
Les branches du point double y sont permutées par τ et σ induit un auto-
morphisme d’ordre n(y)pr(y) de chacune des deux branches.

Alors, quitte à faire une extension finie de K , il existe un relèvement de (Y0,G).

Green et Matignon ont étudié le cas des courbes lisses à l’aide des méthodes
de la géométrie rigide. Nous utilisons ici la géométrie formelle, qui est sans doute
mieux adaptée aux questions concernant les modèles entiers (on pourra consulter
[15] pour la comparaison des deux théories). Plus précisément, nous nous sommes
amplement inspiré du recollement formel (formal patching) à la Harbater (voir [7]
et [8]). On en déduit un principe local-global formel, qui montre que le problème
de relèvement galoisien est essentiellement de nature locale. On est ainsi ramené à
construire des actions de groupes sur les disques et les couronnes formels.

La première partie consiste en quelques rappels sur la géométrie des disques et
des couronnes formels. La seconde présente les méthodes de recollement formel.
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En application, on déduit l’existence d’un modèle à épaisseurs fixées surR pour
toute courbe nodale projective. Nous montrons ensuite le principe local-global
formel. Dans une troisième partie, nous construisons des relèvements locaux pour
certaines actions de groupe sur un point double. La quatrième partie est consacrée
à la démonstration du théorème de relèvement énoncé plus haut.

Ce travail constitue une partie des résultats de ma thèse ([9]), dont certains ont
été annoncés dans ([10]). Dans un article ultérieur, nous étudierons la structure
des automorphismes d’ordrep du disque formel surR (à la suite de [4]) et nous
montrerons comment la géométrie formelle permet également de construire des
automorphismes de disques ou de couronnes formels.

Nous utiliserons constamment les notations suivantes :

– π désigne une uniformisante deR.

– SiM est unR-module, on noteM le k-espace vectorielM ⊗R k.

– SiA est uneR-algèbre,AK (resp.Ā) désigneA⊗R K (resp.A⊗R k), et pour
un idéal premierp deA, on noteÂp = A∧

p le complété deAp pour la topologie
p-adique.

– Si T1, . . . , Tn sont des indéterminées, on noteR{T1, . . . , Tn} la R-algèbre des
séries restreintes, c’est-à-dire la sous-R-algèbre deR[[T1, . . . , Tn]] formée des
séries ∑

(ν1,...,νn)∈Nn

aν1,...,νnT
ν1
1 . . . T νnn telles que lim

ν1+···+νn→+∞ aν1,...,νn = 0.

– On désigne parR[[T ]]{T −1} la R-algèbre des séries de Laurentf :=∑
ν∈Z

aνT
ν , à coefficients dansR, avec limν→−∞ aν = 0. C’est un anneau

de valuation discrète complet, d’uniformisanteπ et de corps résiduelk((t)).

1. Disques et couronnes formels

1.1. Quelques définitions et rappels

Définition 1.1. SoitX unR-schéma etx un point fermé de la fibre spéciale deX, on
appelle fibre formelle deX au pointx leR-schéma affineF(X, x) := SpecÔX,x ,
où ÔX,x désigne le complété de l’anneau local deX enx.

SoitX une courbe plate et de type fini surR, de fibre générique lisse surK.
Si x est un point lisse de la fibre spéciale deX, le complété de l’anneau local de
X enx est isomorphe à laR-algèbreR[[Z]] des séries formelles en une variable
à coefficients dansR. Si maintenantx est un point double ordinaire de la fibre
spéciale deX, il existe un entiere strictement positif, qu’on appelleépaisseurdu
point doublex, tel que le complété de l’anneau local deX enx est isomorphe à la

R-algèbre
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)

. Ceci nous conduit à poser les définitions suivantes :

Définition 1.2. On appelledisque formelsurR leR-schémaD := SpecR[[Z]] et

couronne formelle d’épaisseure ∈ N>0 leR-schémaCe := Spec
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)

.
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1.2. Géométrie du disque formel

Le disque formel surR est unR-schéma lisse. Sa fibre spéciale est le germe
analytique d’un point lisse d’une courbe algébrique surk. Considérons le disque
D := {z ∈ Ka|vK(z) > 0}, sif appartient àR[[Z]], pour tout pointz deD, la série
f (z) converge. On obtient alors une application%D deD dans la fibre générique
deD, qui àz associe l’idéal premier formé desf dansR[[Z]] qui s’annulent enz.

Lemme 1.3.L’application%D induit une bijection deD/GK sur la fibre générique
de D.

.

Fibre génériqueDK Fibre spécialeDk

Fig. 1. Le disque formelD surR

Soitd un entier strictement positif. Rappelons qu’un polynôme
d∑
i=0

ciZ
i unitaire

de degréd à coefficients dansR est dit distingué siπ diviseci pour 0≤ i < d.

Démonstration. Soitp un idéal premier deR[[Z]] ne contenant pasπ , le théorème
de préparation de Weierstrass entraîne quep est principal, engendré par un po-
lynôme distingué irréductibleP . Si z est une racine deP dansKa , z appartient à
D carP est distingué, et%D(z) = p. Ainsi %D est surjective. Par ailleurs, il est
clair que%D passe au quotient. De plus, siz′ appartient àD et%D(z′) = p, alors
z′ est une racine deP et doncz′ est un conjugué dez sous l’action deGK . ��
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1.3. Géométrie de la couronne formelle d’épaisseur e

L’anneauAe := R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)

est local complet, d’idéal maximal(π, Z1, Z2),

intègre, noethérien et de dimension 2. Un élémentf deAe s’écrit de manière unique
comme une série de Laurent à coefficients dansR

(∗) f :=
∑
ν≥0

aνZ
ν
1 +

∑
ν>0

a−νZν2.

Cette remarque conduit à la

Définition 1.4. On appellecoordonnée de Laurentsur la couronne formelle d’é-

paisseure un élémentZ deAe tel que
πe

Z
appartienne àAe et, pour toutf dans

Ae, il existe une unique famille(aν)ν∈Z telle que

f := a0 +
∑
ν>0

(
aνZ

ν + a−ν
(πe
Z

)ν)
.

Autrement dit, siZ′ := πe

Z
, on aAe = R[[Z,Z′]]

(ZZ′ − πe)
.

Définition 1.5. On appellerabord de la couronne formelle le point générique d’une
composante irréductible de la fibre spéciale deCe. Une couronne formelle possède
donc deux bords. SiZ est une coordonnée de Laurent surCe, alors l’idéal premier

pZ :=
(
π,
πe

Z

)
deAe est un bord deCe. On dira quepZ est le bord correspondant

àZ.
Si η est un bord, l’anneau localOCe,η est un anneau de valuation discrète,

d’uniformisanteπ . On noteravη la valuation correspondante du corps des fractions
Ke de Ae qui prolongevK . Le corps résiduel de(Ke, vη) est un corps de séries
de Laurent en une variable surk, qu’on noterak((η)). SiZ est une coordonnée de
Laurent avecη = pZ, on notera égalementvZ = vη ; on a alorsk((η)) = k((z)),
où z = Z mod π . On vérifie que sif appartient àAe, f = a0 + ∑

ν>0(aνZ
ν+

a−ν(π
e

Z
)ν), alors

vZ(f ) = min
ν∈Z

(vK(aν)+ emax(0;−ν)).

On remarquera que le complété deOCe,η s’identifie àR[[Z]]{Z−1}.
Le corps résiduelk((η)) de (Ke, vη) est muni d’une valuation discrète ordη,

normalisée de façon à ce qu’une uniformisante dek((η)) ait pour valuation 1. Si
f est non nul dansKe, f s’écrit de manière uniquef = πvη(f )f0, avecf0 dans
OCe,η. On note alors ordη(f ) := ordη(f̄0), où f̄0 est l’image résiduelle def0 dans
k((η)). SiZ est une coordonnée de Laurent correspondant au bordη, on vérifie que

pourf = a0 + ∑
ν>0

(
aνZ

ν + a−ν
(
πe

Z

)ν)
,

ord
Z
(f ) := ord

η
(f ) = min{ν ∈ Z|vK(aν)+ emax(0;−ν) = vZ(f )}.
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L’applicationwZ : Ke → Z×Z∪ {∞}, qui àf non nul associe(vη(f ),ordη(f ))
est une valuation de rang 2, de corps résiduelk, en munissantZ × Z de l’ordre
lexicographique.

Comme pour le disque formel, le point clef pour comprendre la géométrie de la
fibre générique d’une couronne formelle est une version adéquate du théorème de
préparation de Weierstrass, que nous donnons ci-dessous :

Lemme 1.6.Soient Z une coordonnée de Laurent de Ce, Z′ = πe

Z
, et f ∈ Ae,

non inversible, avec vZ′(f ) = 0, (en particulier, ordZ′(f ) > 0) ; il existe alors un
polynôme distingué P à coefficients dans R et un inversible U de Ae, tels que :

ZordZ′ (f )f = πvZ(f )P (Z)U.

De plus, le degré de P est alors ordZ(f )+ ordZ′(f ).

Nous donnons une preuve de ce résultat, par manque de référence adéquate dans
la littérature.

Démonstration. Posonsν0 := ordZ′(f ), on définit les endomorphismes deAe

R-linéairesω, ϕ, pr>0, pr≤0 par :

– ω(
∑
ν≥0 bνZ

ν + ∑
ν>0 b−νZ′ν) := ∑

ν≥0 b−(ν+ν0)Z
′ν

– ϕ(
∑
ν≥0 bνZ

ν + ∑
ν>0 b−νZ′ν) := ∑

ν≥0 bνZ
ν + ∑

0<ν<ν0
b−νZ′ν

– pr>0(
∑
ν≥0 bνZ

ν + ∑
ν>0 b−νZ′ν) := ∑

ν>0 bνZ
ν

– pr≤0 := idAe
− pr>0

Remarquons que, pour toutg ∈ Ae, g = ϕ(g)+ Z′ν0ω(g). Montrons qu’il existe
q ∈ Ae tel queω(qf ) = 1. Pourf dansAe,ω(qf ) = ω(qϕ(f ))+ω(Z′ν0qω(f )).
Or, sih ∈ Ae, ω(Z

′ν0h) = pr≤0(h). Il suit :

∀q ∈ Ae ω(qf ) = qω(f )+ ω(qϕ(f ))− pr>0(qω(f )).

Soit θ : Ae → Ae l’opérateurω ◦ ϕ(f )
ω(f )

− pr>0, l’élémentω(f ) étant inversible
dansAe, trouverq tel queω(qf ) = 1 revient à trouverW := qω(f ) tel que
(idAe

+ θ)(W) = 1. Par définition deν0, ϕ(f ) ∈ (π, Z), donc ϕ(f )
ω(f )

Ae ⊂ (π, Z).

Posonsδ := ω ◦ ϕ(f )
ω(f )

. On aθ(1) = δ(1). Commepr>0 ◦ ω = 0, il suit par

récurrence surn que pour tout entier positifn, θn(1) = δn(1). Ecrivons ϕ(f )
ω(f )

:=
πf1+Zf2,ω(Zf2) est divisible parπe dansAe. Doncδ(1) ∈ πAe. Par récurrence
surn ∈ N, θn(1) = δn(1) ∈ πnAe. Posons alorsW := ∑

h≥0(−1)hθ◦h(1). On a
(idAe

+ θ)(W) = 1. Soitq := Wω(f )−1. On a alorsω(qf ) = 1. En regardant
le coefficient deZ′ν0 dansqf , on en déduit aisément queq est inversible. Donc,
f = q−1h, où les coefficients deZ′ν pour ν > ν0 dansh sont tous nuls, i.e.
Zν0h ∈ R[[Z]]. Le théorème de préparation de Weierstrass dansR[[Z]] permet
donc d’écrireZν0h = πrPu1, avecr ∈ N,u1 inversible et P un polynôme distingué.
SiU := q−1u1, on aZν0f = πrPU . CommeP est unitaire enZ, on avZ(P ) = 0.
DoncvZ(f ) = r. De plus, le degré deP vaut :

deg(P ) = ord
Z
(P ) = ord

Z
(f )+ ν0 = ord

Z
(f )+ ord

Z′ (f ). ��
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NotonsCe := {z ∈ Ka|0< vK(z) < e}, le choix d’une coordonnée de Laurent
Z surCe permet de définir une application%Ce deCe dans la fibre générique deCe
par%Ce (z) := {f ∈ Ae|f (z) = 0}.
Corollaire 1.7. L’anneau Ae⊗RK est principal. De plus, l’application%Ce induit
une bijection de Ce/GK dans la fibre générique de Ce.

.

Fibre spécialeCe,kFibre génériqueCe,K

Fig. 2. La couronne formelleCe surR

2. Techniques de recollement formel

Considérons uneR-courbe formelle nodaleX , si x est un point fermé de la
fibre spécialeXk := X ×R k, X peut alors être vue comme recollement de la fibre
formelle dex et de l’ouvertX \{x}. Les données du recollement sont inscrites dans
une suite exacte deR-modules (2.2). Cette remarque est le point de départ d’une
technique de construction de relèvements surR de revêtements de courbes nodales
surk (2.8).

2.1. Un lemme d’algèbre topologique

Le lemme suivant, de preuve immédiate, sera utilisé constamment dans la suite.
On fixe une uniformisanteπ deR. Par unR-moduleM complet pour la topologieπ -
adique, nous sous-entendrons ici un module séparé et complet. Pour toutR-module
M, on désigne parM le k-espace vectorielM ⊗R k.

Lemme 2.1.(i) SoitM1
φ−→ M2 un homomorphisme de R-modules, on suppose

M1 complet etM2 séparé pour la topologie π -adique. Si l’homomorphisme de

k-espaces vectoriels M1
φ−→ M2 est surjectif, alors φ est surjectif.
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(ii) Sous les mêmes hypothèses, si de plus M2 est plat sur R et φ est un isomor-
phisme de k-espaces vectoriels, alors φ est un isomorphisme de R-modules.

(iii) Soient u : M1 −→ M2 et v : M2 −→ M3 des homomorphismes de R-
modules tels que v ◦u = 0, on supposeM1 etM2 complets, etM3 séparé pour
la topologie π -adique. On demande également que les modules M2 et M3
soient plats sur R, c’est-à-dire sans torsion. Si la suite de k-espaces vectoriels

0 −→ M1
u−→ M2

v−→ M3 −→ 0 est exacte, il en est de même de la suite de
R-modules

0 −→ M1
u−→ M2

v−→ M3 −→ 0.

2.2. Une suite exacte de recollement

PourX un R-schéma formel, on notera Irr(X ) l’ensemble des points géné-
riques des composantes irréductibles deX . Pour simplifier, siA est uneR-algèbre
complète pour la topologieπ -adique, on notera Irr(A) := Irr(SpfA). SoitX unR-
schéma formel, de dimension 1, localement noethérien, plat surR. Soientx1, . . . , xr
des points fermés deX , etU = X \ {x1, . . . , xr}. Le diagramme deOX -modules
ci-dessous est commutatif :

OU

l′1

���
��

��
��

��
��

� OX
ρ�� l0 ��

l1

��

r∏
q=1

ÔX ,xq

l2
��

∏
ξ∈ Irr X

ÔX ,ξ l3 ��

r∏
q=1

∏

ξ∈ Irr(ÔX ,xq )

(ÔX ,xq )
∧
ξ

Proposition 2.2.Soient X un schéma formel localement noethérien, de dimension
1, plat sur R, x1, . . . , xr des points fermés de X et U := X \ {x1, . . . , xr}. On a
alors la suite exacte de OX -modules :

0 → OX
;→ OU ×

r∏
q=1

ÔX ,xq
θ→

r∏
q=1

∏

ξ∈ Irr(ÔX ,xq )

(ÔX ,xq )
∧
ξ → 0

où ; = (ρ, l0) est le morphisme diagonal et θ(g, {fq}) = (l3 ◦ l′1(g)− l2({fq})).
Remarque 2.3. Cette suite exacte apparait dans les travaux d’Harbater et Stevenson
([8, Section 1]) dans le contexte d’égale caractéristique.

Démonstration. On aθ ◦ ; = 0 par la commutativité du diagramme ci-dessus.
NotonsX (resp.U ) la fibre spéciale deX (resp.U). D’après le Lemme 2.1, il suffit
de montrer que la suite ci-dessous obtenue en tensorisant park est exacte :

0 → OX → OU ×
r∏
q=1

ÔX,xq →
r∏
q=1

∏

ξ∈ Irr(ÔX,xq )

(ÔX,xq )
∧
ξ → 0
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CommeX est localement noethérien, il suffit de tester l’exactitude au niveau des
fibres complétées. La vérification est alors immédiate.��
Exemple 2.4. Si X est le disque unité fermé standard, c’est-à-direX = SpfR{T },
etx := (π, T ), on obtient la suite exacte

0 −→ R{T } ;−→ R{T , T −1} × R[[T ]] −−→ R[[T ]]{T −1} −→ 0.

Exemple 2.5. SiX est la couronne fermée standard d’épaisseure, c’est-à-direX =
Spf

R{T1, T2}
(T1T2 − πe)

, etx := (π, T1, T2), on obtient la suite exacte

0 → R{T1, T2}
(T1T2 − πe)

;→
∏
i=1,2

R{Ti, T −1
i } × R[[T1, T2]]

(T1T2 − πe)

θ→
∏
i=1,2

R[[Ti]]{T −1
i } → 0

oùθ(f1, f2, g) = (f1 − g, f2 − g) (avec les identifications évidentes en termes de
série de Laurent).

2.3. Construction d’un modèle avec épaisseurs fixées

SoitX0 une courbe nodale projective surk, on appelle modèle deX0 surR un
couple(X, φ), oùX est unR-schéma propre et plat, etφ : X ×R k → X0 est un
isomorphisme dek-schémas.

Proposition 2.6.Soit X0 une courbe nodale projective sur k, S l’ensemble des
points fermés singuliers deX0, et (ex)x∈S une famille d’entiers strictement positifs.
Il existe alors un modèle (X, φ) de X0 sur R tel que l’épaisseur de x dans X soit
ex , pour tout point x de S.

Démonstration. LorsqueX0 est lisse surk, la proposition résulte du Corollaire 7.4
de [6, exposé III]. Supposons à présentX0 irréductible. SoitX̃0 la normalisée de
X0, elle possède un modèle(X̃, φ̃) surR. Notons, pourx dansS, x1 etx2 les points
deX̃0 au-dessus dex, etU0 l’ouvertX0\S deX0, qui s’identifie à un ouvert dẽX0.
NotonsU le sous-schéma formel ouvert dẽX (complété deX̃ le long de la fibre
spéciale) qui correspond àU0. Si R[[ax,bx ]]

(axbx−πex ) et (O
X̃,x1

)∧(π) × (O
X̃,x2

)∧(π) sont vus
comme faisceau gratte-ciel enx ∈ S, considérons l’homomorphisme de faisceau
deR-modules surX0 :

θ : OU ×
∏
x∈S

R[[ax, bx]]
(axbx − πex )

→
∏
x∈S
((O

X̃,x1
)∧(π) × (O

X̃,x2
)∧(π))

obtenu en identifiant(O
X̃,x1

)∧(π) (resp. (O
X̃,x2

)∧(π)) à R[[ax]]{a−1
x } (resp.

R[[bx]]{b−1
x }). Le Lemme 2.1 montre queθ est surjectif. Son noyau, notéOX

est un faisceau deR-algèbres sur l’espace topologiqueX0, et on voit que l’espace
localement annelé(X0,OX ) est unR-schéma formel propre et plat, de fibre spé-
ciale projective. C’est donc le complété d’unR-schéma propre et plat le long de la
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fibre spéciale, qui fournit un modèle pourX0. Si maintenant on ne suppose plusX0
irréductible, soitS′ le sous-ensemble deS formé desx qui appartiennent à deux
composantes irréductibles distinctes etU ′

0 l’ouvertX0\S′, on choisit un modèlẽXi
pour chaque composante irréductibleX0,i deX0. Comme ci-dessus, on construit
un homomorphisme surjectif de faisceaux deR-modules surX0

∏
i

OX̃i
×

∏
x∈S

R[[ax, bx]]
(axbx − πex )

→
∏
x∈S
((O

X̃,x1
)∧(π) × (O

X̃,x2
)∧(π))

dont le noyauOX est un faisceau deR-algèbres sur l’espace topologiqueX0. LeR-
schéma formel propre et plat(X0,OX ) s’algébrise comme ci-dessus, et on obtient
ainsi le modèle désiré.��
Remarque 2.7. Le lecteur trouvera une preuve rigide dans [16, Lemme 6.3].

2.4. Principe local-global pour les revêtements de courbes formelles

Soit f : Y −→ X un morphisme séparable fini entres courbes algébriques
sur k, connexes, affines, réduites. Soientx un point fermé deX et X′ l’ouvert
complémentaire du pointx. On supposeX′ lisse surk, f étale au-dessus deX′ et
l’image réciproque dex réduite à un point ferméy. On se placera dans l’une des
deux situations suivantes :

(A) x (resp.y) est un point lisse deX (resp.Y ).
Soientt (resp.z) une uniformisante deX (resp.Y ) enx (resp.y). On suppose

ÔY,y = k[[z]] = k[[t]][z]/(P (z))
oùP est un polynôme d’Eisenstein séparable dek[[t]].

(B) x (resp.y) est un point double ordinaire deX (resp.Y ),

ÔX,x = k[[t1, t2]]
(t1t2)

et ÔY,y = k[[z1, z2]]
(z1z2)

= ÔX,x[z1, z2]
(P (z1),Q(z2), z1z2)

,

oùP (resp.Q) est un polynôme d’Eisenstein séparable dek[[t1]] (resp.k[[t2]]).
Théorème 2.8 (Principe local-global formel).Soit X un schéma formel affine
normal, plat et topologiquement de type fini sur R, de fibre spécialeX. On note X ′
l’ouvert de X correspondant à X′. La restriction de f au-dessus de X′ s’étend de
manière unique (à isomorphisme près) en un revêtement étale f ′ : Y ′ −→ X ′.

On se donne une ÔX ,x-algèbre A finie, normale, R-plate et un diagramme
commutatif à lignes exactes :

0 �� πA �� A �� ÔY,y
�� 0

0 �� πÔX ,x

��

�� ÔX ,x ��

��

ÔX,x

��

�� 0
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(i) Il existe alors un revêtement fini f : Y −→ X relevant f tel que Y est normal,
f|X ′ = f ′ et f induit l’extension ÔX ,x −→ A.

(ii) Si de plus f est galoisien de groupe de Galois G, et si A est munie d’une
action deG de sorte que AG = ÔX ,x et que l’homomorphisme de R-algèbres
A −→ ÔY,y soit G-équivariant, le revêtement f : Y −→ X est galoisien, de
groupe de Galois G, relevant l’action sur Y .

Démonstration. On commence par traiter le cas (A) :

(i) La R-algèbre(ÔX ,x)∧(π) est isomorphe àR[[T ]]{T −1}. C’est donc un anneau

de valuation discrète complet. CommeA⊗ÔX ,x
(ÔX ,x)∧(π) est fini sur(ÔX ,x)∧(π),

il est semi-local complet. On a de plus le diagramme commutatif :

A⊗ÔX ,x
(ÔX ,x)∧(π)

mod π �� Fr(ÔY,y) = k((z))

(ÔX ,x)∧(π)
mod π ��

��

Fr(ÔX,x) = k((t))

��

Il suit queA ⊗ÔX ,x
(ÔX ,x)∧(π) est local complet, noethérien, d’idéal maximal

engendré parπ . C’est donc un anneau de valuation discrète complet. SoitP

un polynôme unitaire de(ÔX ,x)∧(π)[X] relevantP ∈ k((t))[X]. L’anneau local

A⊗ÔX ,x
(ÔX ,x)∧(π) étant hensélien, la racinez deP dansk((z)) se relève en une

racineZ deP dansA⊗ÔX ,x
(ÔX ,x)∧(π). L’homomorphisme de(ÔX ,x)∧(π)-algèbres

(ÔX ,x)∧(π)[X]
(P (X))

u−→ A⊗ÔX ,x
(ÔX ,x)∧(π)

qui envoieX surZ est un isomorphisme : Il nous suffit d’appliquer le Lemme
2.1(ii), car c’est vrai au niveau résiduel par hypothèse.

L’anneauO(Y ′)⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π) est fini sur(ÔX ,x)∧(π), donc semi-local com-
plet.

O(Y ′)⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π)
(π)

" O(Y ′)⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π)

= O(Y ′)⊗O(X ′) O(X ′)⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π)
= O(Y ′)⊗O(X′) k((t))

= k((z))

L’anneauO(Y ′)⊗O(X ′)(ÔX ,x)∧(π) est donc en fait local complet, noethérien, d’idéal
maximal engendré parπ . C’est donc un anneau de valuation discrète complet.
Comme ci-dessus, on en déduit l’isomorphisme de(ÔX ,x)∧(π)-algèbres

(ÔX ,x)∧(π)[X]
(P (X))

w−→ O(Y ′)⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π)
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qui envoieX surZ′, où Z′ est une racine deP dansO(Y ′) ⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π)
relevantz.

Soitµ := u ◦ w−1. C’est un isomorphisme de(ÔX ,x)∧(π)-algèbres :

O(Y ′)⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π)
µ" A⊗ÔX ,x

(ÔX ,x)∧(π).

Notonsθ l’homomorphisme deO(X )-modules défini ci-dessous :

O(Y ′)× A
θ−→ A⊗ÔX ,x

(ÔX ,x)∧(π)
(h′, g) #→ µ(h′ ⊗ 1)− g ⊗ 1

Remarquons queθ est surjectif d’après le Lemme 2.1(i). On voit aisément que son
noyauA est une sous-O(X )-algèbre deO(Y ′)×A. CommeA = O(Y ) est fini sur
O(X ) = O(X), le lemme (i) dit queA est fini surO(X ). En particulier,A est topo-
logiquement de type fini surR. En vertu du Lemme 2.1(iii), les homomorphismes
canoniques ci-dessous sont des isomorphismes.

A ⊗O(X ) O(X ′) " O(Y ′) etA ⊗O(X ) ÔX ,x " A

Le revêtementf : Y := SpfA −→ X convient.

(ii) Pour le cas galoisien, remarquons tout d’abord queX ′ est muni canoniquement
d’une action deG relevant l’action surX′. On en déduit une action deG sur
O(Y ′) ⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π). Il suffit de voir que l’isomorphismeµ donné ci-dessus
est équivariant. Commeµ est égal à l’identité dek((z)), il estG-équivariant. Ainsi,
si σ ∈ G, µ(σ(Z′)) = σ(µ(Z′)) mod π . Comme tous deux sont des racines de
P , ils sont égaux, ce qui achève la preuve de (ii).

Plaçons nous à présent dans le cas (B) : On remarque que, pouri = 1,2,
(ÔX ,x)∧ηi est isomorphe à l’algèbreR[[Ti]]{T −1

i }. C’est donc un anneau de va-

luation discrète complet. L’anneauA⊗ÔX ,x
(ÔX ,x)∧ηi est fini sur(ÔX ,x)∧ηi , donc

semi-local complet. On a de plus les diagrammes commutatifs pouri = 1,2 :

A⊗ÔX ,x
(ÔX ,x)∧ηi

mod π �� k((zi))

(ÔX ,x)∧ηi

��

mod π �� k((ti))

��

On en déduit comme dans le casA un isomorphisme de(ÔX ,x)∧ηi -algèbres pour
i = 1,2 :

O(Y ′)⊗O(X′) (ÔX ,x)∧ηi
µi" A⊗ÔX ,x

(ÔX ,x)∧ηi .

Notonsθ l’homomorphismeO(Y ′) × A
θ−→ A ⊗ÔX ,x

(ÔX ,x)∧η1
× A ⊗ÔX ,x

(ÔX ,x)∧η2
deA-modules défini par :

θ((h′, g)) = (µ1(f
′ ⊗ 1)− g ⊗ 1, µ2(h

′ ⊗ 1)− g ⊗ 1).
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On finit comme pour le cas A en considérantA := kerθ . Le revêtementf :
Y := SpfA −→ X convient. Le cas galoisien se traite comme dans le cas (A), en
montrant queµ1 etµ2 sont automatiquement équivariants.��
Remarque 2.9. Le cas (A) est traité par des méthodes rigides par B.Green et M. Ma-
tignon dans [3, (III 1.1)]. Toujours dans ce cas, une preuve cohomologique a été
donnée par J. Bertin et A. Mézard ([1]).

Proposition 2.10.Soient σ une involution de Y , X = Y/〈σ 〉, y un point double
de Y fixe par σ , au-dessus du point x. On suppose que σ permute les deux points
génériques de SpecÔY,y , x est alors régulier. De plus, on peut trouver z1, z2, t =
z1 + z2 tels que ÔX,x = k[[t]], ÔY,y = k[[z1, z2]]

(z1z2)
et σ(z1) = z2.

Soit X un schéma formel affine normal, plat et topologiquement de type fini sur R,
de fibre spéciale X. Il existe alors un revêtement 2-cyclique Y de X prolongeant
Y → X.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l’on dispose d’un relèvement local
équivariant évident (avece un entier strictement positif)

R[[Z1,Z2]]
(Z1Z2−πe)

mod π �� k[[z1,z2]]
(z1z2)

R[[T ]]
ψ

��

mod π �� k[[t]]
ψ

��

avecψ(T ) = Z1 + Z2, etσ(Z1) = Z2, σ(Z2) = Z1.
On noteX ′ l’ouvert deX correspondant àX′. Comme ci-dessus, la restriction

de f au-dessus deX′ s’étend de manière unique (à isomorphisme près) en un
revêtement étalef ′ : Y ′ −→ X ′, galoisien de groupe〈σ 〉.

L’anneauO(Y ′) ⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π) est fini sur(ÔX ,x)∧(π), donc semi-local

complet. Comme de plusO(Y ′)⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π) = O(Y ′) ⊗O(X′) k((t)) =
k((z1)) × k((z2)), O(Y ′) ⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π) est le produitA1 × A2 de deux an-
neaux locaux. En fait,Ai est uneR-algèbre qui est un anneau de valuation discrète
complet, d’uniformisanteπ , de corps résiduelk((zi)), pour i = 1,2. Il suit que
Ai est isomorphe àR[[Zi]]{Z−1

i }. On noteraµ l’isomorphisme équivariant de

O(Y ′) ⊗O(X ′) (ÔX ,x)∧(π) surR[[Z1]]{Z−1
1 } × R[[Z2]]{Z−1

2 } qui envoie un relè-
vementZ′

1 dez1 surZ1 et σ(Z′
1) (qui est un relèvement dez2) surZ2 . Notonsθ

l’homomorphisme

O(Y ′)× R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)

θ−→ R[[Z1]]{Z−1
1 } × R[[Z2]]{Z−1

2 }

défini parθ(g, h) = µ(g ⊗ 1) − (φ1(h), φ2(h)), où φi désigne l’injection ca-

nonique
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)

→ R[[Zi]]{Z−1
i }. Comme précédemment, on conclut en

considérant laR-algèbre kerθ . ��
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3. Construction d’automorphismes de couronnes formelles

Le paragraphe précédent montre que pour construire un relèvement formel sur
R d’une courbe nodale surk avec action d’un groupe fini, on doit construire un
relèvement local pour la fibre formelle d’un point ferméy fixe sous l’action du
groupe. Une telle fibre formelle est un disque formel siy est un point lisse et une
couronne formelle siy est un point double. Le cas des disques formels a été traité
dans [3]. Ici, nous montrons comment les résultats de relèvement local contenus
dans loc. cit. permettent d’obtenir des résultats de relèvement local pour des groupes
cycliques ou diédraux agissant sur un point double, en utilisant des méthodes de
recollement formel.

3.1. Compléments sur le relèvement lisse

Pour la construction de relèvements locaux galoisiens pour un point double,
nous aurons besoin d’ajuster convenablement des relèvements locaux pour chacune
des deux branches du point double. C’est le rôle du lemme qui suit :

Lemme 3.1.Notons K0 le corps des fractions de W(k). On suppose l’extension
K/K0 galoisienne. Soient r un entier supérieur à 1 et σ̄ un automorphisme d’ordre
pr de k[[z]]. S’il existe un automorphisme d’ordre pr deR[[Z]] fixant 0 et relevant
σ̄ , alors pour toute racine primitive pr -ième de l’unité ζ l(r) dans Kalg , il existe un

automorphismeσ d’ordrepr deR[[Z]], fixant 0et relevant σ̄ , tel que
dσ

dZ
(0) = ζ l(r).

Démonstration. Le groupe de Galois Gal(Kalg/K0) agit sur l’ensemble des auto-
morphismesσ d’ordrepr deR[[Z]] fixant 0 par l’action sur les coefficients de la
sérieσ(Z). De plus, siτ ∈ Gal(Kalg/K0), on aσ̄ τ = σ̄ . Comme Gal(Kalg/K0)

permute transitivement les racines primitivespr -ièmes de l’unité, on en déduit le
résultat annoncé.��

Par ailleurs, nous aurons besoin du lemme ci-dessous, qui établit la linéarisabi-
lité locale de l’action d’un automorphisme d’ordre une puissance dep au voisinage
d’un point fixe.

Lemme 3.2.Soit σ un R-automorphisme d’ordre pr de R[[Z]], fixant 0. Il existe
ρ dans K , avec vK(ρ) > 0, une racine primitive pr -ième de l’unité ζ l(r) et un

paramètre Z′ de R{Z
ρ
} tels que σ(Z′) = ζ l(r)Z

′. Autrement dit, σ est linéarisable

sur un sous-disque fermé de centre 0.

Démonstration. NotonsB := R[[Z]], A := R[[Z]]σ = R[[T ]]. L’extension de
corpsFrB/FrAest donnée, d’après la théorie de Kummer, par une équationYp

r =
u, oùu ∈ A, ū $= 0. Si on restreint le disque à un sous-disque fermé (de paramètre

Z0 = Z

ρ
) centré en 0, on auraR{Z0}σ = R{T0}pour unT0 convenable (par exemple

la norme deZ0). Si la valuation deρ est suffisamment grande, 0 est le seul point de
ramification, on peut alors supposer queu s’écritu = T h0 (1+ ∑

ν>0 aνT
ν
0 ), avec

vK(aν) > 0 pour toutν > 0 et(h, p) = 1. En utilisant Bezout, on peut supposer
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h = 1, et finalement, quitte à changer le paramètreT0, queu = T0. Mais R{T0}[Y ]
(Yp

r−T0)

est intégralement clos et contenu dansR{Z0}, donc finalement,R{Z0} = R{T0}[Y ]
(Yp

r−T0)

etZ′ := Y est un paramètre deR{Z0} qui convient. ��
Remarque 3.3. La preuve ci-dessus montre que sir = 1 et siσ possède un unique
point fixe, l’automorphismeσ est linéarisable surR[[Z]], on retrouve ainsi la
proposition 6.2.1 de [4]. C’est une question ouverte de savoir si, pourr > 1, le
résultat est encore vrai : La remarque 6.2.2 de [4] semble erronée. Toutefois, si
σp

r−1
possède un unique point fixe, alorsσ est encore linéarisable surR[[Z]].

3.2. Relèvement local cyclique pour les points doubles

Proposition 3.4.(i) Pour tout entier r ≥ 1, quitte à faire une extension finie de
K , il existe un entier e ≥ 1 et un automorphisme d’ordre pr de Ce qui induit
un automorphisme d’ordre pr de chaque branche de Ce,k .

(ii) Si σ̄ est un automorphisme de Spec
k[[z1, z2]]
(z1z2)

, ne permutant pas les branches

du point double, qui induit un automorphisme d’ordre pr (1 ≤ r ≤ 2) de
chaque branche, alors, quitte à faire une extension finie de K , il existe un
entier e ≥ 1 et un R-automorphisme σ d’ordre pr de Ce qui induit σ̄ sur

Ce,k = Spec
k[[z1, z2]]
(z1z2)

.

Démonstration. Soit r ≥ 1, on fixe une racine primitivepr -ième de l’unitéζ(r)
dansKalg. On considère deuxR-automorphismesσ1 etσ2 d’ordrepr deD fixant
0, on supposera les points deFσ1 (resp.Fσ2) rationnels surK. Pouri = 1,2, il

existe un uniquehi inversible dans(Z/prZ) tel que
dσi

dZ
(0) = ζ

h−1
i

(r) . D’après le

lemme qui précède, il existe un paramètreWi d’un sous-disque ferméD′
i := {ω ∈

D|vK(ω) ≥ ei} deD := DK centré en 0 tel queσi(Wi) = ζ
h−1
i

(r) Wi . En utilisant
le Lemme 3.1, on peut supposer queh1 = −h2 (noter queσ̄2 ne change pas). On
construit alors un automorphisme d’une couronne formelle de la façon suivante :

Soit e0 un entier positif ou nul, notonsσ0 l’automorphisme de
R{W1,W2}

(W1W2 − πe0)

défini parσ0(W1) = ζ
h−1

1
(r) W1, σ0(W2) = ζ

h−1
2

(r) W2. Notons, pouri = 1,2, ji

l’inclusion
R[[Zi]]{Xi}
(ZiXi − πei )

→ R{Xi,X−1
i } = R{Wi,W

−1
i } (où Xi s’écrit Xi =

W−1
i (1+ πgi) dansR{Xi,X−1

i }). On munit, pouri = 1,2,
R[[Zi]]{Xi}
(ZiXi − πei )

(resp.

R{W1,W2}
(W1W2 − πe0)

), d’une structure deR[Z/prZ]-module parl.fi := σ li fi (resp.

l.f0 := σ li f0) pourl ∈ Z/prZ. On définit alors un morphisme

θ : R[[Z1]]{X1}
(Z1X1 − πe1)

× R[[Z2]]{X2}
(Z2X2 − πe2)

× R{W1,W2}
(W1W2 − πe0)

→ R{W1,W
−1
1 } × R{W2,W

−1
2 }
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W1 = W−1
2

σW1 = ζW1

σW2 = ζ−1W2

Fig. 3. Construction d’un automorphisme de couronnes par recollement

de R[Z/prZ]-modules par θ(f1, f2, f0) = (j1(f1)− f0, j2(f2)− f0). On obtient
ainsi une structure de R[Z/prZ]-module sur le noyau de θ , qui s’ identifie au R-

module
R[[Z′

1, Z
′
2]]

(Z′
1Z

′
2 − πe0+e1+e2)

. (En effet, on vérifie aisément que ker θ̄ est égal à

k[[z1, z2]]
(z1z2)

, et donc par le Lemme 2.1 (ii), on montre que ker θ est isomorphe àAe,

avec e = e0 +e1+e2). On en déduit un automorphisme d’ordre pr d’une couronne
formelle d’épaisseur e qui induit σ̄ .

Corollaire 3.5. On considère des entiers a et n, avec 1 ≤ a ≤ 2 et (n, p) =
1. Soit σ̄ un automorphisme d’ordre pan de

k[[z1, z2]]
(z1z2)

, ne permutant pas les

branches, induisant un automorphisme d’ordrepande chaque branche. On suppose
de plus que σ̄ p

a
agit de manière kummérienne, c’est à dire que quitte à changer

de paramètres (z1, z2), σ̄ p
a
(z1) = θ̄z1 et σ̄ p

a
(z2) = θ̄−1z2, où θ̄ est une racine

primitive n-ième de l’unité dans k. Alors, quitte à faire une extension finie deK , σ̄
se relève en un automorphisme d’ordrepan de Ce, pour un entier e ≥ 1 convenable.
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Démonstration. Comme σ̄ p
a

agit de manière kummérienne, quitte à changer de
paramètres, on peut supposer σ̄ p

a
(z1) = θ̄z1 et σ̄ p

a
(z2) = θ̄−1z2, où θ est une

racine primitive n-ième de l’unité dans R. Le sous-anneau de
k[[z1, z2]]
(z1z2)

formé

des éléments fixes sous σ̄ p
a

est alors
k[[x1, x2]]
(x1x2)

, où xi = zni . L’automorphisme

σ̄ n induit un automorphisme τ̄ d’ordre pa de
k[[x1, x2]]
(x1x2)

. Cet automorphisme se

relève alors en un automorphisme τ d’ordre pa de
R[[X1, X2]]
(X1X2 − πen)

, pour un entier

e convenable (quitte à faire une extension finie de K). Ecrivons

τ(X1) = X1(1 + πb +
∑
ν>0

(aνX
ν
1 + a−νX−ν

2 )).

Considérons la R-algèbre
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)

, oùZi relève zi pour i = 1, 2. En identi-

fiant Xi = Zni ,
R[[X1, X2]]
(X1X2 − πen)

est un sous-anneau de
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)

. Posons

τ̃ (Z1) = Z1(1 + πb +
∑
ν>0

(aνZ
nν
1 + a−νZ−nν

2 ))
1
n ,

τ̃ prolonge alors τ et est d’ordre pa . De plus τ̃ commute avec l’ automorphisme
µ d’ordre n défini par µ(Z1) = θZ1. Par suite, le groupe engendré par τ̃ et µ est
cyclique d’ordre pan, et un générateur convenable relève σ̄ . ��

3.3. Relèvement local pour le groupe diédral

Soit D le groupe diédral d’ordre 2npr , où n est un entier premier àp et r un
entier inférieur ou égal à 2. Le groupe D admet une présentation

D = 〈σ, τ |σnpr = 1, τ 2 = 1, τστ = σ−1〉.
Les méthodes formelles ci-dessus permettent encore de construire un relèvement
d’une action de D sur un point double :

Proposition 3.6.On considère une action de D sur Spec
k[[z1, z2]]
(z1z2)

, telle que τ

permute les branches du point double, σ les fixe, et σ induit un automorphisme
d’ordre npr de chaque branche. Alors, l’action de D se relève en une action de D
sur une couronne formelle sur R := W(k)[ζ(r)] d’épaisseur paire, où ζ(r) est une
racine primitive pr -ième de l’unité.

Démonstration. L’action de D peut s’écrire, pour un bon choix de coordonnées
(z1, z2), τz1 = z2, σ(z1) = f (z1), où f (x) ∈ k[[x]] est une série qui définit un
automorphisme d’ordre npr de k[[x]]. Remarquons que cette écriture et la relation
τστ = σ−1 entraînent que l’ action du groupe cyclique engendrépar σ est kummé-
rienne. On peut relever la série f en une série qui définit un automorphisme d’ordre
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npr de R[[X]], encore noté σ et qui fixe 0. Il existe alors un sous-disque fermé
formel SpecR{X0} de SpecR[[X]], centréen 0, fixépar σ , tel que σ(X0) = µX0,
oùµ est une racine primitive npr -ième de l’unité dans R. Notons e l’épaisseur de
la couronne formelle “complémentaire” . On en déduit de manière analogue à la
preuve de 3.2 une suite exacte de R-modules

0 → R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − π2e)

→ R[[X]]{π
e

X
} × R[[Y ]]{π

e

Y
} → R{X0, X

−1
0 } → 0

En fait, le morphisme surjectif est équivariant sous l’ action de D, si on munit
le R-module du milieu de l’action σ(g(X), h(Y )) := (g(σ (X)), h(σ−1(Y )) et
τ(X) = Y . On obtient ainsi une action de D sur le disque formel (d’épaisseur 2e)

Spec
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − π2e)

qui relève l’action de D sur le point double. ��

3.4. Application au relèvement galoisien

On considère une courbe algébrique Y sur k, propre, connexe, nodale, muni
d’un sous-groupe fini G de Autk Y , opérant librement sur un ouvert dense. Soit
y un point double de Y , de stabilisateur Iy cyclique. Le sous-groupe Hy de Iy
formé des automorphismes ne permutant pas les branches analytiques du point
double y et d’ordre premier à p est muni de deux caractères χy,1, χy,2 : Hy →
k∗ correspondant à l’action de Hy sur l’ espace tangent en y. Suivant [16], on
dira que l’action de G sur Y est kummérienne si, pour tout point double y de
Y , de stabilisateur cyclique, on a χy,1χy,2 = 1. Cette définition coïncide avec la
précédente lorsque G est cyclique d’ordre premier àp.

Théorème 3.7.Supposons l’action de G kummérienne et que pour un point fermé
y de Y0 :

1. Si y est un point lisse, le groupe d’inertie Iy de y est cyclique d’ordre n(y)pr(y),
avec (n(y), p) = 1 et 0 ≤ r(y) ≤ 2.

2. Si y est un point double, on a alors (i) ou bien (ii) :

(i) Le groupe d’inertie Iy de y est cyclique d’ordre n(y)pr(y) et l’action de Iy
sur les branches est triviale.

(ii) Le groupe d’inertie Iy de y est diédral d’ordre 2n(y)pr(y), avec (n(y), p) =
1 et 0 ≤ r(y) ≤ 2, de présentation

Iy = 〈σ, τ |σn(y)pr(y) = 1, τ 2 = 1, τστ = σ−1〉.
Les branches du point double y sont permutées par τ et σ induit un auto-
morphisme d’ordre n(y)pr(y) de chacune des deux branches.

Quitte à faire une extension finie de K , il existe un R-schéma Y normal, propre,
plat, de fibre spéciale Y , de fibre générique lisse et géométriquement connexe sur
K , muni d’une action de G relevant celle sur Y .
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Démonstration. Soit X := Y/G le quotient de Y par G. C’est encore une courbe
nodale (voir [11, Prop. 4.2]). Notons B l’ ensemble des points de branchement
dans X du morphisme quotient f : Y −→ X, et Ram l’ ensemble des points de
ramification de f . On choisit, pour x ∈ B, un point yx de Ram tel que f (yx) = x.
Soit B1 (resp. B2, B3 ) le sous-ensemble de X formé des x tels que yx soit un
point lisse de Y (resp. un point double d’ inertie cyclique, un point double d’ inertie
diédrale). Remarquons que pour x dans B1 ∪ B3 (resp. B2), x est un point lisse de
X (resp. x est un point double de X).

Pour x dans B, il existe un relèvement local

Iyx
��

�����
���

���
� AutR Ax

��
Autk OY,yx

où Ax est isomorphe à R[[Z]] si x appartient à B1 et Ax est isomorphe à
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πex )

pour x dans B2 ∪ B3, où ex est un entier supérieur ou égal à 1,

qui est de plus pair pour x dans B2.
Pour x un point deB, on noteUx un voisinage affine de x dansX, inclus dans la

réunion des composantes irréductibles de X qui contiennent x, et Vx := f
−1
(Ux).

On note U l’ouvert dense X \ B et V := f
−1
(U).

D’après 2.6, il existe un R-schéma X propre et plat, normal, de fibre générique
lisse sur K , de fibre spéciale X, dont l’épaisseur au point double x de B2 est pex .
On notera X̂ le R-schéma formel complétéde X le long de sa fibre spéciale, et Ux
l’ouvert de X̂ correspondant àUx , pour x dans B.

Pour x dans B, il existe un morphisme étale U ′
x → Ux (qu’on peut supposer

surjectif, quitte à restreindre Ux) tel que le morphisme V ′
x → U ′

x obtenu par
changement de base à partir de Vx → Ux soit décomposé, ie V ′

x = IndGIyx W
′
x ,

où W ′
x est la composante connexe de V ′

x contenant l’unique point au-dessus de
yx . En utilisant les relèvements locaux choisis et le Théorème 2.8, on construit un
relèvement W ′

x → U ′
x de f |W ′

x
compatible avec l’ action de Iyx .

Posons alors V ′
x := IndGIyx W ′

x . C’est un relèvement de f |V ′
x

compatible avec
l’ action de G. Un argument de descente étale (voir [2, Lemme 3.6]) permet alors
de construire un relèvement Vx → Ux , galoisien de groupe G, de Vx → Ux .
L’unicitédu relèvement du lieu étale nous permet de recoller ces relèvements en un

relèvement Ŷ f̂→ X̂ de f , galoisien de groupeG. Comme f̂ est propre, le théorème
d’algébrisation des faisceaux cohérents ([5, Corollaire 5.1.6]) permet de construire
une OX -algèbre cohérente A dont le complétés’ identifie àla OX̂ -algèbre cohérente

OŶ . Posons alors Y := Spec A. L’action du groupe G sur Ŷ se relève de manière
unique en une action de G sur Y . Le couple (Y,G) convient. ��
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