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1 Introduction

On note k un corps parfait de caracteÂ ristique p > 0, W � W �k� les
vecteurs de Witt, K0 � Frac�W �, K une extension ®nie totalement
rami®eÂ e de K0 de degreÂ e, OK les entiers de K et p une uniformisante
®xeÂ e de K. On deÂ signe par �K une cloÃ ture algeÂ brique de K, d'entiers O �K
et de groupe de Galois GK � Gal� �K=K�.

Dans cet article, nous deÂ montrons les deux theÂ oreÁ mes:

TheÂ oreÁ me 1.1 Soit D un �/;N�-module ®ltreÂ faiblement admissible de
Fontaine, r sa longueur de ®ltration et supposons er < p ÿ 1, alors D est
admissible.

TheÂ oreÁ me 1.2 Supposons e � 1 et soit V une repreÂsentation p-adique
semi-stable de GK aÁ poids de Hodge-Tate entre 0 et r (r 2 N), alors les
poids de l'inertie sur la semi-simpli®eÂe modulo p de V sont aussi entre 0
et r.

Ces theÂ oreÁ mes reÂ sultent d'une geÂ neÂ ralisation au cas e > 1 (et
``semi-stable'') des reÂ sultats de [FL] et [La1] (e � 1 et situation
``cristalline''), geÂ neÂ ralisation initieÂ e dans [Br1] et [Br2]. Plus preÂ ciseÂ -
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ment, soient u une indeÂ termineÂ e, S le compleÂ teÂ p-adique de
W �u; uei=i!�i2N� et SK0

� K0 
W S. Dans [Br1], nous construisons une
eÂ quivalence de cateÂ gories entre les �/;N�-modules ®ltreÂ s D de Font-
aine ([Fo2], 4.3) et une certaine cateÂ gorie de �/;N�-module ®ltreÂ s D
sur SK0

. Pour e � 1, nous deÂ ®nissons dans [Br2] une notion de S-
module fortement divisible qui geÂ neÂ ralise celle introduite dans [FL],
conjecturons que, lorsque D est faiblement admissible avec les crans
de sa ®ltration entre 0 et p ÿ 2, on doit toujours pouvoir trouver un S-
module fortement divisible dans le SK0

-module D associeÂ aÁ D dans
[Br1] et montrons cette conjecture en dimension 2. Dans le preÂ sent
article, nous commencË ons par eÂ tendre la deÂ ®nition des modules
fortement divisibles et certains reÂ sultats de [Br2] au cas e > 1. A
chaque fois qu'on dispose d'un tel module fortement divisible, on
peut alors:

1) montrer que le module correspondant D est admissible (2.3.2.5)
2) borner, comme conjectureÂ par Serre ([Se], 1.13), les poids de

l'inertie modeÂ reÂ e sur la semi-simpli®eÂ e modulo p de la repreÂ sentation
semi-stable associeÂ e aÁ D (du moins si e � 1, c.f. ([Br2], 4.3), pour e > 1,
c'est encore une conjecture (A.3), mais qui devrait eÃ tre accessible)

3) construire, dans le cas particulier ouÁ la longueur de la ®ltration
sur K 
K0

D est � 1 et ouÁ N � 0, un groupe p-divisible sur OK ([Br3],
4.2.2.9).

Puis nous montrons le theÂ oreÁ me:

TheÂ oreÁ me 1.3 (3.3.7) Soit D un �/;N�-module ®ltreÂ faiblement ad-
missible tel que Fil0�K 
K0

D� � K 
K0
D et Filr�1�K 
K0

D� � 0 avec
er < p ÿ 1, alors SK0


K0
D contient un S-module fortement divisible

(2.1.1).

d'ouÁ reÂ sultent donc (1.1) et (1.2). Signalons que, deÂ jaÁ dans le cas
e � 1 et en dimension 2, ces S-modules peuvent eÃ tre assez compliqueÂ s:
par exemple, ils n'admettent pas toujours de base adapteÂ e aÁ la ®l-
tration ([Br2], 6), alors que c'est vrai sur les modules ®ltreÂ s D et D. Le
theÂ oreÁ me (1.2) eÂ tait connu pour les repreÂ sentations cristallines
([La1]+[FL]) et pour les repreÂ sentations semi-stables ``provenant''
des varieÂ teÂ s aÁ reÂ duction semi-stable ([Br4]). Il reste aÁ prouver (A.3)
pour avoir sa version rami®eÂ e. Le theÂ oreÁ me (1.3) eÂ tait connu, di-
rectement ou indirectement, dans les cas suivants (comme d'habitude,
N est l'opeÂ rateur de monodromie sur D, d la dimension de D et r la
longueur de la ®ltration sur K 
K0

D, supposeÂ e infeÂ rieure (stricte-
ment) aÁ p ÿ 1):
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� e � 1, N � 0 ([La1], 3.2)
� e � 1, N veÂ ri®e la ``transversaliteÂ de Gri�ths'' (([Br2], 5), reÂ -

sultat duÃ aÁ Fontaine)
� 1 � e � p ÿ 1, N � 0, r � 1 (([La1], 2.1) avec ([Br3], 4.2.2.9) et

la remarque (2.2.1.5))
� 1 � e, N � 0, d � 2 et r � 1 (calculs explicites en dimension 2

ou [La2]+ce qui preÂ ceÁ de)
� e � 1, N quelconque, d � 2 ([Br2], 6).

Signalons que J.-M. Fontaine a annonceÂ une preuve de (1.1) en
dimension 2 sans restriction sur e ou r (qui utilise d'autres tech-
niques).

Le lecteur pourra s'eÂ tonner de la condition er < p ÿ 1 dans (1.3).
En fait, il est possible que les S-modules fortement divisibles existent
sans restriction sur e (i.e. avec r < p ÿ 1 seulement, c.f. (A.1)). Un S-
module fortement divisible est libre et l'ineÂ galiteÂ er < p ÿ 1 est une
condition technique qui assure que, quelle que soit la donneÂ e de deÂ -
part dans l'algorithme (3.2.4), le module que fournit l'algorithme est
bien libre (et se reÂ veÁ le eÃ tre le S-module fortement divisible chercheÂ ).
Lorsque la condition n'est pas satisfaõÃ te, l'algorithme ne fournit pas
un module libre en geÂ neÂ ral (3.3.5), ce qui veut dire qu'il faudra tra-
vailler davantage ou modi®er l'algorithme pour trouver un S-module
fortement divisible, ou alors se satisfaire des modules ``fortement
divisibles'' non neÂ cessairement libres obtenus sans restriction sur la
rami®cation en (3.2.4.9).

Je remercie J.-M. Fontaine de m'avoir transmis la preuve de la
proposition (2.3.2.2).

2 Construction de repreÂ sentations semi-stables (e 2 N�, r < pÿ 1)

On construit des repreÂ sentations semi-stables, sans restriction sur e,
en utilisant des modules fortement divisibles.

2.1 Modules fortement divisibles et faible admissibiliteÂ

On montre que l'existence de modules fortement divisibles entraine la
faible admissibiliteÂ . C'est une geÂ neÂ ralisation simple du cas e � 1
([Br2], A).

On note MF K�/;N� la cateÂ gorie suivante: les objets sont des
K0-espaces vectoriels D de dimension ®nie munis:
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· d'une ®ltration deÂ croissante sur DK � K 
K0
D par des sous-K-

espaces vectoriels FiliDK telle que FiliDK � DK pour i su�samment
petit et FiliDK � 0 pour i su�samment grand

· d'une application K0-semi-lineÂ aire injective / : D! D
· d'une application K0-lineÂ aire N : D! D telle que N/ � p/N .

Les ¯eÁ ches sont les applications K0-lineÂ aires qui commutent aÁ / et N
et preÂ servent la ®ltration apreÁ s extension des scalaires aÁ K. On dit
qu'un objet de MF K�/;N� est positif si Fil0DK � DK . Pour D dans
MF K�/;N�, on pose tH �D� �

P
i2Z�dimKgriDK�i et tN �D� �P

a2Q�dimK0
Da�a ouÁ Da est la partie de D de pente a pour l'action de

/. Si D est de dimension d, on remarque que
Vd

K0
D est muni de la

facË on eÂ vidente d'une structure d'objet de MF K�/;N� et que
tH �
Vd

K0
D� � tH �D� et tN �

Vd
K0

D� � tN �D�. On dit qu'un objet D de
MF K�/;N� est faiblement admissible si tH �D� � tN �D� et si pour tout
sous-K0-espace vectoriel D0 de D stable par / et N avec FiliD0K �
D0K \ FiliDK , on a tH �D0� � tN �D0�. On note MF fa

K �/;N� la sous-ca-
teÂ gorie pleine de MF K�/;N� formeÂ e des objets faiblement admissi-
bles: elle est abeÂ lienne, stable par dualiteÂ , extension ([Fo2], 4.4.4) et
produit tensoriel ([Fa2], [To]).

Soit W �u� l'anneau des polynoÃ mes en l'indeÂ termineÂ e u et
s : W �u� ! OK l'unique surjection de W -algeÁ bres telle que s�u� � p.
On a Ker�s� � �E�u�� ouÁ E�u� est le polynoÃ me d'Eisenstein de l'uni-
formisante p. Notons S le compleÂ teÂ p-adique de l'enveloppe aux
puissances diviseÂ es de W �u� par rapport aÁ Ker�s�. Si i 2 N, notons q�i�
le quotient dans la division euclidienne de i par e, S s'identi®e aÁ la
sous-W -algeÁ bre de K0��u�� deÂ ®nie par fP1i�0 wi

ui

q�i�! ; wi 2 W ;
limi!1 wi � 0g. On munit S de l'unique opeÂ rateur / semi-lineÂ aire par
rapport au Frobenius sur W et continu pour la topologie p-adique tel
que /�ui=q�i�!� � upi=q�i�! et de l'unique deÂ rivation N W -lineÂ aire
continue pour la topologie p-adique telle que N�ui=q�i�!� � ÿiui=q�i�!.
On a N/ � p/N . Pour r 2 N, soit FilrS la compleÂ tion p-adique de
l'ideÂ al engendreÂ par les ci�E�u�� � E�u�i=i! pour i � r. On veÂ ri®e que
N�FilrS� � Filrÿ1S et /�FilrS� � prS pour 0 � r � p ÿ 1. On pose
dans ce cas /r � /

pr jFilrS et on remarque que /1�E�u�� 2 S�. On eÂ tend
par K0-lineÂ ariteÂ (ou semi-lineÂ ariteÂ ) toutes ces structures aÁ SK0

�
K0 
W S et on note f0 (resp. fp) la surjection K0-lineÂ aire SK0

! K0

(resp. SK0
! K) qui envoie ui=q�i�! sur 0 si i � 1 (resp. ui=q�i�! sur

pi=q�i�!.
Si D est un objet de MF K�/;N�, on lui associe dans [Br1] un SK0

-
module ®ltreÂ D avec Frobenius / et monodromie N de la facË on
suivante: D � SK0


K0
D, / � /SK0


 /D, N � NSK0

 Id � Id 
 ND,

FiliD � D si FiliDK � DK et Fili�1D � fx 2 D = N�x� 2 FiliD
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et � fp � Id��x� 2 Fili�1DKg. On dit que D est le SK0
-module associeÂ aÁ

D. Un des reÂ sultats de [Br1] est que tout SK0
-module libre de type ®ni

D avec ®ltration, / et N satisfaisant des proprieÂ teÂ s ``raisonnables'' est
le SK0

-module associeÂ aÁ un D de MF K�/;N� ([Br1], 6.1.1). On renverra
aÁ [Br1] lorsque des proprieÂ teÂ s de D et du foncteur D 7!D seront
utiliseÂ es dans la suite (D et D eÂ taient respectivement noteÂ s M et M̂).

DeÂ ®nition 2.1.1 Soient D un objet positif de MF K�/;N� tel que
Filr�1DK � 0 avec 0 � r � p ÿ 2 et D son SK0

-module associeÂ. On dit
qu'un sous-S-moduleM deD stable par / et N est un module fortement
divisible de D �resp. un pseudo-module fortement divisible� s'il veÂri®e
les quatre conditions:

� M est libre de type ®ni sur S (resp. est de type ®ni sur S)
· K0 
W M!� D
· /�FilrM� � prM
· �/=pr��FilrM� engendre M sur S.

Proposition 2.1.2 Soient D et D comme en (2.1.1) et supposons qu'il
existe un sous-S-module M de D veÂri®ant les conditions suivantes:

(1) pour une (ou, de facË on eÂquivalente, toute) base �e1; . . . ; ed� deD sur
SK0

, il existe des entiers d � c tels que pc � �d
i�1Sei �M � pd � �d

i�1Sei

(2) /�M \ FilrD� � prM.
alors tH �D� � tN �D�.

Preuve. Ð Pour i 2 f0; . . . ; rg, posons FiliM �M \ FiliD. Puisque
S=Fil1S !� OK (par u 7!p), pour tout i entre 0 et r ÿ 1, gri

FilM �
FiliM=Fili�1M est un OK-module de type ®ni sans p-torsion, donc
libre sur OK . De la condition (1), on deÂ duit K0 
W M!� D, d'ouÁ ,
pour tout i, K0 
W FiliM!� FiliD et K0 
W gri

FilM!� gri
FilD. Donc

gri
FilM est un OK-reÂ seau du K-espace vectoriel de dimension ®nie

gri
FilD et on a:

Xrÿ1
i�0

rgW gri
FilM �

Xrÿ1
i�0

dimK0
gri

FilD � e�rd ÿ tH �D��

comme on le voit immeÂ diatement en choisissant sur D une base
adapteÂ e aÁ la ®ltration ([Br1], A.4). Soit M l'image de M dans
K0 
SK0 ;f0

D!� D et FiliM l'image de FiliM, on a des surjections
gri

FilM! gri
FilM=ugri

FilM! gri
FilM d'ouÁ :

lgW gri
FilM � lgW �gri

FilM=ugri
FilM� � 1

e rgW gri
FilM
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donc:

lgW
M

FilrM
�
Xrÿ1
i�0

lgW gri
FilM �

e
e
�rd ÿ tH �D�� � rd ÿ tH �D� :

Par ailleursM est stable par /, car si x 2M, E�u�rx 2 FilrM et /�x��
1

pr/r�E�u�r�/�E�u�
rx�2M puisque /�E�u�rx�2prM et /r�E�u�r� 2 S�.

Donc M est un W -reÂ seau de D stable par / (rappelons que
K0 
SK0 ;f0

D ' D en tant que K0�/�-module) et la condition (2) entraine
/�FilrM� � prM . Mais on a:

lgW
M

FilrM
� lgW

/�M�
/�FilrM� � lgW

M
/�FilrM� ÿ lgW

M
/�M�

qui donne lgW �M=FilrM� � lgW �M=prM� ÿ tN �D� � rd ÿ tN�D� par
([La1], 1.5), d'ouÁ rd ÿ tN �D� � rd ÿ tH �D� i.e. tH �D� � tN �D�. (

Proposition 2.1.3 Avec les hypotheÁses de (2.1.2), supposons de plus M
libre sur S, alors tH �D� � tN �D� si et seulement si M est engendreÂ par
�/=pr��FilrM�.

Preuve. Ð Gardons les notations de la preuve preÂ ceÂ dente. Posons
�M �M=�FilrSM� et �D � D=�FilrSK0

D� � �M
W K0. Pour i 2 N,
soit Fili �D l'image de FiliD dans �D et Fili �M � �M \ Fili �D. On pose
eÂ galement �M �M=�FilrSM� IM� ouÁ I est le noyau de f0jS et Fili �M
l'image de Fili �M dans �M . Comme gri

Fil
�M est un OK-reÂ seau de gri

Fil
�D

et que la ¯eÁ che gri
Fil

�M! gri
Fil

�M se factorise par gri
Fil

�M=ugri
Fil

�M, on a
pour i 2 N:

edimkgri
Fil

�M � rgW gri
Fil

�M � dimK0
gri

Fil
�D ���

Pour i� 0, FilrSK0
D � FiliD, donc Fili �D � 0 � Fili �M etP

i�0dimkgri
Fil

�M � lgW �M ,
P

i�0dimK0
gri

Fil
�D � dimK0

�D � erd. Puis-
que M est libre sur S, �M est libre de rang d sur
W =prW ' S=�FilrS � IS�, donc lgW �M � rd. On en deÂ duitP

i�0edimkgri
Fil

�M �Pi�0dimK0
gri

Fil
�D, d'ouÁ par ��� edimkgri

Fil
�M �

dimK0
gri

Fil
�D pour i 2 N. Mais, pour 0 � i � r ÿ 1, gri

FilM � gri
Fil

�M et
Fili �M s'identi®e aÁ l'image de FiliM dans �M i.e. la ¯eÁ che
gri

FilM ! gri
Fil

�M est surjective. On deÂ duit de tout cela (toujours pour
0 � i � r ÿ 1):

1
e dimK0

gri
FilD � dimkgri

Fil
�M � lgW gri

FilM � 1
e rgW gri

FilM � 1
e dimK0

gri
FilD
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(pour la deuxieÁ me ineÂ galiteÂ , voir la preuve preÂ ceÂ dente), d'ouÁ :

lgW
M

FilrM
�
Xrÿ1
i�0

lgW gri
FilM �

1

e

Xrÿ1
i�0

dimK0
gri

FilD � rd ÿ tH �D� :

Par ailleurs (c.f. preuve preÂ ceÂ dente):

lgW
M

FilrM
� lgW

M
prM
ÿ tN �D� � rd ÿ tN �D� :

On en deÂ duit tH �D� � tN �D� si et seulement si lgW �M=/�FilrM�� �
lgW �M=prM� i.e. si et seulement si /�FilrM� � prM , d'ouÁ le reÂ sultat
puisque M est libre.

Corollaire 2.1.4 Soit D un objet positif de MF K�/;N� tel que
Filr�1DK � 0 avec 0 � r � p ÿ 2 et supposons qu'il existe un module
fortement divisible dans son SK0

-module associeÂ, alors D est faiblement
admissible.

Preuve. Ð Par (2.1.3), on a tH �D� � tN �D�. Soit D0 � D un sous-K0-
espace vectoriel de D stable par / et N . On pose FiliD0K � D0K \ FiliDK

(i 2 N): il s'agit de montrer tH �D0� � tN �D0�. Soit D0 le SK0
-module

associeÂ aÁ D0: c'est un facteur direct de D stable par / et N tel que
FiliD0 � D0 \ FiliD (3.1.1). Soit M0 �M \D0 et FilrM0 �
M0 \ FilrD0, on a donc /�FilrM0� � prM0: par (2.1.2) appliqueÂ aÁ D0 et
M0, on a tH �D0� � tN�D0�. (

2.2 Rappels et compleÂments sur la theÂorie de [Br2]

On geÂ neÂ ralise les cateÂ gories introduites dans [Br2] et [Br3]. Bien que
ces cateÂ gories deÂ pendent aÁ priori de p, on ne le ®gure pas dans la
notation, pour alleÂ ger le texte.

2.2.1 Rappels sur les cateÂ gories Mr

On pose Sn � S=pnS, c � /1�E�u�� 2 S� et on ®xe r 2 f0; . . . ; p ÿ 2g.
Soit 0Mr la cateÂ gorie suivante: les objets sont la donneÂ e:

� d'un S-module M
� d'un sous-S-module FilrM de M contenant FilrS �M
� d'une ¯eÁ che /-semi-lineÂ aire /r : FilrM!M telle que pour tout

s 2 FilrS et x 2M, /r�sx� � /r�s�/�x� ouÁ /�x� � 1
cr /r�E�u�rx�

� d'une application W -lineÂ aire N : M!M telle que:
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(1) si s 2 S et x 2M, N�sx� � N�s�x� sN�x�
(2) E�u�N�FilrM� � FilrM

(3) le diagramme suivant est commutatif:
FilrM !/r

M
E�u�N # # cN

FilrM !/r
M

On note 0Mr
0 la cateÂ gorie obtenue en oubliant l'opeÂ rateur N dans la

deÂ ®nition de 0Mr. Les ¯eÁ ches sont les morphismes S-lineÂ aires qui
preÂ servent Filr et commutent aÁ /r et N . Les cateÂ gories 0Mr et 0Mr

0

sont munies d'une notion de suite exacte courte: 0!M0 ! M!
M00 ! 0 est une suite exacte si les deux suites de S-modules
0!M0 !M!M00 ! 0 et 0! FilrM0 ! FilrM! FilrM00 ! 0
sont exactes. On note Mr (resp. Mr

0) la sous-cateÂ gorie pleine de 0Mr

(resp. 0Mr
0) formeÂ e des objets M qui veÂ ri®ent les deux conditions

suppleÂ mentaires:
� le S-module M est de la forme M 'ai2ISni pour I ®ni et

ni 2 N�

� /r�FilrM� engendre M sur S.

Remarque 2.2.1.1 On peut montrer que lorsque er � p ÿ 2 les ca-
teÂ gories Mr et Mr

0 sont abeÂ lienne et stables par extension dans 0Mr

(ou 0Mr
0). Voir ([Br2], 2) pour le cas e � 1 et ([Br3], 2.2) pour le cas

r � 1.

Remarque 2.2.1.2 Si M est un S-module fortement divisible (2.1.1),
pour tout n 2 N� M=pnM est muni d'une structure d'objet de Mr en
posant: Filr�M=pnM� � FilrM=pnFilrM,!M=pnM avec les /r et N
induits.

Les objets annuleÂ s par p dans Mr et Mr
0 sont en particulier des S1-

modules libres de type ®ni. On peut preÂ ciser leur structure:

Proposition 2.2.1.3 Soit M un objet de Mr
0 libre de rang d sur S1. Il

existe une base �e1; . . . ; ed� de M et des entiers �r1; . . . ; rd� dans
f0; . . . ; erg tels que FilrM � ��d

i�1u
riei� � FilpS1M.

Preuve. Ð Elle est similaire aÁ la preuve de ([Br3], 2.2.2.5), une fois
eÂ tendus au cas 0 � r � p ÿ 2 les reÂ sultats de ([Br3], 2.2.2.1), ([Br3],
2.2.2.2) et ([Br3], 2.2.2.3) concernant M1

0, ce qui est eÂ vident. (

DeÂ ®nition 2.2.1.4 On appelle base adapteÂe d'un objet M de Mr
0 (resp.

Mr) toute base de M satisfaisant la condition de (2.2.1.3).
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Remarque 2.2.1.5 Pour r � 1, on peut montrer qu'on a un foncteur
pleinement ®deÁ le M1

0,!M1. Cela signi®e que tout objet de M1
0 peut

eÃ tre muni de facË on canonique d'un opeÂ rateur N satisfaisant les
proprieÂ teÂ s (1), (2) et (3) preÂ ceÂ dentes (c'est la proprieÂ teÂ (2) la plus con-
traignante en geÂ neÂ ral, elle est vide pour r � 1 !). En fait, la cateÂ gorieM1

0

correspond aÁ une sous-cateÂ gorie pleine de la cateÂ gorie des scheÂ mas en
groupes ®nis plats et annuleÂ s par une puissance de p sur OK ([Br3],
4.2.2.5) et la cateÂ gorieM1 devrait correspondre aÁ des ``log-scheÂ mas en
groupes''. Evidemment, ce foncteur n'existe plus lorsque r � 2.

2.2.2 Rappels sur cAst et sur V �st

On rappelle brieÁ vement la construction des anneaux Acris, cAst et le
foncteur V �st pour le choix de l'uniformisante p. Pour des preuves et
plus de deÂ tails, le lecteur pourra se reporter aÁ [Fo1], ([Br1], 2) et
([Br2], 3.1).

Pour tout n 2 N�, soit Wn�O �K=pO �K� l'anneau des vecteurs de Witt
de longueur n associeÂ aÁ O �K=pO �K et Wn�O �K=pO �K��X � l'anneau des
polynoÃ mes en l'indeÂ termineÂ e X . On le munit d'une structure de Wn�k�-
algeÁ bre en tordant la structure naturelle par Frobÿn sur k, de sorte que
le morphisme canonique:

bhn : Wn�O �K=pO �K��X � ÿ! O �K=pnO �K

�a0; . . . ; anÿ1� 7! ba0
pn � p ba1pnÿ1 � � � � � pnÿ1danÿ1p

X 7! 0
ouÁ les bai sont des releveÂ s quelconques des ai dans O �K=pnO �K est un
morphisme de Wn-algeÁ bres. Si Wn�O �K=pO �K�DP est l'enveloppe aux
puissances diviseÂ es de Wn�O �K=pO �K� par rapport au noyau de la re-
striction de bhn compatible avec les puissances diviseÂ es canoniques sur
pWn�O �K=pO �K�, l'enveloppe aux puissances diviseÂ es (compatible) de
Wn�O �K=pO �K��X � par rapport au noyau de bhn s'identi®e aÁ
Wn�O �K=pO �K�DP <X >. Pour tout n 2 N�, on a une surjection canonique:

bfn : Wn�1�O �K=pO �K�DP hX i ÿ! Wn�O �K=pO �K�DP hX i
ci��a0; . . . ; an��cj�X � 7! ci��ap

0; . . . ; ap
nÿ1��cj�X �

qui donne lieu aÁ un systeÁ me projectif de W -algeÁ bres. On note:

Acris � lim ÿ
n

Wn�O �K=pO �K�DP et cAst � lim ÿ
n

�Wn�O �K=pO �K�DP hX i� :

cAst est donc le compleÂ teÂ p-adique de la P.D. algeÁ bre polynomiale
AcrishX i. On munit cAst d'une action de GK , d'un Frobenius /, d'un
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opeÂ rateur de monodromie N et d'une ®ltration positive Fil� de la
facË on suivante. Soit �pn�n2N� un systeÁ me compatible de racines pni �emes

de p dans O �K et p l'eÂ leÂ ment associeÂ dans Acris aÁ partir des repreÂ sen-
tants de TeichmuÈ ller � �pn� dans Wn�O �K=pO �K�. Pour tout g 2 GK , on a
g�pn� � �n�g�pn ouÁ ��n�g��n2N� est un systeÁ me compatible de racines
pni �emes

de l'uniteÂ dans O �K . On note de meÃ me ��g� l'eÂ leÂ ment associeÂ dans
Acris. Sur Wn�O �K=pO �K�, on a une action de Galois donneÂ e par
g��a0; :::; anÿ1�� � �g�a0�; :::; g�anÿ1��, qui s'eÂ tend de manieÁ re eÂ vidente
aÁ Wn�O �K=pO �K�DP puis aÁ Acris, puis aÁ cAst en posant
g�X � � ��g�X � ��g� ÿ 1 (l'action est alors continue pour la topologie
p-adique). Le Frobenius / deÂ ®ni sur Wn�O �K=pO �K� s'eÂ tend aÁ

Wn�O �K=pO �K�DP car /�ker bhn \ Wn�O�K=pO�K�� � ker bhn \Wn�O�K=pO�K��
pWn�O �K=pO �K�. On l'eÂ tend aÁ Acris, puis aÁ cAst en posant
/�X ���1� X �p ÿ 1. Sur cAst, on deÂ ®nit un opeÂ rateur de monodromie
comme l'unique deÂ rivation Acris-lineÂ aire N telle que N�X � � 1� X .
Soit bIn le noyau de bhn et bIn

�i� la ii�eme puissance diviseÂ e de bIn, on deÂ ®nit
FilicAst� lim ÿ

n

bIn
�i� et FiliAcris � Acris \ FilicAst. Puisque bhn�X � � 0 on a:

FilicAst �
nX1

j�0
ajcj�X �; aj 2 Acris; lim

j!1
aj � 0; aj 2 FiliÿjAcris; 0 � j � i

o
:

On a N/ � p/N , N�FilicAst� � Filiÿ1cAst (i 2 N) et /�FilicAst� � picAst

(0 � i � p ÿ 1). On peut montrer que cette construction est indeÂ -
pendante du systeÁ me de racines �pn�n2N� de p choisi. On pose
B�cris � Acris�1=p� et cB�st � cAst�1=p� auxquels on eÂ tend les structures
preÂ ceÂ dentes par K0-lineÂ ariteÂ (ou semi-lineÂ ariteÂ ). On a un morphisme
d'algeÁ bres B�cris-lineÂ aire compatible aÁ l'action de GK et aux ®ltrations

fp : cB�st ! B�dR tel que fp�X � � �p=p� ÿ 1. Soit T � Log�1� X � 2 cAst,

on deÂ ®nit B�st � B�cris�T �,!cB�st et B�st;K � K 
K0
B�st . On munit B�st des

opeÂ rateurs / et N induits (qui le laissent stable). L'application fp

induit une application Id 
 fp : B�st;K ! B�dR et on pose
FiliB�st;K � �Id 
 fp�ÿ1�FiliB�dR�. En particulier, on n'a plus �Id 
 N�
�FiliB�st;K� � Filiÿ1B�st;K . Alternativement, B�st s'identi®e aux eÂ leÂ ments

de cB�st annuleÂ s par une puissance de N ([Br1], 7.1). En®n, on a un
isomorphisme compatible aÁ toutes les structures S !� cAst

GK donneÂ par
u 7!p�1� X �ÿ1 ([Br1], 4.2).

Soit dAst;1 � cAst 
W K0=W , c'est un objet de 0Mr pour
r 2 f0; . . . ; p ÿ 2g (en posant Filr dAst;1 � �FilrcAst� 
W K0=W et
/r � �/=pr�jFilr ). On associe aÁ tout M de Mr une repreÂ sentation
lineÂ aire de GK deÂ ®nie par V �st �M� � Hom0Mr�M; dAst;1� avec
g�f ��x� � g�f �x�� si f 2 Hom0Mr�M; dAst;1�. Les repreÂ sentations ob-
tenues sont par construction tueÂ es par la puissance de p qui annule
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M. Dans la suite, on note aussi Acris;1 � Acris 
W K0=W muni des
structures induites par dAst;1. On en fait une S-algeÁ bre par
u�x
 1

pm� � px
 1
pm: c'est alors un objet de 0Mr

0 (r 2 f0; . . . ; p ÿ 2g).

2.3 Modules fortement divisibles et admissibiliteÂ

On montre que l'existence de modules fortement divisibles entraine en
fait l'admissibiliteÂ . Le cas e � 1 est dans ([Br2], 4.2.1) mais la preuve
donneÂ e ici est di�eÂ rente. Les techniques utiliseÂ es (aÁ part pour la
proposition (2.3.2.2) due aÁ Fontaine) sont maintenant standard
([Br2], [Br3], [Wa]) et nous n'insistons pas sur les deÂ tails.

2.3.1 Quelques lemmes

Lemme 2.3.1.1 Soit M dans Mr, alors la ¯eÁche Acris-lineÂaire:dAst;1 ! Acris;1; ci�X �7!0 �i � 1�
induit un isomorphisme de Zp-modules:

Hom0Mr�M; dAst;1� !� Hom0Mr
0
�M;Acris;1� :

Preuve. Ð Soit f 2 Hom0Mr�M; dAst;1� et f0 son image. Soit x 2M tel
que Ni�x� � 0 pour i� 0 (par exemple x 2 /r�FilrM�), on veÂ ri®e que
f �x� �Pi�0f0�Ni�x��ci�Log�1� X ��. Si f0 � 0, on en deÂ duit f �x� � 0
pour x 2 /r�FilrM�, donc f � 0 puisqueM est engendreÂ par de tels x.
Soit f0 2 Hom0Mr

0
�M;Acris;1�, pour tout x 2M et tout n 2 N, posons

fn�x� �
Pn

i�0f0�Ni�x��ci�Log�1� X ��: on veÂ ri®e que fn est W -lineÂ aire,
respecte Filr, commute avec /r et satisfaõÃ t N�fn�x�� � fnÿ1�N�x��. Je
dis qu'il existe un unique eÂ leÂ ment f �x� 2 dAst;1 tel que
fn�x� ÿ f �x� 2 Filn dAst;1 pour tout n 2 N. L'uniciteÂ vient de

\n2NFiln dAst;1 � 0. L'existence vient du fait que, si s 2 S et x 2M, on
a fn�sx� ÿ sfn�x� 2 Filn dAst;1, donc, si x �P sjej ouÁ ej 2 /r�FilrM�,
l'eÂ leÂ ment

P
sjfn�ej� est constant pour n >> 0 (car Ni�ej� � 0 pour

i >> 0) et veÂ ri®e fn�x� ÿ
P

sjfn�ej� 2 Filn dAst;1, 8 n 2 N. Soit
f : x 7!f �x�, f respecte clairement Filr et, de l'uniciteÂ de f �x�, on deÂ -
duit que f est S-lineÂ aire et commute aÁ N . En®n, soit m tel que
pmM � 0, comme /r�FilncAst=pmFilncAst� � 0 pour n >> 0 (du moins
si p � 3, mais pour p � 2, la cateÂ gorie M0 est eÂ quivalente aÁ la
cateÂ gorie de Fontaine-La�aille MF f ;0

tor ouÁ N � 0), on a
/r�f �x�� � /r�fn�x�� � fn�/r�x�� si x 2 FilrM, d'ouÁ /r�f �x��ÿ
f �/r�x�� 2 \n2NFiln dAst;1 � 0. (
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Lemme 2.3.1.2 Soit M dans Mr annuleÂ par p, alors
dimFp V

�
st �M� � rgS1M.

Preuve. Ð Par (2.3.1.1), il su�tdecalculerdimFp Hom0Mr
0
�M;Acris=pAcris�.

Soient �e1; . . . ; ed� une base adapteÂ e deM (2.2.1.3), �r1; . . . ; rd� les entiers
de f0; . . . ; erg tels que uriei 2 FilrM et G�u� l'unique matrice de GLd�S1�
telle que:

/r�ur1e1�
..
.

/r�urd ed�

0B@
1CA � G�u�

e1
..
.

ed

0B@
1CA :

On est ameneÂ aÁ reÂ soudre dans �Acris=pAcris�d le systeÁ me:

/r�pr1x1�
..
.

/r�prd xd�

0B@
1CA � G�p�

x1
..
.

xd

0B@
1CA

ouÁ xi 2 perÿri�Acris=pAcris� � Filp�Acris=pAcris�. On sait bien qu'un tel
systeÁ me a pd solutions (voir la ®n de la preuve de ([Br2], 3.2.2.1) ou
([Wa], 2.3.2.2)). (

Lemme 2.3.1.3 Soit M dans Mr
0, alors Ext10Mr

0
�M;Acris;1� � 0.

Preuve. Ð Par deÂ vissage comme en ([Br3], 4.1.1), on se rameÁ ne au cas
ouÁ pM � 0. Par le meÃ me argument qu'en ([Br2], 3.2.2.1), il su�t de
montrer que toute extension 0! Acris=pAcris ! E!M! 0 dans
0Mr

0 avec pE � 0 est scindeÂ e. Avec les notations de la preuve preÂ ceÂ -
dente, soient êi des releveÂ s des ei dans E et di 2 Acris=pAcris tels que
uri êi � di 2 FilrE. Comme uerE � FilrE, on a uerÿridi 2
Filr�Acris=pAcris�. On en deÂ duit (c.f. ([Br2], 3.1.2.2) par exemple) des �i

dans Acris=pAcris tels que di ÿ pri�i 2 Filp�Acris=pAcris�. Quitte aÁ rem-
placer êi par êi � �i, on peut supposer uri êi 2 FilrE. Pour construire
une section ei 7! êi dans

0Mr
0, il faut alors modi®er les êi par des fi

solution du systeÁ me:

/r�pr1f1�
..
.

/r�prd fd�

0B@
1CA � G�p�

f1
..
.

fd

0B@
1CAÿ c1

..

.

cn

0B@
1CA

avec fi 2 perÿri�Acris=pAcris� � Filp�Acris=pAcris� et ouÁ :
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c1
..
.

cd

0B@
1CA � /r�ur1 ê1�

..

.

/r�urd êd�

0B@
1CAÿ G�u�

ê1
..
.

êd

0B@
1CA 2 �Acris=pAcris�d :

Les solutions d'un tel systeÁ me forment un espace a�ne de dimension d
sur Fp (([Br1], 3.2.2.1), ([Wa], 2.3.2.2)). En particulier, il en existe. (

2.3.2 Construction de repreÂ sentations semi-stables

Si D est un objet positif de MF K�/;N� et D son SK0
-module associeÂ

(21), on note encore V �st �D� (resp. V �st �D�) le Qp-espace vectoriel des
applications K0-lineÂ aires (resp. SK0

-lineÂ aires) de D (resp. D) dans B�st
(resp. cB�st ) qui commutent aÁ / et N et preÂ servent la ®ltration apreÁ s
extension des scalaires aÁ K (resp. qui commutent aÁ / et N et
preÂ servent la ®ltration). Comme d'habitude, V �st �D� et V �st �D� sont
munis d'une action lineÂ aire continue de GK .

Proposition 2.3.2.1 Soit D un objet positif de MF K�/;N� et D son SK0
-

module associeÂ, alors on a un isomorphisme canonique de repreÂsen-
tations galoisiennes: V �st �D� !

�
V �st �D�.

Preuve. Ð C'est la meÃ me qu'en ([Br2], 4.1.1.2) ouÁ le fait d'avoir un
module fortement divisible ne jouait aucun roÃ le. (

On rappelle qu'un objet positif D de MF fa
K �/;N� est dit admissible

s'il existe une repreÂ sentation p-adique semi-stable V ([Fo2], 5.1.4) aÁ
poids de Hodge-Tate neÂ gatifs ou nuls telle que �B�st 
Qp

V �GK ' D
dans MF K�/;N� ([Fo2], 5.3.3).
Proposition 2.3.2.2 (Fontaine) Soit D un objet positif de MF K�/;N� qui
est un quotient (dans MF K�/;N�) d'un objet de MF fa

K �/;N�, alors
dimQp

V �st �D� � dimK0
D.

Preuve. Ð Soient d � dimK0
D, V � V �st �D�, Cst � Frac�B�st � et r la

dimension du sous-Cst-espace vectoriel engendreÂ par V dans
HomK0

�D;Cst� (homomorphismes K0-lineÂ aires). On a r � d. Soit W le
Qp-espace vectoriel image de l'homomorphisme ``deÂ terminant''
Kr

Qp
V ! V �st �Kr

K0
D�: W engendre un sous-Cst-espace vectoriel de di-

mension 1 de HomK0
�Kr

K0
D;Cst� stable par GK . Soit g 2 W n f0g,

g : Kr
K0

D! B�st et D00 � Kr
K0

D=Ker�g�: la ¯eÁ che induite �g : D00 ! B�st
est injective et W � V �st �D00�. Pour g 2 GK , notons g��g� � c�g��g,
c�g�2 Cst. Si d1; . . . ; dm est une base de D00 sur K0 et xi � �g�di� 2 B�st ,
on a g�xi=x1� � xi=x1 dans Cst pour tout g 2 GK , d'ouÁ
xi=x1 2 CGK

st � K0 (utiliser K 
K0
B�st ,!B�dR ([Fo1], 4.2.4) et
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�B�dR�GK � K ([Fo1], 1.5.7)). L'injectiviteÂ de �g entraine donc que les di

sont proportionnels sur K0, i.e. dimK0
D00 � 1. Or D00 est un quotient de


r
K0

D qui est un quotient d'un objet de MF fa
K �/;N� par ([Fa2], [To]) et

l'hypotheÁ se, donc tN �D00� � tH �D00�. Ceci entraine dimQp
V �st �D00� � 1

(consideÂ rer D000 � D00 mais avec FiltN �D00�D000 � D000, FiltN �D00��1D000 � 0 et
utiliser dimQp

V �st �D000� � 1). Comme W 6� 0, W � V �st �D00� et
dimQp

W � 1. Soient v1; . . . ; vr dans V tels que l'image de v1 ^ . . . ^ vr

dans W est non nulle. Les �vi� sont alors une base du Cst-espace
vectoriel engendreÂ par V et tout v 2 V s'eÂ crit v �Pi kivi avec ki 2 Cst.
Si l'un des ki est non nul, disons kr, v1 ^ . . . ^ vrÿ1 ^ v � krv1 ^ . . . ^ vr

dans W , donc kr 2 Qp, donc dimQp
V � r � d. (

Corollaire 2.3.2.3 Soit D un objet positif de MF fa
K �/;N� tel que

dimQp
V �st �D� � dimK0

D, alors D est admissible.

Preuve. Ð On voit facilement ([Fo2], 1.8.2) qu'il su�t de montrer
l'injectiviteÂ de la ¯eÁ che canonique D! HomGK �V �st �D�;B�st �. Soit D0

son noyau et D00 � D=D0: on a dimQp
V �st �D00� � dimK0

D � dimK0
D00.

Mais dimQp
V �st �D00� � dimK0

D00 par (2.3.2.2) appliqueÂ aÁ D00, d'ouÁ le
reÂ sultat. (

On remarquera que les deux propositions et le corollaire preÂ ceÂ -
dents sont valables sans restriction sur la longueur de la ®ltration.

Proposition 2.3.2.4 Soit D un objet positif de MF K�/;N� tel que
Filr�1DK � 0 avec 0 � r � p ÿ 2 et supposons qu'il existe un module
fortement divisible dans son SK0

-module associeÂ, alors
dimQp

V �st �D� � dimK0
D.

Preuve. Ð Soit M un module fortement divisible et Mn �M=pnM
muni de sa structure d'objet deMr (2.2.1.2). De (2.3.1.3) et (2.3.1.1), on
deÂ duit des suites exactes: 0! V �st �M1� ! V �st �Mn� ! V �st �Mnÿ1� ! 0
(voir les discussions en ([Br2], 3.2.2) et ([Br3], 4.1.1)), donc, par (2.3.1.2)
et (2.3.1.1), V �st �Mn� est un Z=pnZ-module libre de rang dimK0

D pour
tout n 2 N�. Comme:

V �st �D� � Qp 
Zp Hom0Mr�M
Qp=Zp; dAst;1� � Qp 
Zp �lim ÿ
n

V �st �Mn��
on en deÂ duit le reÂ sultat par (2.3.2.1). (

En combinant (2.1.4), (2.3.2.4) et (2.3.2.3), on obtient:

TheÂ oreÁ me 2.3.2.5 Soit D un objet positif de MF K�/;N� tel que
Filr�1D � 0 avec 0 � r � p ÿ 2 et supposons qu'il existe un module
fortement divisible dans son SK0

-module associeÂ, alors D est admissible.
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3 Construction de modules fortement divisibles �er < pÿ 1�

On construit sans restriction sur e des pseudo-modules fortement
divisibles (2.1.1). Lorsque er � p ÿ 2, on montre que ces pseudo-
modules fortement divisibles sont en fait des modules fortement
divisibles, i.e. que la liberteÂ est alors automatique.

3.1 Restriction au cas simple (e 2 N�; r < p ÿ 1)

Rappelons qu'un diagramme 0! D0 ! D! D00 ! 0 dans
MF K�/;N� est une suite exacte si, pour tout r 2 Z, on a une suite
exacte de K-espaces vectoriels 0! FilrD0K ! FilrDK ! FilrD00K ! 0.

Lemme 3.1.1 Soit 0! D0 ! D! D00 ! 0 une suite exacte dans
MF K�/;N� et soient D0, D, D00 les SK0

-modules associeÂs respectivement
aÁ D0, D et D00 (2.1), alors, pour tout r 2 Z, on a des suites exactes de
SK0

-modules: 0! FilrD0 ! FilrD! FilrD00 ! 0.

Preuve. Ð Montrons par reÂ currence que FilrD0 � D0 \ FilrD. C'est
vrai pour r << 0. Supposons le en r ÿ 1 et soit x 2 D0 \ FilrD, on a
N�x� 2 D0 \ Filrÿ1D � Filrÿ1D0 et fp�x� 2 D0K \ FilrDK � FilrD0K ,
d'ouÁ x 2 FilrD0 d'apreÁ s la deÂ ®nition de la ®ltration sur D0. Comme
FilrD0 � D0 \ FilrD, on a eÂ galiteÂ . La ®ltration quotient sur D00 est
bien la bonne par ([Br1], 6.2.2.1). (

Proposition 3.1.2 Soient 0! D0 ! D! D00 ! 0 une suite exacte
d'objets positifs de MF K�/;N� de longueur de ®ltration � r � p ÿ 2 et
D0, D, D00 les SK0

-modules associeÂs. Si D0 et D00 contiennent des mo-
dules fortement divisibles (resp. des pseudo-modules fortement divisi-
bles), alors il en est de meÃme de D.

Preuve. Ð Soient M0 et M00 des pseudo-modules fortement divisibles
dans D0 et D00, �e1; . . . ; ed 00 � une famille geÂ neÂ ratrice de M00 sur S,
�f1; . . . ; fs� des eÂ leÂ ments de FilrM00 �M00 \ FilrD00 tels que
FilrM00 �Ps

i�1Sfi � FilpSM00 et �aij�1�i�d00
1�j�s

des eÂ leÂ ments de S tels que

ei �
Ps

j�1 aij
/
pr �fj� pour i 2 f1; . . . ; d 00g. Soient �bkl� 1�k�s

1�l�d00
dans S tels

que, pour k 2 f1; . . . ; sg, fk �
Pd 00

l�1bklel, �ê1; . . . ; êd 00 � des releveÂ s dans
D de �e1; . . . ; ed 00 � et f̂k �

Pd 00
l�1bklêl, par (3.1.1), il existe �g1; . . . ; gs�

dans FilrD tels que f̂i ÿ gi 2 D0 et �h1; . . . ; hd 00 �, �h01; . . . ; h0d 00 � et
�g01; . . . ; g0s� dans D0 tels que:
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/�êi� � hi 2
Xd 00
j�1

Sêj; i 2 f1; . . . ; d 00g

N�êi� � h0i 2
Xd 00
j�1

Sêj; i 2 f1; . . . ; d 00g

/
pr�gi� � g0i 2

Xd 00
j�1

Sêj; i 2 f1; . . . ; sg :

Soit N �Pd 00
j�1Sêj, on voit facilement qu'il existe b 2 N tel que

N \D0 � 1
pb M

0. Soit c � b assez grand pour que les hi, h0i pour
i 2 f1; . . . ; d 00g et f̂i ÿ gi, g0i pour i 2 f1; . . . ; sg soient tous dans 1

pc M
0.

On pose M � 1
pc M

0 �N � D. Par construction, M est stable par /,
N et on a une suite exacte de S-modules: 0! 1

pc M
0 !M!M00 ! 0

qui montre que M est libre sur S lorsque les deux autres le sont et
K0 
W M!� D. Soit x 2 FilrM �M \ FilrD, son image dans M00

tombe dans FilrM00, donc il existe y 2Ps
i�1Sgi � FilpSM tel que

xÿ y 2 1
pc M

0 \ FilrD � 1
pc FilrM0. On en deÂ duit FilrM � 1

pc FilrM0�Ps
i�1Sgi � FilpSM, d'ouÁ /�FilrM� � prM. En®n, le fait que

/
pr �FilrM� engendre M sur S se deÂ duit du meÃ me fait pour 1

pc M
0 et M00

et de la suite exacte 0! 1
pc M

0 !M!M00 ! 0. (

3.2 Construction de pseudo-modules fortement divisibles �e 2 N�;
r < p ÿ 1�

3.2.1 Changement d'anneau

L'anneau S n'eÂ tant pas noetheÂ rien, on lui substitue un anneau R, plus
petit et noetheÂ rien.

Soit R � W ��X ���u�=�uep ÿ pX �, on a une injection R,!S en en-
voyant X sur �p ÿ 1�!cp�ue� (et u sur u) et il est clair que, via cette
injection, R est stable par / et N . On le munit de la ®ltration induite
FiliR � R \ FiliS. Posons Y � E�u�p=p 2 R (on peut exprimer Y en
fonction de X et u), on a R ' W ��Y ���u�=�E�u�p ÿ pY � et, pour
0 � i � p ÿ 1, FiliR � �E�u�i; Y � et /�FiliR� � piR. On rappelle que
c � �/=p��E�u�� 2 R�. L'anneau R est un anneau local noetheÂ rien
d'ideÂ al maximal m � �p; u;X � et il est complet pour la topologie m-
adique. On pose RK0

� K0 
W R muni des / et N deÂ duits par exten-
sion des scalaires et FiliRK0

� K0 
W FiliR.

Lemme 3.2.1.1 Soit i 2 f0; . . . ; pg, on a S � R� FiliS.
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Preuve. Ð L'anneau S s'identi®e aÁ la compleÂ tion p-adique de
R�Y2; Y3; :::�=�pY2 ÿ Y p; pY3 ÿ Y p

2 ; :::� avec les Yi dans FilpS
(Yi � cpi�E�u�� aÁ une uniteÂ de W preÁ s), le reÂ sultat s'en deÂ duit aiseÂ ment
puisque R est p-adiquement complet. (

Soit D un objet de MF K�/;N�, on le suppose positif pour simpli®er
et on pose DR � RK0


K0
D � SK0


K0
D � D (c.f. 2.1) muni des

structures induites par D (/, N et ®ltration). Le lemme suivant est
laisseÂ au lecteur.

Lemme 3.2.1.2 La ®ltration DR \ FiliD sur DR s'identi®e aÁ la ®ltration
deÂ®nie par reÂcurrence en posant Fil0DR � DR et FiliDR �
fx 2 DR=N�x� 2 Filiÿ1DR et � fp 
 Id��x� 2 FiliDKg ouÁ fp deÂsigne la
¯eÁche RK0

,!SK0
! K qui envoie u sur p.

On dira que DR est le RK0
-module associeÂ aÁ D.

Lemme 3.2.1.3 Soient MR un sous-R-module de DR tel que
K0 
W MR !� DR, FiliMR �MR \ FiliDR (i 2 N) et M le sous-S-
module de D engendreÂ par MR, alors pour tout i l 'image de
S 
R FiliMR � FiliS 
R MR dans M coõÈncide avec M \ FiliD.

Preuve. Ð Il est clair que cette image est contenue dans M \ FiliD
(i 2 N). Soit x 2M \ FiliD, par (3.2.1.1), x s'eÂ crit x � y � z avec
y 2MR et z dans l'image de FiliS 
R MR. Donc y 2MR\
FiliD �MR \ �DR \ FiliD� �MR \ FiliDR � FiliMR. (

DeÂ ®nition 3.2.1.4 Soit D un objet positif de MF K�/;N� tel que
Filr�1DK � 0 avec r � p ÿ 2 et DR son RK0

-module associeÂ. On dit
qu'un sous-R-module MR de DR stable par / et N est un module for-
tement divisible de DR (resp. un pseudo-module fortement divisible) s'il
veÂri®e les quatre conditions:

� MR est libre de type ®ni sur R (resp. est de type ®ni sur R)
� K0 
W MR !� DR

� /�FilrMR� � prMR

� �/=pr��FilrMR� engendre MR sur R.

De (3.2.1.3), on deÂ duit aiseÂ ment:

Corollaire 3.2.1.5 Avec les notations de (3.2.1.4), si MR est un module
fortement divisible de DR (resp. un pseudo-module fortement divisible)
et si M est le sous-S-module de D engendreÂ par MR, alors M est un
module fortement divisible de D (resp. un pseudo-module fortement
divisible).
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On peut donc travailler avec R et DR seulement. Dans la suite, on
eÂ critM etD au lieu deMR etDR pour alleÂ ger les notations, le contexte
indiquant clairement s'il s'agit de R-modules ou de S-modules.

3.2.2 AlgeÁ bre commutative

On donne ici les reÂ sultats (classiques) d'algeÁ bre commutative qui
seront utiliseÂ s dans la suite. On rappelle que R est un anneau local
noetheÂ rien complet d'ideÂ al maximal m.

Lemme 3.2.2.1 Soit M un R-module de type ®ni et I un ideÂal de R
(I � m). SoitN un sous-R-module deM, alors

T
n2N�N� InM� �N.

Preuve. Ð Quitte aÁ remplacer M par M=N, on peut supposer
N � 0. Alors, il existe s 2 R de la forme 1� t avec t 2 m tel que
s �Tn2N InM � 0 (c.f. le livre de Matsumura th. 8.9, par exemple).
Comme R est complet pour la topologie m-adique, s 2 R� d'ouÁ le
reÂ sultat. (

Proposition 3.2.2.2 Soit �Mn�n2N une suite deÂcroissante pour l 'inclu-
sion de R-modules tels que M0 est de type ®ni, alors les assertions
suivantes sont eÂquivalentes:

(i)
T

n2NMn � 0
(ii) 8 i 2 N, 9 ni 2 N = Mni � miM0.

Preuve. Ð Si (ii) est vrai, on a
T

n2NMn �
T

i2NMni �
T

i2NmiM0 � 0
par (3.2.2.1), d'ouÁ (i). Les R-modules �Mn=�Mn \mM0��n2N forment
une suite deÂ croissante pour l'inclusion de sous-R-modules de
M0=mM0 qui est de longueur ®nie. Il existe donc n1 2 N� tel que
pour n � n1, Mn=�Mn \mM0� !� Mn1=�Mn1 \mM0�. On consideÁ re
la suite deÂ croissante pour l'inclusion de R-modules
�Mn=�Mn \m2Mn1��n�n1 , comme preÂ ceÂ demment, il existe n2 2 N,
qu'on peut prendre supeÂ rieur aÁ n1 � 1, tel que pour n � n2,
Mn=�Mn \m2Mn1� !

�
Mn2=�Mn2 \m2Mn1�. De proche en proche,

on construit ainsi une suite strictement croissante d'entiers �ni�i2N
(avec n0 � 0) telle que pour i 2 N et n � ni, Mn=�Mn\
miMniÿ1� !

�
Mni=�Mni \miMniÿ1�. En particulier, Mni�1=�Mni�1\

miMniÿ1� !
�

Mni=�Mni \miMniÿ1�. Supposons (i) et soit x1 2Mn1 ,
par ce qui preÂ ceÁ de, il existe xi 2Mni (i � 2) tels que, pour i 2 N�,
xi ÿ xi�1 2 miMniÿ1 � miM0. Comme M0 est m-adiquement complet,
pour tout j 2 N� l'eÂ leÂ ment yj �

P1
i�j�xi ÿ xi�1� est dans M0, et meÃ me
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dans mjMnjÿ1 . Mais x1 ÿ y1 � xj ÿ yj 2Mnjÿ1 pour tout j � 1, d'ouÁ
x1 ÿ y1 2

T
n2NMn � 0 i.e. x1 2 mM0 et Mn1 � mM0. Par un rai-

sonnement similaire, on montre Mni � miMniÿ1 � miM0 pour tout
i 2 N� d'ouÁ (ii). (

Le lemme (3.2.2.1) se geÂ neÂ ralise comme suit:

Proposition 3.2.2.3 Soient M un R module de type ®ni, N un sous-R-
module de M, �Mn�n2N une suite deÂcroissante pour l 'inclusion de sous-
R-modules de M et M1 �

T
n2NMn, alors

T
n2N�N�Mn� �

N�M1.

Preuve. Ð On a des suites exactes de R-modules pour n 2 N:
0!N�M1 !N�Mn !Mn=�Mn \ �N�M1�� ! 0, d'ouÁ
des suites exactes:

0!N�M1 !
\
n2N
�N�Mn� !

\
n2N

ÿ
Mn=�Mn \ �N�M1��

�! 0:

Mais les suites exactes de R-modules: 0!M1 !Mn !
Mn=M1 ! 0 fournissent des suites exactes 0!M1 !T

n2NMn !
T

n2N�Mn=M1� ! 0 d'ouÁ
T

n2N�Mn=M1� � 0. Par
(3.2.2.2), pour tout i 2 N, il existe ni 2 N tel que Mni=M1 �
mi�M0=M1�, d'ouÁ aÁ fortiori Mni=�Mni \ �N�M1�� �Mni=
�M1� Mni \N� � mi

ÿ
M0=�M1 �M0 \N�� qui entraine:

\
n2N

ÿ
Mn=�Mn \ �N�M1��

� � 0

par (3.2.2.1), d'ouÁ le reÂ sultat. (

3.2.3 AlgeÁ bre lineÂ aire

On deÂ montre ici deux propositions qui seront cruciales dans la sec-
tion suivante. Soit D un objet positif de MF K�/;N� tel que
Filr�1DK � 0 avec r � p ÿ 2 et D � RK0


K0
D son RK0

-module
associeÂ (donc muni des opeÂ rateurs /, N et de la ®ltration deÂ ®nie en
(3.2.1)). On note d � dimK0

D.

Lemme 3.2.3.1 Soit M un sous-R-module libre de D tel que
K0 
W M!� D, alors pour tout i � p ÿ 1, FiliM=�Fil1RFiliM�
FilpRM� est un OK-module libre de rang d, ouÁ FiliM �M \ FiliD.
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Preuve.ÐMontrons d'abord qu'il est sans p-torsion. Soit x 2 FiliM tel
que px 2 Fil1RFiliM� FilpRM, on a �fp 
 Id��px� � p�fp 
 Id��x�,
donc �fp 
 Id��x� � 0 d'ouÁ , comme M est libre, x 2 Fil1RM, i.e.
x � E�u�y � z avec y 2M et z 2 FilpRM. Mais px 2 Fili�1M entraine
x 2 Fili�1M, donc E�u�y 2 Fili�1M d'ouÁ on deÂ duit y 2 FiliM (utiliser
par exemple le fait que SK0


RK0
D admet une base adapteÂ e aÁ la ®ltration

([Br1], A.4)). Finalement, x � E�u�y � z 2 Fil1RFiliM� FilpRM. Co-
mme le module est sans torsion, c'est un OK-reÂ seau de
FiliD=�Fil1RK0

FiliD� FilpRK0
D� qui est un K-espace vectoriel de rang

d (prendre une base adapteÂ e aÁ la ®ltration sur SK0

RK0

D et utiliser
(3.2.1.1)). (

Lemme 3.2.3.2 Soit M un sous-R-module libre de D tel que K0
W

M!� D etN le sous-R-module deD engendreÂ par �/=pr� �M \ FilrD�.
Alors, N est libre de rang d sur R et K0 
W N!� D.

Preuve. Ð Montrons d'abord que pour tout i � p ÿ 1, il existe
�ei

1; . . . ; ei
d� d vecteurs de M libres sur R tels que FiliM �

��di
j�1Rei

j� � ��d
j�di�1RE�u�ei

j� � FilpRM pour un entier
di 2 f0; . . . ; dg et E�u�iM � ��di

j�1Rei
j� � ��d

j�di�1RE�u�ei
j�. On proc-

eÁ de par reÂ currence sur i: c'est trivial pour i � 0 (et c'est vrai pour
i � 1 par ([Br3], 2.2.1.9), la preuve n'utilisant pas l'hypotheÁ se de forte
divisibiliteÂ ). Supposons le au cran iÿ 1 (iÿ 1 � p ÿ 2), et consideÂ rons
la suite exacte:

0! FiliM

Fil1RFiliÿ1M� FilpRM
! Filiÿ1M

Fil1RFiliÿ1M� FilpRM
! Filiÿ1M

FiliM
! 0:

Soit di 2 f0; . . . ; dg et ��ei
1; . . . ; �ei

d� une base de Filiÿ1M=�Fil1RFiliÿ1

M� FilpRM� sur OK (3.2.3.1) telle que ��ei
1; . . . ; �ei

di
� est une base de

FiliM=�Fil1RFiliÿ1M� FilpRM� (sur OK) et ��ei
di�1; . . . ; �ei

d� une base
de Filiÿ1M=FiliM. Soient �ei

1; . . . ; ei
d� des releveÂ s dans ��diÿ1

j�1Reiÿ1
j ��

��d
j�diÿ1�1RE�u�eiÿ1

j � tels que �ei
1; . . . ; ei

di
� 2 FiliM (on peut se deÂ -

barrasser du FilpRM car i � p), la matrice de �ei
1; . . . ; ei

d� dans
�eiÿ1

1 ; . . . ; eiÿ1
diÿ1 ;E�u�eiÿ1

diÿ1�1; . . . ;E�u�eiÿ1
d � est inversible dans R, puisque

sa reÂ duction modulo Fil1R l'est dans OK , donc Filiÿ1M �
��d

j�1Rei
j� � FilpRM et:

FiliM ���di
j�1Rei

j� � Fil1RFiliÿ1M� FilpRM

���di
j�1Rei

j� � ��d
j�di�1RE�u�ei

j� � FilpRM :

De E�u�iÿ1M � ��diÿ1
j�1Reiÿ1

j � � ��d
j�diÿ1�1RE�u�eiÿ1

j �, on tire
E�u�iÿ1M � �d

j�1Rei
j, d'ouÁ E�u�iM � ��di

j�1Rei
j� � ��d

j�di�1RE�u�ei
j�,
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ce qui acheÁ ve la reÂ currence. En appliquant ceci aÁ FilrM, on trouve
que N est engendreÂ sur R par �/r�er

1�; . . . ;/r�er
dr
�; /rÿ1�er

dr�1�;
. . . ;/rÿ1�er

d��. Or, cette famille engendre D sur RK0
car N contient

/�M�, donc elle est libre sur RK0
, et aÁ fortiori sur R. (

Proposition 3.2.3.3 SoitM un sous-R-module libre deD stable par / tel
que K0 
W M!� D et deÂ®nissons par reÂcurrence M0 �M, Mi�1 � le
sous-R-module de D engendreÂ par �/=pr��FilrMi� (FilrMi �
Mi \ FilrD). Soit Mi �Mi=�Mi \ ID� ouÁ I � �u;X �, alors on a
Mi � 1

pir M0 et lg� 1pir M0=Mi� � i�rd ÿ tH �D� � tN �D��.
Preuve. Ð Par (3.2.3.2), les Mi sont tous libres sur R et la meÃ me
preuve qu'en (2.1.3) donne lgW �Mi=FilrMi� � rd ÿ tH�D� ouÁ FilrMi est
l'image de FilrMi dans Mi. Il est clair que pour tout i Mi � 1

pr /�Miÿ1�,
d'ouÁ Mi � 1

pir /
i�M0� � 1

pir M0. On a, pour tout i:

lgW
Mi

FilrMi
� rd ÿ tH �D� � lgW

/�Mi�
/�FilrMi� � lgW

/�Mi�
prMi�1

� lgW

1
pr /�Mi�

Mi�1
:

Les suites exactes:

0!
1

p�iÿ1�r /
iÿ1�M1�

Mi
!

1
pir /

i�M0�
Mi

!
1

pir /
i�M0�

1
p�iÿ1�r /

iÿ1�M1�
! 0

entrainent:

lgW

1
pir /

i�M0�
Mi

� lgW

1
pr /�M0�

M1
� lgW

1
p�iÿ1�r /

iÿ1�M1�
Mi

:

De meÃ me, on a:

lgW

1
p�iÿ1�r /

iÿ1�M1�
Mi

� lgW

1
pr /�M1�

M2
� lgW

1
p�iÿ2�r /

iÿ2�M2�
Mi

etc., jusqu'aÁ :

lgW

1
p2r /

2�Miÿ2�
Mi

� lgW

1
pr /�Miÿ2�

Miÿ1
� lgW

1
pr /�Miÿ1�

Mi
:

En additionnant, on trouve par ce qui preÂ ceÁ de:

lgW

1
pir /

i�M0�
Mi

� i�rd ÿ tH �D�� �1�
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Par ailleurs, les suites exactes:

0!
1

pir /
i�M0�
Mi

!
1

pir /
iÿ1�M0�
Mi

!
1

pir /
iÿ1�M0�

1
pir /

i�M0�
! 0

entrainent:

lgW

1
pir /

i�M0�
Mi

� lgW

1
pir /

iÿ1�M0�
Mi

ÿ tN �D� :

De meÃ me, on a:

lgW

1
pir /

iÿ1�M0�
Mi

� lgW

1
pir /

iÿ2�M0�
Mi

ÿ tN �D�

etc., jusqu'aÁ :

lgW

1
pir /�M0�

Mi
� lgW

1
pir M0

Mi
ÿ tN �D� :

En additionnant, on trouve:

lgW

1
pir /

i�M0�
Mi

� lgW

1
pir M0

Mi
ÿ itN �D� �2�

d'ouÁ le reÂ sultat en combinant (1) et (2). (

Proposition 3.2.3.4 Soit D0 un sous-RK0
-module de D ' RK0


K0
D

stable par / et N et engendreÂ sur RK0
par l'image de /. Alors il existe D0

un sous-objet de D dans MF K�/;N� tel que D0, muni de la ®ltration
induite par D, est le RK0

-module associeÂ aÁ D0.

Preuve. Ð Montrons que D0 est libre sur RK0
et est un facteur direct

de D. Soit I � �u;X � � R et D0 � D0=�D0 \ ID�,!D=ID � D: c'est un
K0-espace vectoriel de dimension ®nie d 0 stable par / et N . Soient
��e1; . . . ; �ed 0 � une base de D0 sur K0, �e1; . . . ; ed 0 � des releveÂ s dans D0,
�f1; . . . ; fd� une base de D sur RK0

et � �f1; . . . ; �fd� son image dans D. La
matrice de ��e1; . . . ; �ed 0 � dans � �f1; . . . ; �fd� est de rang d 0, donc, quitte aÁ
renumeÂ roter les �fi�, on peut supposer que les coordonneÂ es des
�e1; . . . ; ed 0 � dans �f1; . . . ; fd 0 � forment une matrice de Md 0 �RK0

�\
GLd 0 �K0��u��� (via l'injection naturelle RK0

,!K0��u��). Soit
s 2 RK0

\ K0��u���, en utilisant le fait que /n�u� 2 pI et /n�X � 2 pI
pour n assez grand, on montre que /n�s� 2 R�K0

pour n assez grand.
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Donc, il existe n0 2 N tel que les coordonneÂ es des
�/n0�e1�; . . . ;/n0�ed 0 �� dans �/n0�f1�; . . . ;/n0�fd 0 �� forment une ma-
trice de GLd 0 �RK0

�. On en deÂ duit facilement que, si D00 deÂ signe le sous-
RK0

-module deD0 engendreÂ par �/n0�e1�; . . . ;/n0�ed 0 ��,D00 est libre sur
RK0

de rang d 0, D=D00 est libre sur RK0
de rang d ÿ d 0 et

D0 � D00 �D0 \ ID. Soit x 2 D0 \ ID, comme /�D0� engendre D0 sur
RK0

, on a x �Pd 0
i�1si/

n0�1�ei� � y avec si 2 RK0
et y 2 D0 \ IpD

(/�I� � Ip), d'ouÁ
Pd 0

i�1�si/
n0�1��ei� � 0 dans D0 i.e. si 2 IRK0

et
D0 \ ID � ID0 �D0 \ IpD. Donc D0 � D00 � ID0 �D0 \ IpD et en
recommencË ant plusieurs fois ce raisonnement, on obtient
D0 � D00 � ID0 �D0 \ Ipn

D, 8 n 2 N. On a alors D0 � D00 � I2D0�
D0 \ Ipn

D, D0 � D00 � I4D0 �D0 \ Ipn
D, etc... jusqu'aÁ D0 � D00�

Ipn
D0 �D0 \ Ipn

D � D00 �D0 \ Ipn
D, d'ouÁ D0=D00 � Ipn�D=D00�,

8 n 2 N. Comme D=D00 est libre sur RK0
et
T

n2NIpn
RK0
� 0, on a

D0=D00 � 0 i.e. D0 � D00. Par la meÃ me meÂ thode qu'en ([Br1], 6.2.1), on
construit alors une section canonique K0-lineÂ aire commutant aÁ / et N
s0 : D0 ! K0��u�� 
RK0

D0 telle que le diagramme:

K0��u�� 
RK0
D0 ,! K0��u�� 
RK0

D ' K0��u�� 
K0
D

s0 " " s

D0 ,! D

commute, ouÁ s est la section eÂ vidente D 7!1
 D. Une preuve analogue
aÁ ([Br1], 6.2.1.1), en remplacË ant q�i�! par p�

i
ep� ouÁ ��� deÂ signe la partie

entieÁ re, montre que s0 tombe en fait dansD0 et que son image contient
une base de D0 sur RK0

. On en deÂ duit un isomorphisme compatible
aux opeÂ rateurs / et N : RK0


K0
D0 !� D0. L'assertion sur les ®ltrations

deÂ coule alors de (3.1.1) et (3.2.1.2). (

3.2.4 L'algorithme

Soient D un objet positif simple de MF fa
K �/;N� de dimension d sur K0

tel que Filr�1DK � 0 avec r � p ÿ 2 etD � RK0

K0

D son RK0
-module

associeÂ (3.2.1). Soit M un sous-R-module de D de type ®ni stable par
/ et N tel que K0 
W M!� D (par exemple M � R
W M avec M un
reÂ seau de D stable par / et N , rappelons que les pentes de / sont
positives) et soit FilrM �M \ FilrD, on deÂ ®nit par reÂ currence une
suite de sous-R-modules de D de la facË on suivante:

� M0 est le R-module engendreÂ par
P

i�1
/i

pr �FilrM� et on pose
F rM0 �M0 \ FilrM� FilrRM0

� Mn�1 est le sous-R-module de M0 engendreÂ par
/
pr�F rMn� et on

pose F rMn�1 �Mn�1 \ F rMn �Mn�1 \ F rM0.
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Proposition 3.2.4.1 Pour n 2 N, Mn est un R-module de type ®ni stable
par / et N , K0 
W Mn !� D et Mn�1 �Mn.

Preuve. Ð Le R-module M0 est clairement stable par / et de type ®ni
car contenu dans 1

pr M qui est de type ®ni. Il est stable par N aÁ cause
de la relation:

N
/i

pr

� �
�x� � piÿ1

/iÿ1�c�
/i

pr �E�u�N�x�� 2M0 �x2FilrM; c � /1�E�u���

et on a K0 
W M0 !� D car, si</�M�>est le R-module engendreÂ par
/�M�, on a </�M�>�M0 � �1=pr�M et K0 
W </�M�>!� D,
K0 
W �1=pr�M!� D. De meÃ me, on a /�M0� �M1 �M0

(M0 \ FilrM � FilrM) d'ouÁ M1 de type ®ni et K0 
W M1 !� D. Si
x 2 F rM0, /�x� � pry avec y 2M0 et E�u�N�x� 2 F rM0, d'ouÁ :

/
/
pr

� �
�x� �/�y� � 1

cr

/
pr E�u�ry 2M1

N
/
pr

� �
�x� � 1

c
/
pr �E�u�N�x�� 2M1 :

Donc M1 est stable par / et N et on poursuit par reÂ currence. (

On pose M1 �
T

n2NMn et F rM1 �
T

n2NF rMn �M1 \ F rM0:
M1 est un R-module de type ®ni stable par / et N tel que
/�F rM1� � prM1.

Proposition 3.2.4.2 Le R-module M1 est non nul.

Preuve. Ð Pour n 2 N, le W -module �F rMn \ pMn�=pF rMn est un k-
espace vectoriel de dimension ®nie. En e�et, soit �e1; . . . ; edn� une
famille geÂ neÂ ratrice de Mn sur R, un eÂ leÂ ment de Mn s'eÂ crit x� y ouÁ
x 2P0�i�erÿ1

1�j�dn
Wuiej et y 2 FilrRMn � F rMn, donc:

�F rMn \ pMn�=pF rMn��F rMn \ p�
X

Wuiej��=p�F rMn \
X

Wuiej�
qui est un W -module de type ®ni annuleÂ par p. La suite deÂ croissante

pour l'inclusion
ÿ�F rMn \ pMn�=pF rMn

�
n2N devient donc constante

aÁ partir d'un certain rang. Soit n0 2 N tel que pour n � n0,
F rMn0 \ pMn0 � F rMn \ pMn � pF rMn0 , deux cas se preÂ sentent:
Premier cas: La suite stagne vers un W -module non nul. Si M1 � 0,
par (3.2.2.2) on a pour tout i 2 N un ni � n0 tel que si n � ni,
Mn � miMn0 , d'ouÁ en particulier F rMn0 \ pMn0 � pmiMn0�pF rMn0
pour tout i 2 N. Par (3.2.2.1), on a F rMn0 \ pMn0 � pF rMn0 , donc
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�F rMn0 \ pMn0�=pF rMn0 � 0, ce qui contredit l'hypotheÁ se. Dans ce
cas, on a donc M1 6� 0.
DeuxieÁ me cas: La suite stagne vers 0, alors pour n � n0,
F rMn \ pMn � pF rMn. Soit x 2Mn \ FilrD (n � n0), il existe m 2 N
tel que pmx 2 FilrM, donc (si m � 1) p�pmÿ1x� 2 F rMn \ pMn d'ouÁ
pmÿ1x 2 F rMn et ainsi de suite si mÿ 1 � 1: ®nalement x 2 F rMn et
F rMn �Mn \ FilrD: on note dans ce cas FilrMn � F rMn. Soient
I � �u;X � � R, Mn �Mn=�Mn \ ID� et FilrMn l'image de FilrMn, la
meÃ me preuve qu'en (2.1.2) (avec R au lieu de S et Mn au lieu de M,
toutes les hypotheÁ ses sont bien satisfaites) donne
lgW �Mn=FilrMn� � rd ÿ tH �D� et lgW �Mn=FilrMn� � rd ÿ tN �D� pour
n � n0. Comme D est faiblement admissible, tH �D� � tN �D�, d'ouÁ
lgW �Mn=FilrMn� � rd ÿ tN �D� (n � n0). On en deÂ duit:

lgW
Mn

/�FilrMn� ÿ lgW
Mn

/�Mn� � rd ÿ tN �D� � lgW
Mn

prMn
ÿ lgW

Mn

/�Mn�

d'ouÁ Mn=/�FilrMn� !� Mn=prMn i.e. /�FilrMn� � prMn pour n � n0.
Comme Mn�1 est le R-module engendreÂ par �/=pr��FilrMn�,
Mn�1 � �/=pr��FilrMn� � Mn et donc Mn0 �Mn �Mn0 \ ID pour
n � n0. Supposons M1 � 0. Soit i 2 N, on a Mn � miMn0 pour n
assez grand (3.2.2.2), d'ouÁ Mn0 � miMn0 �Mn0 \ ID pour i 2 N, soit
Mn0 �Mn0 \ ID � ID par (3.2.2.1), ce qui est impossible puisque
K0 
W Mn0 !

�
D (3.2.4.1). On en deÂ duit encore M1 6� 0. (

Proposition 3.2.4.3 Le R-module engendreÂ par �/=pr��F rM1� est eÂgal
aÁ M1.

Preuve. Ð Pour n � 0 et i � 0, les W -modules F rMn=
�F rMn \miF rM0� sont de longueur ®nie, la suite deÂ croissante (pour
l'inclusion)

ÿ
F rMn=�F rMn \miF rM0�

�
n2N devient donc constante

pour n su�samment grand, i.e. il existe ni 2 N tel que pour n � ni,
F rMni � F rMn �miF rM0, donc F rMni �

T
n2N�F rMn �miF rM0� �

F rM1 �miF rM0 par (3.2.2.3) et <�/=pr��F rMni�>
�<�/=pr��F rM1�>�miM0 ouÁ la notation < � > signi®e le R-
module engendreÂ et en remarquant que /�mi� � mi. On a donc
Mni�1 �<�/=pr� �F rM1�>�miM0 d'ouÁ M1 �<�/=pr��F rM1�>
�miM0, i 2 N. Par (3.2.2.1), M1 �<�/=pr��F rM1�>, c'est-aÁ -
dire M1 �<�/=pr��F rM1�> puisque l'inclusion reÂ ciproque est
triviale. (

On pose D1 � K0 
W M1: c'est un RK0
-module de type ®ni non

nul, stable par / et N et (3.2.4.3) montre qu'il est engendreÂ par
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l'image de /. Par (3.2.3.4), D1 est donc le RK0
-module associeÂ aÁ

D1 � D1=ID1 avec D1 non nul. DeÂ ®nissons par reÂ currence
M1;0 �M1 et M1;i�1 � le sous-R-module de D1 engendreÂ par
�/=pr��FilrM1;i� ouÁ FilrM1;i �M1;i \ FilrD1. Comme
M1;0 �M1;1 par (3.2.4.3), la suite �M1;i�i2N est une suite croissante
de R-modules de type ®ni tels que K0 
W M1;i ' D1.

Proposition 3.2.4.4 On a D1 � D.

Preuve. Ð Soit N un sous-R-module libre de D1 stable par / tel que
K0 
W N!� D1. Comme M1 est de type ®ni sur R, on peut sup-
poser M1 �N, quitte aÁ diviser N par une puissance de p. Comme
K0 
W M1 ' D1, il existe c 2 N tel que pcN �M1. On deÂ ®nit par
reÂ currence N0 �N et Ni�1 � le R-module engendreÂ dans D1 par
�/=pr��FilrNi� ouÁ FilrNi �Ni \ FilrD1. On a donc pour tout
i 2 N: pcN0 �M1;0 �M1;i �Ni. Par (3.2.3.3):

lgW

1
pir N0

Ni
� i�rd1 ÿ tH �D1� � tN �D1��

ouÁ Ni �Ni=�Ni \ ID� et d1 � dimK0
D1. Mais:

lgW

1
pir N0

Ni
� lgW

1
pir N0

pcN0
� ird1 � cd1

(pcN0 � Ni), d'ouÁ ird1 � i�tN �D1� ÿ tH �D1�� � ird1 � cd1, i.e.
i�tN �D1� ÿ tH�D1�� � cd1 pour tout i 2 N, donc tN �D1� � tH �D1�.
Comme D est faiblement admissible, on a tN �D1� � tH �D1�, d'ouÁ
tN �D1� � tH �D1�. Comme D est simple et D1 non nul, on a D1 � D,
d'ouÁ le reÂ sultat puisque D1 ' RK0


K0
D1. (

Pour i 2 N, soit M1;i �M1;i=�M1;i \ ID�, la suite �M1;i�i2N est
une suite croissante de W -reÂ seaux de D1 � D.

Lemme 3.2.4.5 Il existe b 2 N tel que, pour tout i 2 N, pbM1;i � M1;0.

Preuve. Ð Soient N0 un reÂ seau de D stable par /, N0 � R
w N0 et
c 2 N tels que pcN0 �M1;0 �N0. SiNi�1 � le R-module engendreÂ
par �/=pr��Ni \ FilrD� et Ni �Ni=�Ni \ ID� �Ni=INi (3.2.3.2),
on a donc pcN0 �M1;0 � M1;i � Ni pour tout i. Soit x 2 1

pc N0,
x j2 1

pcÿ1 N0, tel que x 2 Ni0 pour un i0 � 1 et un c 2 N. Soit N 00 � Wx,
comme x j2 1

pcÿ1 N0, on peut eÂ crire N0 � pcN 00 � N 0 et on a
N 00 � pcN 0 � N 00 � pcN 0 � Ni0 . Par (3.2.3.3) et (3.2.4.4):
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lgW

1
pi0r N0

Ni0
� i0rd � lgW

1
pi0r N0

N 00 � pcN 0
� �i0r ÿ c� � �i0r�d ÿ 1� � c�d ÿ 1��

d'ouÁ c � c�d ÿ 1�. Comme pour tout i, Ni � 1
pci N0 pour ci >> 0, on

en deÂ duit Ni � 1
pc�dÿ1� N0, 8 i 2 N, d'ouÁ M1;i � 1

pcd M1;0: b � cd con-
vient. (

Lemme 3.2.4.6 Pour tout c 2 N, il existe nc 2 N� tel que pour tout
n � nc:

/n�I�
pnr � pcI.

Preuve. Ð Soit n0 2 N tel que pn0 � ep. Pour n � n0, /n�u� � upn �
�upn0ÿepuep�pnÿn0 2 �pX �pnÿn0

R � ppnÿn0 I . Par ailleurs, /n�X � �
uepn�1

=p � ppnÿ1X pn � ppnÿ1I, d'ouÁ le reÂ sultat puisque pnÿn0 ÿ rn et
pn ÿ 1ÿ rn tendent vers �1 avec n. (

Proposition 3.2.4.7 Il existe b0 2 N tel que, pour tout i 2 N,
pb0M1;i �M1;0.

Preuve. Ð Soit N0 un reÂ seau de D stable par / tel que
M1 � R
W N0 �N0 et deÂ ®nissons �Ni�i2N et �Ni�i2N comme dans
la preuve de (3.2.4.5), on a facilement, si �/n�I�� deÂ signe l'ideÂ al de R
engendreÂ par /n�I�:

N1 �R
W N1 � �/�I��pr 
W /�N0� � R
W D

N2 �R
W N2 � �/�I��pr 
W /�N1� � �/
2�I��
p2r 
W /2�N0� � R
W D

..

.

Ni �R
W Ni � �/�I��pr 
W /�Niÿ1� � � � � � �/
i�I��
pir 
W /i�N0� � R
W D:

Par (3.2.4.5), il existe b 2 N tel que Ni � 1
pb N0, d'ouÁ /n�Ni� � 1

pb N0,
8i; n. Par (3.2.4.6), �/

n�I��
pnr � I pour n � n0. On deÂ duit de tout cË a

Ni � R
W
1

pn0r�b N0 pour tout i, ce qui entraine facilement le
reÂ sultat. (

TheÂ oreÁ me 3.2.4.8 Soit D un objet positif de MF fa
K �/;N�, D son RK0

-
module associeÂ et supposons Filr�1DK � 0 avec r � p ÿ 2, alors D
contient un pseudo-R-module fortement divisible (3.2.1.4).
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Preuve. Ð Par (3.1.1), on se rameÁ ne au cas D simple, i.e. au cas
preÂ ceÂ dent. Avec les notations de cette section, on pose alors
M1;1 � [i2NM1;i: c'est un R-module de type ®ni par (3.2.4.7) et
toutes les autres conditions sont triviales. (

Corollaire 3.2.4.9 Soit D un objet positif de MF K�/;N�, D son SK0
-

module associeÂ et supposons Filr�1DK � 0 avec r � p ÿ 2, alors D est
faiblement admissible si et seulement si D contient un pseudo-S-module
fortement divisible, c'est-aÁ-dire un S-module M stable par / et N tel
que M est de type ®ni sur S, K0 
W M!� D, /�M \ FilrD� � prM et
�/=pr��M \ FilrD� engendre M sur S.

Preuve. Ð Si D est faiblement admissible, cË a deÂ coule de (3.2.4.8) et
(3.2.1.5). Si D contient un pseudo-S-module fortement divisible, la
meÃ me preuve qu'en (3.2.4.4) (on veÂ ri®e que tout ce qu'elle utilise est
encore valable avec S au lieu de R) donne tN �D� � tH �D�. Mais la
meÃ me preuve qu'en (2.1.4) donne tH�D0� � tN �D0� pour tout sous-
objet D0 de D dans MF K�/;N�, d'ouÁ le reÂ sultat. (

Nous terminons cette section par une proposition qui sera utiliseÂ e
dans la section suivante lorsque er � p ÿ 2. Soient D, D et M comme
en (3.2.4.8) M est le pseudo-R-module fortement divisible,
FilrM �M \ FilrD, M �M=�M \ ID� et FilrM l'image de FilrM
dans M . Les W -modules M et FilrM sont libres de rang d tels que
prM � FilrM � M . On note �f1; . . . ; fd� une base de FilrM sur W ,
�f̂1; . . . ; f̂d� des releveÂ s dans FilrM et ei � /r�f̂i� 2M.

Proposition 3.2.4.10 Il existe N 2 N� tel que:

M � ��d
i�1Rei� �

XN

i�1

upi

pirM � D :

Preuve. Ð La famille �e1; . . . ; ed� est bien libre sur RK0
(donc sur R).

En e�et, �e1 
 1; . . . ; ed 
 1� est libre sur K0��u�� dans D
RK0
K0��u��

car �/r�f1�; . . . ;/r�fd�� est une base de
D=ID ' �D
RK0

K0��u���=u�D
RK0
K0��u���. Soit x 2 FilrM, il existe

�s1; . . . ; sd� dans R tels que x �Pd
i�1sif̂i � y ouÁ y 2M \ ID, donc

/r�x� ÿ
Pd

i�1/�si�ei 2 �/=pr��M \ ID�. Mais M \ ID est un R-
module de type ®ni et D �M
W K0, donc il existe c 2 N� tel que
M \ ID � I

pc M et puisque M est engendreÂ par �/=pr�jFilr :
M � ��d

i�1Rei� � /�I�
pr�c M. On a donc M \ ID � I��d

i�1Rei� � /�I�
pr�c M

et, en recommencË ant le raisonnement preÂ ceÂ dent, on obtient pour tout
x 2 FilrM: /r�x� 2 ��Rei� � �/�I�pr M� /2�I�

p2r�c M�. Une reÂ currence don-
ne donc, pour tout n 2 N�:
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M � ��d
i�1Rei� �

Xn

i�1

/i�I�
pir M� /n�1�I�

p�n�1�r�c
M :

Par (3.2.4.6), il existe N 2 N� tel que /N�1�I�
p�N�1�r�c M � pM. Par une reÂ -

currence facile, on en deÂ duit, pour tout n 2 N�:

M � ��d
i�1Rei� �

XN

i�1

/i�I�
pir M� pnM

d'ouÁ M � ��Rei� �
PN

i�1
/i�I�

pir M en utilisant (3.2.2.1) par exemple.

Mais, pour i 2 N�, �/i=pir��X � � ppiÿirÿ1X pi 2 pR (rappelons que

0 � r � p ÿ 2), donc:

M � ��d
i�1Rei� �

XN

i�1

upi

pirM� pM

d'ouÁ le reÂ sultat, en faisant comme preÂ ceÂ demment. (

3.3 Construction de modules fortement divisibles (er < p ÿ 1�

Dans cette section, on prouve que pour er � p ÿ 2, tout pseudo-R-
module fortement divisible est un R-module fortement divisible. On
eÂ crit E�u� � ue ÿ pF �u� avec F �u� 2 R� de degreÂ � eÿ 1 et
c � �/=p��E�u�� 2 R�. On note D un objet positif de MF fa

K �/;N� tel
que Filr�1DK � 0 avec er � p ÿ 2, et D son RK0

-module associeÂ . On
rappelle que I � �u;X � � R.

Lemme 3.3.1 Soit M un sous-R-module de D et j 2 f1; . . . ; rg; alors:

up

pj M � u2
Xr

i�rÿj�1

� ue

p
ÿ F �u�

�i
M� IM

et si n � 2:

unp

pj M � u2n
� ue

p
ÿ F �u�

�r
M� IM :

Preuve. Ð Pour n 2 N�, on a:
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unp

pj M �pr�nÿ1��rÿjun�pÿer�
h� ue

p

�rin
M

�pr�nÿ1��rÿjun�pÿer�
h� ue

p
ÿ F �u� � F �u�

�rin
M

�pr�nÿ1��rÿjun�pÿer� X
0�ri�r

� ue

p
ÿ F �u�

�r1
. . .
� ue

p
ÿ F �u�

�rn

M

�pr�nÿ1��rÿjun�pÿer� XP
ri��nÿ1�r�rÿj�1

0�ri�r

� ue

p
ÿ F �u�

�P ri

M� IM

�prÿjun�pÿer��ue ÿ pF �u���nÿ1�r
Xr

i�rÿj�1

� ue

p
ÿ F �u�

�i
M� IM :

d'ouÁ le cas n � 1. Le cas n � 2 s'obtient en eÂ crivant
�ue ÿ pF �u���nÿ1�r � �ue ÿ pF �u���nÿ1�rÿj�1�ue ÿ pF �u��jÿ1. (

Lemme 3.3.2 SoientM un sous-R-module de D, m 2 N, i 2 N et x 2M
tels que umx 2 FiliM �M \ FiliD, alors x 2 FiliM.

Preuve. Ð C'est vrai avec SK0

RK0

D, car il admet une base adapteÂ e aÁ
la ®ltration ([Br1], A.4), donc aussi avec D et M. (

Lemme 3.3.3 Soit M un pseudo-module fortement divisible dans D,
alors:

M � ��d
i�1Rei� � up

prM :

Preuve. Ð Pour i � 2, pi � p2�iÿ 1� � p�iÿ 1�er � p, donc:

upi � upiÿep�iÿ1�ruep�iÿ1�r 2 p�iÿ1�rupX �iÿ1�rR � p�iÿ1�rupR

et upi

pir M � up

pr M, d'ouÁ le reÂ sultat par (3.2.4.10). (

Proposition 3.3.4 Soit M un pseudo-module fortement divisible dans D,
alors M est libre sur R et est donc un module fortement divisible.

Preuve. Ð Reprenons les notations de (3.2.4.10) et posons
N � �d

i�1Rei, on a par (3.3.3) et (3.3.1):

M �N� u2
Xr

i�1

� ue

p
ÿ F �u�

�i
M� IM :
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En reportant l'inclusion dans le M de IM, on obtient
M �N� u2

Pr
i�1�u

e

p ÿ F �u��iM� I2M etc..., d'ouÁ M �N�
u2
Pr

i�1�u
e

p ÿ F �u��iM� InM pour tout n 2 N, soit par (3.2.2.1):

M �N� u2
Xr

i�1

� ue

p
ÿ F �u�

�i
M :

En eÂ crivant R ' W ��Z���u�=�ue�pÿr��ue ÿ pF �u��r ÿ pZ�, on a I � �u; Z�
avec Z 2 I \ FilrR. Soit x 2 FilrM \ ID, on voit que x s'eÂ crit:

x � ux0 � Zy0 � u2
Xr

i�1

� ue

p
ÿ F �u�

�i
xi

ouÁ x0; y0 2N et xi 2M si i � 1. Donc ux0 2 Fil1M i.e. x0 2 Fil1M
par (3.3.2) et /�x0� 2 pM d'apreÁ s les hypotheÁ ses sur M. Donc:

�/=pr��x� � up

prÿ1
/�x0�

p
� uep�pÿr�

p
cr/�y0� � u2p

pr

Xr

i�1
ci/�xi�

c'est-aÁ -dire:

�/=pr��FilrM \ ID� � up

prÿ1M�
u2p

pr M� IM :

Comme FilrM �Pd
i�1 Rf̂i � FilrM \ ID (c.f. (3.2.4.10) pour les f̂i), on

en deÂ duit M �N� up

prÿ1 M� u2p

pr M� IM. En reportant plusieurs fois
cette inclusion dans le M de IM, on en deÂ duit comme preÂ ceÂ demment:

M �N� up

prÿ1M�
u2p

pr M :

Par (3.3.1), on obtient M �N� u2
Pr

i�2
�

ue

p ÿ F �u�
�i
M� IM d'ouÁ ,

par une nouvelle reÂ currence:

M �N� u2
Xr

i�2

� ue

p
ÿ F �u�

�i
M :

Le meÃ me raisonnement que preÂ ceÂ demment en remplacË ant Fil1 par
Fil2 aboutit aÁ M �N� up

prÿ2 M� u2p

pr M qui entraine par (3.3.1)+une
reÂ currence:

M �N� u2
Xr

i�3

� ue

p
ÿ F �u�

�i
M :

Au bout du compte, on a M �N� u2
ÿ

ue

p ÿ F �u��r
M, on en deÂ duit

encore M �N� u2p

pr M� IM puis M �N� u4
ÿ

ue

p ÿ F �u��r
M etc...

Comme unp 2 prI pour n >> 0, on a ®nalement M �N� IM, d'ouÁ
M �N. (
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Remarque 3.3.5 Malheureusement, ce reÂ sultat est faux en geÂ neÂ ral.
Voici un contre-exemple: e � p � 3, p3 � 3, D � K0e1 � K0e2,
/�e1� � e2, /�e2� � 3e1, N � 0, Fil0DK � DK , Fil1DK � K�p2e1 � e2�
et Fil2DK � 0: DK est faiblement admissible. On peut veÂ ri®er que
M � �3e1; e2; u3e1� est un pseudo-module fortement divisible, et il
n'est clairement pas libre.

Par (3.1.4.8), (3.2.1.5) et (2.1.4), on a donc deÂ montreÂ :

TheÂ oreÁ me 3.3.6 Soit D un objet positif de MF K�/;N�, D son SK0
-

module associeÂ et supposons Filr�1DK � 0 avec er � p ÿ 2, alors D est
faible admissible si et seulement si D contient un S-module fortement
divisible.

et par (2.3.2.5):

Corollaire 3.3.7 Soit D un objet de MF fa
K �/;N�, r sa longueur de ®l-

tration et supposons er � p ÿ 2, alors D est admissible.

A Quelques conjectures

CommencË ons d'abord par une question:

Question A.1 Soient r 2 f0; . . . ; p ÿ 2g et D un module faiblement
admissible positif tel que Filr�1DK � 0, est-il vrai qu'il existe toujours
(i.e. sans restriction sur la rami®cation e) un S-module fortement di-
visible dans D � SK0


K0
D ?

Par les reÂ sultats de [Br3] (modulo quelques compatibiliteÂ s aÁ veÂ ri-
®er), cette question lorsque r � 1 et N � 0 est une conjecture de
Fontaine sur les groupes p-divisibles ([Fo3], 5.2.5). Par ailleurs, dans
tous les exemples que j'ai calculeÂ s, j'ai e�ectivement pu trouver un
module fortement divisible.

Nous avons remarqueÂ que, pour er � p ÿ 2, la cateÂ gorie Mr est
abeÂ lienne (2.2.1.1), on devrait eÂ galement avoir:

Conjecture A.2 Supposons er � p ÿ 2, alors le foncteur V �st (1) de la
cateÂgorie Mr dans la cateÂgorie des repreÂsentations lineÂaires de GK est
pleinement ®deÁle, d'image essentielle stable par sous-objet et quotient et
indeÂpendante du choix de p.

Cette conjecture est un theÂ oreÁ me pour e � 1 ([Br2], 3.3) et, dans le
cas r � 1, pour la sous-cateÂ gorie pleine de M1 correspondant aÁ des
scheÂ mas en groupes (2.2.1.5) et ([Ra], 3.3.3)).

120 C. Breuil



Supposons k algeÂ briquement clos. Soient h 2 N�, p0 2 O �K tel que
p0p

hÿ1 � p et hh : GK ! lphÿ1�O �K� ' F�ph , g # g�p0�=p0 (caracteÁ res
fondamentaux de Serre ([Se], 1.7)).

Conjecture A.3 Supposons er � p ÿ 2, k algeÂbriquement clos et soit M
un objet simple de Mr de rang h sur S1, alors V �st �M� ' hi0�pi1�:::�phÿ1ihÿ1

h
avec ij 2 f0; . . . ; erg.

Cette conjecture est un theÂ oreÁ me pour e � 1 (([FL], 5.3) et ([Br2],
2.4)) et pour la sous-cateÂ gorie pleine de M1 correspondant aÁ des
scheÂ mas en groupes ((2.2.1.5) et ([Ra], 3.4.4)).

On devrait en®n avoir:

Conjecture A.4 Soit X un scheÂma propre et lisse sur Spec�K� admettant
un modeÁle propre et semi-stable sur Spec�OK�, alors pour
0 � r � �p ÿ 2�=e et n 2 N, Hr��X �K��et;Z=pnZ�� (dual dans Z=pnZ)
s'identi®e aÁ V �st �M� pour un certain M dans Mr.

Le M en question (conjecturalement unique aÁ isomorphisme preÁ s
d'apreÁ s (A.2)) devrait avoir une interpreÂ tation en terme de co-
homologie log-cristalline. Cette conjecture est un theÂ oreÁ me pour
e � 1 ([Br4], 3.2.4.5).
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