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1 Introduction

On note k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k) les
vecteurs de Witt, Ky = Frac(#), K une extension finie totalement
ramifiée de K de degré e, Ok les entiers de K et = une uniformisante
fixée de K. On désigne par K une cloture algébrique de K, d’entiers (g
et de groupe de Galois Gy = Gal(K/K).

Dans cet article, nous démontrons les deux théoréemes:

Théoréeme 1.1 Soit D un (¢, N)-module filtré faiblement admissible de
Fontaine, r sa longueur de filtration et supposons er < p — 1, alors D est
admissible.

Théoréme 1.2 Supposons e = 1 et soit V une représentation p-adique
semi-stable de Gk a poids de Hodge-Tate entre 0 et r (v € N), alors les
poids de linertie sur la semi-simplifiée modulo p de V sont aussi entre 0
etr.

Ces théoremes résultent d’une généralisation au cas e > 1 (et
“semi-stable’”) des résultats de [FL] et [Lal] (e=1 et situation
“cristalline”), généralisation initiée dans [Brl] et [Br2]. Plus précisé-
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ment, soient u une indéterminée, S le complété p-adique de
Wu,u® /i],.n- €t Sk, = Ko @y S. Dans [Brl], nous construisons une
équivalence de catégories entre les (¢, N)-modules filtrés D de Font-
aine ([Fo2], 4.3) et une certaine catégorie de (¢, N)-module filtrés &
sur Sg,. Pour e =1, nous définissons dans [Br2] une notion de S-
module fortement divisible qui généralise celle introduite dans [FL],
conjecturons que, lorsque D est faiblement admissible avec les crans
de sa filtration entre 0 et p — 2, on doit toujours pouvoir trouver un S-
module fortement divisible dans le Sk,-module & associ¢ a D dans
[Br1] et montrons cette conjecture en dimension 2. Dans le présent
article, nous commengons par étendre la définition des modules
fortement divisibles et certains résultats de [Br2] au cas e > 1. A
chaque fois qu’on dispose dun tel module fortement divisible, on
peut alors:

1) montrer que le module correspondant D est admissible (2.3.2.5)

2) borner, comme conjecturé par Serre ([Se], 1.13), les poids de
I'inertie modérée sur la semi-simplifice modulo p de la représentation
semi-stable associée a D (du moinssie = 1, c.f. ([Br2], 4.3), poure > 1,
c’est encore une conjecture (A.3), mais qui devrait étre accessible)

3) construire, dans le cas particulier ou la longueur de la filtration
sur K @, D est <1etouN =0, un groupe p-divisible sur Ok ([Br3],
4.2.2.9).

Puis nous montrons le théoréme:

Théoréme 1.3 (3.3.7) Soit D un ($,N)-module filtré faiblement ad-
missible tel que Fil®(K ®g, D) = K ®g, D et Fil"*'(K @, D) = 0 avec
er < p—1, alors Sk, ®k, D contient un S-module fortement divisible
2.1.1).

d’ou résultent donc (1.1) et (1.2). Signalons que, déja dans le cas
e = 1 et en dimension 2, ces S-modules peuvent étre assez compliqués:
par exemple, ils n’admettent pas toujours de base adaptée a la fil-
tration ([Br2], 6), alors que c’est vrai sur les modules filtrés & et D. Le
théoréme (1.2) était connu pour les représentations cristallines
([Lal]+[FL]) et pour les représentations semi-stables “provenant”
des variétés a réduction semi-stable ([Br4]). Il reste a prouver (A.3)
pour avoir sa version ramifiée. Le théoréme (1.3) était connu, di-
rectement ou indirectement, dans les cas suivants (comme d’habitude,
N est 'opérateur de monodromie sur D, d la dimension de D et r la
longueur de la filtration sur K ®k, D, supposée inférieure (stricte-
ment) a p — 1):
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e ¢=1,N=0([Lal], 3.2)

e ¢ =1, N vérifie la “transversalit¢ de Griffiths” (([Br2], 5), ré-
sultat d0 a Fontaine)

e 1 <e<p—1,N=0,r<1((Lal], 2.1) avec ([Br3], 4.2.2.9) et
la remarque (2.2.1.5))

e 1 <e, N=0,d=2cetr<1 (calculs explicites en dimension 2
ou [La2]+ce qui précéde)

e ¢ =1, N quelconque, d = 2 ([Br2], 6).

Signalons que J.-M. Fontaine a annoncé une preuve de (1.1) en
dimension 2 sans restriction sur e ou » (qui utilise d’autres tech-
niques).

Le lecteur pourra s’étonner de la condition er < p — 1 dans (1.3).
En fait, il est possible que les S-modules fortement divisibles existent
sans restriction sur e (i.e. avec r < p — 1 seulement, c.f. (A.1)). Un §-
module fortement divisible est libre et 'inégalité er < p — 1 est une
condition technique qui assure que, quelle que soit la donnée de dé-
part dans I'algorithme (3.2.4), le module que fournit I’algorithme est
bien libre (et se révele étre le S-module fortement divisible cherché).
Lorsque la condition n’est pas satisfaite, ’algorithme ne fournit pas
un module libre en général (3.3.5), ce qui veut dire qu’il faudra tra-
vailler davantage ou modifier ’algorithme pour trouver un S-module
fortement divisible, ou alors se satisfaire des modules ‘‘fortement
divisibles” non nécessairement libres obtenus sans restriction sur la
ramification en (3.2.4.9).

Je remercie J.-M. Fontaine de m’avoir transmis la preuve de la
proposition (2.3.2.2).

2 Construction de représentations semi-stables (¢ € N*, r < p — 1)

On construit des représentations semi-stables, sans restriction sur e,
en utilisant des modules fortement divisibles.

2.1 Modules fortement divisibles et faible admissibilité

On montre que ’existence de modules fortement divisibles entraine la
faible admissibilite. C’est une généralisation simple du cas e =1

([Br2], A).

On note MFy(¢,N) la catégorie suivante: les objets sont des
Ky-espaces vectoriels D de dimension finie munis:
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e d’une filtration décroissante sur Dx = K ®g, D par des sous-K-
espaces vectoriels Fil'Dx telle que Fil'Dg = Dk pour i suffisamment
petit et Fil'Dg = 0 pour i suffisamment grand

e d’une application Kj-semi-linéaire injective ¢ : D — D

e d’une application Ky-linéaire N : D — D telle que N¢ = ppN.

Les fleches sont les applications Ky-linéaires qui commutent a ¢ et N
et préservent la filtration aprés extension des scalaires a K. On dit
qu’un objet de MF(¢p,N) est positif si Fil’Dg = Dg. Pour D dans
MFy(¢,N), on pose ty(D)=>3,,(dimggrDg)i et ty(D)=
> weq(dimg,Dy)o ot D, est la partie de D de pente o pour I’action de
¢. Si D est de dimension d, on remarque que /\K D est muni de la
fa(;on évidente d’une structure d’objet de MF K(gb N) et que
tH(/\K0 D) =1ty(D) et tN(/\K D) =ty(D). On dit qu'un objet D de
MF (¢, N) est faiblement admissible si ty (D) = ty(D) et si pour tout
sous-Ky-espace vectoriel D' de D stable par ¢ et N avec Fil'Dj, =
D, NFil'Dk, on a ty(D') < ty(D'). On note MF “(¢,N) la sous-ca-
tégorie pleine de MFy(¢,N) formée des objets falblement admissi-
bles: elle est abélienne, stable par dualité, extension ([Fo2], 4.4.4) et
produit tensoriel ([Fa2], [To]).

Soit W{[u] l'anneau des polyndmes en I'indéterminée u et
s : Wu] — Ok l'unique surjection de W-algebres telle que s(u) = 7.
On a Ker(s) = (E(u)) ou E(u) est le polynome d’Eisenstein de 1’uni-
formisante #. Notons S le complété p-adique de I’enveloppe aux
puissances divisées de W [u] par rapport a Ker(s). Sii € N, notons ¢(i)
le quotient dans la division euclidienne de i par e, S s identiﬁe ala
sous-W-algeébre de Ko[[u]] définie par {>° “oWig Wi €W,
lim;_, o w; = 0}. On munit S de I"'unique opérateur ¢ semi- fmealre par
rapport au Frobenius sur W et continu pour la topologie p-adique tel
que ¢(u'/q(i))) = u”"/q(i)! et de I'unique dérivation N W-linéaire
continue pour la topologie p-adique telle que N (' /q(i)!) = —iu'/q(i)!.
On a N¢ = p¢N. Pour r € N, soit Fil"S la complétion p-adique de
I'idéal engendré par les y,(E(u)) = E(u)'/i! pour i > r. On vérifie que
N(EI'S) C FI™™'S et ¢(Fil"S) C p'S pour 0 <r<p—1. On pose
dans ce cas ¢, = 2 ‘le’S et on remarque que ¢,(E(u)) € S*. On étend
par Ky-linéarité (ou semi-lin€arité) toutes ces structures a Sk, =
Ko @y S et on note fy (resp. fr) la surjection Kp-linéaire Sk, — Kj
(resp. Sk, — K) qui envoie u'/q(i)! sur 0 si i > 1 (resp. u'/q(i)! sur
7 /q(i).

Si D est un objet de MF (¢, N), on lui associe dans [Brl] un Sk,-
module filtré & avec Frobenius ¢ et monodromie N de la fagon
suivante: & = Sk, @k, D, ¢ = ¢g @ ¢p, N =Ns, ®1d+1d ® Np,
Fill9 =9 si FliDx=Dx et FI*'9={xe2 |Nx)e FlZ
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et (f» ®Id)(x) € Fil'"'Dg}. On dit que Z est le Sk,-module associé a
D. Un des résultats de [Brl] est que tout Sk,-module libre de type fini
9 avec filtration, ¢ et N satisfaisant des propriétés “‘raisonnables’ est
le Sk,-module associé a un D de MF (¢, N) ([Brl], 6.1.1). On renverra
a [Brl] lorsque des propriétés de & et du foncteur D+— & seront
utilisées dans la suite (D et Z étaient respectivement notés M et M).

Définition 2.1.1 Soient D un objet positif de MFy(¢p,N) tel que
Fil'*'Dg =0 avec 0 < r < p—2 et 9 son Sg,-module associé. On dit
qu’un sous-S-module M de & stable par ¢ et N est un module fortement
divisible de 9 (resp. un pseudo-module fortement divisible) s’il vérifie
les quatre conditions:

M est libre de type fini sur S (resp. est de type fini sur S)
Ko Q@w M 59

QFl M) C p

(¢/p")(Fil" M) engendre M sur S.

Proposition 2.1.2 Soient D et & comme en (2.1.1) et supposons qu’il
existe un sous-S-module M de 2 vérifiant les conditions suivantes:

(1) pour une (ou, de facon équivalente, toute) base (ey, ..., e;) de & sur
Sk, il existe des entiersd < c tels que p¢ - ®¢_,Se; C .M C p?- ®9_, Se;
Q) p(MNFI'D) Cp M.
alors ty (D) < ty(D).

Preuve. — Pour i € {0,...,r}, posons Fil'.#/ = 4 N Fil'9. Puisque
S/Fil'S 5 O (par u—m), pour tout i entre 0 et r— 1, griz, M =
Fil' M |Fil*' A est un Og-module de type fini sans p-torsion, donc
libre sur Ok. De la condition (1), on déduit Ky @y # — @, d’ou,
pour tout i, Ko @y Fill'.d = Fil'D et Ko @y gri; M — gri, . Donc
griz, A est un Og-réseau du K-espace vectoriel de dimension finie
gri; 2 et on a:

r—1 r—1
ngWgr}U% = ZdimKOgr}U@ = e(rd — ty(D))
i=0 i=0

comme on le voit immédiatement en choisissant sur & une base
adaptée a la filtration ([Brl], A.4). Soit M I'image de .# dans
Ko ®s,p @ — D et FI'M limage de Fil'.4/, on a des surjections
Grig M — grig; M Jugry, M — gr,M d’ou:

LgwgrM < lgw (griy M |ugry, 4) = Lrgygri, 4
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donc:

r—1

. e
= ZZgWgr}ﬂM < ;(rd —ty(D)) =rd — ty(D) .
i=0

9% Fiiraa
Par ailleurs .# est stable par ¢, carsix € 4, E(u)'x € Fil" 4 et ¢(x)=
W(f)(E(u)’x)E% puisque G(E(u)'x)ep il et ¢, (E(u)") € S*.
Donc M est un W-réseau de D stable par ¢ (rappelons que
Ko ®sy, ., Z ~ D en tant que Ko[¢]-module) et la condition (2) entraine
¢(Fil"M) C p"M. Mais on a:

e SO M M
mrm Ty~ gEran) 0 )

lgw

qui donne lgy(M/Fil'M) > lgw(M/p'M) — ty(D) = rd — ty(D) par
([Lal], 15), d’ou rd — tN(D) <rd — lH(D) 1.e. IH(D) < IN(D). O

Proposition 2.1.3 Avec les hypothéses de (2.1.2), supposons de plus M
libre sur S, alors ty (D) = ty(D) si et seulement si M est engendré par

(¢/p")(EL"A).

Preuve. — Gardons les notations de la preuve précédente. Posons
M= AM|(FUSM) et D =D/(Fil'Sk,?) = M Qw Ko. Pour i €N,
soit Fil'9 I'image de Fil'9 dans & et Fil'.d{ =./ NFil'Y. On pose
également M = ./ /(Fil'S + 1.4) ou I est le noyau de fols et Fil'M
'image de Fil'.// dans M. Comme gri, ./ est un Ok-réseau de griy, 7
et que la fléche griy,. 4 — gri;,M se factorise par griy, 4 Jugriy, 4, on a
pour i € N:

edimygriy, M < rgwgriy, A = dimg, gri;, 7 (%)

Pour >0, Fl'Sx,%2 C Fil'9, donc Fil'Y=0=Fl'M et
Soisodimegriy M = lgwM, Y. dimg,griy 4 = dimg, 9 = erd. Puis-
que /4 est libre sur S, M est libre de rang d sur
W/pPW ~S/(Fil'S+1S), donc IgwM=rd. On en déduit
Do isoedimpgrpM = 37, dimg griy, 7, d’ou par (x) edimggry,M =
dimg,gri, % pour i € N. Mais, pour 0 < i <7 — 1, grig; M = gri 4 et
Fil'./#4 s’identifie a I'image de Fil'.#4 dans .4 ie. la fléche
griu;M — griz,M est surjective. On déduit de tout cela (toujours pour
0<i<r—1)

Ldimg, grt;, 2 = dimggrig M < lgwgriy,M < Lrgygriy, = 1dimg gri, &
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(pour la deuxieéme inégalité, voir la preuve précédente), d’ou:

r—1 r—1

M ; 1 . ;
lgWFil’M = ZZO: lgwgryM = E; dimg,gry 4 = rd — ty (D) .

Par ailleurs (c.f. preuve précédente):

M M
> — —ty(D) =rd — tv(D) .
l9w g = lng’M tv(D) =rd — ty(D)
On en déduit 74(D) = ty(D) si et seulement si lgy (M /P(Fil'M)) =
lgw(M/p"™M) i.e. si et seulement si ¢p(Fil"M) = p'M, d’ou le résultat
puisque .# est libre.

Corollaire 2.1.4 Soit D un objet positif de MFy(¢p,N) tel que
Fil'"'Dg = 0 avec 0 < r < p —2 et supposons qu'il existe un module
fortement divisible dans son Sk,-module associé, alors D est faiblement
admissible.

Preuve. — Par (2.1.3), on a ty(D) = ty(D). Soit D' C D un sous-Kj-
espace vectoriel de D stable par ¢ et N. On pose Fil'D}, = D), N Fil'Dg
(i € N): il s’agit de montrer t5(D') < ty(D'). Soit 2’ le Sk,-module
associé a D': c’est un facteur direct de & stable par ¢ et N tel que
Fl9 =9 NFl9  (.1.1). Soit ' =N et FI'al =
M NFlI'D' onadone ¢p(Fil".u") C p' ' par (2.1.2) appliqué a D' et
A, on aty(D) < ty(D). O

2.2 Rappels et compléments sur la théorie de [Br2]

On généralise les catégories introduites dans [Br2] et [Br3]. Bien que
ces catégories dépendent a priori de 7, on ne le figure pas dans la
notation, pour alléger le texte.

2.2.1 Rappels sur les catégories 4"

On pose S, = S/p'S, ¢ = ¢ (E(u)) € S* et on fixe r € {0,...,p —2}.
Soit '.4" la catégorie suivante: les objets sont la donnée:

e d’un S-module .#

e d’un sous-S-module Fi/".# de .# contenant Fil'S - ./

e d’une fleche ¢-semi-linéaire ¢, : Fil".#4 — M telle que pour tout
s€Fil'Setx e M, .(sx) = P, (s)p(x) ot p(x) =L ¢.(E(u)x)

e d’une application W-linéaire N : .4 — M telle que:
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(I)sise Setxe . .#,N(sx)=N(s)x+sN(x)

(2) E(u)N(Fil".#) C Fil".d s,
' = M

(3) le diagramme suivant est commutatif: gy | | ev
arad Yo

On note '/ la catégorie obtenue en oubliant 'opérateur N dans la
définition de '.#". Les fléches sont les morphismes S-linéaires qui
préservent Fil” et commutent a ¢, et N. Les catégories '.4" et '
sont munies d’une notion de suite exacte courte: 0 — 4" — M —
M" — 0 est une suite exacte si les deux suites de S-modules
0— M — il — M —0 et 0— Fl'M — Fl"Ml — FlI"M" — 0
sont exactes. On note .#" (resp. .#y) la sous-catégorie pleine de '.#"
(resp. '.4() formée des objets .# qui vérifient les deux conditions
supplémentaires:

e le S-module .# est de la forme .# ~ @
n; € N*

o ¢.(Fil"/#) engendre .4 sur S.

weSn, pour [ fini et

Remarque 2.2.1.1 On peut montrer que lorsque er < p —2 les ca-
tégories /" et ./ sont abélienne et stables par extension dans '.#"

(ou "Ap). Voir ([Br2], 2) pour le cas e = 1 et ([Br3], 2.2) pour le cas
r=1.

Remarque 2.2.1.2 Si ./ est un S-module fortement divisible (2.1.1),
pour tout n € N* .4 /p" # est muni d’une structure d’objet de .#" en
posant: Fil" (M [p" M) = Fil" M |p"Fil" #l — M |p" M avec les ¢, et N
induits.

Les objets annulés par p dans .#" et .4, sont en particulier des -
modules libres de type fini. On peut préciser leur structure:

Proposition 2.2.1.3 Soit ./ un objet de . libre de rang d sur Sy. 1l
existe une base (ey,...,eq) de M et des entiers (ri,...,rq) dans
{0,... er} tels que Fil' 4 = (®9_u"e;) + FilPS| M .

Preuve. — Elle est similaire a la preuve de ([Br3], 2.2.2.5), une fois
étendus au cas 0 < r < p — 2 les résultats de ([Br3], 2.2.2.1), ([Br3],
2.2.2.2) et ([Br3], 2.2.2.3) concernant %(1], ce qui est évident. O

Définition 2.2.1.4 On appelle base adaptée d’un objet .M de M (resp.
M) toute base de M satisfaisant la condition de (2.2.1.3).
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Remarque 2.2.1.5 Pour r = 1, on peut montrer qu’on a un foncteur
pleinement fid¢le ﬂé%% I Cela signifie que tout objet de ﬂ}) peut
étre muni de fagon canonique d’un opérateur N satisfaisant les
propriétés (1), (2) et (3) précédentes (c’est la propriété (2) la plus con-
traignante en général, elle est vide pour 7 = 1!). En fait, la catégorie .4}
correspond a une sous-catégorie pleine de la catégorie des schémas en
groupes finis plats et annulés par une puissance de p sur Ok ([Br3],
4.2.2.5) et la catégorie .#' devrait correspondre a des “log-schémas en
groupes”’. Evidemment, ce foncteur n’existe plus lorsque » > 2.

2.2.2 Rappels sur 4, et sur Va

On rappelle brievement la construction des anneaux A, Ay et le
foncteur V; pour le choix de 'uniformisante n. Pour des preuves et
plus de détails, le lecteur pourra se reporter a [Fol], ([Brl], 2) et
([Br2], 3.1).

Pour tout n € N*, soit W,(0g/p0g) 'anneau des vecteurs de Witt
de longueur n associ¢ a Og/pOUg et W,(Ox/pOg)[X] I'anneau des
polyndmes en I'indéterminée X. On le munit d’une structure de W, (k)-
algébre en tordant la structure naturelle par Frob " sur k, de sorte que
le morphisme canonique:

0,: W(Cg/pOg)IX] — O/ O
(ao; .-, an-1) — Apn—i—pd\ll’"i +..._|_p"—1/\p

ou les a; sont de)s( relevés quelconques des a; dc(i)ns Og/p" Ok est un
morphisme de W,-algébres. Si W,(Og/pUx)"" est I'enveloppe aux
puissances divisées de W, (0 /pUx) par rapport au noyau de la re-
striction de 6, compatible avec les puissances divisées canoniques sur
PW(Og /pUk), I'enveloppe aux puissances divisées (compatible) de

W, (Og/pOg LX par rapport au noyau de 6, <s’identifie a

W,(Og/pOg)~" <X >.Pourtoutn € N*, ona une surjection canonique:

Joi WO [pOp)™"(X)  —  Wi(Og[pOr)™" (X)
vil(ao, . an))y;(X) = pi(ag, )y (X)

qui donne lieu a un systéme projectif de W-algébres. On note:

Aeris = im W, (Og /pOg)P" et Ay = im(W,(Og/pOg)P" (X)) .

n

A est donc le complete p-adique de la P.D. algebre polynomiale
Aeris(X). On munit Ay d’une action de Gk, d’un Frobenius ¢, d’un
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opérateur de monodromie N et d’une filtration positive Fi/* de la
fagon suivante. Soit (7,),.y- Un systeme compatlble de racines p”'mv
de n dans O et z ’élément associé dans A a partir des représen-
tants de Teichmiiller [7,] dans W,(Og/p0k). Pour tout g € Gk, on a
g(nn) = €,(9)7, ou (€4(g)),en- €St Un systéme compatible de racines
" de I'unité dans Ug. On note de méme ¢(g) I’élément associé dans
Aeris. Sur W,(Og/pOg), on a une action de Galois donnée par
g((ao, ---san-1)) = (g(ao), ---,g(an—1)), qui s’¢tend de manicre évidente
a I/V,,((Olg/p(ﬁlg)DP puis a Ay, puis a Ay en posant
g(X) = €(9)X + €(g) — 1 (action est alors continue pour la topologie
p-adique). Le Frobenius ¢ défini sur W, (Og/pOg) s’étend a
(O [pOg)"" car ¢(kerf, N WUk /pU)) C ker0, 0 W, (O /pUg)+
POk /pUg). On Iétend a A, puis a Ay en posant
dX)=(14+X)" — 1. Sur Ay, on définit un opérateur de monodromie
comme l'unique derlvatlon Acrig-linéaire N telle que N ( )=14+X.
Soit /, I, le noyau de 9 et 1,10 1a jiéme puissance divisee de /,, on définit
le’Av,—hmI 1, et Fili Ay = Auyis N Fil'dy,. Puisque 0,(X) = 0 on a:

Flll;l.s\t = {Zajyj(X)v aj € Acrim hm aj = 07 aj € F'iliijAcrimO S] S l} .

On a N¢ = ppN, N(Fil'dy,) C Fil"'4, (i € N) et ¢p(Filidy) C p'dy
(0 <i<p-—1). On peut montrer que cette construction est indé-
pendante du systtme de racines (m,),.n+ de 7 choisi. On pose
B = A.is[1/p] et B = 4,[1/p] auxquels on étend les structures

précédentes par Ky-linéarité (ou semi-linéarité). On a un morphisme
d’algebres B ,-linéaire compatible a I'action de Gk et aux filtrations
fx: BY — Bl tel que f(X) = (z/7) — 1. Soit T = Log(1 + X) € 4y,
on définit BJr B [T]—By, et By = K ®g, Bj. On munit B;; des
opérateurs qS et N induits (qui le laissent stable). L’application f;
induit  une application 1d® fn:Bjx— By et on pose
Fil'Byy = (Id ® fr)” '(Fil'B},). En particulier, on n'a plus (Id @ N)
(Fil' B; k) C Fil'"'Bf ;.. Alternativement, B} s’identifie aux éléments
de B$ annulés par une puissance de N ([Brl], 7. 1) Enfin, on a un
1sorn0rphlsme compatible a toutes les structures S — AS,GK donné par
u—n(1+X)"" ([Brl], 4.2).

Soit A;\OO :Z; ®w Ko/W, c’est un objet de '.4" pour
ref{0,....,p—2} (en posant le’As,DC = (lerAs,) Qw Ko/ W et
¢, = (¢/P")|gr)- On associe a tout .# de .#" une représentation
lincaire de Gk définie par Vi (4)=Hom 4 (M, Az) avec
g(f)(x) =g(f(x)) si f € Homv (M, Az~ ). Les représentations ob-
tenues sont par construction tuées par la puissance de p qui annule
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. Dans la suite, on note aussi Aeyisoo = Acris @ Ko/W muni des
structures induites par Ay.. On en fait une S-algébre par

u(x ®ﬁ) = nx ®me; c’est alors un objet de "4 (r € {0,...,p —2}).

2.3 Modules fortement divisibles et admissibilité

On montre que I’existence de modules fortement divisibles entraine en
fait ’admissibilité. Le cas e = 1 est dans ([Br2], 4.2.1) mais la preuve
donnée ici est différente. Les techniques utilisées (a part pour la
proposition (2.3.2.2) due a Fontaine) sont maintenant standard
([Br2], [Br3], [Wa]) et nous n’insistons pas sur les détails.

2.3.1 Quelques lemmes

Lemme 2.3.1.1 Soit 4 dans M", alors la fleche A.,.s-linéaire:

—

Ast,oo — Ac"iS,OOy ’))I(X)HO (1 > 1)
induit un isomorphisme de Z,-modules:
Hom/ﬂr(%,AS,p@) :> Hom//_//(r) (%71461‘1'3,00) i

Preuve. — Soit f € Hom/%r(%,A;\oo) et fo son image. Soit x € ./ tel
que N'(x) = 0 pour i > 0 (par exemple x € ¢, (Fil".#)), on vérifie que
f(x) =" s0f0(N'(x))y:(Log(1 + X)). Si fo = 0, on en déduit f(x) =
pour x € ¢, (Fil".#), donc f = 0 puisque .# est engendré par de tels x.
Soit fy € Hom M (M, Acris. ), pOUr tout x € 4 et tout n € N, posons
Su(x) =>20 OfO(N’( ))y:(Log(1 4+ X)): on vérifie que f, est W-linéaire,
respecte Fil”, commute avec ¢, et satisfait N(f,(x)) = f,-1(N(x)). Je
dis quiil existe un unique élément f(x) € Ay tel que
Sulx )—f( ) € Fil'"dy~, pour tout n & N. L’unicit¢ vient de
NyenFil” AnOC = 0. L’existence vient du fait que, sis € Setx € .4, on
a fulsx) —sfu(x) € le”Astoo, donc, si x =) sje; ou e; € ¢,.(Fil" M),
I'élément Y s;f4(e;) est constant pour n >> 0 (car N'(e;) =0 pour
i>>0) et vérific f,(x) — Y s;fule;) € Fil"dgn, ¥ neN. Soit
f i x—f(x), f respecte clairement Fil" et, de 'unicité de f(x), on dé-
duit que f est S-lincaire et commute a N. Enfin, soit m tel que
p" A =0, comme d),(le”Ast /mell”Asz) =0 pour n >> 0 (du moins
si p>3, mais pour p=2, la catégorie .#° est equlvalente a la
catégoriec de Fontaine-Laffaille MF {O’r ou =0), on a
B0 = o) ) s X e T don )
f(¢.(x)) € NuenFil"Ag 0 = 0. O
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Lemme 2.3.1.2 Soit A dans M annulé par p, alors
dimg V(M) = rgs, M .

Preuve. — Par(2.3.1.1),il suffit de calculer dimg, Hom 4 (M, Acris [pAcris )-
Soient (e, ..., ey) une base adaptée de .# (2.2.1.3), (r1, ..., r4) les entiers
de {0, ..., er} tels que u'e; € Fil" .4 et %(u) I'unique matrice de GL,4(S))
telle que:

¢r(urlel) €l

b (ueq) ed
On est amené a résoudre dans (4s/ pAcriS)d le systéme:

(f)r(ﬂrlxl) X1

b, (Tx) X4

ou X; € T " (Aeris ) PAeris) + FilP (Aeris | pAeris). On sait bien qu’un tel
systéme a p? solutions (voir la fin de la preuve de ([Br2], 3.2.2.1) ou
([Wa], 2.3.2.2)). [

Lemme 2.3.1.3 Soit ./ dans M, alors Ext}%g(%,Acmm) =0.

Preuve. — Par dévissage comme en ([Br3], 4.1.1), on se raméne au cas
ou p.# = 0. Par le méme argument qu’en ([Br2], 3.2.2.1), il suffit de
montrer que toute extension 0 — Agys/pAeris — & — M — 0 dans
"M avec p& = 0 est scindée. Avec les notations de la preuve préce-
dente, soient ¢; des releves des e; dans & et ; € Ais/pAcris tels que
uie;+0, ¢ Fil'6é. Comme u“& CFl'€, on a u“ "€
Fil"(Acris/ pAcris). On en déduit (c.f. ([Br2], 3.1.2.2) par exemple) des ¢;
dans A5/ pAcris tels que 0; — w'ie; € FilP(Aeris/pAcris). Quitte a rem-
placer ¢é; par ¢; + ¢;, on peut supposer u'e; € Fil'&. Pour construire
une section e; — ¢&; dans '/, il faut alors modifier les é; par des ;
solution du systeme:

¢, (7" Ly) (i c]
: =9@| [ :

d)r (E'rd Cd ) C'd C:n

avec Ci € Eer—ri (Acris/pAcris) + Filp(Acris/pAcris) et ou:
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c1 ¢, (u"ér) €
sl = : — )| | € Aens/PAcris)”
Cd o, (uey) €y
Les solutions d’un tel systéeme forment un espace affine de dimension d
sur F, (([Brl], 3.2.2.1), ([Wa], 2.3.2.2)). En particulier, il en existe. [

2.3.2 Construction de représentations semi-stables

Si D est un objet positif de MFy(¢p,N) et Z son Sg,-module associé
(21), on note encore V(D) (resp. V;;(Z)) le Q,-espace vectoriel des
applications Ky-linéaires (resp. Sk,-linéaires) de D (resp. &) dans B,
(resp. BY)) qui commutent a ¢ et N et préservent la filtration aprés
extension des scalaires a K (resp. qui commutent a ¢ et N et
préservent la filtration). Comme d’habitude, V(D) et V;(2) sont
munis d’une action linéaire continue de Gg.

Proposition 2.3.2.1 Soit D un objet positif de MF (¢, N) et & son Sk,-
module associé, alors on a un isomorphisme canonique de représen-
tations galoisiennes: V;(2) — V(D).

Preuve. — C’est la méme qu’en ([Br2], 4.1.1.2) ou le fait d’avoir un
module fortement divisible ne jouait aucun role. O

On rappelle qu’un objet positif D de Mﬁ” (¢, N) est dit admissible
s’il existe une représentation p-adique semi-stable V ([Fo2], 5.1.4) a
poids de Hodge-Tate négatifs ou nuls telle que (B ®q, V)GK ~D
dans MFy(¢,N) ([Fo2], 5.3.3).

Proposition 2.3.2.2 (Fontaine) Soit D un objet positif de MF (¢, N) qui
est un quotient (dans MFy($,N)) dun objet de M_F,’?((b,N), alors
dimg, V(D) < dimg,D.

Preuve. — Soient d = dimg,D, V = V}(D), Cy = Frac(B;) et r la
dimension du sous-Cy-espace vectoriel engendré par ¥V dans
Homg, (D, Cy) (homomorphismes Ky-linéaires). On a r < d. Soit W le
Q,-espace vectoriel image de I’homomorphisme “déterminant”
A,V — V(A D): W engendre un sous-Cy-espace vectoriel de di-
mension 1 de Homg,(Ay D,Cy) stable par Gg. Soit n € W\ {0},
n:Ag,D— Bj; et D" = Ay D/Ker(n): la fleche induite #7: D" — By
est injective et W C V;(D"). Pour g€ Gk, notons ¢(ij) = c(g)7,
c(g)€ Cy. Sid,,...,d, est une base de D" sur K, et x; = 7j(d;) € B},
on a ¢(x;/x;)=x;/x; dans Cy pour tout ge€ Gk, dou
xi/x; € C3¥ =Ko (utiliser K ®k, Bf—Bj, ([Foll, 4.24) et
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(Br )G =K ([Fol], 1.5.7)). L’injectivité de # entraine donc que les d;
sont proportionnels sur Ky, i.e. dimg, D" = 1. Or D" est un quotient de
®%, D qui est un quotient d’un objet de MFf”(qb N) par ([Fa2], [To]) et
lhypothese donc tN(D” ) < ty(D"). Ceci entraine dimg Vg (D") <1
(considérer D" = D" mais avec Filv®")p" = D" Fil'v(D" >+1D’” =0et
utiliser  dimg, V;;(D") =1). Comme W #0, W =Vi(D") et
dimeW =1. Sment v1,...,0. dans V tels que I'image de v; A ... A v,
dans W est non nulle. Les (v;) sont alors une base du Cy-espace
vectoriel engendré par V et tout v € V' s’écritv = >, 4;v; avec 4; € Cy.
Sil'un des 4; est non nul, disons A, vy A ... Av,_1 Av=A0;1 A... AV,
dans W, donc 4, € Q,, donc dimeV =r<d. O

Corollaire 2.3.2.3 Soit D un objet positif de M{f(gb,N) tel que
dimgq, V;; (D) = dimg,D, alors D est admissible.

Preuve. — On voit facilement ([Fo2], 1.8.2) qu’il suffit de montrer
Iinjectivité de la fleche canonique D — Homg, (V5 (D), B). Soit D/
son noyau et D" =D/D": on a dimq, V;(D") = dimg,D > dimg,D".
Mais dimgq, V;(D") < dimg,D" par (2. 3.2.2) appliqué a D", d’ou le
résultat. ]

On remarquera que les deux propositions et le corollaire précé-
dents sont valables sans restriction sur la longueur de la filtration.

Proposition 2.3.2.4 Soit D un objet positif de MFy(¢p,N) tel que
Fil'*'Dg = 0 avec 0 < r < p — 2 et supposons qu'il existe un module
fortement  divisible  dans  son  Sg,-module  associé,  alors
dimg, V(D) = dimg,D.

Preuve. — Soit .4 un module fortement divisible et .#, = .4 /p" #
muni de sa structure d’objetde .#" (2.2.1.2). De (2.3.1.3)et (2.3.1.1),0n
deduit des suites exactes: 0 — Vi (M) — Vi (My) — Vi(Myr) — 0
(voir les discussions en ([Br2], 3.2.2) et (|Br3],4.1.1)), donc, par (2.3.1.2)
et (2.3.1.1), Vi(.#,) est un Z/p"Z-module libre de rang dimg,D pour
tout n € N*. Comme:

Vi(2) = Q, @z, Hom (M @ Q) Zy, Aoc) = Q, ®7, (imV; (A,))
on en déduit le résultat par (2.3.2.1). O
En combinant (2.1.4), (2.3.2.4) et (2.3.2.3), on obtient:

Théoréeme 2.3.2.5 Soit D un objet positif de MFy(¢p,N) tel que
Fil'*'D =0 avec 0 <r < p—2 et supposons qu’il existe un module
fortement divisible dans son Sk,-module associé, alors D est admissible.
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3 Construction de modules fortement divisibles (er < p — 1)

On construit sans restriction sur e des pseudo-modules fortement
divisibles (2.1.1). Lorsque er < p —2, on montre que ces pseudo-
modules fortement divisibles sont en fait des modules fortement
divisibles, i.e. que la liberté est alors automatique.

3.1 Restriction au cas simple (e e N*, r <p —1)

Rappelons quun diagramme O0—D — D —D"— (0 dans
MF(¢,N) est une suite exacte si, pour tout » € Z, on a une suite
exacte de K-espaces vectoriels 0 — Fil"Dy — Fil"Dx — Fil'D}, — 0.

Lemme 3.1.1 Soit 0 - D — D — D" — 0 une suite exacte dans
MF(¢,N) et soient 9', 9, 9" les Sg,-modules associés respectivement
aD',DetD" (2.1), alors, pour tout r € Z, on a des suites exactes de
Sk,-modules: 0 — Fil'9" — Fil'9 — Fil'9" — 0.

Preuve. — Montrons par récurrence que Fil'9' = 9' NFil'9. Cest
vrai pour » << 0. Supposons le en » — 1 et soit x € Z'NFil"Y, on a
N(x)e Z'nFlI"'9 =FI"'9" et fu(x) € Dy NFl'Dx = Fil'Dj,
d’ou x € Fil'9' d’aprés la définition de la filtration sur 2’. Comme
Fil'9' ¢ 2" NFl'Z, on a égalité. La filtration quotient sur 2" est
bien la bonne par ([Brl], 6.2.2.1). O

Proposition 3.1.2 Soient 0 — D' — D — D" — 0 une suite exacte
d’objets positifs de MF (¢, N) de longueur de filtration <r < p—2 et
9D, 9, 9" les Sg,-modules associés. Si 9" et 9" contiennent des mo-
dules fortement divisibles (resp. des pseudo-modules fortement divisi-
bles), alors il en est de méme de 2.

Preuve. — Soient .4' et .#" des pseudo-modules fortement divisibles
dans &' et 9", (ey,...,eqs) une famille génératrice de .#" sur S,
(fi,.--,fs) des éléments de FI"./" = /"NFI'9" tels que
Filru" = Z,le + FilPS.u" et (a,.,)|<‘<d~ des ¢léments de S tels que

e =2 ai/? (f;) pour i € {1,...,d"}. ' Soient (bkl) 1sks, dans S tels
que, pour k € {1,...,s}, fr = Z, lbkle;, €1y qr) des relevés dans
9 de (ey,...,eq) et fk = Z, lbklel, par (3.1. 1) il existe (gl, oy ds)
dans Fil'd tels que f,—gi€ D' et (hy,... ha), (H,... ) et
(g},--.,9g.) dans &' tels que:
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d//

$(&) +hi€) Se; ie{l,....d"}
Jj=1
d//

N(&)+H €Y Sy ie{l,...,d"}
J=1

d/l
g(gi)JrgﬁeZSé,, ief{l,...,s} .
=1

Soit AN = Z;[;lSéj, on voit facilement qu’il existe b € N tel que
NND C ]%,/%’. Soit ¢ > b assez grand pour que les &;, hj pour
ie{l,....d"} et f; — g, g pouri € {l,...,s} soient tous dansifﬂ’.
On pose 4 = l%/%' + A" C 2. Par construction, .# est stable par ¢,
N et on a une suite exacte de S-modules: 0 — L 7' — # — 4" — 0
qui montre que .# est libre sur S lorsque les deux autres le sont et
Ko ®@w M = 9. Soit x € Fil' .Ml = M NFil'P, son image dans .#"
tombe dans Fil".#", donc il existe y € Y. Sg; + FilPS.4 tel que
X—y€p ' NFI'Y = Fl'4'. On en dédvit Fl"./ = Fil' 4"+
;ls':ngi + FilPS A, d’ou G(Fil" M) C p'A4. Enfin, le fait que
S (Fil".4l) engendre ./ sur S se déduit du méme fait pour #/%/ et A"
et de la suite exacte 0 — #,/%’ — M — M — 0. ]

3.2 Construction de pseudo-modules fortement divisibles (e € N*,
r<p-—1)

3.2.1 Changement d’anneau

L’anneau S n’étant pas noethérien, on lui substitue un anneau X, plus
petit et noethérien.

Soit X = W([[X]][u]/(u®” — pX), on a une injection X—S en en-
voyant X sur (p — 1)y, (u) (et u sur u) et il est clair que, via cette
injection, X est stable par ¢ et N. On le munit de la filtration induite
Fil'S = 2N Fil'S. Posons Y = E(u)’/p € ¥ (on peut exprimer Y en
fonction de X et u), on a X~ W([[Y]|[u]/(E(u)’ —pY) et, pour
0<i<p-—1, FI'S=(E(u),Y) et ¢p(Fil'L) C p'Z. On rappelle que
c=(¢/p)(E(u)) € . L’anneau X est un anneau local noethérien
d’idéal maximal m = (p,u,X) et il est complet pour la topologie m-
adique. On pose Xk, = Ko @y £ muni des ¢ et N déduits par exten-
sion des scalaires et Fil'Sg, = Ko @y Fil'E.

Lemme 3.2.1.1 Soit i € {0,...,p}, on a S = X + Fil'S.
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Preuve. — L’anneau S s’identifie a la complétion p-adique de
X[V, Vs, ./ (pYa — YP,pYs — Y¥,...) avec les Y dans Fil’S
(Y; = 7,/(E(u)) & une unité de I pres), le résultat s’en déduit aisément
puisque X est p-adiquement complet. O

Soit D un objet de MF (¢, N), on le suppose positif pour simplifier
et on pose s = Xk, Qk, D C Sk, ®x, D =2 (c.f. 2.1) muni des
structures induites par & (¢, N et filtration). Le lemme suivant est
laissé au lecteur.

Lemme 3.2.1.2 La filtration Zs N\ Fil'D sur 9 s’identifie d la filtration
définie par récurrence en posant Fil'9s = Ps et Fil'9s =
{x € Z5/N(x) € Fil7's et (f» @ 1d)(x) € Fil' D} ou f. désigne la
fleche Zg,—Sk, — K qui envoie u sur m.

On dira que Zs est le Xg,-module associé¢ a D.

Lemme 3.2.1.3 Soient My un sous-Z-module de s tel que
Ko Qw Ms = Ds, Fil''Ms = Ms NFilDs (i €N) et M le sous-S-
module de & engendré par Mx, alors pour tout i [’image de
S ®s Fill /Mls + Fil'S ®s Ms dans M coincide avec M NFil'Y.

Preuve. — 1l est clair que cette image est contenue dans .# N Fil'Y
(i €N). Soit x € 4 NFil'Y, par (3.2.1.1), x s’écrit x =y +z avec
y€ .My et z dans limage de Fil'S®s .#s. Donc y € #MsN
HliQZﬂzﬂ(gz ﬂFili@) :%zﬁFiligz Zﬂliﬂz. O

Définition 3.2.1.4 Soit D un objet positif de MFy(¢p,N) tel que
Fil't'Dg =0 avec r <p-—2 et Ys son Zg,-module associé. On dit
qu’'un sous-X-module My de Ds stable par ¢ et N est un module for-
tement divisible de &5 (resp. un pseudo-module fortement divisible) s’il
verifie les quatre conditions:

My est libre de type fini sur X (resp. est de type fini sur X)

Ko @w Mz = Dy

G(Fil" Mz) C pl s

(¢/p")(Fil" #s) engendre M sur X.

De (3.2.1.3), on déduit aisément:

Corollaire 3.2.1.5 Avec les notations de (3.2.1.4), si Mz est un module
fortement divisible de 95 (resp. un pseudo-module fortement divisible)
et si M est le sous-S-module de & engendré par Mx, alors M est un

module fortement divisible de & (resp. un pseudo-module fortement
divisible).
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On peut donc travailler avec X et & seulement. Dans la suite, on
écrit 4 et & au lieu de .45 et Y5 pour alléger les notations, le contexte
indiquant clairement s’il s’agit de 2-modules ou de S-modules.

3.2.2 Algebre commutative

On donne ici les résultats (classiques) d’algébre commutative qui
seront utilisés dans la suite. On rappelle que X est un anneau local
noethérien complet d’idéal maximal .

Lemme 3.2.2.1 Soit .# un X-module de type fini et I un idéal de X
(I C m). Soit N un sous-Z-module de M , alors (,e(N+ 1" M) = N

Preuve. — Quitte a remplacer .# par .4 /.4, on peut supposer
A" =0. Alors, il existe s € X de la forme 1+¢ avec ¢t € m tel que
S (VpenI"# =0 (cf. le livre de Matsumura th. 8.9, par exemple).
Comme X est complet pour la topologie m-adique, s € £* d’ou le
résultat. [

Proposition 3.2.2.2 Soit (M ,),n une suite décroissante pour I’inclu-
sion de X-modules tels que M est de type fini, alors les assertions
suivantes sont équivalentes:

(l) mneN%nzo .
@) VieN,IneN/ M, CM M.

Preuve. — Si (ii) est vrai, on a (V,enn C (Nienn C Nien™' 4o =0
par (3.2.2.1), d’ou (i). Les Z-modules (.#, /(M , N M.My)), N forment
une suite décroissante pour linclusion de sous-X-modules de
Mo/my qui est de longueur finie. Il existe donc n; € N* tel que
pour n > ny, M) (M N MG) = My, | (M, "M ). On considére
la  suite décroissante  pour linclusion de  X-modules
(My)(MyNWCAMy,)),s, , comme précédemment, il existe ny € N,
quon peut prendre supérieur a n; + 1, tel que pour n > n,
M| (M NP M) = My | (M, "YW, De proche en proche,
on construit ainsi une suite strictement croissante d’entiers (n;);.n
(avec ny=0) telle que pour ieN et n>n;, M,/(M,N
WMy ) — My (M, VWM, ). En particulier, 4, [(M,,,N
Wy, ) — My, ( My, VM, ). Supposons (i) et soit x| € Ay,
par ce qui précede, il existe x; € .#,, (i > 2) tels que, pour i € N,
Xi — Xip1 € WM, C midy. Comme ./, est m-adiquement complet,
pour tout j € N* I'élément y; = sz(xi — Xx;;+1) est dans .#,, et méme
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dans mfﬂ/%njfl. Mais x; —y1 =x; —y; € My, pour tout j > 1, d’ou
X1 =Y € Ven#Hn =0 ie. xy € MMy et M, CmAy. Par un rai-
sonnement similaire, on montre .#,, C m'.#,,_, C w'.#, pour tout
i € N* d’ou (ii). O

Le lemme (3.2.2.1) se généralise comme suit:

Proposition 3.2.2.3 Soient .4 un X module de type fini, /" un sous-X-
module de M , (M) ,on une suite décroissante pour I’inclusion de sous-
X-modules de M et Moo = (\yenHMn, alors (en(N + My) =
N+ M.

Preuve. — On a des suites exactes de X-modules pour n € N:
O N+ Mo — N+ My— Mp)(MyO (N + Mo)) — 0, dou
des suites exactes:

0= Nt o — (VN A+ ) = () (M) My N (N + M) —O.

neN neN

Mais les suites exactes de X-modules: 0— Ho — M, —
My| My — 0 fournissent des suites exactes 0 — A, —
(Vnenn = (NyeN( M) M) — 0 dou (\,en(Mn/ M) =0. Par
(3.2.2.2), pour tout i€ N, il existe n; € N tel que 4,/ M~ C
mi (Mo M), dou a fortiori My [( My (N + M) = My)
(Mot My O N) CW (M) (Moo + Ao A7) qui entraine:

(N (M) (M (N + M) =0

neN

par (3.2.2.1), d’ou le résultat. O

3.2.3 Algebre linéaire

On démontre ici deux propositions qui seront cruciales dans la sec-
tion suivante. Soit D un objet positif de MFg(¢,N) tel que
Fil'*'Dg =0 avec r<p—2 et I =23k ®k D son Zg-module
associ¢ (donc muni des opérateurs ¢, N et de la filtration définie en
(3.2.1)). On note d = dimg,D.

Lemme 3.2.3.1 Soit .4 un sous-X-module libre de & tel que
Ko @w M — D, alors pour tout i<p—1, Fl//(FI'SEI. 0+
FilPX M) est un Ox-module libre de rang d, ou Fil' .4/ = M NFil'Y.
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Preuve.— Montrons d’abord qu’il est sans p-torsion. Soit x € Fil'./ tel
que px € FI'SFI A + FilPZ M, on a (f; ® 1d)(px) = p(f, @ 1d)(x),
donc (f, ® Id)(x) =0 d’ou, comme .# est libre, x € Fil'S. 4, i.e
x=E(u)y+zavecy € .4 etz € FilPX.4. Mais px € Fil'*' ./ entraine
x € Fil'"' , donc E(u)y € Fil'*' .4/ d’ou on déduit y € Fil'. (utiliser
par exemple le fait que Sk, ®s, Z admet une base adaptée ala filtration
([Brl], A.4)). Finalement, x = E( )y +z € FI'SFI M + FlPE . Co-
mme le module est sans torsion, c’est un Og-réseau de
Fil'9 ) (Fl'Sk, Fil' 9 + FilPXk, %) qui est un K-espace vectoriel de rang
d (prendre une base adaptee a la filtration sur Sk, ®x, Z et utiliser
(3.2.1.1)). ]

Lemme 3.2.3.2 Soit .# un sous-Z-module libre de 9 tel que KoQpy
M= G et N le sous-E-module de I engendré par (¢ /p") (M N Fil"D).
Alors, N est libre de rang d sur X et Ky @y N — 9.

Preuve. — Montrons d’abord que pour tout i <p—1, il existe
(el, ...,€y) d vecteurs de .# libres sur T tels que Fil'.// =
(69 ,IZe ) @ (B, ZE(u)e)) +Fil"2_=/% pour un entier
d €{0,...,d)} et E(u) . C (@, Ze!) @ (DL, ZE(u)e}). On proc-
éde par récurrence sur i: c’est trivial pour z— 0 (et c est vrai pour
i = 1 par ([Br3], 2.2.1.9), la preuve n’utilisant pas I’hypothese de forte
divisibilité). Supposonsle aucrani — 1 (i — 1 < p — 2), et considérons
la suite exacte:

Flx Fl-Y Fl-'w

— . — : — . — 0.
FISFI-V 4 + FlrYX 4 FilVSFEI-\ 0 + Filps i FiliH

Soit d; € {0,...,d} et (&},...,&,) une base de Fil'""'.4 /(Fil'SFil~!
A + FilPEM) sur Ok (3.2.3.1) telle que (&f,...,&,) est une base de
Fl' A [(FU'ZRI A+ FIPEA) (sur Ok) et (edH, ..,@,) une base
de FAI'™'/ [Fil'.Jl. Soient (e}, ..., é}) des relevés dans (@dL{Ze’ Ne
(@d g1 ZEw)er D tels que (ei,.. e,) € Fil'’/4d (on peut se deé-
barrasser du FPSM car i<p), la matrlce de (éi,...,€,) dans
(e ... ey 1,E( )el lH,...,E(u) i-1) est inversible dans X, puisque
sa réduction modulo FI'S lest dans Og, donc Fil ' =
(B, 2e}) + AIPZM et:

Fil' .l :(@‘.‘; Sel) + Fil'SFI™' . + FilPS.u

( ) (B dHZE(u)ej-)—i-Fil”Z%.

De w) =l C ( J;{Ze’ e (e, ]+1 E(u)e™"), on tire

O E(
E(u)™ ot C ¢, dou By 4 C (& 2e)) @ (&, ZE(w)e)),



Representations semi-stables et modules fortement divisibles 109

ce qui achéve la récurrence. En appliquant ceci a Fil".Z, on trouve
que /" est engendré sur X par (¢,(e]),...,p.(e;), &,_(e QM)

. ¢,_1(ey)). Or, cette famille engendre 9 sur Xk, car /" contient
¢( M), donc elle est libre sur Xg,, et a fortiori sur X. O

Proposition 3.2.3.3 Soit .4 un sous-X-module libre de & stable par ¢ tel
que Ko Qw M 5 D et définissons par récurvence My = M, M1 = le
sous-X-module de & engendré par (o/p")(Fil"4;) (Fil" ;=
MNFl'D). Soit M= M/(M;NIZD) ou I = (u,X), alors on a
M; C My et 1g(z Mo/M;) = i(rd — t1(D) + ty(D)).

Preuve. — Par (3.2.3.2), les .#; sont tous libres sur X et la méme
preuve qu’en (2.1.3) donne lgy (M;/Fil"M;) = rd — ty (D) oﬁ Fil"M; est
i image de le’% dans M;. 1l est clair que pour tout i M; C - qS( ~1),
d’ou M; C = Fa L' (Mo) - ,,MO On a, pour tout i

_ M) M)y dM)

Fl’M

Les suites exactes:

AT M) L (M) L ¢ (Mo)
00— — — — 3 —
M; M; P (M)
entrainent:
i i—1
/ ﬁ‘f’ (Mo) _ l%ﬁb(MO) iy pull)r‘f’ (M)
9w M, = 9w M, 9w M, .
De méme, on a:
i1 )
/ p(ill)r ¢l (Ml) .y }%(ﬁ(Ml) " / p(ill)r ¢l (MZ)
gw M = 9w M gw M
etc., jusqu’a:
M) G o(Mia) g 7P
gw —Mi = igw M gw M .
En additionnant, on trouve par ce qui précede:
¢ (M)
lgy —————=i(rd — ty(D)) (1)

M;
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Par ailleurs, les suites exactes:

entrainent:

LA Lo L LON
gw M, gw M, N
etc., jusqu’a:
L (M) L M,
lgw EF——— = Igy® —ty(D
9w 9w n(D)
En additionnant, on trouve:
L o' (M) L My
lgw =" = lgy— — ity (D 2
9 9w ity (D) (2)
d’ou le résultat en combinant (1) et (2). O

Proposition 3.2.3.4 Soit &' un sous-Xg,-module de 9 ~ Tk, Qk, D
stable par ¢ et N et engendré sur L, par l'image de ¢. Alors il existe D
un sous-objet de D dans MF (¢, N) tel que &', muni de la filtration
induite par 9, est le Zg,-module associé a D'

Preuve. — Montrons que &' est libre sur Zg, et est un facteur direct
de 2.S0itl = (u,X) CXetD =9'/(9' NID)—D/ID = D: c’est un
Ky-espace vectoriel de dimension finie d’ stable par ¢ et N. Soient

(e1,...,eq) une base de D' sur Ky, (ey,...,eqs) des relevés dans 78
(f1,---,fa) une base de Z sur Xk, et (f}, ..., f;) son image dans D. La
matrice de (ey,...,es) dans (f},...,f,) est de rang d’, donc, quitte a

renuméroter les (f;), on peut supposer que les coordonnées des
(e1,...,eq) dans (fi,...,fr) forment une matrice de My (Zg,)N
GLy(Ko[[u]]) (via Dinjection naturelle Xg, —Kp[u]]). Soit
s € Tk, NKo[[u]]", en utilisant le fait que ¢"(u) € pI et ¢"(X) € pI
pour n assez grand, on montre que ¢"(s) € Xy pour n assez grand.
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Donc, il existe ny €N tel que les coordonnées des
(¢™(e1),...,¢p"(ea)) dans (¢™(f1),-..,d"( d/)) forment une ma-
trice de GLy(Xg,). On en déduit fac1lement que, si Z;, désigne le sous-
Yk,-module de &’ engendré par (¢™ (e1), ..., ¢" (es)), Z; est libre sur
Xk, de rang d', 2/Z; est libre sur Xg, de rang d—d' et
9 CZy+2' N1 Soit x € Z' N1Z, comme ¢(Z') engendre 7' sur
Yk, ON a x = Zl 1s d)”"“(e,) +y avec s;€Xk, et ye2'NIrg
(p(I) C 1), d’ou Z, 1s,gb”““( ;) =0 dans D' ie. s;€lZg, et
9'NIZ ClD9 +9'NIPYD. Donc 9' C Dy+19' + ' NIPY et en
recommengant plusieurs fois ce raisonnement, on obtient
D CIh+I19 +D' NP9, ¥YneN. On a alors ' C Zy+ I*T'+
INIg, I CI+I*D +9' NI"D, etc.. jusqua P C D+
P9 +9'N1"rgcoy,+2'niry,  don  9'/9, C 1P (2/%;),
V neN. Comme Z/% est libre sur Zg, et (), nI” Zk, =0, on a
9'|9y =0ie. 9" = 9. Par la méme méthode qu’en ([Brl], 6.2.1), on
construit alors une section canonique Ky-linéaire commutant a ¢ et N
s': D' — Kol[u]] ®s,, 2’ telle que le diagramme:

Kollul] @z, 7' — Ko[ull @5, 7 =~ Kol[u]] ®x, D

s’ T T s
D — D

commute, ou s est la section évidente D—1 ® D. Une preuve analogue
a ([Brl], 6.2.1.1), en remplagant ¢(i)! par P ou [-] désigne la partie
entiére, montre que s’ tombe en fait dans &’ et que son image contient
une base de 2’ sur Zg,. On en déduit un isomorphisme compatible
aux opérateurs ¢ et N: g, ®x, D' — Z'. L’assertion sur les filtrations
découle alors de (3.1.1) et (3.2.1.2). O

3.2.4 L’algorithme

Soient D un objet positif simple de ]\ﬂ{f (¢, N) de dimension d sur K
tel que Fil’T'Dg = 0 avec r < p—2et 9 =Xk, ®k, D son Zg,-module
associé (3.2.1). Soit .# un sous-X-module de & de type fini stable par
¢ et N tel que Ky Qy M = Z (par exemple .# = X @y M avec M un
réseau de D stable par ¢ et N, rappelons que les pentes de ¢ sont
positives) et soit Fil".#4 = .4 N Fil"Z, on définit par récurrence une
suite de sous-X-modules de £ de la fagon suivante:

o ./ est le Z-module engendré par ) (ler,/%) et on pose
Froaly= dogNFil' WM + Fil'2 M
o ./, est le sous-X-module de .# engendré par J S(Fr.l,) et on

pose F'lly .y = My NF' My = My NF' M.

z>lp'
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Proposition 3.2.4.1 Pour n € N, ., est un X-module de type fini stable
par ¢ et N, Ko Qu M, — D et My C M.

Preuve. — Le X-module .# est clairement stable par ¢ et de type fini
car contenu dans —/% qui est de type fini. Il est stable par N a cause
de Ia relation:

¢ = r ﬂ u)N(x xeFil" c= u
V(&) =i LN €ty ceRr e = g1 (Ew)

eton a Ky @y Mo — D car, si< ¢(4)>est le Z-module engendré par
G(AM), on a <P(M)>C My C (1/p) M et KyQw<P(M)> D,
Ko@w (1/p)ll = Z. De méme, on a ¢(My) C .My C .M
(MoNEl" M C Fil')y dou 4, de type fini et Ky Qp M, — 2. Si
x € F' My, ¢(x)=p'yavecy e Myet Eu)N(x) € F'.My, d’ou:

6(5) 0 =00) = Sy € a1

c'p
1
<p¢> ¢ (E(u)N(x)) € My .
Donc .#; est stable par ¢ et N et on poursuit par récurrence. O

On pose M o = (Nyentln €8 F' Ml oo = (yenF My = Mo NF" M y:
Mo est un X-module de type fini stable par ¢ et N tel que
QF" M o) C P Ml .

Proposition 3.2.4.2 Le X-module M , est non nul.

Preuve. — Pour n € N, le W-module (F".#, N\ p#,)/pF" 4, est un k-
espace vectoriel de dimension finie. En effet, soit (ej,...,e4 ) une
famille géneratrice de .#, sur X, un €lément de .#, s’écrit x +y ou
X € D> cica 1 Wi'e; et y € Fil'S.M, C F" M ,, donc:

1<j<dy
(F" oty O ply) [pF" = (F My " p(>_ Wid'e;))/p(F N Wide;)

qui est un W-module de type fini annulé par p. La suite décroissante
pour linclusion ((F".#, N p.My)/pF’A,), « devient donc constante

a partir d'un certain rang. Soit ny € N tel que pour n > ng,
Frily "ply CF MyNpMy+ pF" M,, deux cas se présentent:
Premier cas: La suite stagne vers un #W-module non nul. Si .Z., =0,
par (3.2.2.2) on a pour tout i € N un n; > ny tel que si n > n;,
My C My, d00 en particulier F" My, N p My, C pC M ny+pF" My,
pour tout i € N. Par (3.2.2.1), on a F".#,, N\ pM,, C pF" M,,, donc
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(F' My N\ pM )| pF" My, =0, ce qui contredit I'hypothese. Dans ce
cas, on a donc .#, # 0.

Deuxiéme cas: La suite stagne vers 0, alors pour n > ng,
Fril,\p,=pF M, Soitx € U, NFil"D (n > ny), il existe m € N
tel que p"x € Fil".#, donc (si m > 1) p(p"~'x) € F"Ml, N\ pi,, d’ou
p"'x € Fr.il, et ainsi de suite si m — 1 > 1: finalement x € F"./, et
F' o, = #,NFl"2: on note dans ce cas Fil".#, = F".#,. Soient
I=wX)CEM,=M,/](M,NID) et Fil"M, 'image de Fil" #,, la
méme preuve qu’en (2.1.2) (avec X au lieu de S et .#, au lieu de .,
toutes les  hypothéses sont bien  satisfaites) donne
ZgW(Mn/F”rMn) <rd— tH(D) et ZgW(Mn/FilrMn) > rd — Z‘N(D) pour
n>ny. Comme D est faiblement admissible, 74 (D) = ty(D), d’ou
lgw (M, /Fil'M,) = rd — ty(D) (n > ng). On en déduit:

lgw- — v (D) = lgp- _ 1g,
— = 7 — — - S
qu’)(M,,) N ng’Mn gW¢(Mn)

d’ou M,/¢(Fil"'M,) = M,/p'M, ie. ¢(Fil'M,) = p'M, pour n > ny.
Comme .#,;; est le X-module engendré par (¢/p")(Fil" M,),

My = (¢/p")(Fil'M,) =M, et donc M,y = My+ My NID pour
n > ny. Supposons .4, =0. Soit i €N, on a .4, C m'.M,, pour n
assez grand (3.2.2.2), d’ou 4, C m’}/%,,o + Mpy NI1Z pouri € N, soit
My C MuyNI1ZD C1Z par (3.2.2.1), ce qui est impossible puisque

gy
I S (FIrM,)

Ko Q@ My, — D (3.2.4.1). On en déduit encore .#, # 0. O
Proposition 3.2.4.3 Le X-module engendré par (¢p/p")(F" M ) est égal
a M.

Preuve. — Pour n>0 et i>0, les W-modules F".#,/

(F" M, "N WF" M) sont de longueur finie, la suite décroissante (pour
Vinclusion) (F".,/(F ., "\WF".4y)),  devient donc constante
pour n suffisamment grand, i.e. il existe n; € N tel que pour n > n;,
F'illy, CF" My +WF My, done F" M, C (N (F My +0F M) =
Frill oo + WF" M par (3.2.2.3) et  <(Q/p)(FMy,)>
C<(Q/p")(F'M)>+m My ou la notation < -> signifie le Z-
module engendré et en remarquant que ¢(m’) C m’. On a donc
My C<(Q)P") (F'ill o) >+midly do0 My, C<(P/P)(F M) >
+m' My, i €N. Par (3.2.2.1), Mo C<(P/p")(F'Ms)> Cest-a-
dire M =<(¢p/p")(F'M~)> puisque l'inclusion réciproque est
triviale. O

On pose Yo, = Ko @ M ~: c’est un Zg,-module de type fini non
nul, stable par ¢ et N et (3.2.4.3) montre qu’il est engendré par
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I'image de ¢. Par (3.2.3.4), 2, est donc le Zg,-module associ¢ a
Dy =9+/19~ avec D, non nul. Définissons par récurrence
Moo= M € Mo ir1 = le sous-Z-module de ., engendré par
(¢/P")(Eil" M ;) ou Fil' illl o ; = Moo; NFil"D . Comme
Mooy C M) par (3.2.4.3), la suite (A« ;);on €St Une suite croissante
de X-modules de type fini tels que Ko @y M ;i ~ Po.

Proposition 3.2.4.4 On a Z, = .

Preuve. — Soit /" un sous-X-module libre de &, stable par ¢ tel que
Ko Qw N = Do. Comme Mo est de type fini sur X, on peut sup-
poser . -, C A, quitte a diviser .4/~ par une puissance de p. Comme
Ko Qw M ~ D, 1l existe ¢ € N tel que p° A" C M . On définit par
récurrence A9 = A" et A1 = le Z-module engendré dans &, par
(p/P")(Fil" V) ou Fl'N;= N NFil'9,. On a donc pour tout
PEN: PN C Moy C M C Ny Par (3.2.3.3):

1

7o

N;

lgW = i(l"doo — tH(Doo) + [N(Doo))

ouN;, = N /(N:NID) et dy, = dimg,D,,. Mais:

LNo L No

Z P <Z pir
gw N, = ngcNo

= irdy + cds

PNy CNy), dou irdy +i(ty(Ds) — tn(Deo)) < irds + cdy, 1.
i(tn(Doo) — ty (D)) < cdx pour tout i € N, donc ty(Ds) < ti(Doo).
Comme D est faiblement admissible, on a ty(Ds) > ty(Ds), d’ou
tn(Dx) = ty(Ds). Comme D est simple et D, non nul, ona Dy, = D,
d’ou le résultat puisque Z, ~ Xk, @k, Doo- [

Pour i € N, soit M ; = Moo i/ (Ms; N1D), 1a suite (M ;);cn €St
une suite croissante de W-réseaux de D, = D.

Lemme 3.2.4.5 [/ existe b € N tel que, pour tout i € N, prOOJ- C My .

Preuve. — Soient Ny un réseau de D stable par ¢, 4 = X ®,, Ny et
ceNtelsque p’ Ao C Mooy C Ng. St Ny =le Z-module engendré
on a donc p°Ny C M~ C Ms,; CN; pour tout i. Soit x € L1 No,
xdg]%Ng, tel que x € N;, pour un iy > 1 et un y € N. Soit N” = Wx,
comme x¢&-1;Np, on peut écrire Ny =p'N"@®N' et on a
N" + p°N' = N" @ p°N’ C N,,. Par (3.2.3.3) et (3.2.4.4):



Representations semi-stables et modules fortement divisibles 115

#NO . 10rN0 . .
lgW MO :l()rd IQWWPLM: (lor—y)+(lor(d—1)+C(d—l))
d’ou y < ¢(d — 1). Comme pour tout i, N; C - p No pour y; >> 0, on
en déduit N; C leo,VzeN d’ou My ; C P MooO b = cd con-
vient. O

Lemme 3.2.4.6 Pour tout ¢ € N, il existe n. € N* tel que pour tout
n > n ¢n(1) C CI
pe— (, pnr p .

Preuve. — Soit ng € N tel que p" > ep. Pour n > ng, ¢"(u) = u”"
Wy e (px Y 'S cp” "1 Par  ailleurs,  ¢"(X) =

u?" p= p?1xP" c p?-I, d’ou le résultat puisque p" " —rn et
p" — 1 —rn tendent vers +oco avec n. O

Proposition 3.2.4.7 [/ existe b’ € N tel que, pour tout i€ N,
pb,<%oc,i C %00,0‘

Preuve. — Soit Ny un réseau de D stable par ¢ tel que
Mo CZQp Ny = Ny et définissons (A7;),cn €t (N;);cny comme dans
la preuve de (3.2.4.5), on a facilement, si (¢"()) désigne I'idéal de
engendré par ¢"(/):

(o(1))
r

N CEQy Ni + ———=Qw ¢(Ny) CZQw D

(¢*(1)

Qw d)(Nl) +7®W ¢2(N0) CXZwD

N CZ@WNz—i—(d;Er—I))

Qw (f)i(No) C Z®wD.

(Niet) 4 +

(#(1) (@'(1)
pr plr
Par (3.2.4.5), il ex1steb6Nte1 queNCp,No,doud)( ) C bNO,
Vi,n. Par (3.2.4.6), ,S,)) C I pour n>nyg. On déduit de tout ca

JV CEXQw nor+bN0 pour tout i, ce qui entraine facilement le
résultat. O

Théoréme 3.2.4.8 Soit D un objet positif de M’;(a(d),N), 9 son Zk,-
module associé et supposons Fil' 'Dx =0 avec r < p—2, alors &
contient un pseudo-X-module fortement divisible (3.2.1.4).
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Preuve. — Par (3.1.1), on se ramene au cas D simple, i.e. au cas
précédent. Avec les notations de cette section, on pose alors
M oo,00 = UienM ;i C’est un X-module de type fini par (3.2.4.7) et
toutes les autres conditions sont triviales. O

Corollaire 3.2.4.9 Soit D un objet positif de MFy($,N), & son Sk,-
module associé et supposons Fil'*'Dx = 0 avec r < p — 2, alors D est
faiblement admissible si et seulement si & contient un pseudo-S-module
fortement divisible, ¢’est-a-dire un S-module M stable par ¢ et N tel
que M est de type fini sur S, Ko @y M = D, p(M OFl"D) C p' M et
(¢/P") (M NFil"D) engendre M sur S.

Preuve. — Si D est faiblement admissible, ¢a découle de (3.2.4.8) et
(3.2.1.5). Si 2 contient un pseudo-S-module fortement divisible, la
méme preuve qu’en (3.2.4.4) (on vérifie que tout ce qu’elle utilise est
encore valable avec S au lieu de X) donne ty(D) <ty (D). Mais la
méme preuve qu’en (2.1.4) donne ty(D') < ty(D') pour tout sous-
objet D' de D dans MF(¢,N), d’ou le résultat. ]

Nous terminons cette section par une proposition qui sera utilisée
dans la section suivante lorsque er < p — 2. Soient D, ¥ et .4 comme
en (3.2.4.8) # est le pseudo-X-module fortement divisible,
Fill'l = 4NFl'9, M=) MNID) et Fil'M I'image de Fil".#/
dans M. Les W-modules M et Fil"M sont libres de rang d tels que
P’M C Fil'M C M. On note (fi,...,fs) une base de Fil"M sur W,
(fi1,- .-, fy) des relevés dans Fil"./ et e; = ¢,(f;) € .

Proposition 3.2.4.10 1/ existe N € N* tel que:

N i
uP
MC (B Ze) + ) 1?// cCI .
i=1

Preuve. — La famille (ey,...,es) est bien libre sur Zg, (donc sur X).
En effet, (e1 ®1,...,e4® 1) est libre sur Ko[[u]] dans & @, Ko[[u]]
car (6,.(f1)s--s0,(fa0)) est une base de
D19 ~ (9 @5, Ko[lul])/u(Z @3, Kol[u])). Soit x € Fil" .4, il existe
(s1,...,84) dans X tels que x =) ; ,s;/;+y ou y € .4 NIZ, donc
¢, (x) = L p(si)ei € (p/P) (A NIZ). Mais M NI est un 2-
module de type fini et ¥ = .4 ®w Ky, donc il existe ¢ € N* tel que
MNID CL et puisque 4 est engendré par (¢/p" %ﬁp:
M C (& Se) + 90, On a done 4119 C 1@ Se) + 200
et, en recornmeng:ant le raisonnement precedent on obtlent pour tout
x € Fl'M: ¢.(x) € (BXe;) + (‘7’([ M+ ‘/’2,<+C) ). Une récurrence don-
ne donc, pour tout n € N*:
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4 i n+l1
(L Ze)) + Z(bp—gf)% +¢7(1)/%
i—1

p(n+1)r+c

Par (3.2.4.6), il existe N € N* tel que w(,jf% C p . Par une ré-
currence facile, on en déduit, pour touf n € N*;

i

M C (D Ze;) +

\\Mz

/%4—19"%

d’ou 4 C (BZe;) + Zfil ‘i’pE[)// en utilisant (3.2.2.1) par exemple.

Mais, pour i€ N*, (¢'/p")(X)=p'~"~'X? € pL (rappelons que
0<r<p-2),donc:

A C (DL Ze;) +Z—/%+p//
d’ou le résultat, en faisant comme précédemment. [

3.3 Construction de modules fortement divisibles (er < p — 1)

Dans cette section, on prouve que pour er < p — 2, tout pseudo-X-
module fortement divisible est un X-module fortement divisible. On
ecrit E(u) =u® —pF(u) avec F(u) € X* de degré¢ <e—1 et
¢ = (¢/p)(E(u)) € Z*. On note D un objet positif de MFf”(qﬁ N) tel
que Fil't'Dg = 0 avec er < p — 2, et Z son Zg,-module associé. On
rappelle que 7 = (1, X) C X.

Lemme 3.3.1 Soit .4 un sous-Z-module de Z et j € {1,...,r}, alors:

et sin>2:

Preuve. — Pour n € N*, on a:
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u_np% Cpr(nfl)Jrrfjun(pfer) [(f)r}”%

r p
Cpr(n—l)+r—jun(p—er) [(LL . F(u) i F(u))ri| nﬂ
p
r(n—1)+r—j n(p—er) u " u fn
cp u Y (=-Fw) ...(=—Fw) .«
0<n<r P P
r(n—1)+r—j, n(p—er) u® Zri
cp u Z (— — F(u) M+ 1M
erz(nfl)H»er»l
0<r;<r
Cpr—jun(pfer) (u° _pF(u))(nfl)r Z (Ll; — F(u)>l% + 1AM .
i=r—j+1

dou le cas m=1. Le cas n>2 s’obtient_ en écrivant
(u = pF ()" ™" = (ue = pF(u)) " (e — pF(u)y ™. O

Lemme 3.3.2 Soient # un sous-2-module de &, m ¢ N,i € Netx € M
tels que u"x € Fil'.4l = M NFil'D, alors x € Fil' /.

Preuve. — C’est vrai avec Sk, Rz, 9, car il admet une base adaptée a
la filtration ([Brl], A.4), donc aussi avec & et ./ . O

Lemme 3.3.3 Soit .4 un pseudo-module fortement divisible dans %,
alors:

P
M C (& Ze;) +”j?/% .

Preuve. — Pour i > 2, p' > p*(i — 1) > p(i — 1)er + p, donc:
up up —ep(i—1)r ep(z r p(ifl)rupX(ifl)rz Cp<i*l)’up2
et ;il,ﬂ - fj;f,%, d’ou le résultat par (3.2.4.10). O

Proposition 3.3.4 Soit .4 un pseudo-module fortement divisible dans <,
alors M est libre sur X et est donc un module fortement divisible.

Preuve. — Reprenons les notations de (3.2.4.10) et posons
N =@ Ze;, on a par (3.3.3) et (3.3.1):

M C /V+u2§r: (”;j—F(u))i%+1/% .
i=1
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En reportant linclusion dans le .# de I.4, on obtient
M C ,/V—i-uzzl 1( Fu)) M +1PA4  etc.., dou M C N+
> 1(— — F(u))’ A I pour tout n € N, soit par (3.2.2.1):

M C /V+u22(——F( ))’% .

En écrivant X ~ W/[[Z]|[u]/ (u?~") (u® — pF (u))" — pZ), on a I = (u,Z)
avec Z € INFil"X. Soit x € Fil"./#4 N 1<, on voit que x s’écrit:

r e i
x = uxg + 2+ i’y (“; — F(u)) x
i=1

ou xg,y9 € N et x; € 4 sii>1. Donc uxy € Fil'./# i.e. xy € Fil'./
par (3.3.2) et ¢(xo) € p# d’apres les hypotheses sur .#. Donc:

u’ P (x ) uepp=r) ur &

(¢/p’)(X)—p, i, - o )+?; c'¢(xi)

c’est-a-dire:

P 2p
($/P VUMDY C g ll 4 M+ LM
- r

Comme Fil" .4 = Zl ’ Zf + Fil" A NIZD (ctf.(3.2.4. 10)pourlesf) on
en déduit A4 C N + 2 U + ’;,p M + [.4. En reportant plusieurs fois
cette inclusion dans le /% de 1.4, on en déduit comme précédemment:

u? u®
M C ,/V+—1%+—% .
— pr

Par (3.3.1), on obtient .# C N +u*>)_, ( (u))l,/% + 1.4 d’ou,
par une nouvelle récurrence:

MCN Y (M——F(u)>l% .
i—2 P

Le méme raisonnement que precedemment en remplacant Fi/' par
Fil> aboutit & .4 C N += A + 1 ? # qui entraine par (3.3.1) + une
récurrence:

M C /V+u2i: <u;j—F(u)>i,/% .
i=3

Au bout du compte, on a .4 C N +u* (%~ F(u)) 4, on en déduit

encore ./ C JV—F%%WLL/% puis ./ C JV+M4(”7;—F(M))V% etc...

Comme «"? € p'I pour n >> 0, on a finalement .# C N + 1.4, d’ou
M= N O
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Remarque 3.3.5 Malheureusement, ce résultat est faux en geénéral.
Voici un contre-exemple: e=p =23, 7’ =3, D= Kye, ®Kper,
$(e1) = er, p(ex) = 3e;, N =0, Fil’Dx = D, Fil'Dg = K(n?e; + e3)
et Fil’Dx = 0: Dg est faiblement admissible. On peut vérifier que
M = (3ey,ey,u’er) est un pseudo-module fortement divisible, et il
n’est clairement pas libre.

Par (3.1.4.8), (3.2.1.5) et (2.1.4), on a donc démontré:

Théoréme 3.3.6 Soit D un objet positif de MFy($p,N), & son Sg,-
module associé et supposons Fil'*'\Dx = 0 avec er < p — 2, alors D est

faible admissible si et seulement si & contient un S-module fortement
divisible.

et par (2.3.2.5):

Corollaire 3.3.7 Soit D un objet de ]\ﬂ{f(qﬁ,N}, r sa longueur de fil-
tration et supposons er < p — 2, alors D est admissible.

A Quelques conjectures

Commengons d’abord par une question:

Question A.1 Soient r € {0,...,p—2} et D un module faiblement
admissible positif tel que Fil'*'\Dg = 0, est-il vrai qu’il existe toujours
(i.e. sans restriction sur la ramification e) un S-module fortement di-
visible dans & = Sk, @k, D ?

Par les résultats de [Br3] (modulo quelques compatibilités a véri-
fier), cette question lorsque » =1 et N =0 est une conjecture de
Fontaine sur les groupes p-divisibles ([Fo3], 5.2.5). Par ailleurs, dans
tous les exemples que j’ai calculés, j’ai effectivement pu trouver un
module fortement divisible.

Nous avons remarqué que, pour er < p — 2, la catégorie .#" est
abélienne (2.2.1.1), on devrait également avoir:

Conjecture A.2 Supposons er < p — 2, alors le foncteur V;; (1) de la
catégorie M" dans la catégorie des représentations linéaires de Gy est
pleinement fideéle, d’image essentielle stable par sous-objet et quotient et
indépendante du choix de .

Cette conjecture est un théoréme pour e = 1 ([Br2], 3.3) et, dans le
cas r = 1, pour la sous-catégorie pleine de .#' correspondant a des
schémas en groupes (2.2.1.5) et ([Ra], 3.3.3)).
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Supposons k algébriquement clos. Soient 2 € N*, 7’ € (¢ tel que

= et Oy Gk — gy (Ug) ~ F,, grg(n)/n" (caracteres

fondamentaux de Serre ([Se], 1.7)).

Conjecture A.3 Supposons er < p — 2, k algébriquement clos et soit M
un objet simple de " de rang h sur Sy, alors V(M) =~ g PP i
avec i; € {0,..., er}.

Cette conjecture est un théoréme pour e = 1 (([FL], 5.3) et ([Br2],
2.4)) et pour la sous-catégorie pleine de .#' correspondant a des
schémas en groupes ((2.2.1.5) et ([Ra], 3.4.4)).

On devrait enfin avoir:

Conjecture A.4 Soit X un schéma propre et lisse sur Spec(K) admettant
un modele propre et semi-stable sur Spec(Ok), alors pour
0<r<(p—2)/e et neN, H ((Xg) 4, Z/P"Z)" (dual dans Z/p'Z)
S’identifie a V(M) pour un certain M dans M".

st

Le ./ en question (conjecturalement unique a isomorphisme pres
d’aprés (A.2)) devrait avoir une interprétation en terme de co-
homologie log-cristalline. Cette conjecture est un théoreme pour
e =1 ([Brd4], 3.2.4.5).
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