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Abstract. Let N be a square free integer, prime to 6. Let / the imbeding of
X0�N� in its Jacobian relative to the point 1. We show that the set
fx 2 X0�N��Q� jhNT �/�x�� � �23ÿ �� logNg is ®nite and that fx 2 X0�N��Q�
jhNT �/�x�� � �43� �� logNg is in®nite. This explicit form of the Bogomolov
conjecture is obtained by an estimation of the self-intersection of the du-
alizing sheaf, in the sense of Arakelov theory, of modular curves. This result
is obtained by estimating several quantities attached to the Arakelov metric
on X0�N�, starting with Petersson's trace formula
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1 Introduction

1.1 Points de petite hauteur sur les courbes modulaires X0�N�
Soit N un entier sans facteurs carreÂ s, on trouve dans [AU2] une inter-
preÂ tation modulaire et une interpreÂ tation spectrale de l'auto-intersection du
dualisant relatif, dans le sens de la theÂ orie d'Arakelov, des courbes mo-
dulaires X0�N�. La signi®cation de cet invariant arithmeÂ tique a eÂ teÂ donneÂ e
par Szpiro [Sz] et Zhang [Z]. Soit K un corps de nombres et XK ÿ! Spec�K�
une courbe lisse et geÂ omeÂ triquement connexe sur K de genre g > 1. On note
x2 l'auto-intersection du dualisant relatif au sens de la theÂ orie d'Arakelov
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[Ar] et x2
a cette auto-intersection au sens de la theÂ orie des intersections de

Zhang [Z]. Ces deux invariants coincident quand le modeÁ le minimal non-
singulier X ÿ! Spec�OK� est lisse sur l'anneau des entiers OK de K. On a
toujours les ineÂ galiteÂ s:

x2 � x2
a > 0 �1�

et la di�eÂ rence x2 ÿ x2
a se calcule explicitement si on connait les ®bres de

mauvaise reÂ duction de X par le theÂ oreÁ me 5-5 et le corrolaire 5-7 de [Z]. Soit
JK la Jacobienne de XK , on note hNT la hauteur de NeÂ ron-Tate sur JK . Pour
tout diviseur D0 de degreÂ 1 sur XK , on note /D0

le morphisme de XK dans JK

qui lui est associeÂ . Il est alors connu [Sz], [Z] que pour tout diviseur D0 de
degreÂ 1 sur XK et tout � > 0:

x 2 XK�K� jhNT �/D0
�x�� � x2

a

2�2gÿ 2� ÿ �
� �

�2�

est ®ni et si on choisit D0 tel que �KX ÿ �2gÿ 2�D0� soit de torsion dans JK

(KX est le diviseur canonique sur XK ) alors

x 2 XK�K� jhNT �/D0
�x�� � x2

a

�2gÿ 2�
� �

�3�

est in®ni. La discreÂ tion de l'ensemble des points algeÂ briques de XK dans sa
Jacobienne pour la topologie de NeÂ ron-Tate (conjecture de Bogomolov) qui
est donc eÂ quivalente aÁ la positiviteÂ de x2

a a eÂ teÂ montreÂ dans [Ul].
Le but de ce travail est d'expliciter ces invariants arithmeÂ tiques dans le

cas des courbes modulaires X0�N�. Dans tout ce texte, N deÂ signera un entier
sans facteurs carreÂ s tel que N =2f1; . . . ; 10; 12; 13; 16; 18; 25g de sorte que
X0�N� admet une structure de courbe lisse geÂ omeÂ triquement connexe de
genre gN � 1 sur Q. On note / le plongement de X0�N� dans sa Jacobienne
J0�N� relatif aÁ la pointe 1. On notera x2

N et x2
a;N les invariants arithmeÂ ti-

ques preÂ ceÂ demment deÂ ®nis de la courbe modulaire X0�N�. On obtient ainsi:

TheÂ oreÁ me 1.1 Pour tout N sans facteurs carreÂs, premier aÁ 6, on a l'eÂgaliteÂ

x2
N � 3gN logN 1� O

log logN
logN

� �� �
:

Deligne et Rapoport [DeRa] ont deÂ termineÂ le modeÁ le minimal non singulier
X0�N�=Z de X0�N�. Ceci permet de calculer explicitement la di�eÂ rence
x2

N ÿ x2
a;N . Ceci a eÂ teÂ fait dans [AU2] ouÁ il est montreÂ (partie 4-3) que

x2
N ÿ x2

a;N �
gN

3
logN � O�logN�: �4�

On obtient alors en utilisant (2) et (3):
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TheÂ oreÁ me 1.2 Pour tout N sans facteurs carreÂs, premier aÁ 6, on a l'eÂgaliteÂ

x2
a;N �

8

3
gN logN 1� O

log logN
logN

� �� �
:

En particulier, on obtient pour tout � > 0 et tout N assez grand:

l0ensemble x 2 X0�N��Q� jhNT �/�x�� � 2

3
ÿ �

� �
logN

� �
est fini �5�

et

l0ensemble x 2 X0�N��Q� jhNT �/�x�� � 4

3
� �

� �
logN

� �
est infini: �6�

Les eÂ nonceÂ s preÂ ceÂ dents reposent sur l'interpreÂ tation modulaire de l'auto-
intersection du dualisant relatif deÂ montreÂ dans [AU2]. On obtient ici le
controÃ le en fonction du niveau N , des quantiteÂ s relatives aÁ la meÂ trique
d'Arakelov qui interviennent dans cette interpreÂ tation, ainsi que de la
hauteur de NeÂ ron-Tate du diviseur canonique de X0�N�. Nous expliquons
ces reÂ sultats dans la section suivante.

L'auto-intersection du dualisant relatif n'est connue explicitement que
pour les courbes de genre 1 (ouÁ elle est nulle) et pour les courbes de genre 2
[BMMB]. Les theÂ oreÁ mes preÂ ceÂ dents estiment cet invariant pour des courbes
de genre g arbitrairement grand. Des majorations conjecturales de cet in-
variant pour des familles de courbes impliquent des versions e�ectives de la
conjecture de Mordell graÃ ce aux travaux de Parshin [P], Moret-Bailly et
Szpiro [MB]. La motivation principale pour l'eÂ tude de cet invariant dans le
cas des courbes modulaires X0�N�, en dehors de la richesse arithmeÂ tique de
la situation, provient des courbes elliptiques de Weil forte sur Q. On cherche
aÁ majorer la hauteur de Faltings de ces courbes (ou de manieÁ re eÂ quivalente
le degreÂ de leur parameÂ trisation modulaire) en reliant les invariants ari-
thmeÂ tiques de la courbe elliptique aÁ ceux de X0�N� via la parameÂ trisation
modulaire.

1.2 La meÂtrique d'Arakelov de X0�N�

Soit N un entier sans facteurs carreÂ s. Il est deÂ montreÂ dans [AU2] (Prop. B et
Prop 4.2.1) l'eÂ galiteÂ

x2
N �

12�gN � 1��gN ÿ 1�
�C0�1� : C0�N��

X
pjN

p � 1

p ÿ 1
log p � 4gN �gN ÿ 1�gAr�0;1� ÿ h : �7�

Dans l'expression preÂ ceÂ dente h :� hNT �KX0�N� ÿ �2gN ÿ 2��1�� est la hau-
teur de NeÂ ron-Tate du diviseur canonique de X0�N�. Il est deÂ montreÂ dans

Points de petite hauteur sur les courbes modulaires X0�N� 647



[AU2] (Lemme 4.1.1) que cette quantiteÂ est nulle si N posseÁ de un diviseur
premier � 2�mod 3� et un diviseur premier � 3�mod 4�. Dans la section 6
nous donnons la majoration

h � O��N ��;

pour tout � positif en nous ramenant aÁ calculer les hauteurs de points de
Heegner sur X0�N� aÁ l'aide des formules de Gross-Zagier [GZ].

La quantiteÂ gAr�0;1� est la fonction de Green-Arakelov eÂ valueÂ e aux
pointes 0 et 1 et on a l'eÂ galiteÂ ([AU2] Thm. C et Section 4.3)

gAr�0;1� � 2p
vol

�X
pjN

p2 ÿ 1ÿ 2p
p2 ÿ 1

log p ÿ 2cÿ ap
6
ÿ 1

�
� 4pCF ÿ 2pDF �8�

Dans l'expression preÂ ceÂ dente, a deÂ signe la deÂ riveÂ e en 1 de la fonction���
p
p

C�sÿ 1=2�=�C�s�f�2s�� et les constantes CF et DF sont associeÂ es aÁ la
meÂ trique d'Arakelov sur X0�N�. Plus preÂ cisement, soit Sk�C0�N�� l'espace
des formes cuspidales holomorphes de poids k et de niveau N . Cet espace est
muni du produit scalaire de Petersson � ; �. Soit F une base de S2�C0�N��,
orthonormeÂ e pour le produit scalaire de Petersson, alors la fonction C0�N�-
invariante

F �z� :� y2

gN

X
f2F
jf �z�j2

est la densiteÂ associeÂ e aÁ la mesure d'Arakelov sur la courbe X0�N�. Sa
deÂ composition spectrale s'eÂ crit:

F �z� �
X
j�0

Ajuj�z� �
X

j

Z1
0

Aj�t�Ej�z; 1
2
� õt�dt;

ouÁ pour toute pointe j de X0�N� on a noteÂ Ej�z; s� sa seÂ rie d'Eisenstein
correspondante. Alors DF est la quantiteÂ

DF �
X
n�1

jAnj2
kn
� 2p

X
j

Z1
0

jAj�t�j2
1=4� t2

dt:

D'apreÁ s la majoration de Selberg k1 � 3=16 et l'identiteÂ de Parseval, on a la
majoration

DF � �16=3�jjF jj22: �9�

D'autre part, il reÂ sulte de la theÂ orie des seÂ ries d'Eisenstein que la trans-
formeÂ e de Rankin-Selberg de F
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Rj;F �s� :�
Z

X0�N�

Ej�z; s�F �z� dxdy
y2

�10�

admet un prolongement meÂ romorphe sur C avec un poÃ le en 1 de reÂ sidu
jjF jj1=vol � 1=vol, avec vol :� Vol�X0�N��. La constante CF est le terme
suivant dans le deÂ veloppement de Laurent en s � 1 de R1;F �s�:

R1;F �s� � 1

vol�sÿ 1� � CF � O�sÿ 1�:

Pour obtenir les theÂ oreÁ mes 1.1 et 1.2 nous estimons les diverses quantiteÂ s
qui apparaissent dans (8). On obtient dans ce texte:

TheÂ oreÁ me 1.3 Pour tout N sans facteurs carreÂs et pour tout � > 0 on a l'eÂgaliteÂ

CF � 1ÿ log 4p
vol

�1� O��Nÿ1=8����:

Le theÂ oreÁ me F de [AU2] donne une interpreÂ tation spectrale de la trans-
formeÂ e de Rankin-Selberg de la meÂ trique d'Arakelov. On note Z�s� la
fonction ZeÃ ta de Selberg pour C0�N�. On a alors

CF � ÿ 1

2gN vol
lim
s!1

Z 0

Z
�s� ÿ 1

sÿ 1

� �
�C0�2� � cÿ log�4p�

4pgN
�O�

1

N 2ÿ�

� �
: �11�

On obtient l'estimation suivante (qui ne donne pas un eÂ quivalent car les
termes de plus haut degreÂ se simpli®ent):

Corollaire 1.4 Pour tout � > 0 et tout N impair, sans facteurs carreÂs, on a la
majoration

lim
s!1

Z 0

Z
�s� ÿ 1

sÿ 1

� �
� O��N7=8���:

Pour controÃ ler le terme DF nous majorons d'abord la norme sup, kF k1 de
F , puis sa norme L2. Nous montrons les estimations suivantes:

TheÂ oreÁ me 1.5 Pour tout N sans facteurs carreÂs, on a

jjF �z�jj1 � sup
z2H
jF �z�j � logNs5�N�

gN
:

Remarque. Ce reÂ sultat ameÂ liore nettement la majoration jjF �z�jj1 �� N1��

de [AU1] TH. B: aÁ cette eÂ poque la minoration de Ho�stein-Lockhart ([HL])
� f ; f � � N 1ÿ� pour une forme primitive de niveau N , n'eÂ tait pas disponible.
Notons que si dans [AU1] p. 306 on inseÁ re cette minoration aÁ la place de la
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minoration triviale � f ; f � � 1, on obtient jjF �z�jj1 �� N � pour tout � > 0.
Nous tirons donc avantage des estimations en moyenne pour gagner un
facteur gN suppleÂ mentaire. Nous majorons eÂ galement la norme L2 de F en
gagnant un facteur logNs5�N� par rapport aÁ la majoration preÂ ceÂ dente:

TheÂ oreÁ me 1.6 Pour tout � > 0 et tout N sans facteurs carreÂs, on a l'eÂgaliteÂ

jjF �z�jj22 �
Z

X0�N�

F �z�2 dxdy
y2
� 1

vol
�1� O��Nÿ1=53����;

Les eÂ galiteÂ s:

vol � p
3
�C0�1� : C0�N��; 12�gN � 1�

�C0�1� : C0�N�� � 1� O�s�N�Nÿ1�;X
pjN

log p
p
� O�log logN�;

permettent en utilisant (8), les theÂ oreÁ mes 1.3, 1.6 et (9) d'obtenir:

gAr�0;1� � 1

2gN
logN 1� O

log logN
logN

� ��
:

�
�12�

On obtient alors les theÂ oreÁ mes 1.1 et 1.2 en utilisant (7).
Disons que la preuve de ces estimations se simpli®e consideÂ rablement si

on suppose que N est premier: l'espace des formes de poids 2 coincide avec
celui des formes nouvelles et on peut choisir pour base, une base formeÂ e de
formes primitives de niveau N normaliseÂ es; aussi nous donnons dans la
section 3.2 une deÂ monstration du TheÂ oreÁ me 1.3 pour N premier. Pour le cas
geÂ neÂ ral, nous utilisons une base relativement ``canonique'' formeÂ e aÁ partir
de formes nouvelles primitives de niveau mjN ; ce choix est syntheÂ tiseÂ dans la
proposition 2.2 ([AU1] Prop. 3.2).

Remarque. Les estimations analogues aux theÂ oreÁ mes 1.3, 1.5 et 1.6, dans le
cas des formes de poids k � 2 sont bien sur valables en suivant la meÃ me
meÂ thode. Nous nous sommes restreints au cas des formes de poids deux car
il a une bonne interpreÂ tation pour la geÂ omeÂ trie d'Arakelov. Pour les formes
de poids k > 2 une interpreÂ tation Arakelovienne de ces estimations devrait
exister comme cela est fortement suggeÂ reÂ dans [GZ]. La condition N premier
aÁ 6, dans les theÂ oreÁ mes 1.1 et 1.2 peut sans doute eÃ tre leveÂ par une eÂ tude du
modeÁ le minimal non singulier de X0�N� en 2 et 3. Cette condition intervient
aussi dans le calcul de la hauteur des points de Heegner de discriminant ÿ3
et ÿ4. Les formules, donnant ces hauteurs [GZ] sont en e�et deÂ veloppeÂ es
quand le discriminant est premier avec le niveau.

Remerciements. Nous tenons aÁ remercier A. Abbes, J.-B. Bost, L. Clozel, B.
Edixhoven, E. Fouvry, H. Iwaniec, J.-P. Serre et L. Szpiro de l'inteÂ ret qu'ils
ont porteÂ aÁ ce travail.
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2 Normalisations et lemmes preÂ liminaires

Dans la suite � deÂ signera un reÂ el positif aussi petit que l'on souhaite dont la
deÂ ®nition peut varier d'une ligne aÁ l'autre.

Soit N sans facteurs carreÂ s et k � 2 un entier pair. Rappelons que les
pointes de X0�N� correspondent aux diviseurs v de N par j � 1=v et que
1 � 1=N . Pour toute pointe j, on note C0�N�j le stabilisateur de j et on ®xe
rj 2 SL2�R� tel que rj�1� � j et rÿ1j C0�N�jrj � C0�N�1 (si j � 1 on
prendra r1 � Id). Toute forme cuspidale de poids k, f 2 Sk�C0�N�� admet
alors un deÂ veloppement de Fourier autour de j:

fjrj
�z� �

X
n�1

f̂j�n� e�nz�; e�z� :� exp�2õpz�:

On pose alors an�j; f � :� f̂j�n�=n�kÿ1�=2. Pour la pointe 1, on eÂ crira sim-
plement f̂ �n� et an�f �.

2.1 Base orthonormeÂe, sommes de Kloosterman et Grand Crible

On deÂ signe par Fk une base orthonormeÂ e de Sk�C0�N��. En poids 2 on
notera F �F2. Les coe�cients de Fourier de la fonction Fk�z� corres-
pondante sont relieÂ s aux sommes de Kloosterman par la ``formule des
traces'' de Petersson (cf. [DeI] (4.4)): pour tout m; n � 1 on a l'eÂ galiteÂ

�k ÿ 2�!
�4p�kÿ1

X
f2Fk

am� f �an� f � � dm; n ÿ 2piÿk
X
c�1

S�m; n; cN�
cN

Jkÿ1
4p

������
mn
p
cN

� �
�13�

ouÁ dm; n est le symbole de Kronecker, S�m; n; c� �Px�mod c�
�x;c��1

e�mx� nx=c�
est la somme de Kloosterman et Jkÿ1�x� est la fonction de Bessel d'ordre
k ÿ 1. Nous utiliserons les majorations suivantes de S�m; n; c� et Jkÿ1�x�:

S�m; n; c� � �m; n; c�1=2c1=2s�c�; Jkÿ1�x� � min
ÿ
x; xÿ�kÿ1�=2

�
: �14�

On en deÂ duit immeÂ diatement l'eÂ galiteÂ

�k ÿ 2�!
�4p�kÿ1

X
f2Fk

ja1� f �j2 � 1� O�s�N�Nÿ3=2� �15�

Duke, Friedlander et Iwaniec ont combineÂ la formule de trace avec le grand
crible arithmeÂ tique pour donner des ineÂ galiteÂ s de grand crible quasi-optimales
sur les coe�cients de Fourier des formes f 2Fk ([DFI] Theorem 1.):

Proposition 2.1 Soit a � �an� une suite de nombres complexes. Alors on a la
majoration
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X
f2Fk

��X
n�K

anan� f �
��2 � �4p�kÿ1�k ÿ 2�! 1� K

N

� �
jjajj2K

avec

jjajj2K �
X
n�K

janj2

Remarque. Dans [DFI], la proposition preÂ ceÂ dente est deÂ montreÂ e avec un
terme O�K logK=N� au lieu de O�K=N�. Le facteur logK (qui n'apparait
qu'en poids k � 2) peut eÃ tre enleveÂ en utilisant une meÂ thode due aÁ Duke
[Du] Prop. 1.

2.2 Une base orthonormeÂe ``quasiment canonique''

Soit une forme nouvelle primitive f de Sk�C0�N�� normaliseÂ e par a1� f � � 1.
On dispose alors la majoration de Deligne

jan�j; f �j � s�n� �16�

ouÁ s�n� est le nombre de diviseurs de n. Pour pro®ter pleinement de cette
majoration dans les estimations qui suivent nous utiliserons une base
particulieÁ re F obtenue par le proceÂ deÂ d'orthonormalisation de Gram-
Schmidt d'une base formeÂ e aÁ partir des formes nouvelles primitives de
niveau m ouÁ m parcourt l'ensemble des diviseurs de N ([AU1] Prop 3.2):

Proposition 2.2 Soit N sans facteurs carreÂs; la fonction F �z� s'exprime sous la
forme

F �z� � 1

gN

X
mjN

X
f primitive
pour C0�m�

H� f ;N��z�

avec

H� f ;N��z� � y2
1

�f ; f �N
Y

pjN=m

�
1ÿ f̂ � p�2
� p � 1�2

�ÿ1
�

X
d;d 0 jN=m

l�d�l�d 0�dd 0f̂ �R=r�
Y
pjR=r

1

p � 1
f �dz�f �d 0z�

ouÁ R � �d; d 0� (resp. r � �d; d 0�) deÂsigne le ppcm de d et d 0 (resp. leur pgcd ), et
� ; �N est le produit scalaire de Petersson sur S2�C0�N��.
On utilisera aussi une variante portant sur les coe�cients de Fourier des
eÂ leÂ ments de F:
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Proposition 2.3 Pour toute pointe j, et pour tout couple n1; n2 � 1, on pose

A�j; n1; n2� :�
X
f2F

af �j; n1�af �j; n2�;

on a alors l'eÂgaliteÂ

A�j; n1; n2� �
X
mjN

X
f primitive
pour C0�m�

1

� f ; f �N
X

d;d 0jN=m

b�d; d 0; f �af �j; n1=d�af �j; n2=d 0�

avec

b�d; d 0; f � �
Y

pjN=m

�
1ÿ f̂ �p�2
� p � 1�2

�ÿ1
l�d�l�d 0�dd 0f̂ �R=r�

Y
pjR=r

1

p � 1

ouÁ R � �d; d 0� (resp. r � �d; d 0�) deÂsigne le ppcm de d et d 0 (resp. leur pgcd), et
avec la convention que af �j; n=d� � 0 si d 6 jn.
On en deÂ duit alors le

Corollaire 2.4 Pour toute pointe j, et pour tout couple n1; n2 � 1, on a la
majoration

A�j; n1; n2� � s�n1�s�n2�s�N�5�N ; n1; n2�

Preuve. Par la majoration de Deligne (16) on a

b�d; d 0; f � � O�s�N�2�d; d 0�3=2�d; d 0�1=2�: �17�

L'ineÂ galiteÂ jaf �j; n1=d�af �j; n2=d 0�j � s�n1�s�n2� nous donne alors

A�j; n1; n2� � s�n1�s�n2�
X
mjN

X
f primitive
pour C0�m�

1

� f ; f �N
X

d;d 0 jN=m
djn1;d 0 jn2

s�N�2�d; d 0�3=2�d; d 0�1=2

� s�n1�s�n2�s4�N�
X
mjN

�N=m; n1; n2��N=m�
�C0�m� : C0�N��

X
f primitive
pour C0�m�

1

� f ; f �m

� s�n1�s�n2�s5�N��N ; n1; n2�

Dans la dernieÁ re eÂ tape, on a utiliseÂ les eÂ galiteÂ s.
�f ; f �N � �C0�m� : C0�N�� � f ; f �m et �C0�m� : C0�N�� �

Q
pjN=m� p � 1� et la

majoration X
f primitive
pour C0�m�

1

� f ; f �m
� O�1�:
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Pour montrer cette dernieÁ re eÂ galiteÂ , il su�t de compleÃ ter la famille ortho-
normeÂ e ff �z�=�f ; f �1=2m ; f primitive pour C0�m�g en une base orthonormeÂ e
telle que pour tout eÂ leÂ ment f dans la base, le premier coe�cient de Fourier
de f en 1 est � 0 et d'appliquer aÁ cette base la majoration (15). (

2.3 Les seÂries d'Eisenstein et la TheÂorie de Rankin-Selberg

SeÂries d'Eisenstein. Notre reÂ feÂ rence sera [Iw] Chap. 13. ConsideÂ rons le ve-
cteur dont les composantes sont les seÂ ries d'Eisenstein associeÂ es aux pointes
j de X0�N�

E�z; s� :� t�. . . ;Ej�z; s�; . . .�:

Le vecteur E�z; s� est une fonction holomorphe en s sur fs; Res > 1g
qui admet un prolongement meÂ romorphe sur C, holomorphe sur
fs; Res > 1=2g ÿ f1g, avec un poÃ le simple en 1, de reÂ sidu 1=vol�X0�N�� et
qui veÂ ri®e l'eÂ quation fonctionnelle

E�z; s� � U�s�E�z; 1ÿ s� �18�

ouÁ U�s� est la matrice dont les coe�cients sont indiceÂ s par les couples de
pointes �j;j0� � �1=v; 1=v0�; vjN ; v0jN et dont le coe�cient en �j; j0� est

Uj;j0 �s� � w�s�
Y
pjN
� p2s ÿ 1�ÿ1/��v; v0��N=v;N=v0��

Y
pj�v;N=v0��v0;N=v�

� ps ÿ p1ÿs�

avec w�s� � p2sÿ1 C�1ÿ s�f�2�1ÿ s��
C�s�f�2s� �19�

et en particulier Ð si on note r le nombre de facteurs premiers de N Ð la
fonction srÿ1�sÿ 1��sÿ 1=2�f�2s�E�z; s� est holomorphe sur C.

TheÂorie de Rankin-Selberg. Soient f ; g 2 S2�C0�N�� et consideÂ rons le vecteur
dont les composantes sont indiceÂ es par les pointes j de X0�N�

L� f 
 g; s� :� t�. . . ;Lj� f 
 g; s�; . . .�; Lj� f 
 g; s� �
X

n

an�j; f �an�j; g�
ns :

Alors L� f 
 g; s� est holomorphe sur Res > 1 et admet un prolongement
meÂ romorphe sur C avec eÂ ventuellement un poÃ le simple en 1 de reÂ sidu
16p2� f ; g�=vol�X0�N��: plus preÂ cisement, la fonction srÿ1�sÿ 1=2�f�2s�
L� f 
 g; s� est holomorphe sur Cÿ f1g. De plus, la fonction vectorielle

K� f 
 g; s� � pÿsC�s� 1�L�f 
 g; s�

veÂ ri®e l'eÂ quation fonctionnelle
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K� f 
 g; s� � U�s�K� f 
 g; 1ÿ s� �20�

3 TransformeÂ e de Rankin-Selberg de la meÂ trique d'Arakelov

Cette section est consacreÂ e aÁ la deÂ monstration du theÂ oreÁ me 1.3.
Soit f 2 S2�C0�N�� une forme de poids 2. On consideÁ re sa convolution de

Rankin-Selberg

L�s; f 
 f � �
X1
n�1

jan�f �j2
ns :

D'apreÁ s la majoration de Deligne jan� f �j �� n�, cette seÂ rie converge abso-
lument pour Res > 1. D'autre part, on sait par la theÂ orie des seÂ ries d'Ei-
senstein que L�s; f 
 f � se prolonge meÂ romorphiquement aÁ C avec un poÃ le
simple en s � 1 de reÂ sidu Rf . On eÂ crit donc le deÂ veloppement de Laurent de
L�s; f 
 f � en 1 sous la forme

L�s; f 
 f � � Rf

sÿ 1
� cf � . . . o�u Rf � 16p2�f ; f �

vol
: �21�

L'eÂ galiteÂ

R1;F �s� � C�s� 1�
�4p�s�1

1

gN

X
f2F

L�s; f 
 f �

nous rameÁ ne aÁ estimer la quantiteÂ
P

f2F
cf . En utilisant l'eÂ galiteÂ C0�1� � ÿc,

on voit que le theÂ oreÁ me 1.3 est un corollaire du

TheÂ oreÁ me 3.1 Pour N sans facteurs carreÂs, et pour tout � > 0 on a la
majoration X

f

cf � 4pc� O��Nÿ1=8���;

ouÁ c deÂsigne la constante d'Euler.

On consideÁ re la fonction

g�s� :� srÿ1 sÿ 1

2

� �
f�2s�

X
f2F

ÿ
L�s; f 
 f � ÿ Rf f�s�

�
;

g�s� admet un prolongement meÂ romorphe aÁ C et est holomorphe en 1. Nous
cherchons dans la suite aÁ majorer g�1�.

Soit a > 0 et s0 � a� õt, t 2 R, on va majorer g�1� s0�: pour chaque f ,
on commence par la deÂ composition de L�1� s0; f 
 f �:
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L�1� s0; f 
 f � �
X

1�n�Nb

jan� f �j2
ns0�1 �

X
n>Nb

jan� f �j2
ns0�1 :� Tf ;1�1� s0� � Tf ;2�1� s0�

ouÁ b � b�a� > 1 est un parameÁ tre aÁ ®xer. On pose alors

LF �s0� �
X
f2F

L�s0; f 
 f � :� T1;F �s0� � T2;F �s0�

Dans la section suivante nous estimons T1;F �1� s0� comme un terme
principal graÃ ce aÁ la formule des traces de Petersson.

3.1 Passage aux sommes de Kloosterman

Soit T1;F �1� s0� :�Pf2F Tf ;1�1� s0�; on va montrer le lemme suivant:

Lemme 3.2 Pour 0 < a < 0:7, b � 15

8
�1� 6a=5�ÿ1� 7a=4� 3a2=2

�ÿ1
et tout

� > 0 on a

T1;F �1� s0� � 4pf�1� s0� � O�;a�N �ÿab�

Preuve. La formule des traces de Petersson (13) nous permet d'eÂ crire

T1;F � 4pf�1� s0� � Oa
1

aNab

� �
� T 01;

avec

T 01 � 8p2
X

c

X
n�Nb

S�n; n; cN�
n1�s0cN

J1
4pn
cN

� �
:

Pour tout b0 tel que 0 < b0 < b, les majorations de sommes de
Kloosterman et des fonctions de Bessel (14) nous donnent:

X
n�Nb0

X
c

S�n; n; cN�
n1�s0cN

J1

�
4pn
cN

�
�
X

n�Nb0

�n;N�1=2
nr0

X
c

�n; c�1=2�Nc�1=2��
�Nc�2

�a N �1ÿa�b0ÿ3=2��:

On deÂ compose la sommeX
Nb0<n�Nb

X
c�1

:�
X

Nb0<n�Nb

X
c�C

�
X

Nb0<n�Nb

X
c>C

:

La deuxieÁ me somme est majoreÂ e comme preÂ ceÂ demment par
N ��bÿab0ÿ3=2=C1=2. On peut, par ailleurs, majorer la premieÁ re par
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N �
X

Nb0<n�Nb

�n;N�1=2
n3=2�a

X
c�C

�cN�1=2���c; n�1=2
�cN�1=2

�a
N �C

N �a�1=2�b0
:

On prend alors C � �N 2b=3ÿ1�b0=3� (on a donc la condition 2b� b0 > 3) et T 01
est majoreÂ e par Oa�N �1ÿa�b0ÿ3=2�� � N2b=3ÿb0�a�1=6�ÿ1���. Il su�t alors de
choisir b0 � 3=2ÿ ab,

b � 15

8
�1� 6a=5�ÿ1� 7a=4� 3a2=2

�ÿ1 �22�

et a � 0:7 (de sorte que 0 < b0 � b et 2b� b0 > 3) pour ®nir la preuve du
lemme. (

Notons que jFj � gN et que pour tout N sans facteurs carreÂ s, premier aÁ
6, gN est donneÂ par l'expression suivante [AU2] lemme 3.3.10

gN � 1

12

Y
pjN
� p � 1� � 1ÿ 1

4

Y
pjN

�
1�

�ÿ1
p

��
ÿ 1

3

Y
pjN

�
1�

�ÿ3
p

��
ÿ s�N�=2:

�23�

Corollaire 3.3 Avec les hypotheÁses du lemme 3.2, on a l'eÂgaliteÂ

g�1� s0� � Oa��1� jtj�A�T2�1� s0� � N �ÿab��:
avec

T2�s� �
X

f

X
n>Nb

jan� f �j2
ns ;

et A > 0 est un reÂel positif assez grand.

Preuve. D'apreÁ s la deÂ ®nition de g�s�, le lemme preÂ ceÂ dent, (21) et l' eÂ galiteÂ

vol�H=C0�N�� � �p=3��C0�1� : C0�N��;
on a

g�1� s0� ��s0 � 1�r�s0 � 1=2�f�2�1� s0��4p
�
1ÿ 12gN

�C0�1� : C0�N��
�

f�1� s0�

� Oa��1� jtj�A�T2�1� s0� � N �ÿab��:

On ®nit la preuve en remarquant que d'apreÁ s (23) on a

1ÿ 12gN

�C0�1� : C0�N�� � O�s�N�Nÿ1� � O�Nÿab�: (
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Dans toute la suite la valeur de b sera celle deÂ ®nie au lemme 3.2 en
fonction de a < 0:7.

3.2 Le cas N premier

On suppose ici N premier, on peut donc prendre pour F une base formeÂ e
des f =� f ; f �1=2 ouÁ f deÂ crit l'ensemble des formes primitives de niveau N
(deux telles formes distinctes sont automatiquement orthogonales). Soit f
une telle forme. On pose UN �s� :� QpjN �1ÿ 1

ps� � 1ÿ 1
Ns : La fonction

f�2s�L�s; f 
 f � est alors holomorphe sur Cÿ f1g avec un poÃ le simple en 1
et veÂ ri®e l'eÂ quation fonctionnelle suivante [CS]:

K� f ; s� � K� f ; 1ÿ s� avec K� f ; s� � G�s�UN �s�f�2s�L�s; f 
 f �

G�s� :� �N=2p2�sC�s�C�s=2�2:

Par la majoration de Deligne jaf �n�j2 � s�n�2, on a la majoration

T2�1� s0� �
X
n>Nb

s�n�2
n1�a

� N �ÿab: �24�

Alors d'apreÁ s le corollaire 3.3 on a

g�1� s0� � O��1� jtjA�N �ÿab�:

D'autre part, soit a0 > 0, s1 � a0 � it0, t0 2 R. L'eÂ quation fonctionnelle
donne

f�ÿ2s1�Lf �ÿs1� � G�1� s1�UN �1� s1�
G�ÿs1�UN �ÿs1� f�2�1� s1��L�1� s1; f 
 f �:

Par l'eÂ galiteÂ

jUN �ÿs1�j � Na;

et la formule de Stirling, on voit qu'il existe une constante A > 0 telle que

jf�ÿ2s1�Lf �ÿs1�j � �1� jt0j�AN1�a0��:

En utilisant l'eÂ quation fonctionnelle pour f et les eÂ galiteÂ s

X
f

1

� f ; f � � O�1�;
X

f

Rf

� f ; f � � O
�

gN

�C0�1� : C0�N��
�
� O�1�;

on obtient la majoration:
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g�ÿs1� � O��1� jt0j�A�N1�a0���:

Par le principe de Phragmen-LindeloÈ f on a alors, pour tout �; a; a0 > 0 avec
a < 0:7 l'eÂ galiteÂ

g�1� � O��N1�a0��� a
1�a�a0 �N �ÿab� 1�a0

1�a�a0 �
� O�N ���1�a0��a�1ÿb����=�1�a�a0��:

On choisit alors a0; � assez petits, a � 1=3 de sorte que a�bÿ 1�=�1� a� � 1
8

et

g�1� � O�Nÿ1=8���:

On a alors
P
f

cf

�f ;f � � cf
P

f
Rf

�f ;f � � g�1�;
avec

cf �
�

f�s� ÿ 1

sÿ 1

�
�1� � c:

Ceci termine la preuve du theÂ oreÁ me 3.1 si N est premier.

3.3 Le cas geÂneÂral

On suppose maintenant que N est sans facteurs carreÂ s. Comme dans la
section preÂ ceÂ dente, nous majorons g�1� par convexiteÂ et pour cela il reste aÁ
obtenir une majoration de g�1� s0� (d'apreÁ s le corollaire 1.2 il su�t de
majorer T2�1� s0�) et une majoration de g�ÿs1�. L'expression particulieÁ re de
F �z� en terme de formes primitives de niveau mjN (Prop. 2.3) s'eÂ crit

LF �s� �
X
mjN

X
f primitive
pour C0�m�

1

� f ; f �N
X

d;d 0jN=m

b�d; d 0; f �L�s; f �dz� 
 f �d 0z��: �25�

En tronquant cette seÂ rie de Dirichlet on voit que

T2�1� s0� �
X
n>Nb

A�n; n�
n1�s0

:

En utilisant le corollaire 2.4 et le corollaire 3.3 on obtient

g�1� s0� � O��1� jtjA�N �ÿab�

Majoration de g�ÿs1�. On utilise l'eÂ galiteÂ (25) avec s � ÿs1. L'eÂ quation
fonctionnelle (20) fournit
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L�ÿs1; f �dz� 
 f �d 0z��

� pÿ1C�2� s1�
C�1ÿ s1�

X
vjN

U1;1=v�ÿs1�L1=v�1� s1; f �dz� 
 f �d 0z��:

Par la majoration (16), on a

L1=v�1� s1; f �dz� 
 f �d 0z��

�
X

n�0�mod�d;d 0��

an=d�1=v; f �an=d 0 �1=v; f �
n1�s1

� s2��d; d 0��
�d; d 0�1�a0�� :

D'autre part, la formule de Stirling montre qu'il existe A > 0 tel qu'on ait

U1=N ;1=v�ÿs1� �a �1� jt0j�A/�v�
Y

pjN=v

jpÿs1 ÿ p1�s1 j �a �1� jt0j�AN 1�a0��:

De ces majorations on deÂ duit que

LF �ÿs1� �a �1� jt0j�AN 1�a0��

et donc que g�ÿs1� � O
ÿ�1� jt0j�AN1�a0���. On conclut comme preÂ ceÂ dem-

ment par application du principe de Phragmen-LindeloÈ f.

4 Borne supeÂ rieure pour la meÂ trique d'Arakelov

Dans cette section, nous montrons le TheÂ oreÁ me 1.5. On reprend les nota-
tions de [AU1] p.299. On pose

F new
N �z� :�

X
f primitive
pour C0�N�

y2jf �z�j2
� f ; f � :

Notre premieÁ re eÂ tape sera de montrer la proposition suivante

Proposition 4.1 Pour tout N sans facteurs carreÂs, on a la majoration

sup
z2H
jF new

N �z�j � logN :

Preuve. L'ensemble de matrices Aq;j pour qjN et 0 � j � qÿ 1 deÂ ®nies dans
[AU1] forment un systeÁ me de repreÂ sentant de SL2�Z�=C0�N�. On note =m la
fonction partie imaginaire. Pour toute matrice Aq;j et pour toute forme
primitive nouvelle f , on a l'eÂ galiteÂ [AU1].

=m�Aq;jz�2jf �Aq;jz�j2 � =m �zÿj
q �2jf �zÿj

q �j2 [AU1]. Ceci montre que

F new
N �Aq;jz� � F new

N

�
zÿ j

q

�
:

660 P. Michel, E. Ullmo



On en deÂ duit alors aÁ la manieÁ re de [AU1], en compleÃ tant la base des formes
nouvelles en une base de S2�C0�N��, la majoration

sup
z2H

F new
N �z� � sup

z2H
y�1=�2N�

F new
N �z� � sup

z2H
y�1=�2N�

gN F �z�: �26�

Dans la suite, on suppose donc que y � =m�z� � 1=�2N�. On utilise main-
tenant le deÂ veloppement de Fourier de F �z� aÁ l'in®ni:

F �z� � y2

gN

X
f2F

X
n�1

f̂n e�nz�
�����

�����
2

:

Soit K � dN logN avec d > 1=�4p�. On fait la deÂ composition suivante de

jf �z�j2 �
X
n�K

f̂n e�nz� �
X
n>K

f̂n e�nz�
�����

�����
2

�
X
n�K

f̂n e�nz�
�����

�����
2

�
X
n>K

f̂n e�nz�
�����

�����
2

:

On majore F �z� � F�K�z� � F>K�z� avec

F�K�z� � y2

gN

X
f2F

X
n�K

f̂n e�nz�
�����

�����
2

et F>K�z� deÂ ®ni de manieÁ re analogue (les fonctions F�K�z� et F>K�z� ne sont
plus C0�N�-invariantes).

Majoration de F>K�z�. Pour y � 1=�2N�, on a d'apreÁ s le corollaire 2.4 la
majoration

F>K�z� � s�N�5
gN

X
n1;n2>K

�n1; n2;N�s�n1�s�n2��n1n2�1=2y2 eÿ2p�n1�n2�y

� s�N�5
gN

X
djN

ds�d�2
� X

n>K=d

ys�n�n1=2 eÿ2pndy
�2

� s�N�7
gN

K1�� eÿ4pKy
X
djN

1

d3=2��

� N �

gN
K1�� eÿ4pK=N � N 1��ÿ4pd

gN
:

Majoration de F�K�z�. On utilise la proposition 2.1 pour obtenir

F�K�z� � y2

gN

�
1� K

N

�X
n�K

n eÿ4pny :
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On a par ailleurs l'eÂ galiteÂ

y2
X

1�n�K

n eÿ4pny � ÿy2

4p
d
dy
1ÿ eÿ4p�K�1�y

1ÿ eÿ4py

� y2
eÿ4py � eÿ4p�K�1�y�K eÿ4py ÿK � 1�

�1ÿ eÿ4py�2 :

Comme K � dN logN , d > 1=4p, cette fonction deÂ croit rapidement pour
y > 1=�2N� et est majoreÂ e par sa valeur en 1=2N qui est �4p�ÿ2�1� O�1��.
On a donc la majoration

F �z� � O
�
logN

gN

�
;

et la proposition s'en deÂ duit par (26). (

Ceci deÂ montre donc le theÂ oreÁ me 1.5, dans la cas ouÁ N est premier.

4.1 Majoration geÂneÂrale

On utilise ici l'expression de F �z� donneÂ e dans la proposition 2.2:

F �z� � 1

gN

X
mjN

1

�C0�m� : C0�N��
Y

pjN=m

�
1ÿ 4p

� p � 1�2
�ÿ1

�
X

d;d 0 jN=m

Y
pj�d;d 0�=�d;d 0�

2p1=2

p � 1

X
f primitive
pour C0�m�

jydf �dz�yd 0f �d 0z�j
� f ; f �m

� 1

2gN

X
mjN

Y
pjN=m

p � 1

�p ÿ 1�2
X

d;d 0jN=m

�F new
m �dz� � F new

m �d 0z��
Y

pj�d;d 0�=�d;d 0�

2p1=2

p � 1
;

(on a utiliseÂ la sempiternelle ineÂ galiteÂ 2jabj � jaj2 � jbj2). Par la proposition
4.1, on en deÂ duit la majoration

F �z� � logNs5�N�
gN

:

5 La norme L2 de la meÂ trique d'Arakelov

Pour eÂ valuer l'inteÂ grale jjF jj22 �
R

X0�N� F �z�
2dl�z�, on emploie la meÂ thode de

Rankin-Selberg. On consideÁ re la transformeÂ e de Rankin-Selberg de F 2

RF 2�s� �
Z

X0�N�

F �z�2E1�z; s�dl�z�:
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C'est une fonction holomorphe sur <es > 1 qui se prolonge meÂ romorphi-
quement aÁ C, avec un poÃ le en 1, de reÂ sidu jjF jj22=vol. Pour <es > 1, cette
fonction se met sous la forme d'une seÂ rie de Dirichlet

RF 2�s� � C�s� 3�
�4p�s�3 L�s; F 2� avec L�s; F 2� �

X
n�1

1

n3�s
cF 2�n�o�u

cF 2�n� � 1

g2N

X
f ;g2F

jdf � g�n�j2 et

df � g�n� �Xnÿ1
i�1

f̂ �i�ĝ�nÿ i�:

Si l'on preÂ feÁ re, on peut encore eÂ crire L�s; F 2� comme somme des trans-
formeÂ es de Rankin-Selberg des formes de poids 4, f � g avec f et g 2F:

L�s; F 2� � 1

g2N

X
f ;g2F

L�s; f � g
 f � g�:

Si f et g sont deux formes nouvelles primitives de poids 2 et de niveau N , on
peut espeÂ rer que le n-ieÁ me coe�cient de Fourier de la forme de poids 4, f � g
satisfasse aÁ la majoration de Deligne avec une bonne uniformiteÂ en N .
L'ideÂ al serait une majoration du type df � g�n� � O��N �n3=2���. Le lemme
suivant montre que cette majoration est vraie en moyenne sur les f ; g 2F et
sur n:

Lemme 5.1 Pour tout x � 1, et pour tout � > 0, on a la majoration

X
n�x

cF 2�n�
n3
��

N �

g2N
x1��: �27�

Preuve. Pour s tel que <es > 1, on a la repreÂ sentation inteÂ grale

L�s; F 2� � �4p�
s�3

C�s� 3�
Z1
0

Z1
0

F �z�2ys dxdy
y2

:

En utilisant le theÂ oreÁ me 1.5, la positiviteÂ de F et la repreÂ sentation inteÂ grale
de L�s; F �, on obtient la majoration

L�s; F 2� � O
�
logNs5�N�

gN

C�<es� 1�
jC�s� 3�j L�<es; F �

�
:

Le corollaire 2.4 montre alors que

L�s; F 2� � Os;�

�
N �

g2N

C�<es� 1�
jC�s� 3�j

�
:

Points de petite hauteur sur les courbes modulaires X0�N� 663



On utilise alors une formule de Perron e�ective, sous la forme du theÂ oreÁ me
2. Chap II. 2. de [T] avec j � 1� �, T � 1 (cf. les notations de loc. cit.) ainsi

que la positiviteÂ de
bF 2�n�

n3 pour obtenir la majoration (27). (

Posons s � 1� a� it avec a > 0, t 2 R et K � Nb, b > 1 un parameÁ tre aÁ
®xer. Par l'ineÂ galiteÂ (27) et par inteÂ gration par partie, on a la deÂ composition
suivante de L�s; F 2�:

L�s; F 2� �
X
n�K

1

n3�sg2N

X
f ;g

����Xnÿ1
i�1

f̂ �i�ĝ�nÿ i�
����2

� O�
K�

g2N Ka

� �
On reÂ eÂ crit la premieÁ re somme sous la forme �4p�

2

g2N
T1;F 2�s�. Par (13), T1;F 2�s�

s'eÂ crit encore

T1;F 2�s� � 1

�4p�2
X
n�K

1

n3�s

X
f ;g

X
n1�n2�n

X
n3�n4�n

f̂ �n1�f̂ �n3�ĝ�n2�ĝ�n4�

�
X
n�K

1

n3�s

X
n1�n2�n

X
n3�n4�n

�n1n2n3n4�1=2

� ÿdn1ÿn3dn2ÿn4 ÿ dn1ÿn3S�n2; n4� ÿ dn2ÿn4S�n1; n3�
� S�n1; n3�S�n2; n4�

�
avec

S�m; n� � 2p
X
c�1

S�m; n; cN�
cN

J1

�
4p

������
mn
p
cN

�
:

On a donc

T1;F 2�s� �
X
n�K

1

n3�s

�Xnÿ1
n1�1

n1�nÿ n1� ÿ 2
Xnÿ1
n1�1

n1�nÿ n1�S�n1; n1�

�
Xnÿ1

n1;n3�1
�n1n3�nÿ n1��nÿ n2��1=2

� S�n1; n3�S�nÿ n1; nÿ n3�
�
:

Le premier terme de cette somme est le terme principal et il s'eÂ crit sous la
forme X

n�K

1

n3�s

Xnÿ1
n1�1

n1�nÿ n1� � N�s� � O�Nÿab�: �28�

ouÁ N�s� � f�s�=6ÿ f�s� 2�=6.
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Le deuxieÁ me terme est majoreÂ trivialement par la majoration suivante,
valable pour tout C � 1:

X
c�C

S�m; n; cN�
cN

J1

�
4p

������
mn
p
cN

�
� O���m; n;N�1=2�mn�1=2C�ÿ1=2N �ÿ3=2�: �29�

En prenant C � 1, on obtient

X
n�K

1

n3�s

Xnÿ1
n1�1

n1�nÿ n1�S�n1; n1� ��
K1ÿa��

N 3=2
: �30�

Le troisieÁ me terme est le plus di�cile, on le notera dans la suite

T3;F 2;K�s� �
X
n�K

1

n3�s

Xnÿ1
n1;n3�1

�n1n3�nÿ n1��nÿ n3��1=2S�n1; n3�S�nÿ n1; nÿ n3�:

On choisira b � 54=53 et on montrera dans la section suivante la

Proposition 5.2 Pour tout a > 0 et pour tout � > 0, on a la majoration

T3;F 2;N54=53�1� a� õt� ��;a N �ÿ�54=53�a:

Indiquons aÁ partir de cette proposition la ®n de la preuve du theÂ oreÁ me 1.6.
Elle est tout aÁ fait similaire aÁ celle du theÂ oreÁ me 1.3: On consideÁ re la fonction

h�s� � srÿ1�sÿ 1

2
��sÿ 1�f�2s��L�s; F 2� ÿ �4p�

2

g2N
N�s��:

D'apreÁ s (28), (30) et la proposition 5.2, la fonction h�s� pour s � 1� a� õt
est majoreÂ e par O���1� jtjA�N �ÿ�54=53�a=g2N �: D'autre part en geÂ neÂ ralisant la
majoration (27) aux autres pointes de X0�N� et en utilisant l'equation
fonctionnelle de L�s; F 2� (obtenue aÁ partir des eÂ quations fonctionnelles des
fonctions L�s; f � g
 f � g�) on voit que

h�ÿ�� it� � O�

�
N 1���1� jtj�A

g2N

�
:

Il ne reste plus qu'aÁ appliquer le principe de Phragmen-LindeloÈ f avec a assez
grand pour obtenir l'eÂ galiteÂ

jjF jj22 �
vol

�4pgN �2
�1� O��N �ÿ1=53�� � 1

vol
�1� O��N �ÿ1=53��:
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5.1 Preuve de la proposition 5.2

Notons Tn la somme

Tn :�
Xnÿ1

n1;n3�1
�n1�nÿ n1�n3�nÿ n3��1=2

� 4p2
X

c;c0�1

S�n1; n3; cN�
cN

S�nÿ n1; nÿ n3; c0N�
c0N

� J1

�
4p

���������
n1n3
p
cN

�
J1

�
4p

����������������������������������nÿ n1��nÿ n3�
p

c0N

�
:� 1

N2

X
c;c0�1

1

cc0
Xnÿ1
n3�1
�n3�nÿ n3��1=2

Xnÿ1
n1�1

T �n1; n3; c; c0�:

Soit 0 < d < 1, on consideÁ re les conditions suivantes sur n1; n3; c; c0:

n1ÿd � n1; n3 < nÿ n1ÿd; 1 � c; c0 � n2d: �31�

Par (29), la contribution aÁ Tn des �n1; n3; c; c0� ne veÂ ri®ant pas les conditions
ci-dessus est en O��N �ÿ3n6ÿd�; on supposera dans la suite que les variables
n1; n3; c; c0 satisfont aux conditions (31). Fixons n3 compris entre n1ÿd et
nÿ n1ÿd, 1 � c; c0 � n2d et consideÂ rons la fonction de n1

g�n1� : n1 ! �n1�nÿ n1��1=2J1
�
4p

���������
n1n3
p
cN

�
J1

�
4p

����������������������������������nÿ n1��nÿ n3�
p

c0N

�
:

Alors, par les majorations J1�x�; J 01�x� � O�1�, on trouve

g0�n1� � O
�

nd=2

�
1� n

N

�
1

c
� 1

c0

���
;

Puis, par inteÂ gration par partie, on obtient

X
n1ÿd�n1<nÿn1ÿd

T �n1; n3; c; c0� � n1�d=2

�
1� n

N

�
1

c
� 1

c0

��
max

x2�n1ÿd;nÿn1ÿd�
jT �x�j;

�32�

avec

T �x� �
X
n1�x

S�n1; n3; cN�S�nÿ n1; nÿ n3; c0N�:

La somme T �x� est la somme d'une fonction arithmeÂ tique deÂ ®nie modulo
�cN ; c0N � � �c; c0�N , si bien qu'en compleÂ tant cette somme par des caracteÁ res
additifs, on a la majoration
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jT �x�j � x
�c; c0�N jT�0�j � log�cc0N� max

k2Z=�c;c0 �NZ
jT�k�j

avec

T�k� �
X

x �mod�c;c0 �N�
S�x; n3; cN�S�nÿ x; nÿ n3; c0N� e

�
kx
�c; c0�N

�
:

Dans la dernieÁ re section, on montrera la proposition:

Proposition 5.3 Pour tout � > 0, on a la majoration

T�k� � O�

ÿ�N ; n�1=2�cc0;N�1=2�cc0�1=2��c; c0�N�3=2���:
Si k � 0, on obtient,

T�0� � O���n; cc0N�1=2��c; c0�N�3=2���:

Donnons d'abord la ®n de la preuve de la proposition 5.2: On obtient la
majoration

jT �x�j �� �n; cc0N�1=2x�cc0N�1=2�� � �N ; n�1=2�cc0;N�1=2�cc0�2N3=2��

�� �n; cc0N�1=2xn2dN 1=2�� � �N ; n�1=2�cc0;N�1=2n8dN 3=2��:

Par la majoration (32) et en sommant sur les n3; c; c0 veÂ ri®ant (31) on obtient
la majoration

Tn �� N �ÿ3n6ÿd � �n;N�1=2Nÿ2n3�d=2

�
1� n

N

�ÿ
n1�2dN1=2 � n8dN3=2

�
:

Sommant sur n � Nb, on obtient ®nalement

T3;F 2;Nb�1� a� õt�
��;a Nb�3ÿaÿd�ÿ3�� � Nb�2ÿa�5d=2�ÿ5=2�� � Nb�1ÿa�17d=2�ÿ3=2��:

On choisit alors d de sorte que b�3ÿ aÿ d� ÿ 3 � ÿab ce qui donne
d � 3�bÿ 1�=b et on a alors les eÂ galiteÂ s

b�2ÿ a� 5d=2� ÿ 5=2 � ÿab� 19b=2ÿ 10

b�1ÿ a� 17d=2� ÿ 3=2 � ÿab� 53b=2ÿ 54=2

et on choisit b � 54=53.
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5.2 Majoration de T�k�

On utilise la multiplicativiteÂ croiseÂ e des sommes de Kloosterman: pour c1 c2
premiers entre eux on a l'eÂ galiteÂ

S�m; n; c1c2� � S�c2m; c2n; c1�S�c1m; c1n; c2�:

Cette eÂ galiteÂ combineÂ e avec le TheÂ oreÁ me chinois et les di�eÂ rentes symeÂ tries
rameÁ ne l'estimation de T�k� aÁ celle d'un produit de sommes de la forme

T�k; pa; pb� :�
X

x�mod pb�
S�x; n3; pa�S�w�nÿ x�;w�nÿ n3�; pb� e

�
kw0x
pb

�
;

b � a et pajjcN et pbjjc0N et �ww0; p� � 1. Pour k 6� 0 �mod pb� et
�a; b� 6� �1; 1�, en utilisant la majoration des sommes de Kloosterman:

jS�m; n; pa�j � 2�m; n; pa�1=2pa=2;

on voit que la somme preÂ ceÂ dente est majoreÂ e grossieÁ rement par (utiliser
Cauchy-Schwarz)

2p�a�b�=2Xpbÿ1

x�0
�x; pa�1=2�nÿ x; pb�1=2 � bpa=2�3b=2: �33�

Si a � b � 1 la somme preÂ ceÂ dente s'eÂ crit

T�k; pa; pb� �
X

y;y02F�p
e

�
n3y � wny0 � w�nÿ n3�y0

p

�X
x2Fp

e

�
x�w0k � y ÿ wy0�

p

�

� p
X
y02F�p

wy0ÿw0k2F�p

e

�
n3wy0 ÿ w0k � wny 0 � w�nÿ n3�y0

p

�

� O� p3=2� �34�

d'apreÁ s les majorations de Weil pour les sommes d'exponentielles en 1
variable sur les corps ®nis, sauf si on a w � 1; k � 0; n � 0 �mod p� auquel
cas la somme vaut p2.
Si k � 0 et a < b on eÂ crit x � x0 � pax1 et la somme T�k; pa; pb� vaut

Xpaÿ1

x0�0
S�x0; n3; pa�

X
y2�Z=pbZ��

e

�
w�nÿ x0�y � w�nÿ n3�y

pb

� X
x1�mod pbÿa�

e

�ÿwyx1
pbÿa

�
� 0:

En®n, si k � 0, a � b, la somme vaut alors
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T�k; pa; pb� � pb
X

y02�Z=pbZ��
e

�
n3wy0 � wny0 � w�nÿ n3�y0

pb

�
� pbS�wn;wn� �wÿ w�n3; pb� � O��n; pb�1=2p3b=2�: �35�

Tout est preÁ s pour majorer T�k�: on eÂ crit �c; c0�N � �c; c0�N 0N 00 avec
N 0 � �N ; �c; c0�� et N 00 premier avec cc0. Comme N 00 est sans facteurs carreÂ s,
sa contribution aÁ T�k� correspond aÁ la majoration (34), et vaut

O���N 00; n�1=2N 003=2���:

La contribution du facteur �c; c0�N 0 est estimeÂ e trivialement par (33) et vaut

O����c; c0�N 0�2���:

Dans le cas k � 0 on utilise (35) et la contribution aÁ T�0� de �c; c0�N 0 est un

O�

ÿ�n; �c; c0�N 0�1=2��c; c0�N 0�3=2���:
On en deÂ duit la proposition.

6 Diviseur canonique et points de Heegner

Soit N un entier sans facteurs carreÂ s, premier aÁ 6. Dans cette section, nous
majorons la hauteur de Neron-Tate du diviseur canonique de X0�N�, cette
quantiteÂ contribue aÁ x2

N par la formule (7). Nous montrons ici la majoration

h � hNT �KX0�N� ÿ �2gN ÿ 2�1� � O�logNs2�N��: �36�

On commence par exprimer cette hauteur en terme des hauteurs des points
de Heegner de X0�N� associeÂ s aÁ Q�

�������ÿ1p � et Q� �������ÿ3p �, quand de tels points
existent cf. [G]. On note encore i et j les points de X0�1� correspondant aux
points ``i'' et ``j � e2ip=3'' de H. Soit Hi (resp. Hj) le diviseur formeÂ des
points de Heegner de X0�N� au dessus de i (resp. j). Son degreÂ est

m2 :�
Y
pjN

�
1�

�ÿ1
p

��
; �resp:m3 �

Y
pjN

�
1�

�ÿ3
p

��
;

ouÁ

�
p

�
est le symbole de Legendre. Si bien que m2 vaut 0 ou 2x�N� suivant

que Hi est vide ou non. On commence par montrer le

Lemme 6.1 Soit N sans facteurs carreÂs, on a l'eÂgaliteÂ

h � 1

36
hNT �3�Hi ÿ m21� � 4�Hj ÿ m31��:
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Preuve. Soit fN : X0�N� ! X0�1� � P1 le morphisme naturel de projection, il
n'est rami®eÂ qu'au-dessus des points1, i et j et la formule de Hurwitz s'eÂ crit
alors

KX0�N� � fN
�KP1 �

X
fN �Qi��i

�eQi ÿ 1�Qi �
X

fN �Qj��j

�eQj ÿ 1�Qj �
X

fN �Q1��1
�eQ1 ÿ 1�1:

Rappelons (cf. [Sh] Prop 1.43 p. 24) que l'indice de rami®cation eQi (resp.
eQj ) d'un point au dessus de i (resp. j) vaut 1 ou 2 (resp. 1 ou 3) et que le
nombre de ceux dont l'indice de rami®cation vaut 1 est m2 (resp. m3). On eÂ crit
donc X

fN �Qi��i

�eQi ÿ 1�Qi � 1

2

X
fN �Qi��i

eQi Qi ÿ 1

2

X
fN �Qi��i

eQi�1

Qi

� 1

2
fN
��i� ÿ 1

2

X
fN �Qi��i

eQi�1

Qi;

et de meÃ me

X
fN �Qj��j

�eQj ÿ 1�Qj � 2

3
fN
�� j� ÿ 2

3

X
fN �Qj��j

eQj�1

Qj:

Comme tous les points sur P1 sont eÂ quivalents aÁ 1, on obtient ®nalement
l'eÂ galiteÂ

KX0�N� � Cuspÿ 1

2

X
fN �Qi��i

eQi�1

Qi ÿ 2

3

X
fN �Qj��j

eQj�1

Qj;

ouÁ Cusp deÂ signe un diviseur aÁ coe�cients rationnels, aÁ support dans les
pointes. Par le TheÂ oreÁ me de Manin-Drinfeld [Ma, Dr], le lemme reÂ sulte
alors du lemme suivant. (

Lemme 6.2 Les points de X0�N� qui s'envoient sur i (resp. j) par fN et ouÁ fN est
eÂtale sont les points de Heegner sur X0�N� de discriminant ÿ4 (resp ÿ3).

Preuve.Remarquons que le nombre de points de X0�N� au-dessus de i (resp j)
ouÁ le morphisme fN est non-rami®eÂ coincide avec le nombre de points de
Heegner de discriminant ÿ4 (resp ÿ3) de X0�N�. Il su�t donc de montrer
que l'indice de rami®cation d'un point de Heegner vaut 1. On peut deÂ -
montrer ceci ``aÁ la main'' en utilisant les coordonneÂ es explicites dans le demi-
plan de PoincareÂ d'un point de Heegner (cf. ci-dessous) et en calculant
l'ordre de son stabilisateur dans C0�N�. Nous employons ici un argument
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plus ``modulaire'' qui nous a eÂ teÂ fourni par B. Edixoven: soit x 2 X0�N� et
�E;G� la courbe elliptique munie d'un sous-groupe cyclique G d'ordre N
qu'il repreÂ sente. L'indice de rami®cation en x est jAut�E�j=jAut�E;G�j
(utiliser [DeRa] page 29±30). On veÂ ri®e ensuite que les points de Heegner
�E;G� qui s'envoient sur i ou j par fN veÂ ri®ent que jAut�E;G�j � jAut�E�j.

(

6.1 Majoration de la hauteur des points de Heegner sur X0�N�

Dans cette section nous majorons la hauteur d'un point de Heegner sur
X0�N� de discriminant ÿ4, le cas du discriminant ÿ3 est tout aÁ fait similaire
(en particulier les groupes de classes d'ideÂ aux des anneaux d'entiers de Q�i�
et Q�j� sont tous deux triviaux). On a la formule suivante [GZ] p. 307:

hNT ��c� ÿ �1�� � hc; ci1 � hc; cifini;

avec

hc; cifini � 2 logN

et

hc; ci1 � lim
s!1

�
ÿ8
X1
n�1

r�n�r�Nn� 4�Qsÿ1

�
1� nN

2

�
� 4p
vol�sÿ 1�

�
� O�1�

ouÁ r�n� est la fonction deÂ ®nie en [GZ] Prop (3.2) Chap IV, et pour laquelle
on a la majoration jr�n�j � s�n�; r�n� est le nombre d'ideÂ aux de OQ�i� de
norme n; en particulier, on a, pour tout � > 0, la majoration r�n� � O��n��;
Qsÿ1�t� deÂ signe la fonction de Legendre de seconde espeÁ ce [GZ] p. 238.

6.2 Expression spectrale de la hauteur des points de Heegner

La seÂ rie H�s� � ÿ8P1n�1 r�n�r�Nn� 4�Qsÿ1�1� nN
2 � converge absolument

pour <es > 1 et deÂ ®nit dans ce demi-plan une fonction holomorphe. Elle se
prolonge en une fonction meÂ romorphe sur C de la manieÁ re suivante: pour
<es > 1 soit G1

N ;s�z;w� la fonction sur H�H donneÂ e par la seÂ rie absolu-
ment convergente

G1
N ;s�z;w� �

X
c2C0�N�

cw 6�z

gs�z; cw�; avec gs�z;w� � ÿ2Qsÿ1

�
1� u�z;w�

2

�

et u�z;w� � jzÿ wj2=Im�z�jIm�w�. Soit s 2H une coordonneÂ e du point de
Heegner c (rappelons que s est de la forme
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s � ÿB� i
A

;B2 ÿ AC � ÿ1; A > 0; avec A � 0�modN�; B � bc�modN�;

ouÁ bc 2 Z=NZ veÂ ri®e b2c � ÿ1�modN� et caracteÂ rise c [GZ] p. 236) on a
alors l'eÂ galiteÂ ([GZ] p. 251)

H�s� � G1
N ;s�s; s�:

D'autre part, pour z;w 2H; z 62 C0�N�w, on consideÁ re le noyau auto-
morphe pour C0�N�:

GN ;s�z;w� �
X

c2C0�N�
gs�z; cw�:

Soit a > 1, la fonction GN ;s�z;w� ÿ GN ;a�z;w� est alors deÂ ®nie surH�H et
se prolonge en une fonction meÂ romorphe sur la domaine <es > 1=2 graÃ ce aÁ
son expression spectrale [Iw2] TheÂ oreÁ me 7.5 (noter que la normalisation de
loc. cit. est di�eÂ rente de la noÃ tre):

1

4p
�GN ;s�z;w� ÿ GN ;a�z;w�� �

X
j

vsa�sj�uj�z�uj�w�

�
X

j

1

4ip

Z
�1=2�

vsa�v�Ej�z; v�Ej�w; v�dv �37�

avec

vsa�sj� � 1

�sÿ sj��1ÿ sj ÿ s� ÿ
1

�aÿ sj��1ÿ sj ÿ a� :

Dans cette expression l'indice j concerne la j-ieÁ me valeur propre du Lap-
lacien sur X0�N� noteÂ e sj�1ÿ sj�, et les uj forment une base orthonormale de
fonctions propres de valeurs propres sj�1ÿ sj�. Compte-tenu de la mi-
noration de Selberg k1 > 3=16, la fonction GN ;s�z;w� ÿ GN ;a�z;w� est holo-
morphe dans la domaine fs; <es > 3=4g ÿ f1g avec un poÃ le simple en 1 de
reÂ sidu ÿ4p=vol.

On a alors

H�s� ÿ H�a� � �GN ;s ÿ GN ;a��s; s� ÿ Rsa�s�; �38�

avec

Rsa�s� :� lim
w!s

� X
c2C0�N�

cs�s

gs�s; cw� ÿ ga�s; cw�
�
:

Compte-tenu du deÂ veloppement asymptotique (cf. [EMOT] p. 163)
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Qsÿ1�1� x� � ÿ 1
2
log

x
2
ÿ
�

C0

C
�s� ÿ C0

C
�1�
�
� O�1�; x! 0�;

on trouve

Rsa�s� � 8
C0

C
�s� ÿ 8

C0

C
�a�:

Majorations ®nales. Compte-tenu de l'expression Qsÿ1�x� � O�xÿs�,
x! �1, on obtient la majoration H�s� � O��N �ÿ1�1� jsÿ 1jÿ1�� pour tout
s tel que <es > 1 et tout � > 0.

D'autre part, pour 7=8 � <es � 1� �, l'expression (37) et la proposition
7.2 de [Iw2] impliquent par sommation par partie l'ineÂ galiteÂ

�GN ;s ÿ GN ;a��s; s� � 4p
vol�sÿ 1� � �N�1� jtj��

A;

pour un certain A > 0 que nous n'eÂ valuerons pas. Remarquons cependant
que d'une part la constante implicite du TheÂ oreÁ me 7.2 de [Iw2] est absolue
pour les groupes C0�N� (en e�et avec les notations de [Iw2] Cor. 2.12 on a
1=c1 � 1=N < 1�, et d'autre part, en utilisant les coordonneÂ es explicites des
points de Heegner, on voit que la hauteur invariante y�sc� (cf. [Iw2] (3.8)) est
polynomiale en N.

On en deÂ duit alors par le principe de Phragmen-LindeloÈ f la majoration

lim
s!1

�
H�s� � 4p

vol�sÿ 1�
�
� O��N �ÿ1�;

pour tout � > 0 et par conseÂ quent

hNT ��c� ÿ �1�� � 2 logN�1� o�1��:

De meÃ me pour un point de Heegner de Discrimant ÿ3, on obtient l'eÂ galiteÂ
hNT ��c0� ÿ �1�� � 3 logN�1� o�1��: Le caracteÁ re quadratique de la hauteur
de NeÂ ron-Tate implique alors l'eÂ galiteÂ

h � 1

36
hNT �3�Hi ÿ m2�1�� � 2�Hj ÿ m3�1��� � O�logNs�N�2�:
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AjouteÂ aux eÂ preuves (Juillet 1997): Nous saisissons l'opportuniteÂ de cet article pour signaler que
certains des reÂ sultats de I'article [AU2] eÂ taient connus de D. Zagier. Il s'agit en particulier du
theÂ oreÂ me de comparaison entre la fonction de Green-Arakelov et la fonction de Green associeÂ e
aÁ la meÂ trique de PoincareÂ sur X0(N) ([AU2] Prop. E). Ajoutons cependant, que les reÂ sultats de
[AU2] ont eÂ teÂ obtenus de manieÁ re compleÁ tement indeÂ pendante, les travaux de D. Zagier n'ayant
pas eÂ teÂ publieÂ s aÁ ce jour.
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