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Abstract. Let N be a square free integer, prime to 6. Let ¢ the imbeding of
Xo(N) in its Jacobian relative to the point oo. We show that the set
{x € Xo(N)(Q) |hAnr(¢(x)) < (3 —€)log N} is finite and that {x € Xo(N)(Q)
\hnr($(x)) < (24 €)log N} is infinite. This explicit form of the Bogomolov
conjecture is obtained by an estimation of the self-intersection of the du-
alizing sheaf, in the sense of Arakelov theory, of modular curves. This result
is obtained by estimating several quantities attached to the Arakelov metric
on Xjy(N), starting with Petersson’s trace formula
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1 Introduction

1.1 Points de petite hauteur sur les courbes modulaires Xo(N)

Soit N un entier sans facteurs carrés, on trouve dans [AU2] une inter-
prétation modulaire et une interprétation spectrale de I’auto-intersection du
dualisant relatif, dans le sens de la théorie d’Arakelov, des courbes mo-
dulaires Xy(N). La signification de cet invariant arithmétique a été donnée
par Szpiro [Sz] et Zhang [Z]. Soit K un corps de nombres et Xx — Spec(K)
une courbe lisse et géométriquement connexe sur K de genre g > 1. On note
o’ Pauto-intersection du dualisant relatif au sens de la théorie d’Arakelov



646 P. Michel, E. Ullmo

[Ar] et w? cette auto-intersection au sens de la théorie des intersections de
Zhang [Z]. Ces deux invariants coincident quand le modele minimal non-
singulier X — Spec(Ok) est lisse sur 'anneau des entiers Ox de K. On a
toujours les inégalités:

o’ >wl >0 (1)

et la différence @? — w2 se calcule explicitement si on connait les fibres de
mauvaise réduction de X par le théoréme 5-5 et le corrolaire 5-7 de [Z]. Soit
Jk la Jacobienne de Xk, on note Ay la hauteur de Néron-Tate sur Jx. Pour
tout diviseur Dy de degré 1 sur Xk, on note ¢p, le morphisme de Xx dans Jx
qui lui est associé. Il est alors connu [Sz], [Z] que pour tout diviseur Dy de
degré 1 sur Xy et tout € > 0:

2
{xeXK@ e (9, (x) 32(2;’“_2)—6} )

est fini et si on choisit Dy tel que [Ky — (2g — 2)Dy] soit de torsion dans Jx
(Kx est le diviseur canonique sur Xg) alors

2

{x € Xk (K) |hnr (ép, (x)) < m} ¥

est infini. La discrétion de ’ensemble des points algébriques de Xy dans sa
Jacobienne pour la topologie de Néron-Tate (conjecture de Bogomolov) qui
est donc équivalente a la positivité de w? a été montré dans [Ul].

Le but de ce travail est d’expliciter ces invariants arithmétiques dans le
cas des courbes modulaires X(N). Dans tout ce texte, N désignera un entier
sans facteurs carrés tel que N¢{1,...,10,12,13,16, 18,25} de sorte que
Xo(N) admet une structure de courbe lisse géométriquement connexe de
genre gy > 1 sur Q. On note ¢ le plongement de X,(N) dans sa Jacobienne
Jo(N) relatif & la pointe co. On notera w? et w2 les invariants arithméti-
ques précédemment définis de la courbe modulaire Xo(N). On obtient ainsi:

Théoréme 1.1 Pour tout N sans facteurs carrés, premier d 6, on a ['égalité

a)lz\, = 3gn logN<l + O(k){golgo]%]N>) .

Deligne et Rapoport [DeRa] ont déterminé le modéle minimal non singulier

Xo(N)/Z de Xy(N). Ceci permet de calculer explicitement la différence

wy — @2 . Ceci a été fait dans [AU2] ou il est montré (partie 4-3) que

W — oy = %Nlogzv + O(logN). (4)

On obtient alors en utilisant (2) et (3):
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Théoréme 1.2 Pour tout N sans facteurs carrés, premier a 6, on a l'égalité

8 loglog N
2 — — _
waﬁN—?’gNlogN(l—&-O( log N )) .

En particulier, on obtient pour tout € > 0 et tout N assez grand:

Vensemble {x € Xo(N)(Q) [hyr((x)) < (% - e) logN} est fini (5)
et

I'ensemble {x e Xo(N)@Q) |hvr(d(x)) < (g+e> logN} est infini. (6)

Les énoncés précédents reposent sur l'interprétation modulaire de I'auto-
intersection du dualisant relatif démontré dans [AU2]. On obtient ici le
contréle en fonction du niveau N, des quantités relatives a la métrique
d’Arakelov qui interviennent dans cette interprétation, ainsi que de la
hauteur de Néron-Tate du diviseur canonique de Xo(N). Nous expliquons
ces résultats dans la section suivante.

L’auto-intersection du dualisant relatif n’est connue explicitement que
pour les courbes de genre 1 (ou elle est nulle) et pour les courbes de genre 2
[BMMB]. Les théorémes précédents estiment cet invariant pour des courbes
de genre g arbitrairement grand. Des majorations conjecturales de cet in-
variant pour des familles de courbes impliquent des versions effectives de la
conjecture de Mordell grace aux travaux de Parshin [P], Moret-Bailly et
Szpiro [MB]. La motivation principale pour I’étude de cet invariant dans le
cas des courbes modulaires Xy(N), en dehors de la richesse arithmétique de
la situation, provient des courbes elliptiques de Weil forte sur Q. On cherche
a majorer la hauteur de Faltings de ces courbes (ou de maniére équivalente
le degré de leur paramétrisation modulaire) en reliant les invariants ari-
thmétiques de la courbe elliptique a ceux de Xp(N) via la paramétrisation
modulaire.

1.2 La métrique d’Arakelov de Xo(N)

Soit N un entier sans facteurs carrés. Il est démontré dans [AU2] (Prop. B et
Prop 4.2.1) I’égalité

1
lk%p+%mwN—UwAQuﬁ—h.(ﬂ

2
Wy =

12(gy + 1)(gy — 1) =P +
[Co(1) : To(N)] %\;P -

Dans I’expression précédente / := hyr(Ky, vy — (2gv — 2)(o0)) est la hau-
teur de Néron-Tate du diviseur canonique de Xy(N). Il est démontré dans



648 P. Michel, E. Ullmo

[AU2] (Lemme 4.1.1) que cette quantité est nulle si N posséde un diviseur
premier = 2(mod 3) et un diviseur premier = 3(mod 4). Dans la section 6
nous donnons la majoration

h = O(N°),

pour tout € positif en nous ramenant a calculer les hauteurs de points de
Heegner sur Xy(N) a Iaide des formules de Gross-Zagier [GZ].

La quantité g4,(0,00) est la fonction de Green-Arakelov évaluée aux
pointes 0 et co et on a I’égalité ([AU2] Thm. C et Section 4.3)

pP-1-2 an
g4r(0,00) = vol(z A1 logp — 2y G l>+4nCF 2nDp (8)

Dans l’expression précédente, a désigne la dérivée en 1 de la fonction
V(s —1/2)/(T'(s){(2s)) et les constantes Cr et Dp sont associées a la
métrique d’Arakelov sur Xy(N). Plus précisement, soit Sx(I'o(N)) I'espace
des formes cuspidales holomorphes de poids k et de niveau N. Cet espace est
muni du produit scalaire de Petersson ( , ). Soit # une base de S>(T'o(N)),
orthonormée pour le produit scalaire de Petersson, alors la fonction T'y(N)-
invariante

Z|f

fE/

est la densité associée a la mesure d’Arakelov sur la courbe Xp(N). Sa
décomposition spectrale s’écrit:

F Z) = ZA/I/I] + Z/ + lt)d

=

ou pour toute pointe k¥ de Xyp(N) on a noté E.(z,s) sa série d’Eisenstein
correspondante. Alors Dy est la quantité

A,
o =31l o z it

n>1 vn

D’aprés la majoration de Selberg 1; > 3/16 et I'identité de Parseval, on a la
majoration

F < (16/3)[|F|]3. ©)

D’autre part, il résulte de la théorie des séries d’Eisenstein que la trans-
formée de Rankin-Selberg de F
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Rer(s) == / E(z,5)F(2) dify

Xo(N)

(10)

admet un prolongement méromorphe sur C avec un pdle en 1 de résidu
[|F||,/vol = 1/vol, avec vol := Vol(Xy(N)). La constante Cr est le terme
suivant dans le développement de Laurent en s = 1 de Ry r(s):

1

Recr(s) = vol(s — 1)

+CF+0(S— 1)

Pour obtenir les théorémes 1.1 et 1.2 nous estimons les diverses quantités
qui apparaissent dans (8). On obtient dans ce texte:

Théoréme 1.3 Pour tout N sans facteurs carrés et pour tout € > 0 on a l'égalité

1 —log4n

Cr = (1 4+ O (N~1/8+)),

vol

Le théoréme F de [AU2] donne une interprétation spectrale de la trans-
formée de Rankin-Selberg de la métrique d’Arakelov. On note Z(s) la
fonction Zéta de Selberg pour I'y(N). On a alors

Cr = %1'111(%@)— 1 >+F/(2)+V_1°g(4n)+oe< : ) (11)

 2gy vol o s—1 dngy N2

On obtient I'estimation suivante (qui ne donne pas un équivalent car les
termes de plus haut degré se simplifient):

Corollaire 1.4 Pour tout ¢ > 0 et tout N impair, sans facteurs carrés, on a la
majoration

lim z(s) _ Yoo (N7/8+¢)
Z s—1 ‘
Pour contréler le terme Dy nous majorons d’abord la norme sup, ||F||,, de
F, puis sa norme L;. Nous montrons les estimations suivantes:
Théoréme 1.5 Pour tout N sans facteurs carrés, on a

log N©> (N
IFG)]|. = sup|F(2)| < 02N
zeH J

Remarque. Ce résultat améliore nettement la majoration ||F(z)]|,, < N'*
de [AUI1] TH. B: a cette époque la minoration de Hoffstein-Lockhart ([HL])
(f,f) > N'=¢ pour une forme primitive de niveau N, n’était pas disponible.
Notons que si dans [AU1] p. 306 on insére cette minoration a la place de la
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minoration triviale ( f,f) > 1, on obtient ||F(z)||,, <. N® pour tout € > 0.
Nous tirons donc avantage des estimations en moyenne pour gagner un
facteur gy supplémentaire. Nous majorons également la norme L, de F en
gagnant un facteur log N7°(N) par rapport a la majoration précédente:

Théoréme 1.6 Pour tout € > 0 et tout N sans facteurs carrés, on a l’égalité

dxdy 1 _ .
= o (L OV

IF@IE= [ F@
Xo(N)
Les égalités:
12(gy + 1)
[To(1) : To(N)]

1
Zﬂ = O(loglogN),
pIN

vol zg[ro(l) : To(N)], =1+ O0((N)N7"),

permettent en utilisant (8), les théorémes 1.3, 1.6 et (9) d’obtenir:

1 loglog N
94(0,00) %logN<1 +0<%>>. (12)

On obtient alors les théorémes 1.1 et 1.2 en utilisant (7).

Disons que la preuve de ces estimations se simplifie considérablement si
on suppose que N est premier: I’'espace des formes de poids 2 coincide avec
celui des formes nouvelles et on peut choisir pour base, une base formée de
formes primitives de niveau N normalisées; aussi nous donnons dans la
section 3.2 une démonstration du Théoréme 1.3 pour N premier. Pour le cas
général, nous utilisons une base relativement ‘“‘canonique’ formée a partir
de formes nouvelles primitives de niveau m|N; ce choix est synthétisé dans la
proposition 2.2 ([AU1] Prop. 3.2).

Remarque. Les estimations analogues aux théorémes 1.3, 1.5 et 1.6, dans le
cas des formes de poids k& > 2 sont bien sur valables en suivant la méme
méthode. Nous nous sommes restreints au cas des formes de poids deux car
il a une bonne interprétation pour la géométrie d’Arakelov. Pour les formes
de poids k > 2 une interprétation Arakelovienne de ces estimations devrait
exister comme cela est fortement suggéré dans [GZ]. La condition N premier
a 6, dans les théorémes 1.1 et 1.2 peut sans doute étre levé par une étude du
modele minimal non singulier de Xp(N) en 2 et 3. Cette condition intervient
aussi dans le calcul de la hauteur des points de Heegner de discriminant —3
et —4. Les formules, donnant ces hauteurs [GZ] sont en effet développées
quand le discriminant est premier avec le niveau.

Remerciements. Nous tenons a remercier A. Abbes, J.-B. Bost, L. Clozel, B.
Edixhoven, E. Fouvry, H. Iwaniec, J.-P. Serre et L. Szpiro de I'intéret qu’ils
ont porté a ce travail.
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2 Normalisations et lemmes préliminaires

Dans la suite e désignera un réel positif aussi petit que I’on souhaite dont la
définition peut varier d’une ligne a I'autre.

Soit N sans facteurs carrés et k > 2 un entier pair. Rappelons que les
pointes de Xy(N) correspondent aux diviseurs v de N par k = /v et que
oo = 1/N. Pour toute pointe «, on note I'g(N), le stabilisateur de « et on fixe
o, € SLy(R) tel que o,(00) =k et o, 'TH(N). 0, =To(N)_ (si k=00 on
prendra ¢, = Id). Toute forme cuspidale de poids &, /" € S;(I'¢(N)) admet
alors un développement de Fourier autour de «:

fie.@) = f(n) e(2) := exp(2imz).

n>1

On pose alors a,(x, f) = f,(n)/n*=D/2. Pour la pointe oo, on écrira sim-
plement f(n) et a,(f).

2.1 Base orthonormée, sommes de Kloosterman et Grand Crible

On désigne par %, une base orthonormée de Sy(I'o(N)). En poids 2 on
notera F = Z,. Les coefficients de Fourier de la fonction Fj(z) corres-
pondante sont reliés aux sommes de Kloosterman par la “formule des
traces” de Petersson (cf. [Del] (4.4)): pour tout m,n > 1 on a I’égalité

oS an( anl ) = b — 2 SN (V)

(4n) feFy c>1

ou J,, , est le symbole de Kronecker, S(m,n;¢) =D xmod 0 e(mx + nx/c)
()=

est la somme de Kloosterman et J;_;(x) est la fonction de Bessel d’ordre
k — 1. Nous utiliserons les majorations suivantes de S(m, n;c) et Jy_1(x):

S(m,m;¢) < (m,n,¢)"*cP2(c), Joa(x) < min(x,x" D2 (14)

On en déduit immédiatement I’égalité

— 1+ 0NN ) (15)

fEJk

Duke, Friedlander et Iwaniec ont combiné la formule de trace avec le grand
crible arithmétique pour donner des inégalités de grand crible quasi-optimales
sur les coefficients de Fourier des formes f € % ([DFI] Theorem 1.):

Proposition 2.1 Soit o = (o) une suite de nombres complexes. Alors on a la
majoration
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k—1
SIS manl N < gy (14 )l

feFw n<K

avec

2 2
ol =D lau]

n<k

Remarque. Dans [DFI], la proposition précédente est démontrée avec un
terme O(KlogK/N) au lieu de O(K/N). Le facteur logK (qui n’apparait
qu’en poids k = 2) peut étre enlevé en utilisant une méthode due a Duke
[Du] Prop. 1.

2.2 Une base orthonormée “‘quasiment canonique”

Soit une forme nouvelle primitive f de S;(I'¢(V)) normalisée par a;( f) = 1.
On dispose alors la majoration de Deligne

|an (16, /)] < 7(n) (16)

ou 1(n) est le nombre de diviseurs de n. Pour profiter pleinement de cette
majoration dans les estimations qui suivent nous utiliserons une base
particuliere # obtenue par le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt d’une base formée a partir des formes nouvelles primitives de
niveau m ou m parcourt I’ensemble des diviseurs de N (JAU1] Prop 3.2):

Proposition 2.2 Soit N sans facteurs carrés; la fonction F(z) s’exprime sous la
forme

F(z) =giNZ S H(AN)G)

m|N f primitive
pour I'y(m)

2) =12 1 _ f(P)z -
w00 =g T (- 205)
<Y @ FR i) ] - /7 ()
d,d'|N/m PIR/r

ouR =1[d,d] (resp. r = (d,d")) désigne le ppcm de d et d’ (resp. leur pgced), et
(, )y est le produit scalaire de Petersson sur S»(I'g(N)).

On utilisera aussi une variante portant sur les coefficients de Fourier des
¢léements de F:
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Proposition 2.3 Pour toute pointe k, et pour tout couple n;j,n, > 1, on pose

A(rc,ny,m) Zaf 1, n1)ar (K, no);

feF

on a alors l'égalité

AGemym) =, >, - f) > bd.d'fag (e, /d)ay (k. na ')

m|N f primitive N d.d'|N/m
pour Iy(m)
avec
f@)? \" ; !
)= IT (1= 22 ) waa@rariwn T
pIN/m (p+1) p\R/rp—i_

ou R =[d,d'] (resp. r = (d,d")) désigne le ppcm de d et d' (resp. leur pgced), et
avec la convention que as(i,n/d) =0 sid fn.

On en déduit alors le

Corollaire 2.4 Pour toute pointe x, et pour tout couple ny,n, > 1, on a la
majoration

A1, m, my) < t(m)t(m2)T(N)’ (N, my, my)
Preuve. Par la majoration de Deligne (16) on a
b(d.d'.f) = O((N)(d,d')*d.d]'"). (17)

L'inégalité |ay (i, n1/d)as(x,n2/d')| < t(n1)t(n2) nous donne alors

AQ,nymy) < t(n)t(m) Y ) (ff) N N (d.d)Pld,d)'?

m|N f primitive N dd|N/m
pour Iy(m) d|ny,d'|ny

(N /m, 1, ny)(N /m) !
< t(m)t(m)t*(N) %}; [l—o(m)l : 12"0(N)] fp;mem
pour Ty(m)

< ‘c(nl)r(nz)rs(N)(N, ny,ny)

Dans la derniere étape, on a utilisé les égalités.

(/2. )y = [Lo(m) : To(N)] (f,f) et [To(m) : To(N)] = TLwm(p+1) et la

majoration

1
> 77 =o(1).

f primitive
pour Ly(m)
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Pour montrer cette derniere égalité, il suffit de compléter la famille ortho-
normée {f(z)/(f,f),ln/z, [ primitive pour T'y(m)} en une base orthonormée
telle que pour tout élément f dans la base, le premier coefficient de Fourier
de f en oo est > 0 et d’appliquer a cette base la majoration (15). O

2.3 Les séries d’Eisenstein et la Théorie de Rankin-Selberg

Séries d’Eisenstein. Notre référence sera [Iw] Chap. 13. Considérons le ve-
cteur dont les composantes sont les séries d’Eisenstein associées aux pointes
K de X() (N)

E(z,8) :="(...,Ec(z,5),...).

Le vecteur &(z,s) est une fonction holomorphe en s sur {s, Res > 1}
qui admet un prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
{s, Res > 1/2} — {1}, avec un pole simple en 1, de résidu 1/vol(Xo(N)) et
qui vérifie I’équation fonctionnelle

6(z,5) = O(s)6(z, 1 — s) (18)

ou @(s) est la matrice dont les coefficients sont indicés par les couples de
pointes (k, k") = (1/v,1/V'), v|N, V'|N et dont le coefficient en (i, «’) est

O (s) =¥ [[(P* = D)7 "o, YN /o,N/)) [ (=2
PIN pl(w.N/V)(v',N/v)
— g2l L1 =9s){2(1 —5))
avec Y(s) = T(s)0(2) (19)

et en particulier — si on note r le nombre de facteurs premiers de N — la
fonction s"~!(s — 1)(s — 1/2){(2s)&(z,s) est holomorphe sur C.

Théorie de Rankin-Selberg. Soient f',g € S>(I'o(N)) et considérons le vecteur
dont les composantes sont indicées par les pointes k de Xy(N)

an (i, f)an(x, g) .

n.&

L(f0Gs)="(.. . L(f®7,5),..), L(f®F,5) =

n

Alors Z(f ®4g,s) est holomorphe sur Res > 1 et admet un prolongement
méromorphe sur C avec éventuellement un pdle simple en 1 de résidu
167 (f,g)/vol(Xo(N)): plus précisement, la fonction s ~!(s— 1/2){(2s)
ZL(f ®7,s) est holomorphe sur C — {1}. De plus, la fonction vectorielle

Af®7g,s)=n"T(s+1)2(fR7,s)

vérifie I’équation fonctionnelle
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A(f®g,s) = Qs)A(f @7, 1 —5) (20)

3 Transformée de Rankin-Selberg de la métrique d’Arakelov

Cette section est consacrée a la démonstration du théoréme 1.3.
Soit f € S2(I'o(N)) une forme de poids 2. On considére sa convolution de
Rankin-Selberg

) 2
L6.re7) =y 1L
n=1

D’aprés la majoration de Deligne |a,(f)| <, n¢, cette série converge abso-
lument pour Res > 1. D’autre part, on sait par la théorie des séries d’Ei-
senstein que L(s, f ® f) se prolonge méromorphiquement a C avec un pole
simple en s = 1 de résidu Ry. On écrit donc le développement de Laurent de
L(s,f ® f) en 1 sous la forme

- Ry 167 (f, f)
L =7 co. OU Ry = ——m 2 21
(s.f®@f)=—q+er+... ouRy vol (21)
L’égalité

I's+1) 1 _

Ror(s)=——— > L(s,f®f

,F( ) (477:)S+1 ngGZg,— ( )
nous ramene a estimer la quantit¢ Y c¢,. En utilisant 'égalité I'(1) = —y,

. L Je7
on voit que le théoréme 1.3 est un corollaire du

Théoréme 3.1 Pour N sans facteurs carrés, et pour tout € >0 on a la
majoration

Zcf = 4y + O (N~/3%);
~

ou y designe la constante d’Euler.

On considére la fonction

g(s) == 51 (s - %) {(2s) Z(L(S,f ® f) — Rsl(s));

feF

¢g(s) admet un prolongement méromorphe a C et est holomorphe en 1. Nous
cherchons dans la suite & majorer g(1).

Soit o > 0 et 5o = a + 1¢, t € R, on va majorer g(1 + s0): pour chaque f,
on commence par la décomposition de L(1 + 5o, f ® f):
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— a a
L +so.f@f) =) | :lsm + | Zsm = Tya(1+s0) + Tro(1 + s0)
1<n<NF n>NF

ou ff = f(a) > 1 est un paramétre a fixer. On pose alors

Le(so) = Y _ L(so,f ® f) := T1.r(s0) + Tor(s0)

JeF

Dans la section suivante nous estimons 7} r(1+sp) comme un terme
principal grace a la formule des traces de Petersson.

3.1 Passage aux sommes de Kloosterman
Soit 71 r(1 +s9) := Zfeg; Tr1(1 +s0), on va montrer le lemme suivant:

15 .
Lemme 3.2 Pour 0 < o < 0.7, f = -=(1 4 62/5) (1 + Ta/4 + 322/2) " et tout
e>0o0na

T1r(1 4 s0) = 4nl(1 +s0) + OE’“(Ns—a/f)

Preuve. La formule des traces de Petersson (13) nous permet d’écrire
1 !
Tir =4nl(1 4+ 50) + Oy N + 1T,

avec
n n; cN 4nn
_8 2 ).

Pour tout B tel que 0 < B < f, les majorations de sommes de
Kloosterman et des fonctions de Bessel (14) nous donnent:

Z Z (n,n;¢N) 4ﬂ < Z (nyN)l/zz(n,c)l/2(Nc)l/2+s
nltsocN i cN no (Nc)?

nSN/" c ngN/‘/ c

<, N(l—ot)/f’—3/2+s.

On décompose la somme

PIED DD IED SEEDIRD B

NF <n<NF 21 N <n<NB c<C  NF <p<NF c>C

La deuxiéme somme est majorée comme précédemment par
/ . . .\
NeHB=2F=3/2/C1/2 On peut, par ailleurs, majorer la premiére par
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vy T @) en N
324 e (CN)I/z ¥ N@+1/2)p

NF <n<N#

On prend alors C = (N2/3=14F/3) (on a donc la condition 2 + ' > 3) et T}
est majorée par O,(NU-#F =3/t 4 N26/3-F(«+1/6)=1+e) 1] suffit alors de
choisir ' = 3/2 — af,

1

[3:18—5(1 +60,/5) (1 + Toe/4 + 307 /2) (22)

et o < 0.7 (de sorte que 0 < B/ < B et 2B+ B > 3) pour finir la preuve du
lemme. O]

Notons que |Z| = gy et que pour tout N sans facteurs carrés, premier a
6, gy est donné par ’expression suivante [AU2] lemme 3.3.10

bl I () (7)o

PIN pIN pIN
(23)

Corollaire 3.3 Avec les hypothéses du lemme 3.2, on a I'égalité

g(1 +50) = Ou((1 + [t (T2(1 +50) + NF)).

avec

-y e
[ n>NP
et A > 0 est un réel positif assez grand.

Preuve. D’apres la définition de ¢g(s), le lemme précédent, (21) et I’ égalité

vol(H /Ty (N)) = (rn/3)[To(1) : To(N)],

on a

12gy

g1+ 50) =(s0 + 1) (s + 1/2)£(2(1 +s(>))4n<1 " ho(1) : To(V)]

+ O,((1+ 1) (Ta(1 + 50) + NF)).

)C(l + 50)

On finit la preuve en remarquant que d’apres (23) on a

12gy

' [Co(1) : To(N)]

= O(t(N)N~1) = O(N~*F). O
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Dans toute la suite la valeur de f sera celle définie au lemme 3.2 en
fonction de o < 0.7.

3.2 Le cas N premier

On suppose ici N premier, on peut donc prendre pour % une base formée
des f/(f,f )1/ 2 ou f décrit ensemble des formes primitives de niveau N
(deux telles formes distinctes sont automatiquement orthogonales). Soit f
une telle forme. On pose Dy(s) pIN =1- % La fonction
{(2s)L(s, f ® f) est alors holomorphe sur C — {1? avec un pole simple en 1

et vérifie I’équation fonctionnelle suivante [CS]:
A(f,s) =A(f,1—5) avec A(f.s) = G(s)On(s){(25)L(s, f @ f)
Y(s) := (N/27%)'T(s)(s/2)%.

Par la majoration de Deligne |af(n)|2 < 1(n)*, on a la majoration

Tr(14s9) < Z )" < N, (24)

plta
n>N/f
Alors d’aprés le corollaire 3.3 on a
g(1 +s0) = O((1 + | )N).

D’autre part, soit o' >0, s; = o +if, ¢ € R. L’équation fonctionnelle
donne

G(1 +51)Oy(1 +51)
G(—s1)On(—s1)

{(=281)Ly(—s1) = LR+ 1)L(1 + 51,/ & f).

Par I'égalité
| Oy (—s1)| > N7,
et la formule de Stirling, on voit qu’il existe une constante 4 > 0 telle que
[E(=251) Ly (=s1)] < (1 + |7 )N

En utilisant 1’équation fonctionnelle pour { et les égalités

1 _ Rf N gn _
2= 2= O([rom : ro(N>]) o),

on obtient la majoration:
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g(=s1) = O((L + |¢|) (W)

Par le principe de Phragmen-Lindel6f on a alors, pour tout €,a,o’ > 0 avec
o < 0.7 I'égalité

g(1) = O((N"++ )iz (V)i
— O(Ne+(l+ot)(x(lfﬂ)+e)/(l+9<+x)).

On choisit alors o, € assez petits, o« = 1/3 de sorte que a(f —1)/(1 + o) = ¢
et

g(1) = O(N~'15*),

R

o= (1)~ 27 ) =

s—1

avec

Ceci termine la preuve du théoréme 3.1 si N est premier.

3.3 Le cas general

On suppose maintenant que N est sans facteurs carrés. Comme dans la
section précédente, nous majorons g(1) par convexité et pour cela il reste a
obtenir une majoration de g(1 +s¢) (d’aprés le corollaire 1.2 il suffit de
majorer 7>(1 + s9)) et une majoration de g(—s;). L’expression particuliére de
F(z) en terme de formes primitives de niveau m|N (Prop. 2.3) s’écrit

9=Y Y o 2 AL 9T ). (25)
mN f pri?it(ivc; N dd'|N/m
pour I'g(m

En tronquant cette série de Dirichlet on voit que

A(n,n)
T2(1 +SO) = Z nltso ’

n>NP

En utilisant le corollaire 2.4 et le corollaire 3.3 on obtient
g(1 +s0) = O((1 + [e[)NF)

Majoration de g(—s;). On utilise ’égalité (25) avec s = —s;. L’équation
fonctionnelle (20) fournit



660 P. Michel, E. Ullmo

L(=s1,/(dz) ® [ (d'z))
T2 +5)

B WZ% 1o(=s1)Li (1 + 51,/ (dz2) @ f(d'2)).

Par la majoration (16), on a

L1+ 51,/ () 9 7 ()
aa(1/0.S g (1/0.f) _ 2(d.d)

nl+si [d d/]1+6<’+5 :
)

n=0(mod|[d.d"])
D’autre part, la formule de Stirling montre qu’il existe 4 > 0 tel qu’on ait

(DI/N,I/L( S]) <y (1 + |t| H |p7v1 _p1+s1| - (1 + |t/|)AN1+w+€.
pIN/v

De ces majorations on déduit que

LF(fsl) <, (1 + |l!|)AN1+1’+6

et donc que g(—s1) = O((1 +|¢[)*N'***+¢). On conclut comme précédem-
ment par application du principe de Phragmen-Lindel6f.

4 Borne supérieure pour la métrique d’Arakelov

Dans cette section, nous montrons le Théoréme 1.5. On reprend les nota-
tions de [AU1] p.299. On pose

2 (2)
oV (z) = y—, )
v fp;live (f’f)

pour I'y(N)

Notre premiere étape sera de montrer la proposition suivante

Proposition 4.1 Pour tout N sans facteurs carrés, on a la majoration

sup |[Fy®" (z)| < logN.
zeH

Preuve. L’ensemble de matrices 4, ; pour g|N et 0 < j < ¢ — 1 définies dans
[AU1] forment un systéme de représentant de SL,(Z)/To(N). On note Sm la
fonction partie imaginaire. Pour toute matrice 4,; et pour toute forme
primitive nouvelle f, on a I’égalité [AU1].

Sm(dgz)’|f (g 2)]” = Sm (D% (D) [AUI]. Ceci montre que

R ) = (227,
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On en déduit alors a la maniere de [AU1], en complétant la base des formes
nouvelles en une base de S»(I'g(N)), la majoration

Sup I (z) = sup FI(2) < sup gwF(2). (26)
zeH zeH zeH
y=1/(2N) y=1/(2N)

Dans la suite, on suppose donc que y = Sm(z) > 1/(2N). On utilise main-
tenant le développement de Fourier de F(z) a Ii

infini:
Z Z fn nz)

ngE/’ n>1

2

Soit K = 0N'log N avec ¢ > 1/(4n). On fait la décomposition suivante de

2

2
+ Zf; e(nz)

n>K

=D _Suelnz) +>_f,e(nz)

n<kK n>K

<

> fuelnz)

n<kK

On majore F(z) < F<k(z) + Fox(z) avec

et FLk(z) défini de maniére analogue (les fonctions F<k(z) et F.g(z) ne sont
plus I'y(N)-invariantes).

Majoration de F.k(z). Pour y > 1/(2N), on a d’aprés le corollaire 2.4 la
majoration

5
o) < S S Gy, Ne(ny () (nyma) 33
gN ny,ny>K
2
Zd < Z yT(n)nl/Z e27‘mdy>
dIN n>K/d

T(N) l+e —4nKy
<<_K+ee Ky
2: 3/2
gn de/JrE

NE€ N1+f74m3
<<_K1+€ e—47[K/N <
gn gn

Majoration de F<g(z). On utilise la proposition 2.1 pour obtenir

Feg(z) <= ( ) S netm

n<kK
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On a par ailleurs 1’égalité

yz Z s :__yzil — e~ 4n(K+1)y
dn dy 1 —e*mw

1<n<K
5 ef4ny + ef4n(K+l)y(K e74ny K+ 1)
(1 - e*“”y)2 ’

=Y

Comme K = 0N logN, § > 1/4n, cette fonction décroit rapldement pour
y > 1/(2N) et est majorée par sa valeur en 1/2N qui est (47) (1 + O(1)).
On a donc la majoration

logN)
gv )’

F(z) = O(
et la proposition s’en déduit par (26). O
Ceci démontre donc le théoréme 1.5, dans la cas ou N est premier.
4.1 Majoration générale

On utilise ici I’expression de F(z) donnée dans la proposition 2.2:

RS B s SR A
Fi) < QNZ [Co(m) : To(N)] ]‘_‘[ (1 (p+ 1)2>

m|N pIN/m

2p'? 3 ydf (dz)yd'f (d'z)]

X N
d‘d’|N/mp|[d,d’]/(d,d’)p+ 1fprimilive (f’f)m
pour Ty(m)
1 2 1/2
Z H p+ 2 Z Fnew dZ Fr;lew(dlz)) H p 1
29N S N P = 1) 4 plla.dijiaanP T

(on a utilisé la sempiternelle inégalité 2|ab| < |a|* + |b|*). Par la proposition
4.1, on en déduit la majoration

log N©>(N)
gn '

F(z) <

5 La norme L, de la métrique d’Arakelov

Pour évaluer intégrale ||F|[3 = fx F(2)*du(z), on emploie la méthode de
Rankin-Selberg. On considére la transformee de Rankin-Selberg de F>

Rpl) = [ FEPEw(s)du),

Xo(N)
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C’est une fonction holomorphe sur Res > 1 qui se prolonge méromorphi-
quement a C, avec un pdle en 1, de résidu ||F||3/vol. Pour Res > 1, cette
fonction se met sous la forme d’une série de Dirichlet

Rp2(s) = 1;(;7;;33)“&}«“2) avec L(s,F?) = Z 31“ ﬁ(n)oz)
T n>1 h
:—2 Z |f g(n)|” et
N cF
ol >:§:jf<'> (n—1).

Si I'on préfére, on peut encore écrire L(s, F?) comme somme des trans-
formées de Rankin-Selberg des formes de poids 4, /- g avec f et g € F

L) == Y Lis.f g T 9).

-
IN fger

Si f et g sont deux formes nouvelles primitives de poids 2 et de niveau N, on
peut espérer que le n-iéme coefficient de Fourier de la forme de poids 4, f - g
satisfasse a la majoration de Deligne avec une bonne uniformité en N.
L’idéal serait une majoration du type f- g( ) = O(Nn*?%). Le lemme
suivant montre que cette majoration est vraie en moyenne sur les f, g € # et
sur n:

Lemme 5.1 Pour tout x > 1, et pour tout € > 0, on a la majoration

F? N
Z (371) <. Tlere. (27)
n Jn

n<x

Preuve. Pour s tel que Res > 1, on a la représentation intégrale

1 oo
L(s.F?) = (4r)*+ / /F dxdy
I'(s+3)
0 0

En utilisant le théoréme 1.5, la positivité de F et la représentation intégrale
de L(s, F), on obtient la majoration

log N> (N) I'(Res + 1)
gn IT(s +3)|

L(s,F?) = 0( L(?Res,F)).

Le corollaire 2.4 montre alors que

B NeT(Res + 1)
o) = 0 (G an)
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On utilise alors une formule de Perron effective, sous la forme du théoréme
2. Chap II. 2. de [T] avec k = 1 + ¢, T = 1 (cf. les notations de /oc. cit.) ainsi

F? (n)

que la positivité de pour obtenir la majoration (27). O

Posonss =1 + o +itaveco > 0,7 € Ret K = NP, f > 1 un paramétre a
fixer. Par I'inégalité (27) et par intégration par partie, on a la décomposition
suivante de L(s, F?):

L(S’Fz) = Z n3+sg? Z

n<k "IN Ty
KE
+ O,
)

On réécrit la premicére somme sous la forme ( ) Ty p2(s). Par (13), Ty g2 (s)
s’écrit encore

Ty o (s) = zznﬂ,z S Fn)f(n3)a(n2)d(na)

2

—1
Zf (n—1i)

i

n<kK f,g mi+ny=nn3tns=n
1/2
E pexes > > (mmnzny)
n<K ny+ny=n n3+n4=n

X (5n|7n35n27n4 - 5n17n3S(n27n4) - 5n27n4S(n17n3)
—|—S(n1,n3)S(n27n4))

avec

S(m,n) = ZEZS(m’;\;CN)J] (4’%]’%).

c>1

On a donc

n—1 n—1

Ty p2(s) :Zan(an (n—mnp) Zan(n—nl)S(nl,nl)

n1:l

n—1

+ ) (mms(n—ny)(n—n))'"?

Vll,}’l3:1

x S(ny,n3)S(n —ny,n n3)>

Le premier terme de cette somme est le terme principal et il s’écrit sous la
forme

n—1
S LS i m) =206+ o) 28)
f’l|:1

n<kK

ot E(s) = {(s)/6 — (s +2) /6.
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Le deuxiéme terme est majoré trivialement par la majoration suivante,
valable pour tout C > 1:

S(m,n;cN) 47tv/mn 1/2 1/2 re—1/2 pn76—3/2
= ¢ ¢ (2
;ZC N Ji ( N ) Oc((m,n,N)"'*(mn)"/~C'/*N ). (29)

En prenant C = 1, on obtient

1 =l Klfoche
;ﬁxnl(”—nlﬁ(nl,m)«fw. (30)
n< n=

Le troisiéme terme est le plus difficile, on le notera dans la suite
1 n—1
Ty po g (s) = ZF Z (mn3(n —ny)(n — n3))1/2S(n1,n3)S(n —ny,n — n3).

n<kK ny,n3=l1

On choisira f = 54/53 et on montrera dans la section suivante la

Propeosition 5.2 Pour tout o > 0 et pour tout € > 0, on a la majoration
T3,F27Nsa/sz(1 + o+ lt) Lo N67(54/53)a.

Indiquons a partir de cette proposition la fin de la preuve du théoréme 1.6.
Elle est tout a fait similaire a celle du théoréme 1.3: On considére la fonction

h(s) = 5! (s — %)(s — I)C(Zs)(L(s,Fz) —~—5—E(s))-

D’apres (28), (30) et la proposition 5.2, la fonction 4(s) pour s = 1 + o + 1t
est majorée par O,((1 + |¢| )N 54532 /42y D’autre part en généralisant la
majoration (27) aux autres pointes de Xop(N) et en utilisant ’equation
fonctionnelle de L(s,F?) (obtenue a partir des équations fonctionnelles des
fonctions L(s, f - g ® f - g)) on voit que

N1+ |e)?
M—e+ﬂ):CL<(£+H)).
In

Il ne reste plus qu’a appliquer le principe de Phragmen-Lindel6f avec o assez
grand pour obtenir 1’égalité

vol

- 1 ~
IFI; = ———5 (1 + ON/)) = = (1 + O(N 7).

(4ngy) vo
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5.1 Preuve de la proposition 5.2

Notons 7, la somme

n—1

T, = Z (nl(n—nl)n3(n—n3))l/2

ny,n3=l1

S(n1,n3;¢N)S(n — ny,n — n3;¢'N)
2 9 ) 9 9
x 4m Z cN c'N

c,c'>1

. <4n\c/;]m)l]l <4n (n—zlv)(n —n3)>

= N2 Z Z ny(n — n3)) l/ Z T(ny,n3,c,c).

cc’>1 n3=1 ni=1
Soit 0 < 6 < 1, on considére les conditions suivantes sur n;,n3,c,c':
" <ni,mys<n—n'"0 1<e¢ <n®. (31)

Par (29), la contribution a 7, des (ny,n3, ¢, ') ne vérifiant pas les conditions
ci-dessus est en O,(N“3n°~?); on supposera dans la suite que les variables

nl,n3,c ¢’ satisfont aux conditions (31). Fixons n3 compris entre n'~? et
n—n'"0 1<e¢, <n? et considérons la fonction de n,
4n,/nin 4ny/(n —ny)(n — n3)
1/2 173 1 3
ny):n ni(n—n Ji| ———— |/ .
g(ni):np — (mi( 1) 1( N )1( N

Alors, par les majorations J (x),J{ (x) = O(1), on trouve

g'(m) = 0<n5/2(1 +% <%+%))>7

Puis, par intégration par partie, on obtient

1 1
T(ni,n3,c,¢) < nHM(l 4 (+)> max |T(x)],
n!'=9<n;<n—n!=9 N \c c €n'-

avec
= ZS(nl,ng;cN)S(n —ny,n—n3;c'N).

n<x

La somme 7' (x) est la somme d’une fonction arithmétique définie modulo
[¢N,c'N] = [¢, c]N, si bien qu’en complétant cette somme par des caractéres
additifs, on a la majoration
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|T(x)| <

7 (0 1 'N T (k
o |7 O Hlog(ecN) _max  17°(K)

avec

N kx
T (k) = Z S(x,n3;cN)S(n—X,n—n3;C/N)e<[c c’]N)'
* (mod[e]V) ’

Dans la derniére section, on montrera la proposition:

Proposition 5.3 Pour tout € > 0, on a la majoration

N

(k) = O ((N,m) " (ec, N) 2 (ec') 2 ([e, IN) 2T,
Si k=0, on obtient,
y(o) = 06((”,CC/N)I/Z([C,C/]N)3/2+E).

Donnons d’abord la fin de la preuve de la proposition 5.2: On obtient la
majoration

IT(x)| <. (n,¢d'N)Px(cd N)* + (N, n) (e, N)? (cc' )P NP/>F
<. (n,cc'N)l/zxnz‘le/2+E + (N,n)l/z(cc/,N)l/2n85N3/2+€.

Par la majoration (32) et en sommant sur les n3, ¢, ¢’ vérifiant (31) on obtient
la majoration

T, < N“3p50 4 (n7N)1/2N2n3+5/2<1 +]’\1[) (n1+25N1/2+n85N3/2).

Sommant sur n < Nf. on obtient finalement

T37F2,Nﬁ(l + o + ll)
<<e,ot Nﬁ(3717(3)73+6 +N[f(2706+55/2)75/2+€ +Nﬁ(171+175/2)73/2+6.

On choisit alors ¢ de sorte que f(3—a—0)—3=—af ce qui donne
0=3(f—1)/p et on a alors les égalités

B(2—o+58/2) —5/2=—af+19/2 — 10
Bl — o+ 175/2) — 3/2 = —af + 538/2 — 54/2

et on choisit § = 54/53.
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5.2 Majoration de 7 (k)

On utilise la multiplicativité croisée des sommes de Kloosterman: pour ¢ ¢;
premiers entre eux on a I’égalité

S(m,n;c1c2) = S(eam, can; c1)S(€rm, cin; 3).

Cette égalité combinée avec le Théoréme chinois et les différentes symétries
rameéne P'estimation de 7 (k) a celle d’un produit de sommes de la forme

(kp,p Z S(x,n3; p")S(w (n—x)7W(n—n3)§Pb)e(kW;:x)7

x(mod p?) P

b>a et pllecN et p’||N et (ww,p)=1. Pour k#0 (modp®) et
(a,b) # (1,1), en utilisant la majoration des sommes de Kloosterman:

|S(m, n; p*)| < 2(m,n,p*)"/*p??,

on voit que la somme précédente est majorée grossierement par (utiliser
Cauchy-Schwarz)

Pl
2D (x ) P )2 < b (33)

Sia =b =1 la somme précédente s’écrit

Fasppf) = Y o (I vl o (k)

yy'eF, p xeF, p
mwy — wk +wny +w(n —n3)y
- ¥ <
V€F, p
wy’fw’keF;
= o(pP) (34)

d’aprés les majorations de Weil pour les sommes d’exponentielles en 1
variable sur les corps finis, sauf sionaw=1, k=0,n=0 (mod p) auquel
cas la somme vaut p?.

Si k=0 et a< b on écrit x = xo + px; et la somme 7 (k; p*; p) vaut

ZSxo,ns, >y )e(W(n—xO)yﬂ:W(n—ns)?> | 5 ?(—fizcl):o

ye(Z/pPZ)” p x1(mod pb—a p

Enfin, si £k =0, a = b, la somme vaut alors



Points de petite hauteur sur les courbes modulaires Xo(N) 669

1. nywy' +wny' +w(n —n3)y’
T (kpsr") =p" Y e<

b
ve(zlpzy P

= pPS(wn,wn + (W — wins; p*) = O((n, p*)'*p*1?). (35)
Tout est prés pour majorer 7 (k): on écrit [c,c'IN = [c,d'IN'N" avec
N’ = (N,|c,c]) et N” premier avec cc/. Comme N” est sans facteurs carrés,
sa contribution a . (k) correspond a la majoration (34), et vaut

OF((N// n)l/ZN//3/2+€).
La contribution du facteur [c, 'IN’ est estimée trivialement par (33) et vaut
Oc(([e; IN')*™).
Dans le cas £ = 0 on utilise (35) et la contribution a .7 (0) de [¢, ¢']N’ est un
Oe ((l’l, [07 (:/]]\]/)1/2([07 cl]N/)3/2+() )

On en déduit la proposition.

6 Diviseur canonique et points de Heegner

Soit N un entier sans facteurs carrés, premier a 6. Dans cette section, nous
majorons la hauteur de Neron-Tate du diviseur canonique de Xy(N), cette
quantité contribue a w3, par la formule (7). Nous montrons ici la majoration

h= hNT(KXO(N) — (ZgN — 2)00) = 0(10gN‘L'2(N)) (36)

On commence par exprimer cette hauteur en terme des hauteurs des points
de Heegner de X;(N) associés a Q(v/—1) et Q(v/—3), quand de tels points
existent cf. [G]. On note encore i et j les points de Xj(1) correspondant aux
points “i” et *j = e*"/3” de #. Soit #; (resp. #,) le diviseur formé des
points de Heegner de Xp(N) au dessus de i (resp. j). Son degré est

D G -1 ()

ou (;) est le symbole de Legendre. Si bien que v, vaut 0 ou 2°?) suivant

que #; est vide ou non. On commence par montrer le

Lemme 6.1 Soit N sans facteurs carrés, on a l'égalité

1
h= %hNT(3(,}’fi — v00) +4(H ; — v300)).
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Preuve. Soit fi: Xo(N) — Xo(1) = P' le morphisme naturel de projection, il
n’est ramifié qu’au-dessus des points oo, i et j et la formule de Hurwitz s’écrit
alors

Kyyv) ~ v Kpr + > (eg, — DO+ > (eg, =10+ Y (eg. —1)oo.
I (0)=i In(0))=j v (Ox)=00

Rappelons (cf. [Sh] Prop 1.43 p. 24) que I'indice de ramification ey, (resp.
ep,) d’un point au dessus de 7 (resp. j) vaut 1 ou 2 (resp. 1 ou 3) et que le
nombre de ceux dont 'indice de ramification vaut 1 est v, (resp. v3). On écrit
donc

> (%‘UQ:’Z% > e00i— Z I

In(Qi)=i In(0i)=i fV(Ql)
€Q’71
:—fN —= Z O
fx (01)=i
eg;=1

et de méme

> (eo, — 1)Q; = —fN -3 E 0;.
W(Qj)=j fV(Q/)l—J
€Q =

Comme tous les points sur P! sont équivalents a co, on obtient finalement
Iégalité

Kxy) ~Cusp—— > Q,—— > Q,,
fw(Qz) fv 0))=
eQz 1 L’QZI

ou Cusp désigne un diviseur a coefficients rationnels, a support dans les
pointes. Par le Théoréme de Manin-Drinfeld [Ma, Dr], le lemme résulte
alors du lemme suivant. O

Lemme 6.2 Les points de Xo(N) qui s’envoient sur i (resp. j) par fy et ou fy est
étale sont les points de Heegner sur Xo(N) de discriminant —4 (resp —3).

Preuve. Remarquons que le nombre de points de Xy (N) au-dessus de i (resp )
ou le morphisme fy est non-ramifié¢ coincide avec le nombre de points de
Heegner de discriminant —4 (resp —3) de Xy(N). 11 suffit donc de montrer
que l'indice de ramification d’un point de Heegner vaut 1. On peut dé-
montrer ceci “‘a la main” en utilisant les coordonnées explicites dans le demi-
plan de Poincaré d’un point de Heegner (cf. ci-dessous) et en calculant
I’ordre de son stabilisateur dans I'o(N). Nous employons ici un argument
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plus “modulaire” qui nous a été fourni par B. Edixoven: soit x € Xy(N) et
(E,G) la courbe elliptique munie d’un sous-groupe cyclique G d’ordre N
quiil représente. L’indice de ramification en x est |Aut(E)|/|Aut(E,G)|
(utiliser [DeRa] page 29-30). On vérifie ensuite que les points de Heegner
(E, G) qui s’envoient sur i ou j par fy vérifient que |Aut(E, G)| = |Aut(E)|.

]

6.1 Majoration de la hauteur des points de Heegner sur Xo(N)

Dans cette section nous majorons la hauteur d’un point de Heegner sur
Xo(N) de discriminant —4, le cas du discriminant —3 est tout a fait similaire
(en particulier les groupes de classes d’idéaux des anneaux d’entiers de Q(7)
et Q(j) sont tous deux triviaux). On a la formule suivante [GZ] p. 307:

hr((¢) = (00)) = (¢, €)oc + (€2 €) fini
avec
(¢, €) i = 2log N

et

= nN 4z

=1 r(Nn +4) —_— 1
(€,¢) s gl}{ 8; n + Q;1< 2)+V01(S_1)}+0()
ou a(n) est la fonction définie en [GZ] Prop (3.2) Chap IV, et pour laquelle
on a la majoration |g(n)| < t(n); r(n) est le nombre d’idéaux de Ogq; de
norme #n; en particulier, on a, pour tout € > 0, la majoration r(n) = Oe(ne);
O,—1(t) désigne la fonction de Legendre de seconde espéce [GZ] p. 238.

6.2 Expression spectrale de la hauteur des points de Heegner

La série H(s) = —8),"  o(n)r(Nn+4)0,_i(1 +%) converge absolument
pour Res > 1 et définit dans ce demi-plan une fonction holomorphe. Elle se
prolonge en une fonction méromorphe sur C de la maniére suivante: pour
Res > 1 soit G} (z,w) la fonction sur # x # donnée par la série absolu-
ment convergente

Gll\/?s(z’ w) = Z gs(z,yw), avec gy(z,w) = =20; (l +@>
yel"(i]\/)

et u(z,w) = |z — w*/Im(z)|Im(w). Soit t € # une coordonnée du point de
Heegner ¢ (rappelons que 7 est de la forme
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T = A+Z,B2 —AC=-1,4>0, avec 4 = 0(modN), B= fi,(mod N),
ou fi, € Z/NZ vérifie ﬁg = —1(mod N) et caractérise ¢ [GZ] p. 236) on a
alors I’égalité ([GZ] p. 251)

H(s) = G,lvﬁs(r, 7).

D’autre part, pour z,w € #, z ¢ I'o(N)w, on considére le noyau auto-
morphe pour I'o(N):

GN,S(Z7W): Z gS(Z,)/W).

7€l (N)

Soit @ > 1, la fonction Gy s(z, w) — Gy 4(z, w) est alors définie sur # x A et
se prolonge en une fonction méromorphe sur la domaine $es > 1/2 grace a
son expression spectrale [Iw2] Théoréme 7.5 (noter que la normalisation de
loc. cit. est différente de la notre):

1
E(GN,S(Za W) GNa Z, W Z/sa S/ ul )
Z4m / Ysa(0)Ei(z,0)Ec(w, D)o (37)
(1/2)
avec
1 1

Ysa(s7) = (s—s)(1—s;—5) (a—s)(l—s,—a)

Dans cette expression I'indice j concerne la j-iéme valeur propre du Lap-
lacien sur Xy(N) notée s;(1 — s;), et les u; forment une base orthonormale de
fonctions propres de valeurs propres s;(1 —s;). Compte-tenu de la mi-
noration de Selberg 4; > 3/16, la fonction Gy s(z,w) — Gy 4(z,w) est holo-
morphe dans la domaine {s, Res > 3/4} — {1} avec un pdle simple en 1 de
résidu —4n/vol.

On a alors

avec

Ro(®)i= lim | 3 aew) - gl
“/GF()(N)

Compte-tenu du développement asymptotique (cf. [EMOT] p. 163)
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1 X r r .
Qs—l(l —I—x) = —zlogz— (T(S) —F(l)) + 0(1)7 x—0 s
on trouve
Rya(7) fS%(s) 781%(41)

Majorations  finales. Compte-tenu de lexpression QO_1(x) = O(x~*),
x — 00, on obtient la majoration H(s) = O (N“"'(1 4 |s — 1|7")) pour tout
s tel que Jes > 1 et tout € > 0.

D’autre part, pour 7/8 < Res < | + ¢, 'expression (37) et la proposition
7.2 de [Iw2] impliquent par sommation par partie 'inégalité

4n

volis—1) < (N(1+ 1)),

(GN,S - GN,a)(T, T) +
pour un certain 4 > 0 que nous n’évaluerons pas. Remarquons cependant
que d’une part la constante implicite du Théoréme 7.2 de [Iw2] est absolue
pour les groupes I'g(N) (en effet avec les notations de [Iw2] Cor. 2.12 on a
1/coo = 1/N < 1), et d’autre part, en utilisant les coordonnées explicites des
points de Heegner, on voit que la hauteur invariante y(z.) (cf. [Iw2] (3.8)) est
polynomiale en N.

On en déduit alors par le principe de Phragmen-Lindel6f la majoration

4

lim (H(S) + m

s—1

) = Oe(N€71)7
pour tout € > 0 et par conséquent
hnr((¢) — (00)) = 2log N(1 + o(1)).

De méme pour un point de Heegner de Discrimant —3, on obtient 1’égalité
hnr((¢') = (00)) = 3log N(1 4+ o(1)). Le caractére quadratique de la hauteur
de Néron-Tate implique alors ’égalité

1 2
h= %hm@(%i —vy(00)) + 2(H#; — v3(00))) = O(log NT(N)7).
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Ajouté aux épreuves (Juillet 1997): Nous saisissons ’opportunité de cet article pour signaler que
certains des résultats de ’article [AU2] étaient connus de D. Zagier. Il s’agit en particulier du
théoréme de comparaison entre la fonction de Green-Arakelov et la fonction de Green associée
a la métrique de Poincaré sur Xo(N) ([AU2] Prop. E). Ajoutons cependant, que les résultats de
[AU2] ont été obtenus de maniére complétement indépendante, les travaux de D. Zagier n’ayant
pas été publiés a ce jour.



