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Introduction

La deÂ termination des mouvements homographiques du probleÁ me newtonien
des n corps, c'est-aÁ -dire des mouvements tels que la con®guration reste au
cours du temps semblable aÁ elle-meÃ me, se fait classiquement en deux eÂ tapes.
La premieÁ re, qui n'est facile que dans le cas du probleÁ me plan, vise aÁ eÂ li-
miner les vitesses pour se ramener aÁ des eÂ quations sur la seule con®guration.
La seconde, qui est extreÃ mement ardue deÁ s que l'on consideÁ re au moins
quatre corps, est la reÂ solution de ces dernieÁ res eÂ quations.

On peut consideÂ rer que les reÂ sultats rassembleÂ s dans Wintner [2]
constituent une reÂ solution satisfaisante de la premieÁ re eÂ tape, tant qu'on se
limite aÁ un espace de dimension trois. Nous preÂ sentons dans notre seconde
partie une reÂ solution compleÁ te qui fait apparaõÃ tre, deÁ s la dimension quatre,
des pheÂ nomeÁ nes nouveaux : avec n � 3 par exemple, un triangle isoceÁ le et
non eÂ quilateÂ ral dont les deux masses aÁ la base sont eÂ gales peut ``tourner''
sans se deÂ former. Dans cette rotation deux axes lieÂ s au triangle et ayant le
centre de graviteÂ pour origine sont chacun en rotation uniforme dans un
plan : l'axe de symeÂ trie et l'axe qui lui est orthogonal. Les deux plans sont
orthogonaux, et les deux peÂ riodes de rotation sont di�eÂ rentes. Nous avons
regroupeÂ toutes les con®gurations susceptibles de subir des mouvements
rigides, quelle que soit la dimension de l'espace impliqueÂ , sous la deÂ nomi-
nation ``con®guration eÂ quilibreÂ e''.

Nos calculs s'appuient sur une construction d'algeÁ bre lineÂ aire, deÂ tailleÂ e
dans la premieÁ re partie, qui montre que la donneÂ e des carreÂ s des distances
mutuelles d'un polytope se condense naturellement en une seule forme
quadratique positive. Curieusement cette identi®cation eÂ leÂ mentaire semble
fort meÂ connue. Nous montrons combien elle est utile, en eÂ crivant les
eÂ quations des con®gurations remarquables sous leur forme la plus concise.
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Notre seconde partie, malgreÂ sa plus grande geÂ neÂ raliteÂ , est plus simple que
les travaux classiques anteÂ rieurs.

Ainsi, le lecteur exclusivement inteÂ resseÂ par la dimension trois aura lui
aussi inteÂ reÃ t aÁ adopter notre point de vue. Se restreindre aÁ cette dimension
simpli®e bien peu la premieÁ re eÂ tape, pour les deux raisons suivantes.
D'abord, les con®gurations eÂ quilibreÂ es compliquent le tableau deÁ s la di-
mension trois, si l'on remplace le potentiel de Newton par le potentiel en
1=r2 de Jacobi. On ne peut donc de toute facË on les exclure qu'en ®n
d'analyse. Ensuite, par sa nature meÃ me, la technique des distances mutuelles
rejette aussi aÁ la ®n la discussion de la dimension de l'espace.

Notre deÂ marche suit celle de J.L. Lagrange dans son ``Essai sur le
ProbleÁ me des Trois Corps''. C'est bien sa reÂ duction en terme des
distances mutuelles que nous geÂ neÂ ralisons. Les mouvements rigides
quadridimensionnels sont exclus de ce travail fameux par la longue
identiteÂ algeÂ brique (N). L'eÂ quation de leur con®guration apparaõÃ t
pourtant, sous sa forme la plus simple, dans l'eÂ galiteÂ (H). Bien plus tard
Banachiewitz l'a reÂ eÂ crite d'une manieÁ re compliqueÂ e alors qu'il examinait le
potentiel de Jacobi : il utilisait des coordonneÂ es carteÂ siennes.

Dans une troisieÁ me partie nous avons pu deÂ duire, en pro®tant des
structures mises en place, l'ineÂ galiteÂ de Sundman pour un espace de di-
mension arbitraire. Seuls les mouvements homographiques dont la con®-
guration est centrale sont tels que cette ineÂ galiteÂ soit aÁ chaque instant une
eÂ galiteÂ .

La meÂ thode des distances mutuelles a aussi et surtout fait avancer la
reÂ solution de la ``deuxieÁ me eÂ tape''. La quatrieÁ me partie propose quelques
eÂ nonceÂ s concernant les con®gurations eÂ quilibreÂ es de trois corps. Si les
masses sont eÂ gales, ce sont tous les triangles isoceÁ les. La deÂ monstration
remarquablement simple de ce fait a fourni une cleÂ indispensable dans la
reÂ solution (Albouy [2]) d'une conjecture sur laquelle R. Moeckel avait
parieÂ : toute con®guration centrale plane de quatre masses eÂ gales posseÁ de au
moins un axe de symeÂ trie.

Nous tenons aÁ remercier, entre autres, H. Cabral, R. Moeckel, D. Saari
et J.C. Yoccoz pour les passionnantes discussions qui ont motiveÂ ce travail.

1. SymeÂ tries du probleÁ me

On peut deÂ ®nir les positions de n points dans Rp par une matrice �n; p�. Une
matrice �nÿ 1; p� su�t aÁ les repeÂ rer aÁ une translation preÁ s. Pour les repeÂ rer aÁ
une isomeÂ trie preÁ s, on peut former sa ``matrice de Gram'', une matrice
carreÂ e symeÂ trique et positive d'ordre nÿ 1. Nous montrons dans le para-
graphe qui suit comment la meÃ me construction, e�ectueÂ e, quand Rp est
remplaceÂ par un espace euclidien E, sans se permettre de choisir une base ni
de privileÂ gier un point, conduit aÁ une forme quadratique b sur un hyperplan
de Rn noteÂ D

�
. Les carreÂ s des distances mutuelles entre les points forment

n�nÿ 1�=2 coordonneÂ es naturelles de b. Le reste de la premieÁ re partie

152 A. Albouy, A. Chenciner



(meÂcanique d 'un systeÁme de points, la reÂduction, les invariants) expose les
structures du probleÁ me des n corps en tenant compte de cette construc-
tion.

GeÂ omeÂ trie des distances mutuelles

1.1 DeÂ ®nition. L'espace des ``dispositions'' D est l'espace vectoriel de dimen-
sion nÿ 1 quotient de l'espace Rn par la droite engendreÂe par le n-uple
�1; . . . ; 1�.
Ainsi, les n-uples �q1; . . . ; qn� et �q1 � k; . . . ; qn � k� sont deux repreÂ sentants
d'un meÃ me eÂ leÂ ment de D. Le dual D� de l'espace des dispositions s'identi®e
canoniquement aÁ l'hyperplan de Rn

D� � �n1; . . . ; nn� 2 Rn j
Xn

i�1
ni � 0

( )
:

1.2 Proposition et deÂ ®nition. Soit E un espace vectoriel. L'espace Hom�D�;E�
des applications lineÂaires de D� dans E s'identi®e aÁ l'espace des con®gurations
``aÁ translation preÁs'' de n points de E. Nous appellerons ``con®guration abso-
lue'' une telle application lineÂaire.

DeÂmonstration. Etant donneÂ s n vecteurs~r1; . . . ;~rn de E, l'application lineÂ aire
correspondante x est deÂ ®nie par

x�n1; . . . ; nn� �
Xn

i�1
ni~ri:

Comme
P

ni � 0, le second membre est invariant par la translation de
vecteur~s :~ri 7!~ri �~s. Donnons-nous maintenant une con®guration absolue x,
et un vecteur ~r1 de reÂ feÂ rence. On retrouve ~r2 en utilisant l'expression
x�ÿ1; 1; 0; . . . ; 0� �~r2 ÿ~r1. On retrouve les autres vecteurs de la meÃ me facË on.

Remarques et notations

1.3. L'espace En s'identi®e canoniquement aÁ Rn 
 E. Passer au quotient par
l'action des translations de E revient aÁ consideÂ rer D
 E, isomorphe aÁ
Hom�D�;E�.
1.4. L'application tx, de E� dans D, associe aÁ une forme lineÂ aire sur E la liste
de ses n valeurs sur les n points de la con®guration absolue x.
1.5. Nous notons e�ij l'eÂ leÂ ment de D

� repreÂ senteÂ par �n1; . . . ; nn� avec ni � 1,
nj � ÿ1 et nk � 0 si k est distinct de i et j. On a x�e�ij� �~ri ÿ~rj.
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1.6. Si a est un eÂ leÂ ment d'un espace vectoriel reÂ el de dimension ®nie F et b un
eÂ leÂ ment du dual F �, nous notons ha; bi ou tout aussi bien hb; ai le reÂ el obtenu
en eÂ valuant b sur a. Nous ne distinguons donc pas F de F

��
. Nous munirons

bientoÃ t les espaces D et E de structures euclidiennes, mais nous preÂ feÂ rons les
distinguer de leur dual, pour bien deÂ gager le roÃ le des masses (le choix
contraire serait tenable jusqu'aÁ la ®n de la troisieÁ me partie, mais augmen-
terait inutilement le degreÂ des masses dans de nombreuses eÂ quations de la
quatrieÁ me).
1.7. Soient

Homa�F ; F �� � fx 2 Hom�F ; F �� j x � ÿtxg;
Homs�F ; F �� � fx 2 Hom�F ; F �� j x � txg;
Hom��F ; F �� � fx 2 Homs�F ; F �� j 8u 2 F ; hx�u�; ui � 0g;
Isom��F ; F �� � fx 2 Hom��F ; F �� j 8u 6� 0; hx�u�; ui 6� 0g:

Ce dernier espace, par exemple, s'identi®e aÁ l'espace des formes quadrati-
ques deÂ ®nies positives sur F . Nous parlerons d'homomorphismes plutoÃ t que
de tenseurs, parce que la composition est plus geÂ neÂ ralement pratiqueÂ e que sa
traduction tensorielle, le produit contracteÂ .

Munissons E d'une structure euclidienne, c'est-aÁ -dire d'un eÂ leÂ ment � de
Isom��E;E�� : une isomeÂ trie R de E veÂ ri®e tR���R � � et transforme x en R�x.

1.8 Proposition et deÂ ®nition. A la con®guration absolue x l'application

rel : Hom�D�;E�ÿ!Hom��D�;D�
x 7ÿ! b � tx���x;

associe une ``con®guration relative'' b, qui caracteÂrise x aÁ une isomeÂtrie de E
preÁs. De plus, tout eÂleÂment de Hom��D�;D� est la con®guration relative d'une
con®guration de n points dans un espace euclidien de dimension au plus nÿ 1.

DeÂmonstration. Cet eÂ nonceÂ correspond aÁ des reÂ sultats classiques sous leur
forme matricielle. On peut supposer E de dimension nÿ 1 et munirD et E de
bases telles que b � tx���x s'eÂ crive matriciellement B � tXX . On sait que la
donneÂ e de B deÂ termine X aÁ une rotation preÁ s. De plus, X � B1=2 est solution
de B � tXX .

Remarques

1.9. Le noyau de b est aussi le noyau de x ; l'image de b est aussi celle de tx :
sa dimension ± le rang de x ou de b ± est la dimension de la con®guration,
c'est-aÁ -dire la dimension du sous-espace a�ne engendreÂ par les n points. Ces
a�rmations se prouvent facilement en prenant justement pour espace E ce
dernier sous-espace.
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1.10. En tant que forme quadratique sur D�, la con®guration relative b est
l'image inverse de la forme euclidienne de E par l'application x.
1.11. La donneÂ e de b est eÂ quivalente aÁ la donneÂ e des n�nÿ 1�=2 carreÂ s des
distances mutuelles des points de la con®guration. Cela suit des remarques
1.5 et 1.10, qui donnent hb�e�ij�; e�iji � k~ri ÿ~rjk2. Nous savons maintenant
deÂ cider si un ensemble de nombres reÂ els positifs rij est ou non l'ensemble des
longueurs des areÃ tes d'un polytope euclidien. Cette caracteÂ risation par la
positiviteÂ de b apparaõÃ t en haut de la page 107 de Blumenthal [1] qui ne la
consideÁ re qu'occasionally useful. Il lui preÂ feÁ re des consideÂ rations de signes de
deÂ terminants de Cayley. Rappelons que si Cayley [1] est le premier aÁ donner
une expression geÂ neÂ rale, des eÂ critures de l'aire du triangle et du volume du
teÂ traeÁ dre en fonction des distances mutuelles apparaissent deÂ jaÁ dans les
travaux d'HeÂ ron d'Alexandrie et de Tartaglia respectivement...

1.12 Proposition. Soit E un espace vectoriel dont la dimension veÂri®e
0 � dimE � nÿ 1. L'application rel induit un di�eÂomorphisme entre le quo-
tient par l'action du groupe des isomeÂtries de E de l'ouvert de Hom�D�;E�
constitueÂ des con®gurations absolues de dimension maximale d'une part, et la
sous-varieÂteÂ de Hom��D�;D� constitueÂe des con®gurations relatives de rang
dimE d'autre part.

DeÂmonstration. L'eÂ quation tx0���x� tx���x0 � 0 caracteÂ rise les eÂ leÂ ments x0 de
Hom�D�;E� qui appartiennent au noyau de la di�eÂ rentielle de rel au point
x. Le bivecteur de D qui, en tant qu'eÂ leÂ ment de Homa�D�;D�, s'eÂ crit tx���x0, a
pour support l'image de tx, et peut donc eÃ tre transporteÂ par txÿ1, deÂ ®ni sur
cette image. Le reÂ sultat est un bivecteur X de E� qui veÂ ri®e x0 � �ÿ1�X�x,
c'est-aÁ -dire qui deÂ ®nit la ``rotation instantaneÂ e'' de x donneÂ e par x0. Ceci
montre que rel induit un di�eÂ omorphisme local. La proposition 1.8 montre
qu'il est global.
1.13 Extension du crochet de dualiteÂ. Soient F et G deux espaces vectoriels
reÂ els de dimension ®nie. La trace des endomorphismes, noteÂ e tr, deÂ ®nit une
forme bilineÂ aire canonique non deÂ geÂ neÂ reÂ e

Hom�F ;G� �Hom�F �;G�� ÿ! R
�/;w� 7ÿ! tr�t/�w�

qui permet d'identi®er
ÿ
Hom�F ;G��� aÁ Hom�F �;G��, ce qu'on fera deÂ sor-

mais. On notera h/;wi le reÂ el tr�t/�w�. Des proprieÂ teÂ s eÂ leÂ mentaires de la
trace deÂ coulent les identiteÂ s

h/;wi � hw;/i;�a�
h/;wi � ht/; twi;�b�
hm�h;wi � hh; tm�wi;�c�
hm�h;wi � hm;w�thi;�d�
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ouÁ h deÂ signe un eÂ leÂ ment de Hom�F ;H�, m un eÂ leÂ ment de Hom�H ;G�, et H un
troisieÁ me espace vectoriel. Nous identi®erons en®n le dual de Homs�F ; F �� aÁ
Homs�F �; F � en utilisant la meÃ me formule.
1.14 DualiteÂ et distances mutuelles. Nous notons r�ij � e�ij 
 e�ij l'eÂ leÂ ment de
Hom��D;D�� qui aÁ une disposition u associe he�ij; uie�ij. La remarque 1.11
montre que les r�ij, 1 � i < j � n, constituent une base de Hom��D;D��
pour laquelle hr�ij; bi � k~ri ÿ~rjk2. Autrement dit, les carreÂ s des distances
mutuelles sont les coordonneÂ es de b dans la base duale, constitueÂ e de
n�nÿ 1�=2 eÂ leÂ ments que nous notons rij.

MeÂ canique d'un systeÁ me de points

Lagrange [2] a mis les eÂ quations di�eÂ rentielles du mouvement de n corps
sous la forme

mi
�~ri � @U

@~ri
;

ouÁ U deÂ signe la fonction de forces, opposeÂ e de l'eÂ nergie potentielle, qui
s'eÂ crit, dans le cas du potentiel newtonien, U �Pi<j mimjk~ri ÿ~rjkÿ1. Dans
le langage du paragraphe preÂ ceÂ dent, cette eÂ quation devient

���x�l � dU�x�;�N�

ouÁ les compositions apparaissent dans le diagramme ci-dessous.

�x
E  ÿ D�

� # " l
E�  ÿ D

dU�x�

La deÂ riveÂ e seconde �x de x par rapport au temps est, comme x, un eÂ leÂ ment de
Hom�D�;E� ; l'isomorphisme � est encore la structure euclidienne d'un
espace vectoriel E ; en®n, U est consideÂ reÂ e comme fonction reÂ elle de l'espace
Hom�D�;E�, de sorte que dU�x� appartient au dual de cet espace, que nous
identi®ons, d'apreÁ s la remarque 1.13, aÁ Hom�D;E��.

Quant aÁ l, expliciteÂ e dans la proposition suivante, elle est deÂ ®nie aÁ partir
de la ``forme quadratique des masses'' sur Rn

X � �x1; . . . ; xn� 7! kXk2 � m1x21 � � � � � mnx2n;

et elle sert aÁ changer~ri en mi~ri. On notera M � m1 � � � � � mn la somme des
masses et xG � �m1x1 � � � � � mnxn�=M le centre de masse des xi.
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1.15 Proposition. Soient n reÂels strictement positifs m1; . . . ;mn. Les trois
expressions qui suivent deÂ®nissent un meÃme eÂleÂment l appartenant aÁ
Isom��D;D��, qui munit D d'une structure euclidienne.

lÿ1�n1; . . . ; nn� �
n1
m1

; . . . ;
nn

mn

� �
�1�

l�x1; . . . ; xn� �
ÿ
m1�x1 ÿ xG�; . . . ;mn�xn ÿ xG�

��2�
hl�x1; . . . ; xn�; �x1; . . . ; xn�i � 1

M

X
i<j

mimj�xi ÿ xj�2�3�

DeÂmonstration. On veÂ ri®e facilement en revenant aÁ la deÂ ®nition 1.1 que les
applications deÂ ®nies par �1� et �2� sont inverses l'une de l'autre. Quant aÁ �3�,
c'est une identiteÂ connue au moins depuis Leibniz qu'on peut par exemple
obtenir en eÂ tendant la forme des masses aux puissances exteÂ rieures de Rn :
notant L � �1; . . . ; 1�, on calcule aiseÂ ment

kL ^ Xk2 �
X
i<j

mimj�xi ÿ xj�2:

Ensuite, kL ^ Xk2 � kLk2kXk2 si L et X sont orthogonaux, c'est-aÁ -dire siP
mixi � 0, ce qui permet de conclure en calculant kXk2 avec �2�.

Remarques

1.16. Une fois donneÂ e la forme quadratique des masses sur Rn, il est naturel
de repreÂ senter le quotient D de la deÂ ®nition 1.1 par la ``section orthogonale''
xG � 0. C'est ainsi que reÂ duire la symeÂ trie de translation revient aÁ ®xer le
centre de masse.
1.17. L'eÂ quation �N� est un peu moins preÂ cise que celle de Lagrange,
puisqu'elle ne caracteÂ rise �x qu'aÁ translation preÁ s. De l'eÂ quation de Lagrange
on deÂ duit en plus que l'acceÂ leÂ ration du centre de masse est nulle.
1.18. On deÂ ®nit la forme d'inertie b, eÂ leÂ ment de Hom��E�;E�, par la formule
b � x�l�tx, qu'on rapprochera de celle qui donne b. On appelle moment
d'inertie par rapport au centre de masse la trace commune I des endo-
morphismes l�b et b�� :

I � hx�l; ��xi � hl; bi � h�; bi

� 1

M

X
i<j

mimjk~ri ÿ~rjk2 �
Xn

i�1
mik~ri ÿ~rGk2:

1.19. Les polynoÃ mes caracteÂ ristiques des endomorphismes l�b et b�� sont
essentiellement les meÃ mes ; plus preÂ ciseÂ ment, en calculant par exemple les
traces des iteÂ reÂ s, on veÂ ri®e que
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det�IdD� ÿ kl�b� � det�IdE ÿ kb���:

Ecrivons 1ÿ g1k� � � � � �ÿ1�nÿ1gnÿ1k
nÿ1 ces deÂ terminants. On montre que

gkÿ1 �
1

M

X
i1<���<ik

mi1 � � �mikvol
2
i1���ik ;

ouÁ le terme voli1���ik deÂ signe le volume du paralleÂ lotope de dimension k ÿ 1 de
E engendreÂ par les vecteurs i1i2; . . . ; i1ik, c'est-aÁ -dire �k ÿ 1�! fois le volume
du simplexe deÂ ®ni par les corps i1; . . . ; ik.

Une factorisation remarquable. Supposons que U ne soit fonction que des
distances mutuelles, c'est-aÁ -dire qu'il puisse se deÂ duire d'une fonction Û
deÂ ®nie sur les con®gurations relatives avec l'expression

U�x� � Û�b� o�u b � tx���x:

Soit x0 une con®guration absolue quelconque. On a

hdU�x�; x0i � hdÛ�b�; tx0���xi � hdÛ�b�; tx���x0i:

Mais dÛ appartient au dual de Homs�D�;D�, soit Homs�D;D�� d'apreÁ s la
remarque 1.13. Il suit que tdÛ � dÛ , et, d'apreÁ s la reÁ gle 1.13b, que les deux
termes du second membre sont eÂ gaux. Ainsi

hdU ; x0i � 2hdÛ ; tx���x0i � 2h��x�dÛ ; x0i;

ouÁ la dernieÁ re eÂ galiteÂ deÂ coule de la reÁ gle 1.13c. On a donc la factorisation
dU � 2��x�dÛ , qui permet d'eÂ crire

�x�l � 2x�dÛ ; ou encore �x � 2x�A;�N�

en utilisant la deÂ ®nition qui suit.

1.20 DeÂ ®nition. Nous notons A et nous appelons endomorphisme de Wintner-
Conley l'endomorphisme de D� d'expression dÛ �lÿ1.

Bien suÃ r A deÂ pend lineÂ airement des masses dans le cas du potentiel new-
tonien. Son histoire est discuteÂ e aÁ la page 430 de Wintner [2].

La reÂ duction

Nous voulons maintenant deÂ crire l'eÂ tat d'un systeÁ me, c'est-aÁ -dire les posi-
tions et les vitesses des corps. Nous noterons 2F le carreÂ carteÂ sien d'un
espace vectoriel F (la ``somme'' directe de deux copies de F ).
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1.21 DeÂ ®nition. On appelle ``eÂtat absolu'' d'un systeÁme de n corps un eÂleÂment z
de Hom�2D�;E�. On appelle ``eÂtat relatif'' un eÂleÂment E de Hom��2D�; 2D�.
On appelle ``espace du mouvement'' l'image de z.

Ces deÂ ®nitions sont justi®eÂ es par les analogues des propositions 1.2 et 1.8,
obtenus aÁ partir du diagramme ci-dessous.

E2n ÿ! Hom�2D�;E� ÿ!Rel
Hom��2D�; 2D�

�~r1; . . . ;~rn;~v1; . . . ;~vn� 7ÿ! z 7ÿ! E � tz���z

La premieÁ re ¯eÁ che est la ``reÂ duction'' des translations, la seconde la
reÂ duction des isomeÂ tries. Les compositions dans tz���z forcent le choix de
Hom�2D�;E�, plutoÃ t que Hom�D�; 2E� ou 2Hom�D�;E�, comme repreÂ -
sentant du carreÂ carteÂ sien de Hom�D�;E�. Nous noterons neÂ anmoins
z � �x; y�, x pour les positions ~r, y pour les vitesses ~v, de sorte que les
eÂ quations du mouvement sont

_x � y; _y � 2x�A:�N�

Nous noterons aussi

tz���z �
tx���x tx���y
ty���x ty���y

� �
� E � b cÿ q

c� q d

� �
:

L'eÂ tat relatif du systeÁ me est ainsi deÂ crit par la donneÂ e de deux eÂ leÂ ments b et
d de Hom��D�;D�, d'un eÂ leÂ ment c de Homs�D�;D�, et d'un eÂ leÂ ment q de
Homa�D�;D�. On peut exprimer, en utilisant �N�, la deÂ riveÂ e de E en
fonction de ces eÂ leÂ ments

E_� 2c 2b�A� d
2tA�b� d 2tA��cÿ q� � 2�c� q��A

� �
:�N Rel�

1.22. Etant donneÂ s un endomorphisme A de D� et une forme bilineÂ aire h sur
D�, nous noterons

�A; h� � tA�hÿ h�A:

1.23. Remarquons que si A est donneÂ par la deÂ ®nition 1.20, ou plus
geÂ neÂ ralement si A�l est symeÂ trique, on obtient, en notant B l'endomorphisme
l�b de D� :

l��A; b� � A�Bÿ B�A:

Les eÂquations reÂduites. Utilisons la notation du 1.22 pour reÂ eÂ crire le systeÁ me
�N Rel�, qui geÂ neÂ ralise les systeÁ mes obtenus par Lagrange [1] et par Betti [1] :
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_b � 2c;

_c � tA�b� b�A� d;

_d � 2�tA�c� c�A� ÿ 2�A; q�;
_q � �A; b�:

�N Rel�

Les invariants

Cas d'un potentiel geÂneÂral. Les traces I, J et K des endomorphismes l�b, l�c
et l�d de D� s'eÂ crivent encore

I � x � x; J � x � y; K � y � y;

ouÁ le produit scalaire � sur Hom�D�;E� est deÂ ®ni par

x1 � x2 � hx1�l; ��x2i:

Rappelons que I � x � x, noteÂ encore kxk2, a eÂ teÂ introduit en 1.18. Les
eÂ quations du mouvement donnent

_I � 2J ; _J � K � hdU�x�; xi; _K � 2hdU�x�; _xi:

La dernieÁ re implique la conservation de l'eÂ nergie

H � 1

2
K ÿ U ;

somme de l'eÂ nergie cineÂ tique K=2 dans un repeÁ re galileÂ en lieÂ au centre de
masse (comparer aÁ la remarque 1.17) et de l'eÂ nergie potentielle ÿU . La-
grange note T et V ces deux eÂ nergies.

Les homomorphismes antisymeÂ triques xl et x, respectivement de 2D
dans 2D� et de Hom�2D�;E� dans Hom�2D;E��, deÂ ®nis par

xl�u; v� �
ÿÿl�v�; l�u��; x�z� � ÿ��z�xl;

munissent 2D et Hom�2D�;E� de structures symplectiques. Le champ de
vecteurs

XH � xÿ1�ÿdH�;

gradient symplectique du Hamiltonien H , deÂ ®nit les eÂ quations �N�, ce qui
redonne la conservation de l'eÂ nergie

@XH H � hdH ;XH i � 0:
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Cas d'un potentiel homogeÁne. Supposons que U soit homogeÁ ne de degreÂ 2j.
L'expression de _J se simpli®e et donne l'eÂ quation de Lagrange±Jacobi

�I
2
� K � 2jU � 2H � 2�j� 1�U � ÿ2jH � �j� 1�K:

Nous en deÂ duisons, avec Jacobi [1], Cartan [1] ou Wintner [1], que les deux
fonctions J ÿ 2Ht et I ÿ 2Jt � 2Ht2 sont des constantes du mouvement
quand j � ÿ1; l'eÂ limination du temps t entre elles donne l'inteÂ grale premieÁ re

G � 2IH ÿ J2:

Nous notons d'autre part Y le champ de vecteurs qui deÂ ®nit l'eÂ quation
di�eÂ rentielle

_x � x; _y � jy:

On reÂ sume les proprieÂ teÂ s de ce champ en eÂ crivant les deÂ riveÂ es de Lie suivant
Y des trois ``invariants'' introduits au paragraphe preÂ ceÂ dent :

LY x � �j� 1�x;
LY H � @Y H � 2jH ;

LY XH � �Y ;XH � � �jÿ 1�XH :

Le calcul de LY
ÿ
x�XH �

�
en utilisant une reÁ gle de Leibniz donne une

deÂ pendance entre ces relations. Cette deÂ pendance est bien classique dans le
cas ouÁ Y est hamiltonien, ce qui n'a lieu que lorsque j � ÿ1. Le champ Y
n'est alors rien de plus que le gradient symplectique de J . Signalons en®n
l'expression ``relative'' de Y :

_b � 2b; _c � �j� 1�c; _d � 2jd; _q � �j� 1�q:

Nous rassemblerons dans un autre travail quelques conseÂ quences de
l'existence du champ Y .

Cas d'un potentiel fonction des distances mutuelles. On peut deÂ ®nir l'endo-
morphisme A du 1.20 et obtenir l'invariance du moment cineÂ tique

C � z�xl�tz � ÿx�l�ty � y�l�tx

en calculant sa deÂ riveÂ e _C � 2x��ÿl�tA� A�l��tx � 0. Dans le cas homogeÁ ne,
remarquons encore que

@YC � �j� 1�C:

Par ailleurs, l'espace des eÂ tats relatifs Hom��2D�; 2D� est muni d'une
structure de Poisson (champ de bivecteurs ``inteÂ grable'', voir Lichnerowicz
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[1]). Le bivecteur en un point E est repreÂ senteÂ par l'homomorphisme an-
tisymeÂ trique p de Homs�2D; 2D�� dans Homs�2D�; 2D� deÂ ®ni par

p�N� � ÿRel��xÿ1�Rel��N� � 2
ÿ
E�N�xÿ1l ÿ xÿ1l �N�E

�
:

L'homomorphisme Rel est deÂ ®ni aÁ la suite de la deÂ ®nition 1.21, et les no-
tations Rel� et Rel� deÂ signent respectivement la deÂ riveÂ e de Rel au point E
et sa transposeÂ e. Si, conformeÂ ment aÁ la remarque 1.3, on identi®e
Homs�2D�; 2D� au produit tensoriel symeÂ trique de deux copies de 2D,
l'homomorphisme p devient le produit tensoriel symeÂ trique des homo-
morphismes E et xÿ1l . Le crochet de Poisson de deux fonctions F1 et F2 de
l'espace des eÂ tats relatifs s'eÂ crit

fF1; F2g � hp�dF1�; dF2i:

Cette structure de Poisson a pour feuilles symplectiques les intersections des
sous-varieÂ teÂ s obtenues en ®xant le rang de E et de celles obtenues en ®xant
les invariants de rotation du moment cineÂ tique. Rappelons que d'apreÁ s
Albouy [1] on a l'encadrement rgC � rgE � �rgC�=2� nÿ 1.

On ®xe ces invariants en ®xant les traces des iteÂ reÂ s (d'ordre pair, celles
d'ordre impair sont nulles) de xl�E, eÂ gales aÁ celles des iteÂ reÂ s de C��
(comparer aÁ la remarque 1.19).

2. Mouvements homographiques

Nous deÂ ®nissons dans les deux paragraphes suivants les con®gurations
centrales et les con®gurations eÂ quilibreÂ es, qui les englobent, aÁ partir des
deux cas extreÃ mes de mouvements homographiques, les mouvements ho-
motheÂ tiques et les mouvements rigides. A partir de la dimension quatre, ces
derniers ne sont pas en geÂ neÂ ral peÂ riodiques, mais seulement quasi-peÂ riodi-
ques. Nous montrons ensuite que les mouvements homographiques inter-
meÂ diaires se rapprochent des premiers. Leur con®guration est centrale ; ils
sont en quelque sorte ``homotheÂ tiques complexes''. Nous examinons le
cas d'exception deÂ couvert par Banachiewitz, et nous donnons en®n une
caracteÂ risation variationnelle des con®gurations eÂ quilibreÂ es, que nous
rapprochons de celle, classique, des con®gurations centrales.

Mouvements homotheÂ tiques et con®gurations centrales

Le potentiel U est ici supposeÂ homogeÁ ne de degreÂ 2j en x. Il su�t en fait que
dU soit homogeÁ ne de degreÂ 2jÿ 1.
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2.1 DeÂ ®nition. On appelle mouvement ``homotheÂtique'' toute solution
z�t� � ÿx�t�; y�t�� des eÂquations (N) telle qu'il existe une fonction reÂelle m du
temps et une con®guration absolue x0 veÂri®ant x�t� � m�t�x0.

2.2 DeÂ ®nition. Une con®guration absolue x est dite ``centrale'' s'il existe un
nombre reÂel k tel que dU�x� � 2k��x�l.

Si U n'est fonction que des distances mutuelles, on pourra encore eÂ crire cette
condition x�A � kx. Dans un mouvement homotheÂ tique, la con®guration est
aÁ chaque instant centrale puisque, d'apreÁ s la premieÁ re forme de l'eÂ quation
�N�, on a �ÿ1�dU �lÿ1 � �x � ��m=m�x.

ReÂ ciproquement, eÂ tant donneÂ s une con®guration centrale x et un nombre
reÂ el f, on deÂ duit de l'homogeÂ neÂ iteÂ du potentiel que l'eÂ tat z � �x; fx� donne
naissance aÁ un mouvement homotheÂ tique.

Mouvements rigides et con®gurations eÂ quilibreÂ es

Dans ce paragraphe, le potentiel U est supposeÂ fonction des seules distances
mutuelles, c'est-aÁ -dire de la forme U�x� � Û�b�, ouÁ b � tx���x.

2.3 DeÂ ®nition. Un ``eÂquilibre relatif '' des eÂquations (N) est un eÂtat absolu
z � �x; y� tel que l'eÂtat relatif E � tz���z soit un eÂquilibre des eÂquations
�N Rel�.
On appellera encore ``mouvement d'eÂ quilibre relatif'' une solution z�t� des
eÂ quations �N� telle que E�t� soit constant. Un eÂ quilibre relatif est caracteÂ riseÂ
par l'eÂ quation _E � 0, soit

c � 0; d� tA�b� b�A � 0; �A; q� � �A; b� � 0:�1�

2.4 DeÂ ®nition. Un mouvement ``rigide'' est une solution z�t� des eÂquations (N)
telle que la con®guration relative b�t� soit indeÂpendante du temps.

2.5 Proposition. Un mouvement est rigide si et seulement s'il est d'eÂquilibre
relatif.

DeÂmonstration. Si b est constante, donc eÂ galement A, on a

0 � _b � 2c;

0 � �b � 2 _c � 2d� 2tA�b� 2b�A;

0 � b�3� � 2 _d � ÿ4�A; q�;
0 � b�4� � ÿ4�A; _q� � ÿ4�A; �A; b��:

�2�
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En particulier, _b � _c � _d � 0. La nulliteÂ de _q � �A; b� reÂ sulte de la propo-
sition qui suit.

2.6 Proposition et deÂ ®nition. Soit b une con®guration relative et A la fonction
de b donneÂe par la deÂ®nition 1.20. On a

�A; b� � 0()�A; �A; b�� � 0:

On appellera ``con®guration eÂquilibreÂe'' une con®guration qui veÂri®e ces
eÂquations.

DeÂmonstration. Calculons les coe�cients des matrices associeÂ es aÁ �A; b� et aÁ
�A; �A; b�� dans une base de D� qui diagonalise A. Si a1; . . . ; anÿ1 sont les
coe�cients diagonaux de A, on trouve �A; b�ij � bij�ai ÿ aj� et �A; �A; b��ij
� bij�ai ÿ aj�2.

2.7 DeÂ ®nition. Une con®guration ``attractive'' (respectivement ``strictement
attractive'') est une con®guration relative b telle que la forme quadratique dÛ
soit neÂgative (respectivement deÂ®nie neÂgative) sur l'image de b.

2.8 Proposition. La con®guration relative d'un eÂquilibre relatif est eÂquilibreÂe et
attractive. ReÂciproquement, eÂtant donneÂs une con®guration b eÂquilibreÂe et
attractive et un espace euclidien E de dimension 2rgb, il existe un eÂtat
d'eÂquilibre relatif z � �x; y� tel que b � tx���x.

DeÂmonstration. ConsideÂ rons l'eÂ tat relatif

E � b cÿ q
c� q d

� �
d'un eÂ quilibre relatif. La dernieÁ re eÂ quation du systeÁ me �1� montre que b est
eÂ quilibreÂ e, la deuxieÁ me que d � ÿ2b�A. Comme E est positive, d l'est aussi.
On en deÂ duit, en utilisant une base commune de diagonalisation de l�b et A,
que b est attractive. D'autre part, si b eÂ quilibreÂ e et attractive est donneÂ e, on
obtient une solution E positive du systeÁ me �1�, dont le rang veÂ ri®e la con-
dition annonceÂ e, en faisant c � q � 0 et d � ÿ2b�A.

2.9 Proposition. Un mouvement d'eÂquilibre relatif est une rotation uniforme
(en geÂneÂral non peÂriodique si la dimension de E est au moins eÂgale aÁ 4) de l'eÂtat
absolu. L'espace du mouvement d'un eÂquilibre relatif dont la con®guration est
strictement attractive est de dimension paire.

DeÂmonstration. La nulliteÂ de E_ entraõÃ ne l'existence d'une ``rotation instan-
taneÂ e de l'eÂ tat'' X, forme antisymeÂ trique sur l'espace du mouvement telle
que _z � �ÿ1�X�z. Elle peut s'exprimer (voir la preuve de la proposition 1.12)
comme l'image par tzÿ1 du bivecteur tz��� _z de 2D. La constance de X deÂ coule
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de la proprieÂ teÂ d'uniciteÂ des solutions d'une eÂ quation di�eÂ rentielle. Le
mouvement de rotation avec X constant est en e�et solution des eÂ quations
�N�. La pariteÂ de la dimension se deÂ duit de la non-deÂ geÂ neÂ rescence de X
sur l'espace du mouvement, qui se prouve de la facË on suivante. Si~r 2 kerX,
��~r� 2 ker t_z puisque _z � �ÿ1�X�z. Mais _z � �y; 2x�A�, de sorte que ��~r� ap-
partient aÁ la fois au noyau de ty et de tA�tx. Comme tA est supposeÂ e non
deÂ geÂ neÂ reÂ e sur l'image de tx (deÂ ®nition 2.7), ��~r� appartient aussi au noyau de
tx et donc au noyau de tz.

Remarques

2.10. L'hypotheÁ se de stricte attraction dans la proposition 2.9 est neÂ cessaire.
On s'en assure en consideÂ rant le potentiel identiquement nul. Par ailleurs, on
veÂ ri®e que ÿdÛ 2 Isom��D;D�� si U est le potentiel newtonien. Toutes les
con®gurations sont donc strictement attractives.
2.11. Nous avons, dans la preuve de la proposition 2.8, imposeÂ la condition
q � 0 pour obtenir un eÂ tat d'eÂ quilibre relatif aÁ partir d'une con®guration b
donneÂ e. En fait, �1� exige seulement �A; q� � 0, qui force la nulliteÂ de q sauf
si tA posseÁ de au moins une valeur propre multiple dont l'espace propre est
contenu dans l'image de b. Baptisons cette eÂ ventualiteÂ le cas exceptionnel.
Nous parlerons de cas doublement exceptionnel s'il y a deux valeurs propres
doubles dans l'image de b. Dans le cas exceptionnel, on peut choisir n'im-
porte quel bivecteur q de D qui veÂ ri®e �A;q� � 0, Imq � Imb (comparer aÁ la
proposition 1.12), et E � 0. On se rend compte facilement de l'eÂ tendue du
choix en travaillant dans une base de diagonalisation de A et de l�b. On peut
en particulier faire en sorte que la dimension de l'espace du mouvement
descende aÁ 2rgbÿ 2, et meÃ me plus bas dans le cas doublement exceptionnel.
En fait, nous eÂ tudierons la restriction aux sous-espaces multiples du
mouvement rigide le plus geÂ neÂ ral lorsque nous eÂ tudierons, au paragraphe
suivant, le mouvement des con®gurations centrales, qui sont les con®gura-
tions eÂ quilibreÂ es les plus exceptionnelles.
2.12. Les formes q et d sont les images reÂ ciproques par x des formes ÿX et
ÿX��ÿ1�X. Un eÂ quilibre relatif veÂ ri®e ��ÿ1�X�2�x � 2x�A, eÂ quation qui sug-
geÁ re une caracteÂ risation ``absolue'' des con®gurations eÂ quilibreÂ es : ce sont
les con®gurations x telles qu'il existe une forme symeÂ trique S sur Im x qui
veÂ ri®e �ÿ1�S�x � 2x�A.

Mouvements homographiques

Dans ce paragraphe, le potentiel est supposeÂ aÁ la fois homogeÁ ne de degreÂ 2j
et fonction des seules distances mutuelles, c'est-aÁ -dire de la forme
U�x� � Û�b� ouÁ Û est homogeÁ ne de degreÂ j par rapport aÁ la variable b. On
obtiendrait les meÃ mes reÂ sultats en supposant seulement que A � dÛ�lÿ1 est
homogeÁ ne de degreÂ jÿ 1 en b.
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2.13 DeÂ ®nition. Un mouvement ``homographique'' est une solution z�t� des
eÂquations �N� telle qu'il existe une fonction reÂelle m du temps et une con®gu-
ration relative b0 avec b�t� � m�t�2b0.
Les mouvements homotheÂ tiques et les mouvements rigides sont donc des cas
particuliers de mouvements homographiques.

2.14 Proposition. La con®guration d'un mouvement homographique est
toujours eÂquilibreÂe. Elle est meÃme centrale, sauf eÂventuellement si le degreÂ

d'homogeÂneÂiteÂ de U est ÿ2 (i.e. si j � ÿ1), ou si le mouvement est rigide.

DeÂmonstration. Pour geÂ neÂ raliser ce que nous avons fait pour un mouvement
rigide, nous introduisons les quantiteÂ s constantes b0; U0 et A0 telles que :

b � Ib0; U � IjU0; A � Ijÿ1A0;

et utilisons le systeÁ me �N Rel� pour obtenir

_Ib0 � 2c;

�Ib0 � 2d� 2Ij�tA0�b0 � b0�A0�;
I �3�b0 � ÿ4�A; q� � 2�1� j� _IIjÿ1�tA0�b0 � b0�A0�:

�3�

L'eÂ quation de Lagrange±Jacobi

�I � 4H � 4�1� j�IjU0�4�

donne I �3� � 4j�1� j� _IIjÿ1U0, de sorte que

2�A0; q� � �1� j� _I�tA0�b0 � b0�A0 ÿ 2jU0b0�;

que nous deÂ rivons pour obtenir

2Ij
�
A0; �A0; b0�

� � �1� j��I�tA0�b0 � b0�A0 ÿ 2jU0b0�:�5�

La premieÁ re assertion de la proposition suit de la proposition 2.6 quand
�1� j��I est identiquement nul, ce qui n'est possible d'apreÁ s �4� que dans les
cas exclus dans la seconde assertion. Dans les autres cas, on a mieux : �5�
prend la forme iv de la proposition suivante, ce qui montre que la con-
®guration est non seulement eÂ quilibreÂ e, mais centrale. On remarquera que
remplacer �I par le second membre de �4� ne simpli®e cette preuve que dans le
cas ouÁ H est non nul.

2.15 Proposition. Les conditions suivantes sont eÂquivalentes et caracteÂrisent les
con®gurations centrales relatives �i.e. les con®gurations relatives des con®gu-
rations centrales� :
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i) il existe un reÂel k tel que �tAÿ kId�jIm b � 0,
ii) il existe un reÂel k tel que b�Aÿ kb � 0,
iii) il existe un reÂel k tel que tA�b� b�Aÿ 2kb � 0,
iv) il existe deux reÂels k et m tels que

tA�b� b�Aÿ 2kb� m
�
A; �A; b�� � 0:

Ces proprieÂteÂs impliquent que �A; b� � 0 (la con®guration est eÂquilibreÂe) et
que kI � tr�l�b�A� � jU .

DeÂmonstration. D'apreÁ s la deÂ ®nition 2.2, une con®guration centrale veÂ ri®e
x�A � kx, ce qui eÂ quivaut aÁ l'inclusion de l'image de l'endomorphisme
Ak � Aÿ kId dans le noyau de x. Ce noyau est aussi celui de b d'apreÁ s la
remarque 1.9, ce qui eÂ tablit l'eÂ quivalence avec ii et avec i apreÁ s transposition.
Il est clair que ii implique iii, et que iii implique iv. Le calcul des termes
diagonaux dans le premier membre de iv apreÁ s diagonalisation de A, qui
utilise celui de la deÂ monstration de la proposition 2.6, permet d'achever la
preuve des eÂ quivalences. En®n, ii entraõÃ ne que �A; b� � 0 et, en notant
B � l�b, que tr�B�Aÿ kB� � 0. On deÂ duit la valeur de k de la deÂ ®nition du
moment d'inertie I � trB et de l'homogeÂ neÂ iteÂ de Û , qui donne
tr�B�A� � hb; dÛi � jU . Montrons autrement que iii implique ii (voir aussi
la remarque 2.29). Ecrivons l'expression iii sous la forme Ak�B� B�Ak � 0,
en imitant la remarque 1.23, multiplions par B aÁ gauche, puis aÁ droite et
soustrayons. Nous obtenons la commutation de Ak et de B2, qui implique
celle de Ak et de B puisque b est positive, ce qui permet de conclure.
Montrons autrement que iv implique i. L'expression iv montre que
tr�B�Ak� � 0 et que tr�B�A2

k� � 0, d'ouÁ il deÂ coule que tr�Ak�B�Ak� � 0. La
positiviteÂ de b montre que l'endomorphisme dont on a pris la trace est nul,
ce qui eÂ quivaut aÁ i.

Nous devons maintenant deÂ crire les mouvements homographiques les
plus geÂ neÂ raux dont la con®guration est centrale. Les deux reÂ sultats qui
suivent justi®eraient qu'on les appelaÃ t ``mouvements homotheÂ tiques
complexes''. Ils montrent en particulier que la dimension de l'espace du
mouvement est paire et on montrerait sans peine qu'elle peut prendre toutes
les valeurs paires entre rgx et 2rgx.
2.16. Rappelons qu'un espace hermitien F est canoniquement muni de trois
structures (euclidienne, symplectique, complexe)

j 2 Isom��F ; F ��; x 2 Isoma�F ; F ��; J 2 Isom�F ; F �;

qui sont soumises aux deux relations x � j�J et J2 � ÿId. La premieÁ re
relation permet de deÂ duire l'une des structures en fonction des deux autres,
et la deuxieÁ me peut encore s'eÂ crire tJ�j�J � j, c'est-aÁ -dire kJ�x�k � kxk
pour tout x dans F (les notations de la norme et du produit scalaire se
rapportent comme d'habitude aÁ la structure euclidienne).

Le probleÁ me des n corps et les distances mutuelles 167



2.17. Si l'espace E est muni d'une structure hermitienne, donneÂ e par �, X et
JE � �ÿ1�X, une structure du meÃ me type est induite sur l'espace euclidien
F � D
 E des con®gurations absolues. Il su�t de poser j�x� � ��x�l et
J�x� � JE�x.

2.18 Proposition. ConsideÂrons l'eÂtat z � �x; y� d'un mouvement homographi-
que aÁ un instant arbitrairement choisi. Supposons de plus que ce mouvement
n'est pas homotheÂtique, c'est-aÁ-dire que y n'est pas un multiple reÂel de x. Pour
que la con®guration x soit centrale, il faut et il su�t qu'il existe sur l'espace du
mouvement Im z une structure hermitienne, associeÂe aÁ la structure euclidienne,
telle que pour la structure induite y soit un multiple complexe de x.

DeÂmonstration. Supposons que E � Im z et que cet espace posseÁ de une
structure hermitienne ��; ��JE;JE�. Supposons qu'il existe un nombre
complexe f, qu'on identi®e aÁ une combinaison lineÂ aire reÂ elle de IdE et deJE,
tel que y � f�x. On obtient

d � ty���y � tx�tf���f�x � jfj2b:

Mais la deuxieÁ me eÂ quation du systeÁ me �3� montre que d ne peut eÃ tre mul-
tiple de b que si la condition iii de la proposition 2.15 est reÂ aliseÂ e : la
con®guration est centrale. Supposons maintenant la con®guration x centrale.
L'eÂ tat relatif s'eÂ crit, d'apreÁ s les eÂ quations �3� et la proposition 2.15,

E � tz���z � Ib0 Jb0 ÿ q
Jb0 � q Kb0

� �
:

Il convient de poser, suivant une notation justi®eÂ e dans la troisieÁ me partie,

jCj �
����������������
IK ÿ J 2
p

:

L'expression sous le radical s'eÂ crit encore kxk2kyk2 ÿ �x � y�2. Elle est donc
positive, d'apreÁ s l'ineÂ galiteÂ de Cauchy-Schwarz, et ne s'annule que si x et y
sont proportionnels, c'est-aÁ -dire si le mouvement est homotheÂ tique. Dans le
cas contraire, nous ``normaliserons'' z en posant z0 � �x0; y0� avec

x0 �
�������
jCj
I

r
x; y0 � 1���������jCjIp �Iy ÿ Jx�:

En utilisant l'expression de E, on veÂ ri®e que

E0 � tz0���z0 � jCj _b0 ÿq
q jCjb0

� �
:

Soit J0 l'endomorphisme de 2D
� deÂ ®ni par J0�u; v� � �ÿv; u�. On voit tout

de suite que E0�J0 est antisymeÂ trique. Cette quantiteÂ s'eÂ crit aussi
tz0���z00,
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avec z00 � z0�J0. On deÂ duit de cette antisymeÂ trie, exactement comme on
l'avait fait dans la preuve de la proposition 1.12, l'existence d'une ``rotation
instantaneÂ e'' X0 deÂ ®nie sur Im z, telle que

z00 � z0�J0 � �ÿ1�X0�z0:

On a clairement

ÿz0 � z0�J2
0 � ��ÿ1�X0�2�z0:

L'endomorphisme JE � �ÿ1�X0 est donc la multiplication par i d'une
structure hermitienne de Im z et veÂ ri®e notamment y0 � JE�x0. Cette der-
nieÁ re eÂ galiteÂ , combineÂ e avec les deÂ ®nitions de x0 et y0, montre que y est
multiple complexe de x.
2.19. Remarquons que dans un mouvement homographique plan, y est
automatiquement multiple de x pour la structure complexe naturelle. La
con®guration est donc centrale, meÃ me dans les cas exclus de la proposition
2.14.

2.20 Proposition. Soit un mouvement homographique et non homotheÂtique
dont la con®guration est centrale. Soit x0 � kx�0�kÿ1x�0� la con®guration
initiale normaliseÂe et U0 le potentiel de cette con®guration. Il existe une
fonction complexe f du temps veÂri®ant

�f � 2jU0jfj2jÿ2f

et telle que x�t� � f�t�x0 pour la structure hermitienne de Im z�0� obtenue dans
la proposition 2.18. ReÂciproquement, eÂtant donneÂs un espace hermitien E, une
con®guration centrale normaliseÂe x0 et une fonction complexe f du temps
veÂri®ant l'eÂquation di�eÂrentielle ci-dessus, on obtient un mouvement homo-
graphique en posant z�t� � ÿf�t�x0; _f�t�x0

�
.

DeÂmonstration. CommencË ons par la reÂ ciproque. La proposition 2.15 donne
x�A � jUIÿ1x pour toute con®guration x semblable aÁ x0. C'est tout ce qu'il
nous faut pour veÂ ri®er que z�t� satisfait aÁ l'eÂ quation �N�. Passons aÁ la
premieÁ re assertion. La proposition 2.18 montre que y�0� est un multiple
complexe de x�0�, c'est-aÁ -dire qu'il existe deux nombres complexes f0 et _f0
tels que z�0� � ÿf0x0; _f0x0

�
. Or il existe une unique solution de l'eÂ quation

di�eÂ rentielle �N� ayant cette donneÂ e initiale: c'est z�t� � ÿf�t�x0; _f�t�x0
�
, ouÁ

f�t� reÂ sout l'eÂ quation di�eÂ rentielle de l'eÂ nonceÂ , avec les conditions initiales
f�0� � f0 et _f�0� � _f0.

Le cas particulier de Jacobi et Banachiewitz

La proposition 2.14 distingue le cas d'un potentiel U homogeÁ ne de degreÂ ÿ2,
pour lequel �N� posseÁ de, nous le savons, l'inteÂ grale suppleÂ mentaire
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G � 2IH ÿ J2. On peut en fait dans ce cas reÂ duire �N� en passant au quo-
tient par une action du groupe des similitudes de E, et non plus seulement,
comme on l'avait fait pour obtenir �N Rel�, par l'action des isomeÂ tries de E.
La premieÁ re ideÂ e est d'utiliser pour ce faire le gradient symplectique de G,

XG � 2IXH � 2HXI ÿ 2JXJ ;

qui commute aÁ XH . Mais le ¯ot de ce champ est treÁ s loin de deÂ ®nir un groupe
de symeÂ tries utilisable. Nous nous servirons plutoÃ t du champ de vecteurs
non hamiltonien XG ÿ 2IXH , qui s'inteÁ gre facilement en un ¯ot qui trans-
forme la con®guration comme le fait une homotheÂ tie. E�ectuer la reÂ duction
correspondante revient aÁ remplacer le Hamiltonien H par G. En e�et, les
courbes inteÂ grales des deux Hamiltoniens se deÂ duisent les unes des autres aÁ
l'aide du ¯ot preÂ ceÂ dent, et G veÂ ri®e de plus

fG; Ig � fG; Jg � 0;

si bien que la con®guration garde sa taille initiale sur les nouvelles courbes
inteÂ grales. L'eÂ nonceÂ qui suit est aÁ rapprocher de la proposition 2.5.

2.21 Proposition. Si U est homogeÁne de degreÂ ÿ2 �i.e. j � ÿ1�; les mouve-
ments homographiques sont les eÂquilibres du systeÁme �N� reÂduit par l'action du
groupe des similitudes de E.

DeÂmonstration. Au champ XG ÿ 2IXH � 2HXI ÿ 2JXJ discuteÂ plus haut
correspond l'eÂ quation di�eÂ rentielle sur les eÂ tats absolus

_x � ÿ2Jx; _y � 2Jy ÿ 4Hx;

et celle sur les eÂ tats relatifs

_b � ÿ4Jb; _c � ÿ4Hb; _d � 4Jdÿ 8Hc; _q � 0:

Les eÂ quilibres du systeÁ me �N� reÂ duit par l'action du groupe des similitudes
de E sont les eÂquilibres relatifs du ¯ot de XG, autrement dit les eÂ tats tels que
Rel�XG � 0. On les caracteÂ rise en eÂ galant les quatre seconds membres de
l'eÂ quation di�eÂ rentielle ci-dessus aux quatre seconds membres corres-
pondants de �N Rel�, multiplieÂ s par ÿ2I . La premieÁ re eÂ galiteÂ donne Jb � Ic,
et montre que la deÂ riveÂ e de b reste proportionnelle aÁ b dans les mouvements
correspondant aÁ ces eÂ quilibres relatifs : ce sont des mouvements homo-
graphiques. ReÂ ciproquement, les mouvements homographiques veÂ ri®ent,
d'apreÁ s �3� et la proposition 2.14,

Jb � Ic; Idÿ 2Hb � ÿ2Ib�A; �A; q� � �A; b� � 0;

ce qui eÂ quivaut aux quatre eÂ galiteÂ s preÂ ceÂ dentes : ce sont des eÂ quilibres re-
latifs de XG.
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La proposition suivante donne des exemples de mouvements homo-
graphiques, dont notamment ceux eÂ tudieÂ s par Banachiewitz [1]. On la
rapprochera de la proposition 2.8.

2.22 Proposition. Soit U un potentiel homogeÁne de degreÂ ÿ2. Etant donneÂs une
con®guration eÂquilibreÂe b0 et un espace euclidien E de dimension 2rgb0 ÿ 1, il
existe un mouvement homographique dans E dont la con®guration relative est
proportionnelle aÁ b0.

DeÂmonstration. Nous pouvons, en supposant hl; b0i � 1, reÂ soudre �3� en
faisant

E � Ib0 Jb0
Jb0 2Hb0 ÿ 2Iÿ1b0�A0

� �
:

Cela revient aÁ imposer q � 0 : on n'a d'autre choix que dans les cas ex-
ceptionnels indiqueÂ s dans la remarque 2.11. Soient a1; . . . ; anÿ1 les coe�-
cients diagonaux de A0 et b1; . . . ; bnÿ1 ceux de l�b0 dans une base de
diagonalisation simultaneÂ e. La forme E est positive si et seulement si
toutes les matrices

bi
I J
J 2H ÿ 2Iÿ1ai

� �
le sont, ce qui revient aÁ la positiviteÂ du deÂ terminant Gÿ 2ai pour tous les i
tels que bi est non nul (la trace est alors strictement positive). Il su�ra
d'eÂ galer G au maximum des 2ai pour obtenir un E de rang 2rgb0 ÿ 1, ou de
rang infeÂ rieur si la valeur propre minimale est multiple. On disposera encore
du parameÁ tre H .

Remarques

2.23. On a pris pour valeur de G, dans l'exemple ci-dessus, la valeur mini-
male autoriseÂ e. Une valeur plus grande aurait donneÂ un mouvement en
dimension paire. On ne doit pas s'eÂ tonner de l'apparition de cette inteÂ grale
premieÁ re comme unique parameÁ tre qualitatif. Quand G est ®xeÂ , le ¯ot de
Y � XJ conjugue les dynamiques sur tous les niveaux de H ouÁ cette fonction
prend un signe donneÂ . Notons par ailleurs que G est positive pour tous les
mouvements que l'on peut continuer indeÂ ®niment dans le passeÂ et dans le
futur.
2.24. Lagrange concluait la partie theÂ orique de son Essai par le paragraphe
suivant, que Wintner [2] illustre aÁ la page 431 de ses notes historiques en
rappelant les reÂ sultats de Pizzetti [1] et de Banachiewitz [1] :

``J'avoue, au reste, qu'on pourrait reÂ soudre les ProbleÁ mes preÂ ceÂ dents
d'une manieÁ re plus simple par les formules ordinaires du ProbleÁ me des trois
Corps entre les rayons vecteurs et les angles deÂ crits par ces rayons, si l'on

Le probleÁ me des n corps et les distances mutuelles 171



voulait se borner d'abord aÁ l'hypotheÁ se que les Corps se meuvent dans un
meÃ me plan ®xe; mais il ne serait pas aiseÂ , ce me semble, d'en venir aÁ bout par
les meÃ mes formules, si l'on supposait, comme nous l'avons fait, que les
Corps pussent se mouvoir dans des plans di�eÂ rents.''

On se convaincra de l'e�caciteÂ du choix de Lagrange, le travail en dis-
tances mutuelles, en essayant deÂ montrer autrement la proposition 2.5. Nous
voulons maintenant proposer une autre approche de la preuve de la pro-
position 2.14, peut-eÃ tre plus lumineuse, mais qui, si elle semble plus ``ab-
solue'', ne di�eÁ re de la preÂ ceÂ dente que par la forme. Reprenons les notations
de cette preuve, et diagonalisons tout de suite la matrice A0, dans une base
de D� que nous notons �u1; . . . ; unÿ1�. Soient a1; . . . ; anÿ1 les coe�cients
diagonaux de A0 et b1; . . . ; bnÿ1 ceux de l�b0, qui n'est pas diagonale a priori.
On a A�ui� � Ijÿ1aiui et

kx�ui�k2 � h��x�ui�; x�ui�i � hb�ui�; uii � Ibi;

si bien que, pour tous les bi non nuls,~si � bÿ1=2i x�ui� veÂ ri®e

�~si � 2aik~sik2jÿ2~si:�C�

Les ~si�t� consideÂ reÂ s sont donc solutions de probleÁ mes de force centrale, et
satisfont tous aÁ la contrainte k~si�t�k2 � I�t�.

Lemme. Si deux solutions~s1�t� et~s2�t� de deux probleÁmes de force centrale �C�
veÂri®ent k~s1�t�k � k~s2�t�k pour tout temps t, alors ou bien j � ÿ1, ou bien les
deux orbites sont circulaires et uniformes de peÂriodes di�eÂrentes, ou bien
a1 � a2 et les deux mouvements sont isomeÂtriques.

DeÂmonstration. Les trois fonctions du temps k~sk2, �~s � _~s� et k _~sk2 caracteÂ risent
le mouvement aÁ isomeÂ trie preÁ s. On les notera encore I , J et K. L'eÂ nergie
H � K=2ÿ aIj=j permet d'exprimer K en fonction de I . Il reste les eÂ qua-
tions _I � 2J et _J � 2H � 2aIj�1� j�=j. L'hypotheÁ se implique I1 � I2,
J1 � J2 et, si _I1 est non nul, H1 � H2. En®n, si j� 1 est non nul, a1 � a2 et
K1 � K2, d'ouÁ la conclusion.

L'eÂ galiteÂ de tous les ai correspondant aÁ des bi non nuls, c'est-aÁ -dire aÁ des
x�ui� non nuls, montre que la con®guration est centrale : c'est le point i de la
proposition 2.15. Le lemme redeÂ montre donc la seconde assertion de la
proposition 2.14, en ``expliquant'' les cas d'exception.

Points critiques du potentiel

DeÂ ®nissons la sous-varieÂteÂ isospectrale d'une con®guration relative b donneÂ e :

Sb �
�
h 2 Hom��D�;D� j tr�l�h�k � tr�l�b�k; 1 � k < n

	
:
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La remarque 1.19 permet de caracteÂ riser les images reÂ ciproques de ces
sous-varieÂ teÂ s par l'application rel. Ce sont les sous-varieÂ teÂ s constitueÂ es
de con®gurations absolues ayant, aÁ une rotation preÁ s, la meÃ me forme
d'inertie b.

2.25 Proposition. Une con®guration relative b est eÂquilibreÂe si et seulement si
c'est un point critique de la restriction de Û aÁ sa sous-varieÂteÂ isospectrale Sb:

DeÂmonstration. Soit R une rotation de D�. On a R�l�tR � l. Tout point de
Sb peut s'eÂ crire

tR�b�R, si bien que les eÂ leÂ ments b0 tangents aÁ Sb au point b
sont tous tels qu'il existe un eÂ leÂ ment X de Homa�D;D�� avec

b0 � lÿ1�X�bÿ b�X�lÿ1:

Donc

hdÛ�b�; b0i � hlÿ1�dÛ�bÿ b�dÛ�lÿ1;Xi:

Le reÂ sultat suit, puisque la nulliteÂ de cette expression pour tout X eÂ quivaut aÁ

celle de lÿ1�dÛ �bÿ b�dÛ �lÿ1 � �A; b�.

2.26 Proposition. Soit E un espace euclidien de dimension arbitraire. Une
con®guration absolue x de Hom�D�;E� est centrale si et seulement si kxkÿ1x
est un point critique de la restriction du potentiel homogeÁne U aÁ la spheÁre
d'eÂquation I � 1.

DeÂmonstration. Comme I�x� � kxk2, on a dI�x� � 2��x�l. La deÂ ®nition 2.2
traduit exactement l'existence du multiplicateur de Lagrange dont nous
avons besoin.

Notons que la caracteÂ risation de la proposition 2.26 ne se limite pas aux
con®gurations de rang maximal. Cependant, lorsque U ne deÂ pend que des
distances mutuelles, son invariance par reÂ ¯exion montre qu'un point cri-
tique quelconque x0 de rang non maximal est aussi point critique de la
restriction de U aux con®gurations x telles que Im x � Im x0. On en deÂ duit,
en utilisant la proposition 1.12, la

2.27 Proposition. Une con®guration relative b de rang p est centrale si et
seulement si b est un point critique de la restriction de Û aux con®gurations
relatives de rang p et de taille hl; bi.

Remarques

2.28. Fixer la taille de b, c'est ®xer l'invariant spectral g1, deÂ ®ni dans la
remarque 1.19, de l'endomorphisme l�b. Fixer son rang aÁ p, c'est faire
0 � gp�1 � gp�2 � � � �. On voit ainsi directement qu'un point critique de la
proposition 2.27 est en particulier un point critique de la proposition 2.25.
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2.29. La quantiteÂ tA�b� b�Aÿ 2kb de la proposition 2.15 s'interpreÁ te, quand
k � jU=I , comme le vecteur gradient en b de la fonction Û restreinte aux
con®gurations de meÃ me rang et meÃ me taille que b, ou encore, comme
l'image directe par rel du vecteur gradient en x de la fonction U restreinte aÁ
la spheÁ re des con®gurations absolues de meÃ me taille que x. Ceci redeÂ montre
l'eÂ quivalence des formulations ii et iii de cette proposition.

3. L'ineÂ galiteÂ de Sundman

Dans les articles [1] et [2], Sundman a deÂ gageÂ d'inteÂ ressantes proprieÂ teÂ s de
l'eÂ volution de la taille d'un systeÁ me de trois corps, toutes relieÂ es directement
aÁ l'homogeÂ neÂ iteÂ du potentiel. Nous nous contentons ici de donner une
preuve indeÂ pendante de la dimension de l'espace de la fameuse ineÂ galiteÂ de
geÂ omeÂ trie qui est au c�ur de ces analyses. Notons que Siegel [1] prouve une
version a�aiblie de cette ineÂ galiteÂ , ce qui complique singulieÁ rement sa
preÂ sentation des reÂ sultats de Sundman [2].

ConsideÂ rons le probleÁ me plan des n corps, et repeÂ rons ces corps, une fois
choisie une base orthonormeÂ e de D, par les nÿ 1 nombres complexes
n1; . . . ; nnÿ1. Aux vitesses seront associeÂ s les nombres complexes g1; . . . ; gnÿ1.
Si jCj deÂ signe la valeur absolue du moment cineÂ tique, on aura����X

i

nigi

����2 � jCj2 � J2;
X

i

jnij2 � I ;
X

i

jgij2 � K:

Ce qu'on appelle l'ineÂ galiteÂ de Sundman n'est rien d'autre dans ce cas que
l'ineÂ galiteÂ de Cauchy-Schwarz jCj2 � J2 � IK. Dans le lemme suivant, nous
remarquons que cette ineÂ galiteÂ persiste avec une structure plus faible que
celle du 2.16.

3.1 Lemme. Soit F un espace vectoriel muni d'une forme euclidienne j et d'un
endomorphisme (eÂventuellement non inversible) J tel que j�J soit anti-
symeÂtrique. Supposons que pour tout x de F nous ayons

kJ�x�k � kxk:�1�

Alors pour tout x et tout y de F

�x � y�2 � �J�x� � y�2 � kxk2kyk2:

L'eÂgaliteÂ est reÂaliseÂe pour un couple (x,y) si et seulement si d'une part y est une
combinaison lineÂaire de x et J�x�, d'autre part kJ�x�k � kxk.

DeÂmonstration. Les vecteurs x et J�x� sont orthogonaux pour la structure
euclidienne. En projetant y dessus, on obtient
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�x � y�2
kxk2 �

�J�x� � y�2
kJ�x�k2 � kyk

2:

Il su�t maintenant d'appliquer l'ineÂ galiteÂ �1�.
Le choix d'un eÂ leÂ ment X de Homa�E;E��, tel que l'endomorphisme

JE � �ÿ1�X veÂ ri®e pour tout~r de E

kJE�~r�k � k~rk;�2�

munit l'espace euclidien �E; �� d'une structure du type de celle consideÂ reÂ e
dans le lemme. L'extension aÁ l'espace des con®gurations absolues peut se
faire comme au 2.17. En e�et, les eÂ galiteÂ s �1� et �2� eÂ quivalent chacune aÁ la
positiviteÂ de la forme �ÿ tJE���JE.

Voici ce que devient l'ineÂ galiteÂ du lemme 3.1, quand on utilise l'expres-
sion C � ÿx�l�ty � y�l�tx du moment cineÂ tique, qui donne l'identiteÂ

1

2
hC;Xi � hy�l�tx;Xi � hy;X�x�li � y �JE�x:�3�

3.2 IneÂ galiteÂ de Sundman. Pour tout eÂleÂment X de Homa�E;E�� tel que
JE � �ÿ1�X veÂri®e l'ineÂgaliteÂ �2�, on a

1

4
hC;Xi2 � IK ÿ J 2:

3.3 Remarque. Le premier membre de �3� est une ``composante'' du moment
cineÂ tique. C'est eÂ galement le Hamiltonien de l'eÂ quation di�eÂ rentielle
_x � �ÿ1�X�x, _y � �ÿ1�X�y. La forme X est donc une rotation instantaneÂe de
l'eÂtat au sens de la preuve de la proposition 2.9. Dans Albouy [1], le meÃ me
objet avait le statut de multiplicateur d'un eÂ quilibre relatif, et on l'avait
noteÂ K.

Cas d'eÂgaliteÂ et ineÂgaliteÂ de Sundman optimale

3.4 DeÂ ®nition. Nous appelons ``espace ®xe'' le sous-espace de E image du
moment cineÂtique C 2 Homa�E�;E�. Etant sous-entendu que nous n'inversons
l'endomorphisme �C� que sur l'espace ®xe, nous posons

�C� �
�����������������
ÿ�C���2

q
;

JC � �C�ÿ1�C��;
XC � ��JC;

jCj � 1

2
tr�C� � 1

2
hC;XCi:
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3.5 Proposition. Soient C un eÂleÂment de Homa�E�;E� et X un eÂleÂment de
Homa�E;E�� tel que l'endomorphisme JE � �ÿ1�X veÂri®e l'ineÂgaliteÂ �2�. Il
existe z � �x; y� tel que

C � ÿx�l�ty � y�l�tx;
1

4
hC;Xi2 � kxk2kyk2 ÿ �x � y�2;

si et seulement si X et C sont lieÂs par la relation X � XC � X0, ouÁ X0 est
tel que ImX0 � kerC (et ne joue aucun roÃle). Dans ce cas y est une
combinaison lineÂaire de x et JE�x, et l'espace du mouvement coõÈncide avec
l'espace ®xe.

DeÂmonstration. Soit X � XC � X0. On veÂ ri®e que les trois structures

C�tJC � �C���ÿ1; C; tJÿ1C

munissent E�= kerC, canoniquement dual aÁ l'espace ®xe, d'une structure
hermitienne. Soit f une injection unitaire de ce dernier espace dans l'espace
2D, dont la structure hermitienne est deÂ ®nie par

jl; xl; J0;

homomorphismes qui envoient respectivement un couple �u; v� de disposi-
tions sur

ÿ
l�u�; l�v��, ÿÿl�v�; l�u�� et �ÿv; u�. L'eÂ tat z � tf, de 2D� dans

ImC, veÂ ri®e les deux eÂ quations de la proposition : la premieÁ re parce que,
par deÂ ®nition, le moment cineÂ tique est l'image directe de xl par l'eÂ tat
absolu, la deuxieÁ me parce que, z � �x; y� eÂ tant une application complexe, on
a y � JC�x. ReÂ ciproquement, d'apreÁ s la ®n du lemme 3.1, tout z qui veÂ ri®e
la deuxieÁ me eÂ quation est de la forme �x; y � kx� mJE�x�, et satisfait de plus
kJE�xk � kxk, qui entraõÃ ne J2

E�x � ÿx. Transformons z en une application
complexe de 2D� sur ImC, de meÃ me moment cineÂ tique, en posant
z0 �

���
m
p �x;JE�x�. La forme C�tJE, image reÂ ciproque de jl par

tz0, doit eÃ tre
symeÂ trique et deÂ ®nie positive. Le carreÂ de l'endomorphisme C�tJE�� associeÂ
aÁ cette forme s'eÂ crit C�tJE���JE�

tC��, ou encore ÿ�C���2. Nous avons donc
eÂ tabli l'eÂ galiteÂ de ÿC�X � C�tJE�� et

�����������������
ÿ�C���2

q
, eÂ galiteÂ deÂ jaÁ veÂ ri®eÂ e quand

on fait X � XC (deÂ ®nition 3.4). Le noyau de C contient donc l'image de
Xÿ XC.

Il suit des propositions 3.2 et 3.5 que, parmi les X tels que JE � �ÿ1�X
veÂ ri®e l'ineÂ galiteÂ �2�, XC maximise l'expression hC;Xi quand on ®xe C.
Faisant ce choix nous obtenons l'
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3.6. IneÂ galiteÂ de Sundman optimale : jCj2 � IKÿ J2: Remarquons que la
proposition 3.5 donne une autre caracteÂ risation des eÂ tats consideÂ reÂ s dans la
proposition 2.18 : ce sont les cas d'eÂ galiteÂ dans l'ineÂ galiteÂ de Sundman. Au
cours d'un mouvement homographique dont la con®guration est centrale, la
structure complexe donneÂ e par la proposition 2.18 est donc celle associeÂ e au
moment cineÂ tique: nous redeÂ montrons ainsi son invariance au cours du
mouvement, deÂ jaÁ conseÂ quence de la proposition 2.20. Dans les mouvements
homographiques aÁ con®guration non centrale, la quantiteÂ IK ÿ J2 est une
constante strictement supeÂ rieure aÁ jCj2.

4. Equations des con®gurations eÂ quilibreÂ es
ReÂ solution dans le cas de trois corps

MeÂthode pour l'obtention d'eÂquations explicites. Une con®guration relative b
deÂ ®nit une forme bilineÂ aire sur l'hyperplan D� de Rn. Choisir une extension
de cette forme aÁ Rn, c'est associer aÁ b une matrice n� n, qui peut eÃ tre utile
pour calculer. Si par exemple b correspond aÁ une con®guration absolue de n
points~r1; . . . ;~rn, l'identiteÂ

hb�n�; gi �
X

1�i;j�n

�~ri �~rj�nigj � ÿ
1

2

X
1�i;j�n

k~ri ÿ~rjk2nigj;

dans laquelle n � �n1; . . . ; nn� et g � �g1; . . . ; gn� deÂ signent deux eÂ leÂ ments de
D�, suggeÁ re deux choix inteÂ ressants de tels repreÂ sentants matriciels: la ma-
trice des~ri �~rj et celle des ÿsij=2, ouÁ

sij � k~ri ÿ~rjk2:

En geÂ neÂ ral, deux matrices n� n de coe�cients respectifs bij et b0ij deÂ ®nissent
la meÃ me forme bilineÂ aire sur D� si et seulement s'il existe 2n nombres reÂ els
u1; . . . ; un, v1; . . . ; vn tels que pour tout i et tout j on ait

b0ij ÿ bij � ui � vj:

Les combinaisons bii � bjj ÿ bij ÿ bji sont indeÂ pendantes du repreÂ sentant
choisi. Lorsque la forme consideÂ reÂ e est symeÂ trique, ce sont ses coordonneÂ es
dans la base rij de Homs�D�;D� deÂ ®nie dans la remarque 1.14. On retrouve
ainsi l'expression b �Pi<j sijrij.

Associons maintenant une matrice aÁ

dÛ �
X
i<j

@Û
@sij

dsij:

Une telle matrice est unique car dÛ deÂ ®nit une forme bilineÂ aire sur D et une
telle forme s'eÂ crit de manieÁ re unique
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�u; v� 7!
X

1�i;j�n

aijuivj; avec pour tout i;
X

j

aij �
X

j

aji � 0:

De l'identiteÂ dsij � r�ij � e�ij 
 e�ij, on deÂ duit que

hdÛ�b��u�; vi �
X
i<j

@Û�b�
@sij

�ui ÿ uj��vi ÿ vj�

pour tout couple �u; v� de dispositions repreÂ senteÂ es respectivement par les n-
uples �u1; . . . ; un� et �v1; . . . ; vn�. La matrice chercheÂ e est formeÂ e des coe�-
cients des termes uivj dans cette somme. Comme de plus dÛ�b� est
symeÂ trique, il nous su�t de retenir que parmi les coe�cients aij de la matrice
obtenue, ceux pour lesquels i < j s'eÂ crivent

aij � ÿ @Û
@sij

:

Un repreÂ sentant matriciel de P � b�dÛ �lÿ1 � b�A s'obtient simplement
en e�ectuant le produit de repreÂ sentants matriciels de b, dÛ et lÿ1. Nous
prenons respectivement la matrice des ÿsij=2, celle des aij, et la matrice
diagonale de coe�cients diagonaux mÿ1i . Les coe�cients du produit sont les

Pij � 1

2mj

X
l6�j

�sil ÿ sij� @Û
@slj

:�1�

On obtient les coordonneÂ es de la partie symeÂ trique de P en formant les
combinaisons invariantes Pii � Pjj ÿ Pij ÿ Pji. Elles peuvent, d'apreÁ s le point
iii de la proposition 2.15, servir aÁ eÂ crire des eÂ quations caracteÂ risant les
con®gurations centrales, ce que nous ne ferons pas ici. Quant aÁ la partie
antisymeÂ trique, elle est connue deÁ s que sont connues les combinaisons
invariantes

Pijk � Pij � Pjk � Pki ÿ Pik ÿ Pkj ÿ Pji;

avec i < j < k. Si n est strictement supeÂ rieur aÁ 3, ces combinaisons sont
redondantes. En e�et, l'application ``produit exteÂ rieur par �1; . . . ; 1�'' deV2 Rn dans

V3 Rn se factorise aÁ travers une injection lineÂ aire de
V2D dansV3 Rn. Les Pijk , i < j < k, sont les coordonneÂ es dans

V3 Rn de l'image par
cette injection du bivecteur Pÿ tP. Calculons-les : les termes ouÁ l vaut i, j
ou k dans l'eÂ quation �1� font apparaõÃ tre le deÂ terminant

rijk �
1=mi 1=mj 1=mk

sjk ÿ ski ÿ sij ski ÿ sij ÿ sjk sij ÿ sjk ÿ ski

@Û=@sjk @Û=@ski @Û=@sij

������
������:
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Les termes correspondant aÁ une autre valeur de l font apparaõÃ tre

Y l
ijk �

1 1 1
sjk � sil ski � sjl sij � skl

1

mi

@Û
@sil

1

mj

@Û
@sjl

1

mk

@Û
@skl

��������
��������;

de sorte que

Pijk � ÿ 1
2
rijk � 1

2

X
l6�ijk

Y l
ijk :

Jointes aux conditions de positiviteÂ de la forme b, les eÂ quations Pijk � 0,
i < j < k, deÂ ®nissent les con®gurations eÂ quilibreÂ es.

Cas du potentiel newtonien. DeÂ ®nissons une fonction U sur R� par la for-
mule U�s� � Gsÿ1=2, ouÁ G est une constante positive. Le potentiel newtonien
s'eÂ crit

Û �
X

1�i<j�n

mimjU�sij�:�2�

Nous ne retiendrons de la forme particulieÁ re de U que certaines pro-
prieÂ teÂ s, par exemple la concaviteÂ de sa deÂ riveÂ e u � U0. Les eÂ quations que
nous venons d'obtenir pour les con®gurations eÂ quilibreÂ es se simpli®ent :
la deÂ pendance de A en les masses devient lineÂ aire, les coe�cients Pij

s'eÂ crivent

Pij � 1

2

X
l6�j

ml�sil ÿ sij�u�slj�;

et rijk et Y l
ijk deviennent respectivement

1 1 1
mi�sjk ÿ ski ÿ sij� mj�ski ÿ sij ÿ sjk� mk�sij ÿ sjk ÿ ski�

u�sjk� u�ski� u�sij�

������
������

et

ml

1 1 1
sjk � sil ski � sjl sij � skl

u�sil� u�sjl� u�skl�

������
������:

Les con®gurations eÂquilibreÂes de trois corps. Nous noterons deÂ sormais
a � s23, b � s31, c � s12 et r � r123.
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4.1 Proposition. ConsideÂrons un potentiel Û deÂ®ni par la formule �2� dans
laquelle U deÂsigne une application d'un intervalle de deÂ®nition contenu dans
�0;�1� dans R dont la deÂriveÂe u est strictement concave ou strictement
convexe. Une con®guration de trois corps de masses eÂgales est eÂquilibreÂe si et
seulement si elle est isoceÁle.

DeÂmonstration. L'unique eÂ quation des con®gurations eÂ quilibreÂ es s'eÂ crit en
e�et

r � 2
1 1 1
a b c

u�a� u�b� u�c�

������
������ � 0:

Elle eÂ quivaut aÁ l'alignement sur le graphe de u des trois points d'abscisses a,
b et c.

Nous deÂ gageons dans le lemme suivant des incompatibiliteÂ s entre l'ordre
des trois masses et l'ordre des trois coÃ teÂ s d'une con®guration eÂ quilibreÂ e.
Nous avons besoin supposer que le graphe de la fonction u � U0 veÂ ri®e aussi

1 1 1
aÿ b bÿ a c
u�a� u�b� u�c�

������
������ � 0;�3�

pour tout triplet ordonneÂ a < b < c de nombres reÂ els strictement positifs
appartenant aÁ l'intervalle de deÂ ®nition de u. Pour le potentiel newtonien
nous savons que sous les meÃ mes hypotheÁ ses

1 1 1
aÿ1 bÿ1 cÿ1

u�a� u�b� u�c�

������
������ > 0;�4�

ce qui est plus fort que l'eÂ trange ineÂ galiteÂ �3�, comme nous le montrerons au
cours de la preuve du lemme. Notons qu'on peut aussi changer u en ÿu
dans l'eÂ nonceÂ qui suit.

4.2 Lemme. ConsideÂrons une con®guration eÂquilibreÂe de trois masses m1, m2,
m3 formant un triangle tel que a < b < c. Supposons que la fonction u, deÂ®nie
sur un intervalle contenu dans �0;�1�, est strictement croissante, concave,
et veÂri®e l'hypotheÁse �3� ci-dessus. Si m1 � m2, le triangle est acutangle (tous
les angles sont aigus) et m2 < m3.

DeÂmonstration. RemplacË ons u�a�, u�b� et u�c� par des constantes A, B et
C telles que A < B < C. ConsideÂ rons l'espace R3 muni des coordonneÂ es
�a; b; c�. Appelons p1, p2, p3, p4, p5, p6 et p7 les points d'intersection du
plan a� b� c � 1 et des sept droites passant par l'origine et par les
points �1; 1; 0�, �1; 1; 1�, �1; 1; 2�, �C ÿ B;C ÿ A; 2C ÿ Aÿ B�, �0; 1; 1�,
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�0;Bÿ A; 2C ÿ Aÿ B� et �0; 0; 1�. La frontieÁ re deÂ ®nie par l'ineÂ galiteÂ �3�
passe par les point p1, p4 et p6. Celle deÂ ®nie par l'ineÂ galiteÂ

1 1 1
a b c
A B C

������
������ � 0;

qui exprime la concaviteÂ du graphe de u, passe par p2 et p4. Le graphe de u
ne peut donc veÂ ri®er les hypotheÁ ses du lemme si le point �a; b; c� est en
dehors du quadrilateÁ re p2 p4 p6 p7. On montre facilement que la condition
�4� deÂ ®nit une reÂ gion contenue dans ce quadrilateÁ re, limiteÂ e par le segment
p2p7 et l'hyperbole passant par p2 et p7 et tangente aÁ p2p4 en p2. Il ne nous
reste plus qu'aÁ situer la droite

r �
1 1 1

m1�aÿ bÿ c� m2�bÿ cÿ a� m3�cÿ aÿ b�
A B C

������
������ � 0:

Elle coupe le segment p4p5 : r prend le signe de �Aÿ B��Bÿ C��m1 ÿ m2� en
p4 et de m1�C ÿ B� en p5. Comme p4 appartient au segment p3p5, r est
encore neÂ gatif en p3, alors qu'il est du signe de m3�Bÿ A� en p1, c'est-aÁ -dire
positif : la droite coupe aussi le segment p1p3. Elle ne rencontre donc pas le
quadrilateÁ re p2p4p6p7, sauf si r est positive en p2, c'est-aÁ -dire si

1 1 1
m1 m2 m3

A B C

������
������ � 0:

Cette ineÂ galiteÂ n'est pas possible si m1 < m2 et m3 < m2. En®n, on doit avoir
cÿ aÿ b < 0 pour tous les points d'intersection, ce qui montre que le plus
grand des trois angles du triangle est aigu.

Fig. 1
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Pour donner l'allure de la courbe r � 0, et justi®er les ®gures que nous
tracË ons ensuite, on observe que lorsqu'on ®xe b et c, r est une fonction treÁ s
simple de a, veÂ ri®ant notamment

@2r
@a2
� u00�a�

�
�m2 ÿ m3�h�a� ÿ �m2 � m3��bÿ c�

�
;

en notant h la fonction telle que

h�a� � a� 2
u0�a�
u00�a� :

Dans le cas newtonien, U�a� � Gaÿ1=2 donne h�a� � a=5 : la deÂ riveÂ e seconde
de r ne peut s'annuler qu'une fois. Le lemme suivant donne un reÂ sultat
optimal.

4.3 Lemme. Pour un potentiel newtonien, la fonction a 7! r�a; b; c� s'annule
au plus deux fois sur l'intervalle �0;�1�.

DeÂmonstration. Reprenons l'expression de la deÂ riveÂ e seconde de r. Si
m2 ÿ m3 et bÿ c sont de signes contraires, @2r=@a2 garde un signe constant.
Sinon, r est eÂ quivalente aÁ �m2 � m3��cÿ b�u�a� au voisinage de a � 0 et aÁ
�m1 � m2�

ÿ
u�b� ÿ u�c��a� �m3 ÿ m2�

ÿ
u�a� ÿ u�b��a au voisinage de

a � �1, deux expressions dont les signes coõÈ ncident. Dans les deux cas, la
conclusion suit.

Remarques

4.4. Un analogue du lemme preÂ ceÂ dent pour des potentiels non newtoniens,
et surtout non homogeÁ nes, s'obtient en faisant une hypotheÁ se de monotonie
sur la fonction h, qui revient supposer que la deÂ riveÂ e schwarzienne de u ne
s'annule jamais. Cela provient du fait que l'eÂ quation r � 0 deÂ ®nit im-
plicitement le reÂ el u�a� comme une fonction homographique de a quand b et
c sont ®xeÂ s.
4.5. La conclusion de 4.2 deÂ coule facilement du lemme 4.3 : il su�t d'eÂ tudier
le signe de r sur les triangles isoceÁ les.

La Figure 2 deÂ crit les con®gurations eÂ quilibreÂ es pour quatre choix de
masses. On a repreÂ senteÂ en trait gras la courbe des con®gurations eÂ quilibreÂ es
de taille ®xeÂ e et l'ellipse des triangles d'aire nulle de taille ®xeÂ e. En trait ®n
apparaissent le triangle qui borde le sous-ensemble��a; b; c� 2 R3; a � 0; b � 0; c � 0; I � 1

	
et quelques lignes de niveau des fonctions potentiel et aire restreintes aÁ ce
sous-ensemble. On notera que la courbe des con®gurations eÂ quilibreÂ es
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contient neÂ cessairement les points singuliers de ces restrictions, respective-
ment le triangle eÂ quilateÂ ral de Lagrange (dÛ proportionnelle aÁ l) et le
triangle dont le centre de masse coõÈ ncide avec l'orthocentre (b proportion-
nelle aÁ lÿ1).

ReÂ feÂ rences

A. Albouy [1] Integral manifolds of the N-body problem, Invent. math. 114, p. 463±488 (1993)
A. Albouy [2] SymeÂtrie des con®gurations centrales de quatre corps, C. R. Acad. Sci. Paris, 320,

p. 217±220 (1995)
T. Banachiewitz [1] Sur un cas particulier du probleÁme des trois corps, C. R. Acad. Sci. Paris, 142,

p. 510±512 (1906)

Fig. 2

Le probleÁ me des n corps et les distances mutuelles 183



L.M. Blumenthal [1] Theory and applications of distance geometry, Oxford at the Clarenton
Press (1953)

E. Betti [1] Sopra il moto di un sistema di un numero qualunque di punti che si attraggono o si
respingono tra di loro, Annali di Matematica s.2 t.8, p. 301±311 (1877)

E. Cartan [1] LecË ons sur les invariants inteÂgraux, Hermann (1922)
A. Cayley [1] On a theorem in the geometry of position, �uvres v.1, p. 1±4 (1841)
C.G.J. Jacobi [1] Vorlesungen uÈber Dynamik (1843), Gesammelte Werke, Chelsea (1969)
J.L. Lagrange [1] Essai sur le probleÁme des trois corps, �uvres v.6, p. 229±324 (1772)
J.L. Lagrange [2] Remarques geÂneÂrales sur le mouvement de plusieurs corps, �uvres v.4, p. 401±

418 (1777)
A. Lichnerowicz [1] Les varieÂteÂs de Poisson et leurs algeÁbres de Lie associeÂes, J. of Di�. Geom.

12, p. 253±300 (1977)
P. Pizzetti [1] Casi particolari del problema dei tre corpi, Rendiconti della Reale Accademia dei

Lincei s.5 v.13, p. 17±26 (1904)
C.L. Siegel [1] Vorlesungen uÈber Himmelsmechanik, Springer-Verlag (1956), eÂ dition anglaise

avec J.K. Moser, Springer-Verlag (1971)
K.F. Sundman [1] Recherches sur le probleÁme des trois corps, Acta Soc. Sci. Fennicae 34 Nr. 6

(1907)
K.F. Sundman [2] MeÂmoire sur le probleÁme des trois corps, Acta Math. 36, p. 105±179 (1913)
A. Wintner [1] Galilei group and law of gravitation, Amer. Journ. of Math. 60, p. 473±476 (1938)
A. Wintner [2] The analytical foundations of Celestial Mechanics, Princeton University Press

(1941)

184 A. Albouy, A. Chenciner


