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1 Introduction

Le lemme de Morse pour les geodésiques affirme que dans une varieté a
courbure strictement négative et agéométrie bornée, toute quasi-geodesique
est a une distance bornée d’ une geodésique.

D’un point de vue dynamique, il est le pendant geométrique du “ Shad-
owing Lemma’. Il apour consegquence lestrois propriétés hyperboliques du
flot géodésique d' une variété compacte a courbure strictement régative, vu
ici comme un feuilletage de dimension 1 :

(i) laréunion des feuilles compactes est dense ;

(i) unefeuille générique est dense ;

(iii) les flots géodésiques de deux métriques proches a courbure régative
sont conjugués.

Le but de notre d'article est d'énoncer un lemme de Morse pour les
k-surfaces dans les variétés de dimension 3 a courbure regative et d' en tirer
des consegquences anal ogues.

Commencons par definir brievement une k-surface dans une variéteé M
de dimension 3 a courbure plus petite que —1 pour k €]0, 1. Il s'agit d’ une
surface dont la courbure extrinséquec’ est-a-dire le produit des courbures
principales, vaut k. Les hypotheses sur k entrainent gu’une k-surface est
localement convexe et a courbure intrinséque strictement regative. Nous
nous intéresserons principalement aux k-surfaces non compactes (elles le
sont toutes si M est simplement connexe) et compl étes dans un certain sens
(voir le paragraphe 2.2 pour des precisions).

Revenons au lemme de Morse pour les k-surfaces. L’ une de ses cong-
guences immédiates est que toute surface localement convexe a courbure
extrinseque plus grande que k, ayant de bonnes proprétés “al’infini”, est a
distance bornée d' une k-surface. Ce lemme apporte aussi une solution aune
sorte de probléme de Plateau pour les k-surfaces. Malheureusement, pour
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enoncer correctement celemme, il faut introduire des dfinitions techniques
qui sortent du cadre de cette présentation (voir la section 2 pour unénoncé
précis).

Nous allons plutdt présenter dans les deux prochains paragraphes deux
incarnations de ce lemme de Morse :

(1) I'étude du probléme de Plateau asymptotique ;
(2) les propriétés hyperboliques de I’ espace des k-surfaces.

Cespropriétés hyperboliques font apparaitre I’ espace des k-surfaces comme
une géeneralisation du flot geodésique dans le monde des laminations par
des surfaces ; elles sont la motivation essentielle de notre travail.

Pour énoncer de fagon simple nos résultats, nous supposerons dans cette
introduction que M est le revétement universel d’une varété N compacte.

1.1 Probléme de Plateau asymptotique

Notons d,, M lebord al’infini de M. Soit i un homeomorphisme local d’ une
surface S dans d,,M. Une solutiondu probléeme de Plateau asymptotique
(i, S est uneimmersion f de Sdans M dont I'image est une k-surface et
tellequei est I’ application qui associe aun point sde SI’ extemite al’infini
delanormale extérieure a f(S) en f(9).

Donnons deux justifications de cette terminologie : d’ une part, ce prob-
leme de Plateau asymptotique est une version asymptotique d’ un probléme
plus proche du probléme de Plateau usuel, & savoir determiner une surface
par son bord (cf proposition 5.0.1); d’ autre part, lorsquei est un plongement
du disque ouvert qui sétend aun plongement du disque ferng, alorsle bord
al’infini de lasolution coincide avec le bord du disque.

Cette terminologie peut étre source de confusion car en @gnéra une
solution d'un probléme asymptotique n’a pas de bord a I'infini en un
sens raisonnable. Enfin méme dans le cas ou i provient d' un plongement,
la connaissance du bord ne suffit pas a cecrire le probléeme de Plateau
asymptotique : il faut préciser I'une des deux composantes connexes du
complémentaire du bord du disque ; c'est lerble dei.

Nous démontrerons les résultats suivants sur |’ existence et |’ unicie des
solutions du probléme de Plateau asymptotique.

Théoréme A. Il existe au plus une solution d’'un probleme de Plateau
asymptotique.

L e probleme de Plateau asymptotique n’a pas toujours de solution :

Théoréme B. Si S esb, M privé de &ro, un, ou deux points, et si i est
I'injection de S dan$, M, alors le problemdi, S) n'a pas de solution.

Par contre, nous avons les trois resultats d’ existence suivants :
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Théeoreme C. Si (i, S est un probléme de Plateau asymptotique et si
oM \ I (S contient au moins trois points distincts, alaiis S) admet une
solution.

Théoréme D. SoitI" un groupe agissant sur S, tel quél'Sest une surface
compacte de genre plus grand &gal a 2. Soifp une repéesentation de”

.....

Vyel, ioy=py)oi,

alors le probléemdi, S) a une solution.

Théoréme E. Soit(i, U) un probléme de Plateau asymptotique. Si S est un
ouvert relativement compact de U, aldis S) admet une solution.

On peut remarquer une analogie entre les problémes de Plateau asympto-
ti qules ayant des solutions, et lesimmersions hyperboliques du disque dans
CP-.

Nousavionsdemontrédans[4] letheoremeD lorsquelavariété ambiante
était acourbure constante. Toujours dans|e cas delacourbure ambiante con-
stante, mais en toutes dimensions, J. Spruck et H. Rosenberg ont demontré
dans [5] des versions partielles de nos iésultats : ils ont montré que le prob-
léme de Plateau défini par (i, U) avait une solution dans le cas ou U était
I"intérieur du disque fermé D et oui s étendait en un plongement de D. Les
autres résultats de [5] sont des cas particuliers du theoréme 5.0.1, toujours
dans le cadre de la courbure ambiante constante mais en toutes dimen-
sions: les auteurs ne considérent que les graphes au-dessus d’ horospheres.
Ceci leur permet d'écrire explicitement leséquations satisfaites par lafonc-
tion dont une telle surface est le graphe. Grace a I’ hypothése de courbure
ambiante constante, ceséquations sont d’une forme simple et les estinees
a priori classiques pour leséguations de Monge-Ampeére peuvent alors s’ ap-
pliquer. Notre méthode est différente. Nous appliquons les techniques plus
flexibles de courbes pseudo-holomorphes mises au point dans [3]. Nous
décrivons les k-surfaces comme des solutions d’un probléme de Monge-
Ampeére au sensde cedernier article. Ceci nous permet, d’ une part, de sortir
du cadre de la courbure constante, d autre part, de ne pas nous restreindre
aux seuls graphes au-dessus d’ horosphéres.

1.2 Propretés hyperboliques de I'espace des k-surfaces

Explicitons |’ analogie avec le flot geodésique. Soit N une variété compacte
dedimension 3. Lefibréunitaire de N est I espace des geodési ques pointées,
c'est-a-dire des paires (y, X) ou x est un point de la geodésique y. Le flot
géodesique vu comme feuilletage de dimension 1 s obtient en deplacant le
point x lelong de la geodésique y .
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Définissons les k-surfaces pointees, comme les paires (S, X) ou X est un
point sur lak-surface S. Ces surfaces sont en genéral non compactes et ont
méme beaucoup de récurrence. Les tubes pointes sont les paires (T, X), ou
T est une géodésique et x un vecteur unitaire normal aT.

Dans|[3], dans le cadre plus genéral des problémes de Monge-Ampére,
nous avons montré I’espace N, constitué des k-surfaces pointées et des
tubes pointés, est compact. |l posséde de plus une structure de lamination
définie par la condition : deux points (F, x) et (G, y) sont sur la méme
feuilles F = G.

Par abus de langage, nous appellerons N I’ espace des k-surfaces de N.

La topologie sous-jacente, et les précautions a prendre pour traiter du
cas des revétements sont précisées dans la section 8 et dans I’ article [3].

Le théoreme suivant est le resultat central de cet article. 1| montre que
I’ espace N possede les propriétés hyperboliques du flot geodésique.

Théoréme F. Soit & I'espace des k-surfaces d’une i compacte N
munie d’une ratrique hy a courbure plus petite quel, alors :

() pour tout entier g, la @union des feuilles compactes de genre plus
grand que g est dense dans;

(ii) une feuille grérique est dense dans ;

(iii) N est stable dans le sens suivant : si h est ueteigue suffisamment
proche de b, et si.V est I'espace des k-surfaces pour latrigue h,
alors il existe un ho@omorphisme entréy ety envoyant feuille sur
feuille.

L’ espace des k-surfaces contient I’ espace des tubes poings, espace qui
fibre au-dessus du flot geodésique. En ce sens, |’ espace des k-surfaces “ con-
tient e flot géodésique”. Dans le cas ou la courbure ambiante est constante,
il contient également I’ espace des planstotalement geodésiques orientés & :
en effet, les surfaces équidistantes des plans totalement geodésiques sont
a courbure constante. Notre espace & de dimension infinie est cependant
beaucoup plus gros.

Signalons, a titre de comparaison, quelques proprietés de |’ espace &
dans le cas de la courbure ambiante constante. D’ aprés le theoreme d' er-
godicité de Moore, une feuille générique est dense. Pour certaines varietés
arithmétiques, & ne contient aucune feuille compacte ; pour d’autres au
contraire, il en contient un ensemble dense.

Cet espace & n'a pas beaucoup d'inérét quand la courbure n’est pas
constante, mais il posséde une sorte de proprieté de “stabilite” démontrée
par M. Gromov [2] : si une métrique h sur une variété N est suffisamment
proche d’ une métrique g acourbure constante, alorsil existe une application
continue de £, |’ espace des plans totalement geodésiques pour g, dans N
telle que les images des feuilles soient des surfaces minimales.

Lasituation déecrite par |etheoréme F améene ase poser un certain nombre
de questions :
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(i) onauneabondance de mesures transverses invariantes, maisy en a-t-il
une qui charge tous les ouverts ?

(ii) Quelle est la statistique des feuilles compactes ? On peut associer a
chaque k-surface I’integrale de sa courbure moyenne. Pour de bonnes
raisons nous appellerons ceci 'aire de la k-surface. De maniére na-
turelle, I’aire des tubes est alors la longueur de la geodésique sous-
jacente (a 2w pres). On peut alors montrer (ce n'est pas fait dans cet
article) qu’il n"y aqu’un nombrefini N(A) defeuilles compactesd’ aire
bornée par A. Notons N(A, g) le nombre de celles qui sont de genre g.
On peut poser

eny(N) = hligmﬁmfOO Iog(l\l#‘

Le nombre ent est I'entropie du flot geodésique, quelles sont les
valeurs deent, ?

(iii) Lesfeuilles compactes sont elleséquidistribuées ?

(iv) Pour deux métriques proches, supposons que |I” honmeéomorphisme de
conjugaison puisse étre choisi conforme sur chacune des feuilles, les
meétriques sont-elles isométriques ?

1.3 Structure de l'article

2 - Définitions,énon@& du lemme de MorséNous énongons le lemme
de Morse et donnons les cEfinitions utilistes de maniére recurrente dans
I"article ainsi que quelques proprietés préliminaires.

3 - Variations infiniesimales et &ormations.Nous y démontrons le
lemme 3.0.1 qui décrit les variations infinitesimales des k-surfaces a bord.
4 - Theoreme de compaéitNousy étudions les limites de k-surfaces. Cette
section débute par un rappel des résultats de compacite sur les problémes
de Monge-Ampére demontrés dans [3].

5 - Probléme de Plateau pour les disquékus y cemontrons la proposi-
tion 5.0.1 qui est une version faible du lemme de Morse.

6 - Démonstration du lemme de Morse pour les surfaces conviies.
utilisons une méthode de déformation.

7 - Problémes asymptotiqueNlous y cemontrons les théorémes énonces
dans I'introduction. Nous traitons le treoréme A en 7.2.1 ; les theorémes
C, D et E sont vus en 7.3.3, 7.3.1 et 7.3.2 respectivement, et enfin B est
demontré en 7.4.1.

8 - Espace des k-surfaceA. partir de cette section, nous nous inéressons
a |’ espace des k-surfaces d’ une variété compacte. Cet espace est introduit
en 8.

9 - Densit des feuillesgriodiques.ll s agit de de F-(i). La ddmonstration
est laplus délicate de cet article.

10- Gérericité des feuilles denselous y demontrons F-(ii).

11 - Stabili€. Cette section contient la preuve de F-(iii).
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2 Deéfinitions, énone@ du lemme de Morse

Dans cette section, nous donnons les cEfinitions utilisees dans cet article
ains que quelques résultats préliminaires.

Enongons tout de suite le lemme de Morse qui sera cemontré dans le
paragraphe 6.0.1:

Lemme de Morse.Soit M une vaéte d’Hadamard a §onetrie borree et a
courbure strictement plus petite que < 0. Soit S une surface localement
convexeéventuellement a bord, a courbure plus grande que epagrie
borrée et qui n’est ni horosphique a I'infini, ni tubulaire, ni compacte sans
bord. Alors, pour tout ke]0, c[, il existe une unique k-surfacg lentille
pour S.

De plus, si S n'est pas tubulaire a l'infini, la courbure moyenné&dsst
uniformement borge et en particuliez n’est pas dgereréee.

Les k-surfaces dégénérées et non dégénérées sont définies dans le para
graphe 2.2, les surfaces lentilles en 2.2.2. Le paragraphe sur la ggométrie
bornée 2.3 est nécessaire pour donner la cEfinition 2.4 de tubulaire, horos-
phérique al’infini etc

2.1 k-surfaces

Soit S une surface localement convexe immergge dans une variété M de
dimension 3. Nous noteronsri(S) sonreleve de Gauss' est-a-dire lasurface
immergée dans le fibré unitaire UM de M constituée des vecteurs normaux
extérieursa S.

Une k-surfaceest une surface (@ventuellement a bord) immergee dans
M dont le produit des courbures principales vaut k, et telle que la nétrique
induite dei(S) soit compléte. Cette derniére condition n’ entraine pas a pri-
ori que la métrique induite de celle de M est compléte. Si tel est le cas, la
surface est non decerérég et degerereedansle cascontraire. Si lacourbure
moyenne est bornée, alors la k-surface est non degénérée.

2.2 Surfaces lentilles, normaiendu, bout
2.2.1 Normaktendu, bout

Soit ¥ une surface localement convexe immergee abord X dans M. Soitfi
son champ de vecteurs normal extérieur et i, le champ de vecteurs normal
intérieur 29X dans X. Posons

N = {ue (Tax)"/ (u,fi,) <O}
Le normalétendude T est le sous-ensemble Ny, de UM, défini par
Ny = () UN; .
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Danslasuite, nous identifierons souvent abusivement X etii(X), vu comme
sous-ensemble de UM. 11 est facile de voir que N;; est une sous-variété CO-
immergée dans UM dont le bord dNy, est I’ ensemble de vecteurs normaux
intérieursa = lelong de 9.

Lebout Bde X est lavariété riemanniennehoméomorphea Ny, x 10, +o0o[
munie de lamétrique induite par I’ application :

Ny x]0, +oo[ —> M
(t, N) > exp(tn).

D’un point de vue métrique, on compléte le bout en gjoutant X, on parlera
alors d’un bout complet.

2.2.2 Graphettendu, surface lentille, champ focal, pied, fonctions
inverses

Nous notons A |’adhérence d’un ensemble A dans Ny. Une surface S
localement convexe immergée a bord S est un grapheétenduau-dessus
de X, sil existe :

— unouvert O deint(Ng) = Ny \ 0Ny, vérifiant
A(X) c Oc O cCint(Ny);

— unefonction f continue cEfinie sur O, strictement positive sur O ;

telsque:

(i) VyeO\O, f(y)=0;
(i) S={exp(f(wu) / ue O};
(iii) le segment geodésique exp([ f(u), +oo[u) est extéerieur a S.

Si f est bornée, nous dirons que Sest un grapheétendu borré au-dessus
de X. De maniére symétrique, nous dirons dans ce dernier cas que X est
lentille pour S, et appellerons f fonction assoée

Le champ de vecteurs focpbur un grapheétendu Sau-dessus de X est
le champ de vecteurs

d
U : exp(f(wu) — &}t:f(u)

exp(tu).

Soit Sun graphe étendu au-dessus de X. Soit y = exp(f(u)u) un point
de S. Le piedde y est le point x = 7(u) de . Ici 7 est la projection du
fibré unitaire de M sur M.
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2.2.3 Remarques

(i) Soit v le champ de vecteurs normal exterieur a S, et i celui de . On
av(s) # f(s) pour tous les points s de 9X. En effet, I’ouvert O dela
définition d’'un graphe étendu contient I’ adhérence de (%) et f est
strictement positive.

(ii) Avec les mémes notations, ¥(0X) C int(Ng). En effet, d' aprés la
condition 2.2.2 (iii), le vecteur i, pointe vers|’intérieur de S; ¢’ est-a
dire, s sest un point de 9S= 9%, nous avons :

(Ma(s), 1i(s)) < 0.

Le vecteur i(s) est perpendiculaire & T(dX) ; il appartient donc au
plan engendré par i, (s) et i(s). En particulier, si v(s) ¢ int(Ny), nous
avons v(s) = —ni(s). Ceci est impossible : deux surfaces strictement
convexes ayant en un point d’intersection deux normal es oppoges sont
telles que leur intersection est r'eduite a ce point, au moins localement.

(iii) Un graphe étendu S au-dessus de X%, se plonge naturellement dans le
bout complet de X detelle sorte que 9S C 9X.

2.2.4 Fonction inverse

Introduisons une derniére notion. Soit ¥ une surface lentille pour S de
fonction associée A. Lafonction inverseest lafonction . cEfinie sur S par

m(EXp(A(Wu)) = A(U).
Nous avons alors |’ assertion suivante :

Lemme 2.2.1 Toute fonction inverse est 2-lipschitzienne.

Démonstration. Notons p la fonction inverse. Soit u et v deux éléments
de Nyx. Soit 7w la projection de UM sur M. Posons X = w(u) et y = m(v).
Soit dg la distance riemannienne intrinséque de S. L’ hypothése de courbure
négative et la convexite locale de T entraine :

d(x, y) < ds(exp(r(u)u), eXp(r(v)v)).
De plus
W) — A(v)| < d(x, y) + ds(Exp(r(U)u), exp(A(v)v),

d'ou le résultat.o
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2.2.5 Deformations

Laremargue 2.2.3 (i) permet de montrer le lemmeévident de deformation
suivant :

Lemme 2.2.2 Soit {S}ic[0,1, Une famille de surfaces compactes a bord,
immerges et localement convexes. S@t}ic0,1 Uune autre famille de
surfaces compactes, immees, localement convexes, et telle &=
9%;. SiXg est lentille pour Galors 3 est lentille pour Spour tout t dans
un voisinage de 0.

2.3 CGeonttrie borree

Rappelons quel ques cEfinitions.

2.3.1 Convergence de va#s poinées

Une variete pointe est une paire (M, x) ou M est une varieté et x un
point de M. Nous dirons que la suite de varietés pointées {(My, Xn) }nen
équipées des métriques g, converge C sur tout compact vers la véte
riemanniennegMy,, X»o) €quipée de la métrique g.., S'il existe une suite
d’ applications { f,}nen définies de M, dans M, envoyant x., dans x, telle
que:

(i) quelgue soit R, pour n suffisamment grand, la restriction de f, ala
boule de rayon R et de centre x,, est C* et injective ;
(i) frgn converge C* sur tout compact vers .

On ne demande pas aux applications f, d étre continues.

Une variété M est dite a geonetrie borreesi, pour toute suite de points
{Xn}nen de M, la suite de variétés pointées {(M, Xn) Inen pPOSsede une sous-
suite convergente.

Par abus de langage, nous dirons qu’ une varieté d' Hadamard M est a
geonttrie borree s, pour toute suite de points {X,}nen de M, la suite de
variétés pointées { (M, Xn) Jnen POSSEde une sous-suite convergente vers une
variété a courbure strictement regative.

2.3.2 Remarques

(i) Une variété d' Hadamard ayant un groupe discret cocompact d'isoné-
tries est a geomeétrie bornée.

(ii) Rappelons briévement la preuve du trés classique lemme suivant dont
nous N’ avons pu trouver de reférence précise dans lalittérature :

Lemme 2.3.1 Siune vaiétt de Hadamard a courbureegative est a&p-
métrie borrée, alors la croissance des horosphéres est polynomiale.
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Démonstration.Notons pour tout T > 0, 7y la projection d’une horos-
phére sur |"horosphére interieure a distance T. Notons w la forme volume
sur chacune des horosphéres, dy ladistance intrinséque sur |I” horosphére H,
et B(R, x) laboule de centre x derayon R sur une horosphére passant par X ;
les hypothéses de gegométrie bornée entrainent qu'’il existe desnombresieels
strictement positifs A, u et A telsque:

— s x et y appartiennent ala méme horosphére H,

1
Aoy (Tu(X), Tu(Y) = ZAH (X Y) :

— pour tout X € M, nous avons g, @ < A;

— ¥, < Aw.

Nous en déduisons immédiatement que la croissance du volume des boules
est polynomiale :

Vol(B(2", x)) < / a0 < Ao
B(L,7nu(X))

2.3.3 Convergence de sous-e#s immerges

Par définition, une variéte immerge poinéeest un quadruplet de la forme
Q = (N, x, f, M) ou x est un point d’une variété N, f une immersion de
N dans une variété riemannienne M. Une suite de varietés immergées

{Qn = (Nn, Xn, fn, Mn)}nen,

converge © sur tout compacvers une varieté immergée Q. = (Noo, Xoo,
foor Mso) S

(i) lasuite devariétés pointées {(Mp, fn(Xn))}nen CONverge verslavariété
pointée (M, foo(Xo0))

(i) lasuite de variétés pointées {(Nn, Xn) }nen, OU N, est munie de la mét-
rique induite par f,, converge vers {(Ny, X0)}, OU Ny, €st munie de
la métrique induite par f, ;

(iii) {fn}nen converge vers f., sur tout compact au sens ou on |I'imagine.

Une variété immergée (N, x, f, M) est dite a geonetrie borrees pour
toute suite {X, }nen lastite {(N, X,, f, M)}hen admet une sous-suite conver-
gente.

Plus généralement, nous dirons qu’ une suite de varietés immergees

{(Nnv Xn7 fl’]a Mn)}neNy
est a geonetrie borrees pour toute suite de points {y, € Ny }nen, lasuite

{(Nn, Yn, fn, Mn)}neN»

possede une sous-suite convergente.

Lorsgue lavariété ambiante M est sous-entendue, nous abrégerons sou-
vent lequadruplet (N, x, f, M) décrivant une variétéimmergée, en une paire
(N, x) en confondant ainsi de maniére abusive N et son image.
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2.4 Surfaces horosphiques, surface tubulaires

Dans ce paragraphe, M sera toujours une varieté d' Hadamard de dimen-
sion 3 a géométrie bornée.

2.4.1 Surfaces horosphiques, pseudo-horosphéres

Par définition, une surface horospRrique est une surface X convexe com-
pléte plongée, pour laguelle il existe une fonction de Busemann h \érifiant
les deux conditions suivantes :

(i) hest majorée sur T et atteint son maximum ;
(ii) legradient de h est partout transverse a .

Une suite de surfaces immergees {(Sh, Xn) }nen €St dite de type horos-
phériques'il existe une suite de points {y, € S}nen telle que {(S, Yn) Jnen
possede une sous-suite qui converge vers une surface horosplérique.

Une surface immergée (X, X) est dite horosplerique a I'infinis'il existe
une suite de points {X,}nen de X telle que {(Z, X,) Jnewy CONverge vers une
surface horosphérique.

Nous dirons qu’ une surface convexe compléte Splongee dans M est une
pseudo-horosphérs I’ application de Gauss-Minkowski dfinie de S dans
000 M par

X = exp(+00fi(X)),
est une hijection sur 9, M privé d un point.

Une surface horosphérique est une pseudo-horosphére. La teciproque
est donnée par le lemme suivant :

Lemme 2.4.1 Dans une vaéte a ¢gconetrie borree, une pseudo-horos-
phere a gonetrie borree est horosg@rique a I'infini.

Démonstration. Soit y € 9,,M le point évité par I’ application de Gauss-
Minkowski de la pseudo-horosphére S. Soit B I’ensemble convexe bora
par S. D’ apres les constructions de M. Anderson [1], on peut en particulier
construire une suite de convexes {G,}neny @yant les propriétés suivantes :

(i) 05Cnestunvoisinagedey ;
(ii) {Cn}nen converge au sensde Hausdorff dansle compactifie de M versy.

Soit maintenant d, lafonction distance aG, N B. D’ apréslacondition (i),
S\ C, est relativement compacte ; ainsi d, atteint son maximum sur Sen
un point x,. D' aprésla condition (ii), {ch(Xn)}nen tend vers +oo.

Considérons la suite {(S %)) }nen de surfaces immergees dans la suite
de variétés riemanniennes pointées {(M, Xn) }nen. Puisque Sest agéométrie
bornée, la suite {(S X)) }nen Va converger vers une surface (S, Xoo) im-
mergéedansunevariété (M, X ). Lasuitedefonctionsd, —d, (x,) vaalors
converger vers une fonction de Buseman sur M,,, majorée sur S, atteignant
SON Maximum en X, €t dont le gradient est dirige vers |’ extérieur de S.
Lasurface S, est donc de type horosphérique, Sest bien horosphérique a
I"infini.o
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2.4.2 Surfaces tubulaires, tubes

Notonsd, ladistance alageodésique y . Par définition, une surface tubulaire
est une surface localement convexe compléete immergee =, pour laguelle il
existe une geodésique y telle que:

(i) d, estbornéesur X ;
(ii) legradientuded, estdirigéversl’exterieur de X, ¢’ est-a-dire(u, M) >0,
ou A est le champ de vecteurs normal exirieur.

Remarquons que la surface est convexe, et que les lignes de gradient de ¢
sont des géodésiques, déslors, lacondition (ii) estéquivalente alacondition
(u,A) > 0.

Unesuite de surfacesimmergees est dite de type tubulairesi elle possede
une sous-suite qui converge vers une surface tubulaire.

Une surface immergée (X, x) est dite tubulaire a l'infini s'il existe une
suitede points { X, }nery de T telleque {(Z, X,) nen CONVerge versune surface
tubulaire.

Enfin, letube d’'une godesiquey est déefini par

n(y) = {u e UM/(u,y) = 0}.

2.4.3 Remarque

Etre de type horosphérique, tubulaire, horosphérique ou tubulaire al’infini
pour {(Sh, Xn) }nen OU (S, X) est unepropriétéqui nedépend quede{ S, }nen €t
Srespectivement et nefait pasintervenir les points choisis sur ces surfaces.

2.5 Principe du maximunégnétrique et applications

L’ énonce suivant est évident. Nous |’ appelerons principe du maximuneg-
métrique:

Lemme 2.5.1 Soit S et S deux surfaces convexes tangentes en un point x.
Soit k la courbure extrinseque dg.Supposons que; 8st a l'inerieur
de S au voisinage de x. Alorg &) > ko(x).

En voici quelques congquences. Supposons que la courbure de M est
plus petite que —c¢ < 0. Soit ktel que 0 < k < ¢. Nousavons :

Proposition 2.5.2 Si S est une k-surface compacte telle §8esst inclus
dans une boule B, alors S toute entiére est incluse dans cette boule.

Démonstration. Montrons tout d’abord que toute sphére a une courbure
plus grande que c.

Nous utiliserons la proposition 3.1.1. Soit S la sphere derayonr ; soit
A{ les valeurs propres de |’ operateur deuxiéme forme fondamentale de S,
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associées aux vecteurs propres g ; soit ki les courbures sectionnelles des
plans perpendiculaires a S passant par €. D’ aprés les propositions 3.1.1
et 3.2.1, lacourbure «; de lasphére de rayon r vérifiel’égquation

dir k' k’
e (A 2+ 2 )+ (12 ).
dr Kr<2< +Kr)+ 1( +Kr)>

Del’inggalite

K r r
ar > (kr — O (—Ap — Ay),
on déduit x; > c.

Terminonsladémonstration par |’ absurde. Si Sn’est pasincluse dans B,
on peut construire une sphére alaguelle Sest tangente inérieurement. Ceci
contredit le principe du maximum.¢

Le méme raisonnement montre :

Proposition 2.5.3 Une k-surface ne peut-étre horogphue.

2.6 Domination

Soit ¥ une surface lentille pour S. Soit f sa fonction associe définie sur

I’ adhérence d’ un ouvert U du normal éendu Ny & =. Notons A I’ adhérence
d’un ensemble A dans Ny. Par définition, £ domine la surfacez;, si :

— il existeun ouvert V deU tel queV c U ;
— il existe une fonction positive ou nulle g cEfinie sur V, telle que

vx eV, gx < f(x)
vxeV\V, gx) = f(x);

— X, estlegraphedegsur V.

Dans le cas ou la fonction g est strictement positive, nous dirons que X
domine strictement la surface;.
On montre aisement :

Lemme 2.6.1 Soit ¥ une surface lentille pour §$}ic0.1) Une famille
d’ouverts a bord de S € }ic0.1) une famille de surfaces lentilles pour S
alors :

(i) l'ensemble des t tels que domine strictemeny; est ouvert ;

(i) sipour toutt, te]0, 1], ¥ domine strictemenk; alors on a l'alterna-
tive :
— soit ¥ domine strictemeniy;
— S0it X est tangente iBtieurement &, en un point irkrieur a x.
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3 Variations infinit ésimales et éformations

Le but essentiel de cette section est le lemme suivant :

Lemme 3.0.1 Soit M a courbure strictement plus petite qu& < 0. Soit
¥ une k-surface compacte a bodd. Soit{G}ic[0.1;, une famille continue
de ceformations dé¥X telle que g = 9. Soit Kt) une fonction © de
t telle que KO) = k. Il existe alors une unique famille deétksurfaces
immergees{ X'}, pour t au voisinage de 0, telle qu& = T etdx! = ',

De plus, s'il existe une famille imméegde surface§S}ic(o.1; Verifiant
¢ = 05, telle queX est lentille pour § alors Xt est lentille pour Sau
voisinage de 0.

Enfin, si $ ¢ S pour t > s et Kt) est croissante, alor& domineX,
pour t au voisinage d@. Si de plus 'S# S° ou bien Kt) est strictement
croissante, alors domine strictement! pour t au voisinage deem.

La demonstration de cette proposition repose sur un Esultat de défor-
mation infinitésimale que nous allons maintenant presenter.

Soit S € M une surface compacte immergee a bord. Notons C5°(S)
I’ espace des fonctions C> définies sur Set nulles sur le bord. Notonsii le
champ de vecteurs normal extérieur a S.

A toutefonction f € C*(S), on peut associer une variation de surfaces
définie pour t suffisasmment petit par lesimmersions $f :

S— M,
{ X —> exp(tfAX) = s (X).

Désignons par qu (X) lacourbure extrinseque alasurface sf (S au point

s[f (X). L’ opérateur L de variation infiniésimale de courbure extrinséqest
aors:

{ Ce(® — C*(9,

fr— L(f) =3 k.
Nous montrerons :

Proposition 3.0.2 Soit k un &el positif. Soit M a courbure strictement plus
petite que—k. Si S est a courbure extrinséque strictement comprise entre 0
et k, alors I'oferateur L est elliptique et inversible.

Dans cette section, nous expliciterons tout d’ abord I’ ofrateur L, puis
demontrerons la proposition 3.0.2 en utilisant le principe du maximum.
Enfin nous montrerons le lemme 3.0.1.
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3.1 Explicitation de l'oprateur L

Calculons explicitement I’ opérateur L pour une surface quelcongue S. No-
tons:

— V laconnexion de Levi-Civitade M ;

— R son tenseur de courbure ;

— A levecteur normal a S;

— W I’endomorphisme de TSdefini par W(u) = R(fA, u)fi ;

— k lacourbure extrinséque de S;

— B I’opérateur deuxieme forme fondamentale de S cfini par B(u) =
Vi ;

— Hess(f) lahessienne d’ une fonction f.

Proposition 3.1.1 Nous avons
L(f) = k(—trace(Hess(f) o B™Y) + ftrace(W o B™%) — ftrace(B)).

Démonstration. Donnons tout d'abord le cadre de ce calcul. Considrons
la famille d’immersions sf comme une application s’ de S x R dans M.
Identifions Sa S x {0}. Sur lefibré E induit de TM par s', notons par abus
de langage V la connexion induite de la connexion de Levi-Civita de M.
Nous pouvons maintenant voir Td = F, comme une section de TS ® E.
Biensir d"F =0 et F(2) = ffilelong de S= Sx {0}.

Tout champ de vecteurs u sur S donne canoniquement naissance a un
champ devecteursnoté également u sur Sx R qui commuteavecl| echamp%.

Considérons également fi; le champ de vecteurs norma a § = s[f (S),etn
lasection de E qui s en deduit. Par abus de notation, si v est une section de
cefibré E, nous noterons

d
Tl = (V30 (x.0).

Soit A, lasection de TS ® E définie par

A(U) = Vuﬁ.
Un premier calcul donne
dF(u ~ ~
%LO = Vu(fA) =df(u).n+ fA).

Notons (, ) lamétrique de M et celle qui s en ceduit sur E. Nous avons

d(f, F(u)) di _ dFQu)
0= T’t:O = <a}t=0’ F(u)> + <n’ T}t=0>'

Nous en tirons facilement
dan

aLo = F(=VT).
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Nous obtenons ainsi
dA(u)
gt o= V3 %"
=R 0 A+ V,Van
= a,u n—+ Vy %n

= fR(A, WA — V,V f.
Soit g lamétrique induite sur TSpar F, ¢’ est-a-dire cEfinie par
g(u, u) = (F), Fw),
et B |I’endomorphisme de TSdfini par
g(B), u) = (A(u), u).
Rappelons que nous voulons calculer

ddet(B)
L(f) = T’t:O‘
Pour cela utilisons |e fait que
dg(u,u
S| o= 21 (AW, FW) = 21g(B(W), u).

En dérivant I’équation g(B(u), u) = (A(u), u), nous obtenons

dB(u)
9 <T ’t:O’ u)

= <$ o u> — fg(B(u), B(u))
= f(R(A, u)i, u) — (V V f,u) — fg(B(u), B(u)).
Et donc dB
It o = R, WA — Hess(f) — fB.

Laformule classique

d log(det(B)) daB _
T’t:o = tra(:e(E}t:OO B 1) s

nous donne la proposition.c
On déduit des formul es demontrées dans ce paragraphe | es consequences
suivantes :

Corollaire 3.1.2 Supposons que M ait une courbure plus petite gae

Les spheéres et les horosphéres de M ont alors une courbure plus grande
que c. De plus, si S est une surface convexe, pour teutd il existe R
indépendant de S tel que la surface S exp(RA(9S) ait ses courbures
principales plus grandes qué&ket en particulier sa courbure plus grande
que k.
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3.2 Demonstration de la proposition 3.0.2

Si « est strictement positif, B est c&fini positif. En particulier, L est elliptique
d’indice nul. Pour conclure, il suffit de cemontrer que L est injectif. La
proposition suivante et le principe du maximum permettent de conclure :

Proposition 3.2.1 Le terme de de@rzro de la formule dorée dans la
proposition 3.1.1 est strictement positif :

J = trace(W o B™1) — trace(B) > O.

DémonstrationSoit (e, &) la base de vecteurs propres de B associée aux
valeurs propres A; €t A,. Soit k; la courbure du plan engendié par fi et g.
Ona

ki ko

J=—— =S — 2
YRR 1 2

k k
:1—,\2<1+—1>—,\1(1+—2> >0, ¢
K K

3.3 Demonstration du lemme 3.0.1

Procédons par étapes et intéressons-nous tout d’ abord au probléme infinié-
simal. Une variation infinittesimale de S est un champ de vecteurs ¢ lelong
de S qui s écrit sous laforme

¢ = fﬁ—l—U,

ol ue TS f e C®(S), et qui vérifie lacondition au bord

d
VX €0S (X) = &™)

Ici, nous voyons abusivement g comme une famille d' immersions de 9%
dans M.

Pour une surface de courbure extrinseque «, la variation infiniesimale
de courbure extrinségue associée a une telle variation ¢ est

L(f) + de(u),

ou L est|’ opérateur delaproposition 3.0.2. Pour resoudreinfinitésimal ement
notre probléme, nous devons donc montrer qu'’il existe une unique fonction
f telle que

L(f)=0,

avec la condition au bord

VX € 0§, f(x) = <%ct(x), ﬁ>.
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L’ existence et I'unicite de f découlent de la proposition 3.0.2. Nous pou-
vons maintenant utiliser le theoréme d’inversion locale pour les ogerateurs
elliptiques pour résoudre notre probléme localement, ¢’ est-a-dire construire
au voisinage de 0 une unique famillet — X, continue en t, de k-surfaces
vérifiant X° = T et 9% = ¢;.

Plagons-nous maintenant dans le cadre de la deuxiéme partie du
lemme 3.0.1. Le lemme 2.2.2 nous permet de montrer que 3 est lentille
pour S.

Enfin § ¢ S pour t > 0, la proposition 3.2.1 assure donc que la
fonction f décrivant la variation infinittsimale de X est positive : dans le
cas d'une surface lentille nous avons (%ct(x), i) > 0. Ains ¥ domine X!
pour t positif et suffisamment petit.

4 Théoréme de compacé

Nous allons dans cette section énoncer et demontrer le theoréme de com-
pacité qui nous sera utile par la suite.

Théoréme 4.0.1 Soit M une vaéte d’'Hadamard a gonétrie borree et a
courbure plus petite que-c < 0. Soit{(S, Xn)}nen UNe suite de surfaces
convexes immeegs a courbure extrinséque plus grande que c, convergeant
Vers (Sy, Xs0). SUpPPOSONS que cette suite eseargtrie borree et n’est

pas de type horosghique.

Soit k appartenant a l'intervallg0, c[. Soit{k }nen Une suite de nombre
réels convergeant vers k. Pour tout n, sgiune k-surface lentille pour,S
Notons y € X, le pied de x.

Nous avons alors les trois possil@itsuivantes :

(i) Sy n'est pas tubulaire a l'infini ; alors, aprés extraction d’une sous-
suite, la suite de surfaces pd@es{(X,, Yn)}nen CONvVeErge vers une
k-surface lentille non&berérée pour S ;

(i) S n'est pas tubulaire, tout e@tant tubulaire a l'infini ; alors aprés
extraction d’une sous-suite, la suite de surfaces esit=., Yn) Inen
converge versunek-surface leng@@ntuellementdgrérée pour S ;

(iil) S. est tubulaire pour uneépcesiquey ; alors la suite de surfaces
pointes{(A(X,), i(Yn))}nen CONvVerge apres extraction d’'une sous-
suite vers le tube dg.

Nous allons tout d’ abord rappeler les esultats principaux de[3] et leurs
conséquences sur ce que nous appellerons le probléme de Dirichlet pour
les k-surfaces. Ensuite, nous appliquerons ces Esultats pour demontrer le
théoréme 4.0.1.
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4.1 Rappels sur les problemes de Monge-Ampeére
4.1.1 Cefinitions

Dans [3], nous avons étudié une classe de problémes, appelée de Monge-
Ampere. Les k-surfaces en sont un exemple. De plus, nous y avons dfini
une classe de problémes a bord convexe. Cette derniére classe correspond
dans notre contexte au probléme de Dirichlet dont nous allons maintenant
donner la définition.

Un probleme de Dirichlepour lesk-surfaces est ladonrée d’ un quadrup-
let (M, S, c, X), ou ¢ est une courbe plongee compléte, tracée sur une surface
plongée S localement convexe, incluse dans une varité riemannienne M.
Lepoint X € M sert seulement &adonner un sens alanotion de convergence
pour une suite de problémes de Dirichlet.

Une solution du problemele Dirichlet est une k-surface ¥ compléte
connexe immergée passant par x telle que :

—ledxX deX estinclusdansc;
— Y estintérieure a Slelong de c.

Une solution @&geréreeest une k-surface X telle que

— son bord 9% est complet et inclusdans c;
— Y estintérieurea Slelongdec;
— lasurfacei(X) ¢ UM est compléte, sans que X le soit.

Remarquons que dans ce cas, toute surfaceéquidistante de T est compléte.

Pour desraisonstechniques, il nousfaut introduire ladfinition suivante:
si U est un ouvert de M contenant x, le probleme (U, SNU,cN U, X) sera
appelé probleme restreine U. Alors, la restriction a U d'une solutionz
définie sur M est la composante connexe de X~ N U contenant X.

4.1.2 Remarques

(i) Untube est une surface rideau au sensde[3] .

(ii) Une k-surface X lentille pour S est un cas particulier de solution du
probléme de Dirichlet c&fini par Set 9S.

(iii) Si lacourbure moyenne d'une solution est borree, alors la solution est
non dégénérée.

(iv) Nousseronsamener aconsicerer desproblemesdeDirichlet (M, S ¢, x)
et des solutions X pour lesquels S, ¢ ou d% sont vides.

4.1.3 Compacit

Soite > 0et A = (M, S ¢, x) un probléme de Dirichlet. Notons A° le
probléme restreint a la boule ouverte de centre x de rayon . De méme,
3¢ désigneralarestriction d’ une solution X a cette boule.

Lerésultat principal del’article [3] se traduit dans |e cas des k-surfaces
par :
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Théeoréme 4.1.1 Soit{A, = (Mp, S\, Cn, Xn) }neny UNe suite de problémes
de Dirichlet convergeant € sur tout compact vers un probléeme de Dirichlet

Aoo = (Moov S)o» Cos Xoo)-

Soit {ka}nen UNe suite de nombre&els convergeant vers &]0, c[. Soit
{Zh}nen Une suite de ksolutions éventuellementédgrérées dg Aplnen.

Il existe alorse > 0, pour lequel nous avons l'alternative suivante, aprés
extraction d’'une sous-suite :

(a) soit{X;}nen CcOnverge vers une k-soluticgventuellementégererée,
du probléme de Dirichlet;_ ;

(b) soit {_ﬁ(Zﬁ,)}neN converge vers un tube. Dans ce cas, a partir d’'un
certain rango Xy = 9.

Les corollaires suivants de ce theoréme sont particuliers a la courbure
négative :

Corollaire 4.1.2 Soit{A, = (Mp, S, Cn, Xn) }nen UNe suite de problemes
de Dirichlet convergeant € sur tout compact vers un probleme de Dirichlet

Aoo = (Moo» Sbo» Coo> Xoo)-

Soit {ky}nen UNe suite de nombregels convergeant vers &]0, c[. Pour
tout n, soitX, une k-solution,éventuellementédgréree deA,. Alors la
suite de surfaces

Wy = {exp(fi(9)), S € X},

pointees erexp(fi(X,)), converge € apres extraction d’'une sous-suite.

Démonstration.En effet, larestriction de |’ exponentielle a un tube est une
immersion avaleurs dans M.c

Corollaire 4.1.3 Soit{( f,, S}nen une suite de surfaces immees locale-
ment convexes convergeant €ur tout compact vers une surface imnéerg
(fo, S). Soit{l}nen UNe suite de fonctions positivesfidies sur S dont les
graphes sont des k-surfaces. On suppose que pour tautSy la suite
{In(Y)}nen €St boree. Alors aprés extraction d’'une sous-suite, la suite de
fonctions{l,}nen converge € sur tout compact de S vers une fonction dont
le graphe est une k-surface.

Démonstrationl| suffit pour celad’ appliquer letteoreme de compacite4.1.1
pour la suite de problémes de Dirichlet (a bord vide) dfinie dans les bouts
des surfaces f,(9).¢
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4.2 Une premiere majoration

A partir de maintenant, soit {S}neny UNe suite de surfaces immergees
pointées localement convexes a courbure extrinseque plus grande que c,
convergeant vers la surface S, a géométrie bornée. Soit k €]0, c[. Soit
{Zn}nen Une ky-surface lentille pour {S }nen. Soit A, la fonction associee
définie sur Ny, , I’ensemble des vecteurs normaux étendus & .

Montrons tout d'abord :

Proposition 4.2.1 Si la suite {S}neny N'est pas de type horosptique,
alors la suite de fonction&,}neny €St boree par une constante.

Démonstration. Raisonnons par |I'absurde : soit A, la borne supérieure
de An, sSupposons que {An}ner tende vers 1 infini. Il existe alors deux suites
de points {wn € Si}nen €t {vn € Ng, }nen, tellesque:

(i) wn = eXP(An(vn)vn) ;
(i) lasuite {An(vn) — An}nen tende vers zéro.

Notons S} la composante connexe de I’intersection de § avec la boule
ouverte de M de centre wy, et de rayon R. Notons U, le champ de vecteurs
focal lelong de S..

La suite {S\}nen €St @ geométrie bornée. En extrayant au besoin une
sous-suite, nous pouvons donc supposer que {F, wnlnen converge. Le
lemme 2.2.1 affirme que les fonctions inverses u, définies sur S, sont
2-lipschtziennes. Nous pouvons donc extraire une sous-suite telle que la
suite de fonctions {1, — An}nen cOnverge uniformement vers une fonction
2-lipschtzienne négative g. En particulier, {1 }nen converge uniformément
vers I’infini sur .

Nous en tirons deux consequences :

(&) notons d désigne la distance riemannienne dans S ; pour tout L, il
existe ny, tel quesi n > n, alorsd (y,, 9SY) > L ; eneffet, larestriction
de un au bord de Xy, est nulle;

(b) & partir d'un certain rang, pour tout t €]0,2R[ et z, w € F, ona
d(exp(—tUn(2), —tUn(w)) < d(z, w).

Rappelons que dans une variété a courbure négative, une hypersurface
sans bord localement convexe et compléte respectivement a une boule, est
plongée et borde un convexe. En utilisant (a) et ce rappel, nous en déduisons
gue {S,, vn}nen CONverge sur tout compact vers une hypersurface plonge
pointée globalement convexe (H, v).

Extrayons une sous-suite de telle sorte que {U,(vn) Ineny CONVerge vers
un vecteur U. En utilisant (b), nous deduisons que {U,, }nen COnverge sur tout
compact vers le champ de gradient de lafonction de Buseman f assocee a
exp(—ooU). Ce champ va étre transverse a H.

Par construction, f|,, — f(v) = g— g(v). Nousen déduisons que f| , —
f(v) < g(v) = 0. Lasurface H est de donc de type horospterique. Ceci
contredit |” hypothese.c
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4.3 Surfaces tubulaires et tubes

Introduisons une d&finition intermédiaire. Soit {wn}neny UNE SUite conver-
gente de points de {S }nen. Notons dors y, € Xy, le point pied associé a
wn = exp(in(Un)uy) (cf 2.2.2). Soit ¢ le nombre réel fourni par le théo-
réme 4.1.1 de compacité sur les problémes de Monge-Ampere. Soit 35, la
composante connexe de 3, N B(yy, ¢).

Nous dirons que lasuite {un}nen €St critique, si lasuite {i(X), Un) tnen
converge vers un tube autour d’ une geodésique apres extraction éventuelle
d’ une sous-suite ; ¢ est-a-dire si nous sommes dans le deuxiéme cas de
I’ alternative du theoréme 4.1.1. Par abus de langage, nous dirons alors que
la suite critique convergeversii(y). D’ aprés le théoréme cité, a partir d’'un
certain rang, Yy, est un point intérieur a S, et u, est le vecteur normal a .

Nous demontrerons deux propositions. Nous avons tout d’ abord :

Proposition 4.3.1 Si{S}nen N'est pas de type horosplique et s'il existe
une suite critique, alors la surface ®st tubulaire.

Démonstration.Raisonnons par I’ absurde. Soit {un}nen UNE suite critique.
Soit y, le point pied de wy, dans %,. Posons u, = fi(y,) € A(X,). Par
définition, aprés extraction d’ une sous-suite, la suite de varétés immergées
pointées {fi(Zn), Un}nen CONVerge vers un revétementni(y) d’ un tube pointé
fi(y). Soit y la géodésique associée a ce tube, et d, la fonction distance a
cette géodésique.

Comme {S}nen coOnverge, la suite de fonctions inverses {un nen CON-
vergesur tout compact verslafonctiond, . Ainsi d’ apréslaproposition4.2.1,
lafonction d, restreinte & S, est bornée. Par construction, le champ de gra-
dient de d, est dirigé versI’intérieur de S,.. Tout ceci nous dit que S, est
tubulaire.c

Réciproquement, Nnous avons :

Proposition 4.3.2 Supposons quES Jney €St a @onetrie borree et n'est
pas de type horosghique. Si § est tubulaire pour uneé&pdesiquey,
alors toute suite convergente de points{@,.n est critique et converge
vershi(y).

Démonstration. Soit y la geodésique associée a S, et u lafonction dis-
tance a cette geodésique. Raisonnons par I’ absurde. Soit {un}nen UNE suite
convergente de points non critique. Notons {\}nen, Yn € 2n, la suite de
points pieds associées. En utilisant e theoreme 4.1.1, nous pouvons extraire
une sous-suite telle que {(Xn, Yn)then CONverge vers une k-surface %,
éventuellement déegéenérée.

La surface S, est tubulaire. La proposition 4.2.1 entraine alors que i
est bornée sur X,,. Soit A sa borne supérieure.

Soit {S,}nery UNe suite de points de X, telle que (s, tendevers A. La
variété M étant agéométrie bornée ainsi que la suite { S }nen, NOUS pouvons
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extraire une sous-suite telle que

{An = (Mv S"Ia 83‘]7 S1)}neNv

converge vers Ag = (Mo, S, 09, &).

Appliguons le theoréme de compacite 4.1.1 alasuite {( X4, Sh) Jnen que
nous voyons comme solutions des problémes de Dirichlet A,.

Nous avons donc deux possibiliés :

(@) soit {(Zw, Sh)Inen CONverge vers une k-surface, éventuellement degé-
nérée ;
(b) soit {((Zw0), N(Sh))}nen CONVerge vers un tuben(y).

Eliminons d’ abord (b). Puisgue w est borree sur X, y €t y sont adis-
tance bornée I’ une de I’ autre. Ces deux geodésiques sont donc confondues.
Autrement dit, A est nulle. Ainsi, larestriction de u a %, est nulle. Ceci
est impossible pour une k-surface.

Eliminons maintenant (a). Supposons donc que { (%, Sh) Inen CONVerge
vers une k-surface (o, Sy ), peut-étre dégénérée. Par construction, 1 re-
streinte & ¥, atteint son maximum en s,.. Ceci signifie que =, est inté-
rieurement tangente a la surface convexe G, adistance constante A de y.
Le principe du maximum geométrique fournit la contradiction : G, est a
courbure extrinsaque strictement plus grande que c.

Nous venons de montrer que toute suite convergente est critique. Par
ailleurs, supposons qu’ une suite critique converge versi(y). Lafonction p
étant bornée, les geodésiques y et y sont confondues.<

4.3.1 Cemonstration du toreme 4.0.1

Soit {(S,, Xn) }nen UNe suite de surfaces pointees a courbure supérieure a c.
Supposons que cette suite converge vers (S., X ). Pour tout n, soit X, une
k-surface lentille pour S, et y,, le pied de x,. On suppose que lasuite { S }nen
N’ est pas de type horosphérique et est a geométrie bornée.

S S, est tubulaire, 1a proposition 4.3.2 donne piecisement le cas (iii)
de4.0.1.

Supposons maintenant que S, N'est pas tubulaire. D’ aprés la proposi-
tion 4.3.1, aucune suite convergente de points de { R}nen N' st critique. Le
théoréme 4.1.1 entraine que lasuite {%,, Yn}nen CONVerge vers une solution
(éventuellement degénérée) =, du probléme de Dirichlet pour S.. Il reste
amontrer que X, est lentille pour S,..

Notons comme préecédemment {An}nen la suite de fonctions associées
convergeant vers A,,. Notons u le vecteur normal interieur a 9S,, dans S,
et i le champ de vecteurs normal extérieur a . Pour conclure il suffit de
demontrer :

() Ao €st strictement positive sur S;
(b) (u,n) > 0lelong de aS,..
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La déemonstration de (a) est simple : les fonctions A, sont positives ou
nulles et il en est donc de méme pour A,,. Si maintenant 2., est nulle en un
point intérieur a S,,, nous en déduisons que X, est tangente intérieurement
a S, en cepoint. Ceci est impossible a cause des conditions de courbure et
du principe du maximum geométrique 2.5.1.

Démontrons (b). Par passage alalimite, (u,n) est positif ou nul lelong
de 9S,,. Si en un point z, nous avons (u,i) = 0, aors les deux surfaces
sont tangentes en z. Elles ne peuvent étre tangentes exérieurement : si
deux surfaces convexes sont tangentes exérieurement en un point, alors
au moins au voisinage de ce point leur intersection est Eduite a ce point.
Rappel ons maintenant que chaque surface § est un graphe au-dessus d' un
ensemble fermé du normal étendu a %,. Ceci va étre également vrai a
la limite ; puisgu’ enfin en z les surfaces sont tangentes, 3, est tangente
intérieurement a S, Ceci est impossi ble a cause des hypothéses de courbure
et du principe du maximum geométrique.

Enfin, les propositions 4.3.1 et 4.3.2 montrent que S, est tubulaire a
I’infini, si et seulement si il existe une suite {up}nern telle que {M, wp nen
converge et { X, wnlnen €St critique. En particulier, s S, n’est pas tubu-
laireal’infini alorslacourbure moyenne des 33, est uniformément bornée.c

5 Probleme de Plateau pour les disques

La demonstration du lemme de Morse va se faire par étapes. La premiéere
d’entre elles est 1a résolution du probléme de Plateau pour les disques. Le
but de cette section est de cemontrer un résultat plus précis :

Proposition 5.0.1 Soit S un disque compact imn&@ycourbure stricte-
ment plus grande que c, dans une &@id’Hadamard a courbure plus
petite que—c. Alors, pour tout ke]0, ¢[, il existe une unique k-surface
lentille pour S.

De plus, si c> k; > k > 0, si X; est la k-surface lentille pour un
disque $C S, alorsX domineX; au sens de la&finition 2.6.

Dans toute cette section et la suivante, M est une varété d' Hadamard
de dimension 3, a géométrie bornée et a courbure plus petite que —c. De
méme, k est un nombre réel appartenant al’intervalle 10, c[.

Nous allons utiliser une méthode de déformation.

5.1 Deformation contractante

Notons f; I'immersion du disque S dans M. Identifions arbitrairement ce
disque alaboule unite de R2. Soit { fi}icj0.15, lafamille d immersions de S
dans M définie par fi(x) = fi(tx).

Le but de ce paragraphe est de cemontrer le résultat suivant :
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Proposition 5.1.1 SoitX une k-surface lentille pour.fSoit kt) une fonc-

tion décroissante a valeurs dang, c[ telle que K1) = k. Il existe alors une

famille continue de surfacg: }ic)o.1) telle que

-1 =%

— pour tout t,X; est une kt)-surface lentille pour£S) ;

— quand t tend vers 0% tend vers #(0) au sens de la topologie de
Hausdorff pour les compacts.

Démonstration. La proposition 3.0.1 permet de construire pour t dans un
intervale ]a, 1], une k(t)-surface X lentille pour f(S). Cette famille est
continue et vérifie ¥, = X. D’aprés la deuxiéme partie de cette méme
assertion, sit > s, alors s domine .

Pour achever la demonstration de la premiére partie de la proposi-
tion 5.1.1, il reste a montrer : pour toute suite {a}nen tendant vers a
par valeurs supérieures, lasuite {Z,, }ncy CONverge vers une surface lentille
pour f(S).

D’ aprés|le théoréme de compacité 4.0.1, lasuite { X, }ne CONvVerge vers
une k-surface, apres extractionéventuelle d’ une sous-suite.

Par ailleurs, soit {&}nen €t {@n}nen deux suites convergeant vers a par
valeurs supérieures, telles que les suites {3, }neny €t {24, Jnen COnvergent
respectivement vers ¥, et X;. Nous en déduisons que X, domine Z; et
réciproguement. Ainsi ¥, = X;, ce qui achéve de demontrer que si t tend
vers a par valeurs inférieures, %; converge.

Cedernier point termine la demonstration de la premiére partie de notre
proposition.

La deuxiéme partie de la proposition cecoule immédiatement de la
proposition 2.5.2 qui affirme: si Sest une surface compacte dont le bord 9S
est inclus dans une boule B, alors toute k-surface %, solution du probléme
de Dirichlet pour S, est incluse danslaboule B.¢

5.2 Unicié

Nous pouvons maintenant montrer :

Proposition 5.2.1 Soit S un disque compact imn&ggycourbure stricte-
ment plus grande que c. Sojtdt k tels quéd < k < k; < c. SiX est une
k-surface lentille pour S, €X; une k-surface lentille pour Sc S, alors
> dominex;.

En particulier, il existe au plus une k-surface lentille pour S.

Démonstration.Considérons comme dans e paragraphe precédent, f1 1'im-
mersion du disque S et { f;} lafamille contractante d’immersions associée ;
soit de plus k(t) une fonction strictement decroissante a valeurs dans |0, c[,
telle que k; = k().

Soit ¥; comme dans I’énonceé ; d’aprés la proposition 5.1.1, il existe
une famille de k-surfaces % lentilles pour f(S). Pour montrer que X
domine X4, il suffit de montrer que X domine % pour tout t.
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En vertu du lemme de domination 2.6.1 et du principe du maximum go-
métrique 2.5.1, il suffit en fait de montrer qu'il existe t, tel que ¥ domine
strictement ;. Ceci découle de la derniére partie de la proposition 5.1.1 :
clairement, puisgue X converge versun point quand t tend vers0, X domine
¥ pour t suffisamment petit.c

5.3 Existence

Pour achever la demonstration de la proposition 5.0.1, il faut montrer |'e-
xistence d' une surface lentille pour le disque immerge S. Nous allons pour
cela construire une nouvelle famille de deformations de ce disgue.

Ce disgue étant compact, il est inclus dans une boule B. Perturbons
la métrique de M dans un petit ouvert U n’intersectant pas cette boule B
de fagon a ce que la nouvelle métrique soit toujours a courbure plus petite
gue —c, et quede pluselle soit acourbure constante dansuneboule B c U.
Ceci est toujours possible.

Il suffit maintenant de montrer |’ existence d’une surface lentille pour
la métrique perturbée. En effet, d’ apres la proposition 2.5.2, cette surface
lentille sera incluse dans B : elle sera donc lentille pour la nétrique ori-
ginelle.

Montrons le lemme technique suivant :

Lemme 5.3.1 Soit S undisque immer@ courbure extrinséque plus grande
que c. Il existe alors uneéfbrmation continud S}ic(o.1, telle que $=S
et \erifiant

(i) pour toutt, la courbure extrinséque deeét plus grande que ¢ ;
(i) S1 C Bpest a courbure constante, et son bord est le bord d’'un disque
tracé dans un plan totalemenégesique de B

Démonstration.Donnons une esquisse de la construction de cette @&forma-
tion. Utilisonstout d' abord la ceformation contractante pour ceformer notre
disgue en un tout petit disque inclus dans|e bord d’ une surface cornvexe. Ce
petit disque D, va étre un graphe au-dessus d’ un disgue topologique I sur
une sphére Sde petit rayon. Nous ceformons ensuite D, en D3 : si lerayon
de la sphére est suffisamment petit de méme que le diamétre de D, les
surfaces intermédiaires vont avoir une courbure plus grande que c. Ensuite
nous déformons D3 en un hémisphére. Enfin, nous déplagons la sphére Sde
telle sorte quelle soit incluse dans B, et notre manipulation est termirge.c

Utilisons la deformation produite par ce dernier lemme pour construire
une k-surface lentille pour S.

En utilisant |eséquidistantes aux planstotalement geodésiques dans!’ es-
pace hyperbolique, on construit tout d’ abord une k-surface lentille pour .

Lelemme 3.0.1 permet de construire une famille continue de k-surfaces
{Z¢} lentillespour {S}, pour t dansunintervallemaximal ]a, 1]. Letheoréeme
de compacite 4.0.1 et I'unicité 5.2.1, entrainent que %, converge lorsgue t
tend versa ; ainsi a = 0 et ladémonstration est terminée.
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6 Démonstration du lemme de Morse pour les surfaces convexes

Le but de cette section est la dgmonstration du lemme de Morse pour les
surfaces convexes dont nous rappelons I'enoncé.

Lemme 6.0.1 Soit M une vaétte d’'Hadamard a gonetrie borree et a
courbure strictement plus petite que < 0. Soit S une surface localement
convexegéventuellement a bord, a courbure plus grande que epaigrie
borrée. On suppose que S n’est ni hor@jmjue a l'infini, ni tubulaire, ni
compacte sans bord. Alors, pour touthO, c[, il existe une unique k-surface
lentille, éventuellementédgrerée, pour S.

De plus, si S n'est pas tubulaire a l'infini, cette k-surface est non
decereéréee.

Il suffit de demontrer ce résultat quand S est un disque topologique :
dans le cas général, on passe au revétement universel et on utilise I’ unicié
pour conclure.

Nous supposerons dans toute la suite de cette section que M est une
variété d’ Hadamard a geométrie bornée de dimension 3 et a courbure plus
petite que —c. De méme, Sest un disque localement convexe, éventuelle-
ment a bord, a courbure plus grande que c, a ggométrie bornée et qui n’est
ni horosphérique al’infini, ni tubulaire.

Le lemme de Morse est une consgguence immédiate des deux proposi-
tions suivantes 6.1.1 et 6.2.1, traitant successivement de I’ existence et de
I”unicité d’ une k-surface lentille pour S.

6.1 Existence

Nous allons montrer |a proposition :

Proposition 6.1.1 1l existe une k-surfac& lentille pour S, telle que pour

toute k-surfacez lentille pour S,~ domineX. De plus, si S n'est pas
tubulaire a l'infini, ¥ est non dgerérée.

Démonstration.Soit { S}tcj0.1; une famille continue de disques inclus dans
Svérifiant :

i) S=S;
(ii) § est compacte abord pour t = 1;
(i) Sc Sst<s;

(iv) S converge versun point x, quand t tend vers Q.

La proposition 5.0.1 permet de construire une famille {3}ic0.1) de k-
surfaceslentillespour S. Parailleurs, d’ aprésletheoremedecompacite4.1.1,
on peut extraire une suite {t, }nen tendant vers 1, telle que {X,, Yn}nen CON-
verge quand n tend vers|’infini vers une k-surface ¥ poinee lentille pour S.
Ici, y, désigne le pied de X, dans %,
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Si maintenant X est une autre surface lentille pour S, il est clair que X
domine X; pour t petit. Ensuite le lemme 2.6.1 et le principe du max-
imum 2.5.1 assure que % domine strictement % pour tout t. Ains X
domine X.¢

6.2 Unicie

L'unicité d' une k-surface lentille pour S decoule immédiatement de la
proposition precédente 6.1.1 et de |’ assertion suivante :

Proposition 6.2.1 Si X, et X, sont deux k-surfaces lentilles pour S telles
quex; domineX,, alors X; = X,.

Démonstration.Soit Ny, le fibré normal éendu & %;. Soit F I'immersion
naturelle de M; = Ny, x R dans M qui a (A, t) associe exp(tri). Notons
w lafonction de M; qui a (A, t) associet, G, lasurface localement convexe
de niveau A pour lafonction u, et enfin 7z la projection de My dans X;.

Par définition, puisque ¥; domine X,, nous pouvons trouver une im-
mersion i de X, dans My, telleque F oi est I'immersion initiale de X.

Confondons X, et son image dans M;. Notre but est de montrer que
restreinte a ¥, est nulle.

Supposons donc le contraire. Soit A |a borne superieure strictement
positive de u sur X,. Remarquons que A est fini puisque X, est entre X,
et S, et que Sest un graphe borré au-dessus de ;. Soit {wn}nen UNE SUite
de points de X, telle que {u(wn) nen CONVErge vers A.

Extrayons de {wn}nen Une sous-suite telle que la suite {(M, un) }nen
converge vers une variété (Mo, woo). Soit 77 la projection naturelle de My
dans X;. Soit z, = 7 o i(wp). Utilisons le theoreme de compacité 4.1.1
pour extraire de la suite {un}nen UNe sous-suite telle que les deux suites
{(Z1, Zn) Inev &{(Z2, wn) }new cOnvergent. Encequi concernef{ (3, z) Inen,
nous avons comme toujours deux possibilies :

— s0it {(X1, Zn) }nen CONVerge vers une k-surface ;

— soit {(A(X1), N(Zy)) }nen CONverge vers un tube.

Néanmoins, dans ces deux cas, puisque A est strictement positif, la suite de
surfaces convexes pointees

{(Ga, &XP(AN(Zn))}nen,

converge vers une surface strictement convexe lisse a courbure strictement
plus grande que k.
Examinons maintenant {(X,, wn)}nen, NOUS &vons auss deux cas.

— S0it {35, wn}nen CONvergeversunek-surface; d’ apresnotreconstruction
cette k-surface est alors tangente inérieurement a G, ; ceci contredit le
principe du maximum geométrique 2.5.1 ;

— Soit {A(X,), A(wn)}nen CONverge versun tuberi(y) ; lagéodéesique y est
alorstangente intérieurement a G, qui est strictement convexe ; ceci est
impossible.

Ainsi A est nul, et lademonstration est terminée.c
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7 Problemes asymptotiques

A partir de maintenant et dans toute la suite,
M est une vaéte d’'Hadamard de dimension 3
a geonetrie borree et a courbure plus petite quel.

Rappelons la définition du probléme de Plateau asymptotique : soit k €
10, 1[ ; soit i un homéomorphisme local d’'une surface S dans le bord a
I"infini 0,,M de M ; nous cherchons une immersion f de Sdans M, telle
que:

() (S est une k-surface sans bord Eventuellement degénérée) ;
(if) si N estI'application de Gauss-Minkowski de f(S) dans 3, M qui aun
point associe le point al’infini de lanormale exérieure, alors

i=No f.

Lecouple (i, S) est ladonréede ce probleme de Plateau asymptotique, ou
plus simplement le probléme de Plateau asymptotique méme, le couple
(f, S, ou plus smplement f, est une solutionde ce probléme. Pouréviter
d'alourdir les notations, le nombre k est sous-entendu.

Nous allons résoudre ce probléeme tout d’abord dans le cas ou Sest le
disque ouvert et ou f sétend en un plongement du disque ferme. Nous
utiliserons ce résultat pour montrer I’ unicit de la solution du probléme de
Plateau, puis I’ existence dans les cas qui nous inéressent.

7.1 Disques plor&s

Nous voulons montrer :

Lemme 7.1.1 Soit D le disque ouvert. Soit f un plongement du disque

fermé D dansd,, M. Alors il existe une unique k-surface pléagsolution
du probléme de Plateau asymptotique D).

Démonstration. Soit § le bord de I’ enveloppe convexe de &, M \ f(D).
D’aprés M. Anderson [1], le bord al’infini de $ coincide avec f(D \ D).

Soit S. lasurface adistance constante ¢ de $. D’ apreslecorollaire 3.1.2,
on peut choisir ¢ detelle sorte que lasurface S ait une courbure strictement
plus grande que k. Remarquons que dans cette situation I’ application de
Gauss-Minkowski est un homeomorphisme de S sur f(D).

Lak-surface X lentille pour S produite par le lemme de Morse 6.0.1
est alors une solution du probleme asymptotique. 1l s agit maintenant de
montrer |” unicité de cette solution appelée pour le moment canonique Soit
Yk une autre solution. Nous voulons montrer queXy = Xy.

Raisonnons en deux temps.
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(i) LestroissurfacesXy, Xy et S bordent des convexes que nous noteronsOy,
Oy et Ug respectivement. Nousvoulonsmontrer queXy setrouveal’ extérieur
de 3y, ¢ est-a-dire que O, C O.

Bien sOr, nous avons
Uo C Ok, Up C Ox.

Par construction, la surface 3 est coincée entre S (¢’ est une surface
lentille) et S (elle borde un convexe). En particulier, lorsque k tend vers 0,
Y« tend vers S. Notons F la surface convexe a distance g de Oy ; comme
Ug € O, F setrouve al’ extérieur de Oy.

Soit kg strictement plus petit que k, choisi de telle sorte que la cour-
bure de F soit strictement plus grande que k. Soit t — k; une fonction
continue strictement decroissante de [0, 1] dans [k, k]. Soit B, t €]0, 1],
une suite exhaustive continue de compacts a bord lisse de F. Soit k la
k¢-surface solution du probléme de Plateau cEfini par B;. Par le principe de
maximum géométrique et un argument de deformation, F se trouve tou-
jours al’ extéerieur de O. Enfin, lorsque t tend vers 1, nous avons vu que k
converge vers la solution du probléme de Plateau pour F, ¢ est-a-direXy.

Ains Xy setrouve al’ extérieur de .

(if) Maintenant, soit D' le disque de rayon r inclus dans D, et k(r) une
fonction der strictement cécroissante. Notons alors § la surface a distance
constante ¢ du bord de I’ enveloppe convexe de a.M \ f(D") . Soit
la k(r)-solution canonique du probléme de Plateau asymptotique pour D.
Lesfamilles {S };¢jo,1) €t {S}ref0,1) dépendent continlment der, ainsi que
les surfaces {E’k(r) }rero.1-

Notre deuxiéme remarque est la suivante : pour r strictement plus petit
que 1l Xy est al’intérieur de EL(,). En effet, dans le cas contraire, il exister

tel que =y est tangente intérieurement a T - Ceci contredit le principe de
maximum geométrique 2.5.1).

En faisant tendrer vers 1, on obtient bien queXy = Zy. ¢

Plus tard, nous aurons besoin d un lemme plus explicite. Ce lemme est
I"analogue de la §-hyperbolici pour les géodésiques, ou du caractére fin
destriangles en courbure strictement régative. Pour cela, notons UZY ¢ M
le cbne d’'angle « autour du vecteur u en z.

Remarquons le fait suivant : si « < %, aors pour tout vecteur u, le
point z appartient a1’ enveloppe convexe de 3, M \ 3,,UZY ; en effet, z se
trouve sur une geodésique évitant le cone ouvert. En particulier, s Sest la
k-solution du probleme de Plateau asymptotique pour 3,U*", dors Sest
incluse dans U#Y.

Lemme 7.1.2 Soit0 < B < a < 7. Soit z un point quelconque de M.
Soit S la k-solution du probléme de plateau asymptotique pduf>Y. i
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existe une constantf«, 8) ne @pendant que de, 8 et k erifiant : toute
géocksique joignant z a un point dgougy’“) coupe S a une distance plus
petite qued(«, B) de z.

Démonstration.Ce lemme découl e immédiatement du résultat précedent et
d’un argument de compacite.o

7.2 Unicie

Nous voulons montrer :

Théoréeme 7.2.1 Il existe au plus une solution du probleme de Plateau
asymptotique. De plus, sdif, S) une k-surface (pafnessairement com-
pléte). Soitx un ouvert de S, et N I'application de Gauss-Minkowskbde
dansd,, M. Il existe alors une solution du probléme de Plateau asymptotique
(N, X) et cette solution est un graphe au-dessus je).

Ce théoréme découle immeédiatement des trois propositions suivantes :

Proposition 7.2.2 Soit S un disque. Soitf, S et (g, S deux solutions

du méme probleme de Plateau asymptotique. Il existe alors une troisieme
solution(h, S de ce méme probleme de Plateau, tel ¢ueS) est un graphe
au-dessus de(§) et au-dessus de(§).

Proposition 7.2.3 SoitX une k-surfacéventuellementadgrérée. Soitx,
une k-surface qui est un graphe au-dessuxdAlors ¥ = ;.

L’ unicité découle immédiatement de ces deux premiéres propositions, en
passant au besoin au revétement universel. La derniére partie du tteoréme
provient du résultat suivant, qui va étre |’ outil fondamental dans la dmon-
stration des deux premieres propositions.

Proposition 7.2.4 Soit( f, S) une k-surfacéventuellemeng&dgrérée. Soit
> unouvertde S et N I'application de Gauss-Minkowsktd#ansa, M. Il
existe alors une solution du probléme de Plateau asymptotique(phuir)
et cette solution est un graphe au-dessug Je).

7.2.1 Demonstration de la proposition 7.2.4

Démonstration. Examinons tout d abord le cas oU X est un ouvert a bord
lisse et relativement compact de S. Posons 3, = f(X), et considérons E? la
surface “adistancer” de X, ¢'est adire, en notant ii le champ de vecteurs
normal extérieur a (S

0 = {(exp(rii(9)), s € Xo}.

Soit ensuite X, la solution du probleme de Plateau pour 2? La famille
{2} forme aors une famille continue. Notre but est de montrer que {;}



270 F. Labourie

converge, quand r tend vers +oo vers une solution du probleme de Plateau
asymptotique (N, X). Nous allons raisonner par étapes.

(i) Montrons dans un premier temps que pour tout r, % est un graphe
au-dessus de X.

Remarquons tout d’'abord que ceci est vrai pour r petit. En effet, soit g la
fonction correspondant a la variation infiniesimale de X, enr = 0 ; cette
fonction satisfait L(g) = 0 et 9]320 > 0, ou L est |I’opérateur elliptique
défini en 3.0.1. Il suit de la proposition 3.2.1 et du principe de maximum
queg > 0.

Montrons que pour tout r, X est un graphe au-dessus de 3,. Soit O
I’ensemble desr tels que X est un graphe. L’ ensemble O est évidemment
un ouvert de R*. Soit [0, ro[ la composante connexe de 0. Raisonnons par
|” absurde et supposons que ry est fini.

Pour r plus petit que rg, la surface X, sépare le bout B de Xy en deux
composantes connexes I’ une borrée et contenant X, et I autre non bornée.

Par continuité, la surface %, étant limite de graphes, la normale exé-
rieure a X, va toujours pointer vers une composante connexe de B \ %,
ne contenant pas Y. Par ailleurs, cette surface n'est pas un graphe. I
existe donc un point x de X, tel que la normale issue de x est tangente
intérieurement a %,. Soit y ce point de tangence. Par convexié locale
de %, la normale extérieure en y est alors dirigee vers une composante
connexe de B \ %, contenant x. C’est la contradiction.

(i) Sait f, lafonction dont % est le graphe. Montrons que pour tout y € 5,
f (y) est bornée.

Soit u le vecteur normal en y. |l existe un nombre « strictement positif et
petit tel que le cone UY'Y est plongé dans le bout de . Soit D la solution
du probléme de Plateau asymptotique pour 3, UY" ; puisque D ¢ UY'Y,
D se plonge dans le bout de . En particulier, la geodésique issue de y
dans la direction de u coupe D au temps K. Par le principe du maximum
geométrique la surface D va servir de barriere a la famille {3;}. Nous en
déduisons que vr, f.(y) < K.

(iii) Nous pouvons maintenant montrer que la suite {3;} converge aprés
extraction éventuelle d’ une sous-suite vers une surface %, telle que :

— X est le graphe d une fonction A cEfinie sur ¥ ;
— lafonction A est propre, i.e. tend vers I'infini lorsque I'on tend vers le
bord de X,.

Considérons lasuite defonctions { f,} définies au paragraphe précédent (ii).
Pour chague y de ¥y la suite {f;(y)} est croissante et bornée. Nous en
deduisons immédiatement que cette suite de fonctions converge vers une
fonction A propre et de graphe convexe. Pour cela, il faut utiliser la clas-
sique compacite des convexes en courbure regative. 1l reste a montrer que
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le graphe de lalimite est une k-surface. Ceci cecoule du théoréme de com-
pacité 4.1.1 appliqué au probléme de Dirichlet abord vide cEfini sur le bout
de X, et de la remarque suivante : la suite de surfaces {3} est toujours
transverse au champ de vecteurs normal a 3 (ce sont des graphes), et en
particulier, on ne peut pas voir apparaitre de tubes alalimite.

(iv) Montrons enfin que la surface limite %, est une solution du probléme
de Plateau asymptotique pour (N, X).

Notons B le bout de S. La surface %, va séparer B en deux composantes
connexes. Soit C lacomposante connexe del’ exérieur de ... Par construc-

tion 9,,C = N(Zg). En particulier, nous en deduisons que |’ application de
Gauss-Minkowski de X, est injective et a valeurs dans N(3p). Il reste &
montrer que cette application est surjective. Pour cela, soit v € N(3p) et

soit h lafonction horosphérique associée a v. Remarguons que h est propre
sur X, ; elle admet donc un minimum, ¢’ est-a-dire un point dont lanormale
extérieure pointe vers v.

(V) Il reste a examiner le cas ou X, n'est pas a bord lisse et relativement
compact.

Soit {E?} une suite d’ ouverts a bord lisse, relativement compacts, emboiés
et dont laréunion est Xy. Soit B lebout de S. D’ aprés ce que nous venons de
vair, il existe une suite {3} de k-surfaces dans B solutions des problémes
de Plateau asymptotiques associes a { X0}. Les bouts des { %, } sont emboités
et une adaptation simple de lademonstration précédente montre que lasuite
{Z;} vaconverger vers une k-surface solution de notre probléme.o

7.2.2 emonstration de la proposition 7.2.3

Démonstration. Soit X une k-surface éventuellement degénérée. Soit X,

une k-surface, graphe d' une fonction f au-dessus de X. Pour montrer que
¥ = X4, il suffit de montrer que f est borrée par une constante a. En effet,

¥ et ¥, seront aors toutes deux lentilles pour la surface § a distance a
de X ; I'unicité suit alors de la proposition 6.2.1.

Montrons donc que f est borrée. Soit B e bout de X. Supposons dans
un premier temps X compléte. Soit y € ¥ de vecteur normal exérieur f.
Soit u un vecteur tangent tel que (u,fi) > 0. Alors la geodésique issue
de u reste tracte dans B. Cette propriété reste vraie dans le cas d’ une k-
surface dégénérée : en effet une telle geodésique heurte transversalement
en un temps fini une surface équidistante, et une telle surface est toujours
compléte.

En particulier, le cone UY:" est inclus dans B, oll g < % et fi désigne
vecteur normal a y. Soit Dy |'unique solution du probleme de Plateau
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asymptotique pour d,, U™ (cf 7.1.1). Ce disque Dy est inclus dans UY.",
et en particulier dans B ; d'apres la proposition 7.2.4, ¢’ est donc le graphe
d'une fonction fy au-dessus d’un ouvert Uy relativement compact de X. En
appliquant anouveau la proposition 7.2.4, nous en déduisons que Dy est un
graphe au-dessus d'un ouvert de S.

Aing, f(y) < fy(y). Or fy(y) < 8(«, 0), oU cette constante a é&té
introduite dans le lemme 7.1.2.¢

7.2.3 Demonstration de la proposition 7.2.2

Démonstration.Soit (f, S) et (g, S) deux solutions du probléme de Plateau
asymptotique (i, S). Soitfi et iy les champs de vecteurs normaux exiérieurs
associés a f et g respectivement. Pour tout y € S, soit D, un disgque ouvert
tel que

i f(y),A i
i(Dy) C aooutio()') it (y) N 8ooUo(¢g(y) ng(y))‘

Soit S, I’ unique solution du probleme de Plateau asymptotique pour (i, B))
produite par le lemme 7.1.1. D’ apres la proposition 7.2.4, § est le graphe
de fonctions fy et gy au-dessus de ( f, Dy) et (g, Dy) respectivement.

Considérons un recouvrement localement fini de S par de tels ouverts
Dy ou y décrit un ensemble Y. Soit

fo= ;QfY( fy), do= ;Qi(gy)

Par construction le graphe de f; et celui de g coincident. Nous avons ainsi
construit une surface intermédiaire S qui est un graphe alafois au-dessus
de (f, S et au-dessus de (g, S). Pour le moment, cette surface convexe n’a
pas de raison d’ étre lisse.

Remplacons donc cette surface S par la surface S adistancer de S.
Pour r bien choisi, independamment de S, $; est a courbure strictement
supérieure ak. A nouveau, S est un graphe au-dessus de (f, S) et (g, S).

I dentifions comme d’ habitude S au disque D; derayon 1 de C. Soit D,
lesdisques derayonr, et 35 les solutions du problémes de Plateau pour D.
Pour r petit, X, est un graphe alafoisau-dessusde (f, S et de (g, S). Ceci
est également vral par continuite pour tout r, les k-surfaces (f, S et (g, S
faisant office de barriére.

Quand r tend vers I'infini |a suite de surfaces {3;} tend vers une k-
surface Xo. Pour voir cela, il suffit d’invogquer e méme raisonnement que
lors de la demonstration du point (iii) du paragraphe 7.2.1.¢

7.3 Existence
Démontrons maintenant |es theoréemes d’ existence de solutions du problé-

me de Plateau asymptotique annonas dans I’ introduction. Rappelons en
tout d’ abord lesénonceés.
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Théeoréeme 7.3.1 Soit S une surface compacte de genre plus grand2que

NotonsS son revétement universel. Spitune repesentation deri(S)
dans le groupe des is@tnies de M. Soit f un homemorphisme local

p-équivariant deS dansd.. M. Il existe alors une unique solution non

degerérée du probléme de Plateau asymptotique pdus). De plus, cette
solution eséquivariante soug.

Théoréme 7.3.2 Soit f un horeomorphisme local de U dardg, M. Soit
S un ouvert relativement compact de U. Il existe alors une unique solution
au probléme de Plateau asymptotique potrS).

Nous montrerons également le résultat suivant qui peut-étre congu
comme une généralisation faible du petit theoréme de Picard.

Théoréme 7.3.3 Soit f un horaomorphisme local de S dafisM, évitant
trois points. Alors, il existe une solution noagdréree du probléeme de
Plateau asymptotique pourf, S).

Pour demontrer les deux premiers theoremes d’ existence, nous alons a
chague fois construire une surface convexe immergge dans M dont |’ appli-
cation de Gauss-Minkowski definit un probléme de Plateau asymptotique.
Nous construirons cette surface en recollant des surfaces obtenues comme
solutions de problémes de Plateau asymptotiques pour des disques plongs.

Lesdeux premiers theorémes vont chacun utiliser deslemmes ayant leur
intérét propre. Pour le premier, il faudra :

Lemme 7.3.4 Soit S une surface localement convexe compléte, qui n'est
ni tubulaire, ni horospérique a I'infini. Soit N son application de Gauss
Minkowski a valeurs dang, M. Alors le probléme de Plateau asymptotique
(N, S) admet une solution. De plus, si S n'est pas tubulaire a I'infini, cette
k-surface n'est pasadgrérée.

Pour |e deuxiéme, nous utiliserons :

Lemme 7.3.5 Soit V une surface sans bord (p&sessairement compléte)
etimmerge de fagon localement convexe dans M. Soit N son application de
Gauss-Minkowski a valeurs dafas M. Soit SC V un ouvert relativement
compact. Alors le probleme de Plateau asymptotighleS) admet une
solution.

7.3.1 Demonstration du lemme 7.3.4

Démonstration. Soit S la surface a distance r de S. Cette surface n’est
évidemment ni horosphérique a I’infini, ni tubulaire. Pour r bien choisi,
cette surface est a courbure strictement plus grande que k. De plus, toute
solution de (N, §) est solution de (N, S). Il est maintenant facile de \erifier

gue la k-surface lentille pour §, produite par le lemme de Morse, est une
solution du probléme de Plateau asymptotique.o
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7.3.2 Demonstration du lemme 7.3.5

Démonstration. Nous allons produire la solution du probléme de Plateau
asymptotique comme limite de solutions de problémes de Plateau, comme
dans la preuve de la proposition 7.2.4.

Examinons tout d’abord le cas ou Sest un ouvert relativement compact
abord lisse. Considerons S les surfaces a distance r de S. Soit % les k-
surfaceslentillespour S ; cessurfacessont solutionsdu problémede Plateau
pour §. Pour adapter la demonstration de la proposition 7.2.4, il suffit de
faire la remarque suivante. Nous savons que, par dfinition des surfaces
lentilles, S = § est un graphe au-dessus d'un ouvert O du fibé normal
étendu Nx,. Si X, n'apas de raison d’ étre un graphe au-dessus de 3, les
arguments dével oppés dans e point (i) du paragraphe 7.2.1 montrent qu’ elle
sera un graphe au-dessus de ce méme ouvert O.

Lereste de lapreuve, qui comprend les points (ii), (iii), et (iv), s adapte
sans difficulte, et permet de construire une solution du probléeme de Plateau
pour (N, S).

Enfindanslecasol Sn’est pasabord lisse, il suffit de construireSabord
lisse relativement compact et contenant S. Ce que nous venons de dire nous
permet de construire une sol ution du probl éme de Plateau asymptotique pour

(N, S). L’ application directe de la proposition 7.2.4 permet de conclure.c

7.3.3 Demonstration du #oréme 7.3.1

Démonstration Par compacité, nous pouvonstrouver desdisquesfernmes D;,

i e J, dont les intérieurs recouvrent S le revétement universel de S, et
vérifiant, si nous notons

li={j €1, DN Dj # 0},
les hypothéses suivantes :

(@) Pour touti, le cardina de |; est fini ;

(b) D ¢ Ujeli\{i} Di,- ;

(c) Pour tout i, il existe un disque A contenant Ujeli Di;, tel que f re-
streinte & A; soit un plongement ;

(d) lafamille {D;} est 71 (9-équivariante.

D’ apréslelemme 7.1.1, nous pouvons construire des solutions $ de chacun
desproblémesde Plateau asymptotiques ( f, D; ). Chacunedecessurfaces §
découpe M en deux composantes dont |” une est convexe. Nous appellerons
cette composante convexe C;.

Remarquons maintenant que les hypothéses (a), (b) et (c) entrainent
I’ assertion suivante :

(e) s j, ke lj,dors§ N S # ¥ entréine D; N Dy # @.
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En effet, soit % la solution du probléme de Plateau asymptotique ( f, A).
D’ apréslaproposition 7.2.4, § est alorsun graphe au-dessusde N-(D) C
%i. Ceci montre (e).

Remplagons maintenant les S par des surfaces C* proches, de fagon a
ce qu'elles restent convexes, rifient (€) et soient transverses entre elles.
Pour simplifier, nous gardons les mémes notations. Soit maintenant

Ui=()Ci.

jeli

Cet ensemble U; est convexe. Son bord est une réunion de “faces’. Parmi
celles-ci, nous distinguerons K = S N dU;. Laface F; est une surface, non
vide d’aprés (b). Son bord est une reunion d'arcs C* pas nécessairement
connexes, v j), J € li, portionsde § N S. Plus précisement encore

Yi,j) = Sj NS nNu.

Nous avons méme, d’ apres (e)

Vi) = Sj nsg ﬂ Ck.

kelinlj

En particulier v j) = ¥.i)-

Recollons maintenant F; avec F le long de y; j) ; nous obtenons ainsi
de proche en proche une surface F localement convexe ; nous lalissons, de
maniére Ct, en prenant lasurface X adistancer . 1l est maintenant clair quele
probléme de Plateau asymptotique cEfini par (N, ), ou N est I’ application
de Gauss-Minkowski, est équivalent a notre probléeme de cepart.

Nous voulons appliquer le lemme 7.3.4. Montrons donc que ¥ est a
geométrie bornée et n’est ni tubulaire al’infini, ni horospterique al’infini.

Commel’ action de 1 (S) sur X est cocompacte, il suffit de montrer que
¥ n'est ni tubulaire, ni horospherique.

Si X était horosphérique, alors par définition 71(S) agirait de maniére
cocompacte sur une horosphére. Mais ceci est impossible : d'aprés le
lemme 2.3.1 la croissance des horospheres est polynomiale.

De méme, supposons X tubulaire. Dans cette situation, 7 (S) agit de
maniére isométrique sur le fibré normal T a une geodésique. De plus, il
existe uneimmersion ¢, 1 (S)-équivariante de Ssur T. Ceci estimpossible :
T est conforme au plan privée d un point.

Lelemme 7.3.4 permet de conclure.c

7.3.4 Demonstration du #oréme 7.3.2

Démonstration. Procédons comme dans le paragraphe precédent. Les hy-
potheses permettent de construire une famille finie de disques ouverts B,
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pour i € J, dont lesintéerieurs recouvrent |’ adhérence de S, et vérifiant, s
nous notons
li={j € l,DiNDj # 0},

les hypothéses suivantes :

(b) Di ¢ Ujeli\{i} Di; ;
(c) Pour tout i, il existe un disgque A; contenant Ujeli Dj;, tel que f re-
streinte a A; soit un plongement.

D’apréslelemme 7.1.1, il existe des solutions § de chacun des problemes
de Plateau asymptotiques ( f, D). Chacune de ces surfaces § découpe M
en deux parties dont I’ une est convexe. Nous appellerons cette composante
convexe C;.

Remarguons maintenant que les hypothéses (b) et (c) entrainent, comme
dans |e paragraphe précédent, I assertion suivante :

(e) soit j, ke lj. Alors § N S # @ entraine D; N Dy # ¢.

En procédant exactement comme dans | e paragraphe piecédent, nous ob-
tenons une surface convexe X telle que le probléme de Plateau asymptotique
défini par (N, X), ot N est |’ application de Gauss-Minkowski, estéquival ent
au probléme de Plateau asymptotique (N,|J;.; Di). L’ouvert S étant par
hypothése relativement compact dans|_j;; Di, le lemme 7.3.5 permet de
conclure.c

7.3.5 Demonstration du #oréme 7.3.3

Démonstration. Soit i un homéomorphisme local de Sdans d,,M évitant
trois points X;, X, €t Xa.

S0it § = 0,oM \ {X1, X2, X3} €t i I'injection de § dans d,,M. Pour
demontrer leréesultat, il suffit de montrer que le probleme de Plateau asymp-
totique (i, S) aune solution. En effet, supposons que (i, $) aune solution.
Soit (f, S) un homéomorphisme local de Sdans $. Soit Set § les revéte-
ments universels de Set § respectivement. Nous pouvons alors relever f
enuneapplication f de Sdans . Laproposition 7.2.4 permet de construire
une solution du probléme de Plateau asymptotique pour (z o f, S) ol 7
désigne la projection canonique deS dans S. Le théoréme d' unicité 7.2.1
permet enfin de montrer que la solution ainsi obtenue est bien une solution
de(f,S.

Concentrons-nous maintenant sur le cas de (i, ). Distinguons deux
possibilités :

(i) Premiérement, supposons qu'il existe un triangle ickal T totalement
géodésique dont les sommets sont nos trois points.

La surface S, bord de la boule de centre T et de rayon ¢, est aors a
courbure plus grande que k pour un certain ¢. Elle n’est ni horosptérique
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al’infini, ni tubulaire. D’ apres le lemme 7.3.4, la k-surface lentille pour $
produite par le lemme de Morse est une solution du probléme de Plateau
asymptotique associé a S.. Cette solution borde un convexe, elle est donc
compléte. Autrement dit lak-surface ainsi obtenue n’ est pas dégénérée.

(ii) Plagons-nous dans |e cas genéral maintenant.

Soit {Si}hewy Une exhaustion de § par des ouverts relativement compacts.
Le theoréme 7.3.2 permet de construire pour tout n une solution ( f,, )
du probléme de Plateau asymptotique pour (i, $). Notre but est de montrer
guelasuitede solutions {( f,, $) }nen CONVerge apres extraction d' une sous-
suite.

Soit X un point appartenant a I’ enveloppe convexe de {X, X2, X3}. Les
surfaces f,(S,) bordent des convexes G, qui contiennent tous x. De plus,
ona

(%) n>p=C,cC,.
Posons
czﬂq.
neN

Dansnotre cas, I'interieur de C est non vide. || existe donc une sphére §, de
centrex et derayona inclusedansC. | dentifions cette sphéere canoni quement
A 05 M.

Nous voyons maintenant les ouverts § comme des sous-ensembles
de S.. Les surfaces f,(S,) sont des graphes de fonctions A, au-dessus
de S,. D'aprés (x), pour tout y, lastite {An(Y) }nen €St décroissante.

D’aprés le corollaire 4.1.3, la suite de fonctions {),}nen converge C*
vers une fonction A. Le graphe de cette derniere va fournir la solution du
probléme de Plateau (i, §).¢

7.4 Non existence

L e theoréme suivant montre qu’un probléme de Plateau asymptotique n’a
pas toujours de solution :

Théoréme 7.4.1 Soit U I'ouvert ded,,M obtenu en 6tanté&ro, un ou
deux points. Soit i I'injection de U darg,M. Le probleme de Plateau
asymptotique &fini par (i, U) n’a pas de solution.

Démonstration.Raisonnons par |’ absurde. Soit X la solution du probléme
de Plateau correspondant ; dans lestrois cas, cette surface est globalement
convexe.

Dans le premier cas, X est une sphére compacte. Ceci est clairement
impossible : d’apres I'equation de Gauss, la métrique induite sur une k-
surface est a courbure négative.
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Dansle deuxiéme cas, X est une pseudo-horosphére. D’ apreslaproposi-
tion 2.4.1, elle est horosphérique al’infini. Il existe donc une suite de points
{Xn}nen de X telle que {(Z, Xn)}nen CONverge vers une surface horosplre-
rique Xo. Ceci est a nouveau impossible : par compacié ¥, est également
une k-surface ; or, d’'aprés le principe du maximum geomeétrique, une k-
surface ne peut-étre horosphérique.

Dans le dernier cas, soit y la geodésique joignant les deux points du
bord al’infini. Soit 1« la fonction distance a cette geodésique. Soit ensuite
{Xn}nen Une suite de points de X tel que la suite {u (%) Inen tend vers la
borne supérieure o (peut-étre infini) de . Nous pouvons extraire une sous
suite telle que (Z, x,) converge vers . Séparons en deux cas :

(i) Laborne ug est finie. Dans ce cas, ¥ est tangente intérieurement aune
équidistante a une geodésique ; ceci contredit |e principe du maximum
géométrique.

(if) La borne o est infinie. Dans ce cas la surface X, est une pseudo-
horosphére ; nous venons de voir dans le paragraphe pécédent qu’ une

telle éventualité est impossible.
o

8 Espace deg-surfaces

Abusivement, en utilisant le releve de Gauss, ¢’ est-a-dire |’ application qui
aun point de la surface associe sa normale exérieure, nous considérerons
une k-surface comme une surface immergge dans le fibré unitaire de la
variété M.

Soyons un peu plus précis dans la définition d’ une k-surface pour éviter
le probléme des revétements multiples.

Lesk-surfaces étant les solutions d’ un probléme elliptique, toute surface
de ce type est totalement determinée par son jet d’ ordre infini en un point.
On en déeduit qu’étant donnée une k-surface (f, S) sans bord, ou f cesigne
une immersion de Sdans le fibré unitaire, il existe un repesentant minimal
delak-surface (g, ¥), c' est-a-dire \erifiant la propriété suivante : pour tout
k-surface (f, S) telleque f(S) = f(S), il existeun revétement p deSsur X,
tel que f = go p.

Le représentant minimal d’une k-surface est totalement determiné par
sonimage, et nous omettrons souvent de parler del’immersion sous-jacente.

L’espace des k-surfaces d’ une varieté N est I espace despaires (S X),
oUu X € S, et ou Sest soit un tube, soit le repesentant minimal d’une k-
surface sans bord (eventuellement degenérée).

Cet espace N est munie d’ une topologie cecrite dans [3]. La notion
de convergence pour cette topologie est celle des sous-varétés immergées
pointées décrites dans la paragraphe 2.3.1.

Danslasection 8.1 de[3], nousavonsmontiequel’ espace N est compact
et muni d'une structure de lamination, c’est-a-dire de produit local. Une
feuille L£s de cette lamination est identifiee a Squi est soit le représentant
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minimal d’ une k-surface, soit un tube ; plus precisement, les points de cette
feuille £ sont les points de laforme (S, x), pour x cecrivant S.

9 Densit des feuilles griodiques

A partir demaintenant, M est lerevétement universel d’ unevarétécompacte
N de dimension 3 a courbure strictement régative.

Soit N |’ espace compact lamiré associé, décrit dans la section 8. Nous
voulons montrer :

Théoréme 9.0.1 La reunion des feuilles compactes est dense déns

Les feuilles compactes de N représentent par déefinition les k-surfaces
compactes dans N. Nous pouvons interpiéeter ces surfaces compactesdansle
revétement universel delamaniére suivante. Elless'identifient aux quadrup-
lets (f, X, T, p),0uU:

— TI" est un groupe discret agissant de maniére cocompacte sur ledisque X ;

— p est une représentation de I' dans i (N) ;

— f est uneimmersion p-equivariante, localement convexe de X dans M,
dont I'image est une k-surface.

Introduisons une dcéfinition : un quadruplet (f, X, T, p) est une immersion
équivariantea valeurs dans a,, M, lorsgue

— X est une surface, éventuellement abord ;

— I' est un groupe agissant sur ¥ de fagcon a ce que le quotient soit une
surface ;

— f est un homéomorphisme local de X dans d,,M ;

p est unereprésentation deI" dansiso(M) legroupe desisonétriesde M.

L’ ensemble devant vérifier larelation d’équivariance :
Vse X, VgeTl, f(g.s) = p(g) f(s).

Une immersion équivariante est dite cocompactesi X/I" est une surface
compacte.

D’ aprés le theoréme 7.3.1, les feuilles compactes de la lamination &
Sidentifient aux immersionséquivariantes cocompactes.

Il n'est peut-étre pas inutile de remarquer que dans la dmonstration
gue nous allons donner, les immmersions équivariantes cocompactes qui
apparaitront seront telles que p(I") est un groupe libre.

Décrivons maintenant la structure de cette section.

9.1 Mousintroduisons une c&finition, I’ inclusiondes problémes de Plateau
asymptotiques, et demontrons un lemme de compacite S'y rapportant.

9.2 Nous expliquons comment approcher en un certain sens tout plonge-
ment du disque par une suite d’'immersionséquivariantes.
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9.3 Nous décrivons un procedé de fusionpermettant de construire de nou-
velles immersions équivariantes a partir d’ anciennes.

9.4 Nous définissons une classe d' immersions topol ogiques du disque dans
les sphéres appelées quasi-plongementdNous montrons que tout prob-
Iéme asymptotique est limite de quasi-plongements.

9.5 Nous montrons gue tout quasi-plongement est limite d immersions
équivariantes cocompactes ; celles-ci sont obtenues par fusion d'im-
mersions équivariantes construites en 9.2.

Enfin, nous concluons la démonstration dans le dernier paragraphe.

9.1 Inclusion, lemme de compé&cjiour les inclusions

Dans ce qui suit, D; désignera toujours une variété connexe de dimension 2
sans bord. Nous allons donner trois cEfinitions techniques.

9.1.1 Inclusion

Introduisons une cEfinition. Soit (f, D;) et (g, D) deux problémes de
Plateau asymptotiques. S'il existe un plongement i de D, dans Dy, tel que
f = goi, nousdironsque (f, D,) estinclusdans (g, D,) pari , et noterons

(f,D1) C (g, D2) [il.
La petite observation suivante nous sera utile :

(i) Soit x4 et x, des pointsde D, et D, respectivement. Supposons que pour
tout ouvert U relativement compact de Dy, il existeiy telle que

(f,U) C (9. D2) [iul.
detelle sorte queiy (X1) = Xo. Alors (f, D1) est inclus dans (g, Dy).

9.1.2 Intersection

Une seconde définition. Soit {(f,, Dn)}lnen Une suite de problémes de
Plateau asymptotiques. Soit (g, D,,) un autre probleme de Plateau asymp-
totique. On suppose que pour tout n, il existe i, tel que

(g’ DOO) C (fnv Dn) ['n]

Supposons maintenant que I'inclusion de (g, Dy,) est “minimale’ dans le
sens suivant : si (h,U) (ou U est connexe) est une donrée asymptotique
telle que

(9, Do) C (h,U) [j]
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s par ailleurs, pour tout n
(h,U) C (fn, Dn) Ljnl
in = jn o j,
aors (h,U) = (g, D).

Dans cette situation, nous dirons que (g, D) est I'intersection des
(fn, Dp) le long de j, et nous noterons

(0. Do) = () (fn. D) [in].
neN
On vérifie la proposition suivante :
Proposition 9.1.1 Supposons que
(9. D) = [ )(fn. D) [inl.
neN

Soit par ailleurs(h, U) telle que, pour tout n
(h,U) C (fn, D) [jnl

Supposons qu'il existey>xe D et x € U tels que pour tout nnixg) =
jn(X1). Alors
(h,U) c(a. D) [jl,

de telle sorte que,j=in o |.

9.1.3 Limite inérieure

Une derniére définition. Nous dirons que le probléme de Plateau asympto-
tique (g, Do) est limite inferieure desproblémes de Plateau asymptotiques
(fn, Dp) par i €t nous noterons

(g, Doo) = Iiminf(fn» Dn) [in],
neN
S pour toutes les sous-suites s(n), il existe p tel que

(9, Do) = ﬂ(fs(n), Dsny) lism]-

n>p

L’ exemple qui suit montre qu’il faut prendre quelques pécautions avec
cette notion. Soit {Un}nen a suite décroissante d’ ouverts, obtenue en enle-
vant les uns apreés les autres les points d' un ensemble dnombrable, dont
I"adhérence est un équateur. Soit f,, la représentation conforme du disgue
dans U,,, envoyant zéro sur le pdle nord. Nous avons deux intersections
possibles des {(f,, Un)}nen : la représentation conforme de I’ emispheére
nord et celle de I” hemisphére sud.
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9.1.4 Lemme de compageit

Nous voulons montrer :

Lemme 9.1.2 Soit{(f,, D)}hen Une suite de problemes de Plateau asymp-

totiques, admettant des solutiofig,}nen. Soit % un point de D. Soit
également un probléme de Plateau asymptotique

(9,D) = Iimli\lnf(fn, Dy) [inl-

Alors, la suite de k-surfac€$¢,, D)}nen, poinges erin(Xo) }nen, CONvVerge
vers une solution du probleme de Plateau asymptotique @puD).

Démonstration. Pour simplifier, notons 0 = % = in(Xp). D’ aprés le
theoreme 7.3.2, il existe une solution ¥ du probléme de Plateau asymp-
totique défini par (g, D). D’ aprés la proposition 7.2.4, (D) est un graphe
au-dessus d'un ouvert de ¢, (D) pour n suffisamment grand.

Notre premiére étape consiste a demontrer |’ assertion :

(1) lasuite {¢n(0)}nen reste adistance borrée de v(0).

Raisonnons par |’ absurde. Dansle cas contraire, il existe une sous-suite s(n)
telle que {¢sn) (0) }neny CONVerge vers un point mde a, M.

Notons N, I’application de Gauss-Minkowski de ¢ . Notons B, la
boule de rayon 1 de centre ¢y, (0) tracée sur ¢sn) (D). Pour tout voisinage
U dem, et pour n suffisamment grand, nous avons

0cM\ U C Np(Bp).

En particulier, (i, 9,,M \ U) est inclus dans ( fsn), D) pour n suffisam-
ment grand. Laproposition 9.1.1 entraine alorsque (i, 3, M \ U) est inclus
dans (g, D).

Cette proposition entraineégalement que (i, d,,M \ {m}) est inclus dans
(g, D). Nousavonslalacontradiction recherctee : letheoréme 7.3.2 fournit
une solution du probléme de Plateau asymptotique pour (i, 3,M \ {m}), ce
qui contredit le theoréme 7.4.1.

Nous avons fini de demontrer |’ assertion (1).

Nous sommes maintenant en mesure d’ appliquer le treoréme de com-
pacité 4.1.1. Remarquons que dans notre cas, il n'y a pas de condition au
bord. Extrayons donc une sous-suite s(n) telle que nous ayons |’ alternative :

(@ soit {¢sm) (D), dsn)(0)}nen converge vers une k-surface S (peut-étre
déegénérée) ;

(b) soit {fiogsn) (D), Ropsn) (0) }nen CONVErge versun tube (necessairement
complet) autour d’'une geodésique y. Ici, ii déesigne I’ application de
Gauss de la surface ¢, (D) avaleurs dans le fibré unitaire de M.
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Un probléme de Plateau asymptotique ( f, D) est associé a chacune de ces
deux possibilites : I'application de Gauss-Minkowski de la surface limite
danslepremier cas; le revétement universel delasphére moins deux points
dans |’ autre cas.

Remarguons maintenant que pour tout ouvert relativement compact U
de D, (f, U) estinclus dans e probleme de Plateau asymptotique ( &n), D)
pour n suffisasmment grand ; ceci provient delaconvergence sur tout compact
des suites sous-jacentes. Par cEfinition delimiteinférieure, (f, U) estinclus
dans le probléeme (g, D).

Gréce a notre observation préliminaire 9.1.1, nous en deduisons que
(f, D) est inclus dans (g, D).

En particulier, le deuxiéme cas de I’ alternative est exclu : en effet, le
théoréme 7.3.2 crée une solution du probléme de Plateau cEfini par lasphére
moins deux points, et contredit ainsi le tleoreme 7.4.1.

Enfin, prenons un ouvert relativement compact U de D. Par convergence
uniforme sur tout compact, nous en ceduisons que (g, U) est inclus dans
(f, D). Aingi, (g, D) estinclus dans ( f, D).

En conclusion, (g, D) = (f, D). D'apres le theoréme d' unicité de la
solution d’un probléme de Plateau asymptotique 7.2.1, nous en dduisons
gue {¢sn) Inen CONVerge Vers v.<

9.2 Construction de groupes

Nous allons dans un premier temps exhiber des groupes assoces a des
plongements du disque.

Introduisons les notations suivantes : pour tout y € 7 (N) difféerent
de I'identité, y* et y~ désignent respectivement les points attracteurs et
répulseurs de y sur 9,,M ; si F est un sous-groupe de 71 (N), nous notons
A(F) son ensemble limite et Q(F) = 3,,M \ A(F) son ensemble de
discontinuité ; nous dirons que F est convexe cocompad F agit de
maniére cocompacte sur Q(F).

Le but de ce paragraphe est |a proposition technique suivante :

Proposition 9.2.1 Soit (f, D) un plongement du disque daAsM. Soit
X, i e {1,...,p}, 2p points de €3D). Soit {}.n}nen, | € {L, ..., p},
p suites délements der;(N), telles que :

(i) les suites{y;;,}nen cOnvergent vers;x;

(i) vi,n, y, ¢ f(D).

Il existe alors une suite de groupes libres convexes cocompgigtsy
verifiant

1 vn, 3q, Vi, yh € Fn,
(2 Vy € Fa\ {id}, y(f(D))Nn f(D) =0,
3) (f, D):Iimli\lnf(in,Q(Fn)) [foil],

ou i, désigne I'injection canonique d@(F,) dansd,,(M).
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Démonstration.Munissons d,,M d’une métrique arbitraire. Fixons un en-
tier n. Soit ¢ leréel défini par

e = sup{d(y5. x)}.

D’ aprés I'hypothése (ii), ¢ est strictement positif. De plus, ¢ tend vers 0
quand n tend vers |’ infini.

Par densité des géodési ques périodiques, il existe desélémentsde 1 (N),
{A1, ... Ak}, ou k est un nombre fini dependant de n, tels que I’ ensemble

L={x,A ;1<i<Kk],

soit e-proche pour ladistance de Hausdorff de f(aD) etal’ exérieur de f(D).
On peut enfin faire en sorte que tous les points de L soient distincts et que
A=y Vief{l ..., p

Par I"argument classique sur les groupes de Schottky, il existe q suffi-
samment grand tel que le groupe

Fo= (A, ..., A0,

soit libre et agi sse de mani ére cocompacte sur son ensembledediscontinuié.
En prenant q suffisasmment grand, |I’ensemble limite A, est dans un
g-voisinage de L, et al’ extérieur de f(D).
Toujours en prenant g suffisamment grand, on obtient la condition (2).
Pour achever lademonstration de laproposition, remarquons que A, est
une suite de compacts convergeant pour la nétrique de Hausdorff vers le
bord de f(D), tout en restant al’ extérieur de f(D). Ainsi nous avons bien

(f,D) = Iimli\lnf(in,Q(Fn)) [foil],

ce que nous voulions demontrer.¢

D& a, nous pourrions montrer que chague plongement du disque est
limite d'immersions équivariantes cocompactes : il suffit d’assembler la
proposition précédente et e lemme de compacite 9.1.2.

Malheureusement, toute immersion n’est pas limite de plongement. |1
faut donc raffiner cette construction. Nous devonsintroduire une proédure,
appelée fusion permettant de construire de nouvelles immersions équi-
variantes cocompactes. Celles-ci permettront d’ approcher ce que nous ap-
pellerons des quasi-plongementsCes derniers vont étre denses dans les
immersions.

9.3 Fusion de groupes et de surfaces
Nous alons expliquer dans ce paragraphe une construction permettant de

construirede nouveaux problémesde Plateauéquivariantsapartir d’ anciens.
Introduisons tout d’ abord nos notations et hypothéses.
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Soit (fi, S, T, pi), oui € {1, 2}, deux immersionséquivariantes. Nous
supposerons ici que les S/T sont des surfaces a bord. Soit ¢ et ¢, deux
composantes connexes du bord respectivement de $/I'; et S/T",. On sup-
pose qu'il existe deux releves v; de ces courbes dans S, associés a des
éléments y; € T tels que p1(y1) = p2(y2). De méme, on suppose qu'il
existe un homéomorphisme | entre v, et vy, vérifiant

f10j= f2,
y20)=]jon.

En particulier, j descend en un homeomorphisme h entre ¢, et c,. Notre
construction est une consequence de la proposition suivante :

Proposition 9.3.1 Avec les hypothéses et notationedgpdentes, il existe
une unique immersicgeguivariante( f, X, I, p) telle queX /I’ = %, /T"1 Uy,

¥ /T». De plus, en notant I'injection de % dansX qui se @duit de cette
derniére identification, nous avonsof; = f;.

Démonstration.ll s agit d’ une construction standard.c

L'immersion équivariante ains construite est appekee fusion des deux
immersions équivariantes précédentes.

On peut remarquer alors que I' est un produit amalgarre de I'; et T',.
Nous verrons plus tard comment la fusion se comporte vis-a-vis de |’ o
ration limite inférieure.

9.4 Quasi-plongements

Introduisons une definition intermédiaire.
Un homéomorphismelocal f du disgue ouvert D dans d,, M seraappelé
un quasi-plongemensi

(i) f seprolonge continiment en un honeomorphisme local de I’ adhé-
rencede D ;

(i) il existe une famille finie d'arcs plonges {c¢i}, 1 < i < g deux adeux
disioints, dont les extremités sont dans 9D

(iii) f sétend en un plongement de I'adrerence de chague composante

connexe de
D\ U G.
1<i<q

Lafamille d'arcs {G} de la définition sera appelée decoupedu quasi-
plongement.

En un certain sens, le résultat suivant affirme que tout homeomorphisme
local est limite de quasi-plongements.

Proposition 9.4.1 Soit f un hor@omorphisme local de D dang M.

Soit U un ouvert relativement compact U de D. Il existe alors un ouvert
relativement compact V de D contenant U tel qdeV) soit un quasi-
plongement.
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Démonstration.Nous allons utiliser des idees contenues dans la paranétri-
sation faite par Thurston de I’ espace des C P*-structures par les |aminations
géodeésiques mesurées.

I dentifions 3., M alasphére . Munissons S d’ une métrique acourbure
constante et D delamétrique induite par f. Nous noteronsD sacomplétion
métrique et Fr(D) = D\ D. Au besoin, en restreignant un peu D, nous
pouvons supposer que D est homéomorphe au disque fermé et que f s étend
en un homéomorphisme local de D dans S

Une boule métrique ouverte de D sera appelée une bonne boulesi f est
une isométrie de cette boule sur une boule de $. Une boule sera maximale
S ¢'est une bonne boule, et si elle n’est incluse dans aucune autre bonne
boule qu’ elle méme.

Si B est une boule maximale, notons B son adhérence dans D (et non
dans D). Posons Fr(B) = B\ B. Cet ensemble Fr(B) est une réunion
d’intervalles ouverts. Un peu de geométrie sphérique montre |’ assertion : si
deux points de Fr(B) sont dans une méme composante connexe de Fr(B),
alorsils appartiennent & une méme bonne boule.

Nous dirons enfin que deux points x et y de Fr(D) sont joignables s'il
existe une boule maximale B et une composante connexe A de Fr(B) telle

que x et y appartiennent &’ adhérence de A dans D.
Soit x; et x, deux points joignables. Soitégalement y; et y, deux points
joignables tels que yi # X;. Montrons tout d’ abord :

(1) les points y; et y, appartiennent a la méme composante connexe de
Fr(D) \ {x1, X2}.

Notons By et By les bonnes boul es respectives pour les paires (%, Xo) et
(Y1, Y2). Soit A, et A, les composantes connexes de Fr(B,) et Fr(By) qui
s'en déduisent. Si By = By, lesarcs A, et Ay sont disoints ; si By # By
les arcs de cercles A, et Ay se coupent en au plus deux points. Dans les
deux cas, A et Ay sont transverses. Supposons maintenant que y et Yy,
sont dans des composantes connexes differentes de Fr(D) \ {X¢, Xo}. Alors,
par transversaite, A et A, serencontre transversalement en exactement un
point. Déslors, I’ une des extrémités de Ay (C' est-a-dire x; 0u x,) appartient
al’intérieur de By. Nous avons|acontradiction recherchee, et I’ assertion (1)
est demontrée.

Soit maintenant x et y deux points joignables correspondant a une boule
maximale B. Tracons entre x et y la geodésique pour la métrique hyper-
bolique conforme de B. L’ arc correspondant est appek bon arc Un raison-
nement géométrigue élémentaire montre que deux bons arcs ne peuvent se
couper qu’ en leurs extrémités.

La réeunion £ des bons arcs forme un ensemble ferne. Nous avons
construit ainsi une lamination de D.
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Cette construction n'est pas originale, c'est celle qui associe a toute
CP-structure une lamination dans la construction de Thurston dja citée.

On remarque aisement que si A est le complémentaire de £, toute
composante connexe de A est incluse dans une bonne boule.

Nous pouvons maintenant construire une exhaustion de D par des dis-
ques compacts D, telle que toute intersection non vide d' un bon arc avec
D, soit connexe et de longueur minorée par une constante ne dependant
que de n : par exemple, on peut trouver une netrique hyperbolique telle
gue lalamination soit geodésique, puis prendre une exhaustion par des con-
vexes, et enfin éventuellement decouper ces convexes en enlevant la* petite”
composante connexe du complementaire des bons arcs de petite longueur.

Fixons ensuite I'un des D, ; montrons que f restreinte a D, est un
guasi-plongement.

Pour cela, il suffit de construire un recouvrement ouvert de D, tel que
tout ouvert O de ce recouvrement veérifie les propriétés suivantes :

(i) O est borde par une courbe de Jordan constitiée d'un nombre fini de
bons arcs et d’ arcs inclus dans le bord de D, ;

(i1) il existe une decoupe de cet ouvert Q pour laquelle larestriction de f
acet ouvert soit un quasi-plongement.

En effet, supposons construit un tel recouvrement fini {Q}. Lafamille de
bons arcs obtenue en prenant la reunion des bons arcs inclus dans le bord
des ouverts G, et des bons arcs provenant des decoupes de ces ouverts,
donnera une découpe de quasi-plongement.

Construisons maintenant ce recouvrement avec les propretés requises.
Soit x € Dy, notre but est d'associer a x un ouvert Q vérifiant (i) et (ii).
Nous avons quatre cas a consicerer.

(1) Lepoint x € A= D\ L. Nous prenons simplement comme ouvert Q,
la composante connexe de x dans AN Dp. Lalongueur de latrace des bons
arcs sur Dy, étant minorée, il n'y a qu’un nombre fini de bons arcs dans le
bord de cette composante connexe.

(2) Le point x se trouve sur un bon arc isole. Ce bon arc sgpare A en deux
composantes connexes. Nous prenons alors comme ouvert Q la réunion
de ces deux composantes connexes, avec la decoupe donnée par le bon arc
passant par X.

(3) Le point x se trouve sur un bon arc ¢ associé a une boule maximale B,
isolé d’'un coté mais pas de I’ autre, ¢’ est-a-dire si ¢ borde une composante
O connexede A, et S'il existe une suite {G, }nen d arcs distincts de ¢ tendant
vers ¢. Dans ce cas, nous pouvons remarquer que pour n suffissmment
grand, la région U, bordée par c et ¢, est telle que U, N Dy, est incluse
dans B. Posons alors O, = (O U Uy U c) N Dy,. Cedernier ouvert est bien
inclus dans B.

(4) Le point x appartient aun bon arc c et il existe deux suites de bons arcs
tendant vers ¢, {G}nen € {On}nen, telles que la région U, comprise entre
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Cn €t g, contienne c. Il suffit de remarquer que pour n suffissmment grand
Un N Dy, estinclus dans B, et de poser enfin Q = U, N Dy,
Notre construction est termirge.c

9.5 Quasi-plongements et immersiéqsiivariantes cocompactes

Le résultat essentiel de cette section est une genéralisation de la proposi-
tion 9.2.1 au cas des quasi-plongements.

Proposition 9.5.1 Soit (f, D) un quasi-plongement. Il existe alors une
suite d'immersiongquivariantes cocompactééf,, S, }nen telles que

(f,D) = Iimli\lnf(fn, S [linl

Démonstration. Soit ( f, D) un quasi-plongement. D’ apres la dfinition, il
existeunefamillefinied arcsplonggs {¢;}, 1 < i < qdeux adeux digoints,
dont les extremités sont dans aD, et telle que f séend en un plongement
de I adhérence de chague composante connexe D; de

D.=D\ | J a.

1<i=q

Orientons les arcs . Notons xii leurs extrémités et D+ les composantes
connexes de D, bordées par ¢ .

Par densité des géodési ques périodiques, nouspouvonstrouver dessuites
{¥i.ntnen d @ééments de 1 (N) telles que :

(i) lessuites {y}nen COnvergent vers f(x*) ;
(i) vi,n y, ¢ f(DO).
D’ apréslelemme 9.2.1, pour toute composante D; de D, il existe une suite

de groupes libres convexes cocompacts {F n}nen VErifiant, si ¢ est dansle
bord de D;,

(i) ¥n, 3q, ¥ € Fjn;
(iv) Vy € Fin\{id}, y(f(Dj) N f(D)) =;
(v) (f, Dj) =liminfaen(pjn, D).
Ici p; ., désignelaprojection du revétement universel de2(F ) identifié
aD, choisi detelle sorte que p;n(0) = y; € D;.
Pour tout j, n, notons S;, la surface compacte

Sj,n - Q(Fj,n)/':j,n,

et r; n laprojection naturelle de Q(F ) sur S,-,n. La condition (iv) assure
que 7rjn o f est un plongement de D; dans S; .
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Dans la construction préecédente, nous pouvons éventuellement prendre
des sous-groupes d’indice fini des F , ; nous avons également une certaine
liberté concernant le choix des genérateurs des groupes F,, autres que
lesy.

Pour continuer notre demonstration, nous allons raffiner notre construc-
tion. Utilisons la latitude que nous venons de ckcrire de telle sorte que les
groupes F; ,, vérifient les propriétés supplémentaires suivantes :

(vi) legroupe F, engendré par laréunion des F; , est lui-méme convexe
cocompact ;
(vii) f(c) C Q(Fn).

Choisissons maintenant, pour tout i, n, des voisinages Ef de y, , homé-
omorphes alaboule fermee, digjoints deux adeux, tels que

(Viii) %.n(0cM\ B ) C BIn ;
(ix) Ilmn_m(dlam(B D) =
(X) ces voisinages rencontrent les images des ¢ exactement en leurs
extremités :
f(c) N B, = f(xO).

A nouveau, si besoin en était, nous avons pris des sous-groupes d'indice
fini des F; p.

Construisons encore pour tout entier n, et tout j € {1,...,q}, une
courbe G , tracée sur Q(F,), telle que :

(xi) f(G) Ccni;
(Xii) %.n(Cn) =Cin;
(xiii) ¢y \ f(c) C BJr UB,

Pour ce faire, il faut prooeder de la maniére suivante : d aprés la conditi-
on (viii), y.n(f(g)) C BI . par ailleurs, Eg* \ B/, est connexe de méme
que son adhérence A ; d’ aprés lacondition (x), cette adrerence A rencontre
f(c) exactement en f(x|+) et yin(f(c)) en yn(f(x)). Choisissons donc
dans A un chemin plongg A joignant f(x") et %1 n(f(x;")). Nous pouvons
alors prendre comme courbe G, la réunion des images itérées de I'arc
f(Ci) U )Mi,n :

Gin = [ o (F(@) Unin).
pe’Z
Enfin, en prenant éventuellement des sous-groupes d’ indicefini des F

la condition (xiii) et le fait que les Bﬁ sont deux a deux digjoints, nous
permettent d’ assurer la condition supp[emental re suivante :

(xiv) pour tout j etn, s g,,...C,, sont tracées dans |e bord de D;, aors
les courbes 7j »(C;, n) sont des courbes plongees et d' intersection vide

dans S = Q(Fq)/Fn.
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Rappelons que D; est une composante connexe de

D\ |«

1<i<q
Nousavonsfini d’imposer des conditions supplementaires aux groupes Fj .

Commencons la demonstration. D’ apres la condition (iv), 7, o  est
un plongement de D; dans

Ujn= S\ U 7j,n(Ciy,n)-

1<k<m

Notons X; ,, la composante connexe de U; , dans laquelle s envoie D;.
Par construction, %; , est une surface dont |e bord s'identifie a la union
des courbes 7j n(Ci,.n). Soit I'; , e groupe fondamental de % ,,, et S, son
revétement universel.

L’ étape suivantevaétredefusionner touteslessurfaces § . Laprocédure
est la suivante : pour tout i et n, la construction cecrite en 9.3, permet de
fusionner 9}: et §, lelong de . En procédant de proche en proche,
nous produisons ainsi une immersionéquivariante cocompacte ( f,, S, I'n)
ayant la propriété suivante : il existe un plongement i, de D dans S, tel que
f = f,oi, C'est-adire

(f, D) C (fn, S [inl-

Par ailleurs les courbes G , donnent naissance a des courbes q , tracées sur

S] telles qUEin(Ci) CGin et fn(qi,n) = Cin.
Pour conclure, il nous suffit de montrer

(f,D) = Iimian(fn, S [linl

Soit s(n) une sous-suite et (g, U) un plongement d’un ouvert U connexe,
tels que

(9, U) C (fsmy> Snp) Lisim ],
(f,D) c (h,U) [l

avec isny = Jsm) o j. Pour simplifier les notations, nous allons supposer
s(n) = n.

Voyons j comme une inclusion, et supposons que D est un ouvert de U.
Notons Z(D) lafrontiére de D dans U. Nous voulons montrer que Z(D)
est vide. Raisonnons par |’ absurde et supposons que cet ensemble est non
vide.

Munissons 9,,M d’une métrique annexe, U, S, et D des métriques
induites. D’ apres notre hypothése (ix),

lim (diam( B')) =0.



Un lemme de Morse pour |les surfaces convexes 291

Il existe donc un point x de Z(D) et un nombre ¢ > 0 tels que

vi.n dgx). B > &,
Vi, d(x, G) > &.

En particulier, I" hypothése (xiii) entraine :
(xv) Vi,n d(in(X), Gin) > &.

Pour ¢ suffisamment petit, g est une bijection delaboule B’ de rayon ¢ de
centre x dans U, vers la boule B. de centre g(x) de rayon ¢ dans d,, M.
Le point x appartient nécessairement a la frontiere d’ une des com-

posantes D; de
D\ [ J a.

1<i=<q

Rappelons maintenant que S, est la réunion de copies isométriques des
surfaces S ,, bordées par les courbes g, qui senvoient par f, sur les
courbes G .

La condition (xv) nous permet d affirmer que j,(BY) est inclus dans
I"intérieur d’une de ces copies de § . En particulier, puisque

B = g(BY) = fno jn(BY),

nous en déduisons que pour tout n, g(B) est inclus dans Q(F; ). Ceci
est impossible : la limite de Hausdorff des A(F ) contient Fr(D;), et
donc g(x), par construction.

Cedernier point est la contradiction recherctee.c

9.6 Demonstration du #toréeme 9.0.1

Nous pouvons maintenant demontrer la densite des feuilles périodiques
dans I’ espace lamirg V.

Tout d’abord la proposition 9.5.1 et le lemme 9.1.2 entrainent que I'a
dhérence de la reunion des feuilles periodiques contient I’ensemble des
quasi-plongements.

Le theoréme 9.0.1 suit alors de la proposition 9.4.1 et de la proposition
suivante

Proposition 9.6.1 Soit( f, D) un probleme de Plateau asymptotique. Soit
{U}nhen Une suite embdie d’ouverts relativement compacts de D telle que

U U, = D.
neN

Notons{(¢n, Un) }nen la suite de solutions des problemes de Plateau asymp-
totiques @finis par{( f, U,)}nen Obtenues par le toréme 7.3.2. Nous avons
alors les deuxésultats suivants :
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() si(f, D) admet une solutioy, D), alors la suite{(¢h, Un) }nen poin-
tées a l'origine de D converge ve(g, D) ;

(i) supposons que D est le revétement universed dd privé des deux
extremiés d’'une godesiquey ; soit f la projection canonique de D
dansd.,M ; notons § I'ensemble des vecteurs normaueeeurs a
la surfacegn (Uy) ; alors la suite de surfaceg3 }nen, immerges dans
UM pointees a l'origine de D, converge vers le tubejde

Démonstration.Montrons (i) tout d' abord. D’ apres |e theoreme 7.2.1, pour
tout n, ¢, (Up) est le graphe d'une fonction f, au-dessus de ¢(U,). D’ aprés
lelemme 7.1.2

vx € D, 3K, tel quevn, f,(x) <K.

Lesarguments de compacité habituels montrent que lasuite defonctions
{ folneny converge C* sur tout compact. Le graphe de la limite est une
solution du probléme de Plateau asymptotique cfini par (f, D). L’ unicitéde
la solution du probléme de Plateau asymptotique montre que cette fonction
limite est identiquement nulle. Ceci cemontre |’ assertion (i).

En ce qui concerne I’ assertion (ii), il suffit de montrer la proprété sui-
vante : il n'existe pas de sous-suite s(n), telle que la suite de k-surfaces
{(¢smn), Usim)) Inen pointées al’ origine de D, converge vers k-surface. En ef-
fet, danscecas, d aprésletheoremedecompacite4.1.1, lasuite { S, }nen CcON-
verge versletube d’ une geodésique. Par construction de D, cette geodésique
ne peut étre que y. Maintenant, si la suite de k-surfaces {(¢n), Usn)) }nen
pointées al’ origine de D converge vers une k-surface, celle-ci est une so-
lution du probléme de Plateau asymptotique cEfini par 9,,M privé d’un ou
deux points. Ceci contredit le theoreme 7.4.1.¢

9.6.1 Remarque

Soit (f, D) un probléme de Plateau asymptotique qui sétend en un homéo-
morphisme local d’un voisinage du disque ferneé dans 9., M. Soit (¢, D)
une k-surface solution du probléme de Plateau asymptotique ( f, D). Alors,
(¢, D) n'est pas tubulaire a I'infini. En effet, s (¢, D) était tubulaire a
I’infini, il existerait une suite {x, }nen de points de 0., M, telle quele cardinal
de f~1(x,) tende vers|’infini. Ceci est une contradiction.

9.7 Feuilles priodiques de méme genre

Nous voulons demontrer :

Proposition 9.7.1 Soit {On}theny = {(fn, S, Th, on) }neny Une suite d’im-
mersiongquivariantes cocompactes telle que le genre,dE,Soit borre.

Soit {Xn}neny UNe suite de points telle qug & S, et que{ fr(Xn) }nen reste
dans un compact.
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Supposonsqug f,, S, Xn) }nery cOnverge versét,,, Sy, X)), NOUSavons
alors les possibilés suivantes :

(i) soit il existely, et po telle que(fy, So. s, Po) €St COCOMpacte.
Dans ce cag®,}nen €St constante a partir d’'un certain rang,
(i) soit (fs, Sy) est cegereérée ou tubulaire a l'infini.

Remarquons gu’il decoule delaproposition 9.6.1 et delaremarque 9.6.1
gue I’ensemble des k-surfaces qui ne sont ni cegénérées, ni tubulaires a
I’infini est dense dans |’ espace V.

La proposition 9.7.1 et I'unicite énoncée dans le lemme de Morse en-
traine que I’ ensembl e des k-surfaces compactes de méme genre est discret.
Nous en déduisons un raffinement du theoreme 9.0.1 :

Théoréme 9.7.2 Soit g € N, alors I'ensemble des feuilles compactes de
genre plus grand que g est dense das

9.7.1 Demonstration de 9.7.1

Montrons tout d’ abord :

Proposition 9.7.3 Soit S une k-surface a courbure moyenne émrimu-
nissons S de la@trique induite de celle de N. Le rayon d’injecéivite S
est alors strictement positif.

Démonstration. Le théoreme de compacite 4.1.1 montre que S est a
geométrie bornée. Le rayon d'injectivitt est donc bien uniformément
minoré.o

Nous pouvons maintenant demontrer la proposition 9.7.1. D’ apres |'e-
guation de Gauss, la courbure des métriques sur S, est comprise entre deux
constantes strictement négatives.

Supposons tout d’'abord que le diamétre de S/, est uniformément
borné. Alors S,/I', converge vers une surface compacte. Ainsi, lalimite de
lasuite

{( fr, S, T, £n) IneN,

est une immersion équivariante cocompacte. En particulier, la suite
{(I'n, pn)}nen devient constante a partir d'un certain rang. D’ aprés |’ unicie
enoncée dans lemme de Morse, la suite {®,}hey €lle méme est constante a
partir d’un certain rang.

Si maintenant le diamétre de S,/T',, tend vers I’infini, le rayon d'injec-
tivité de S, est nul. D’ aprés la proposition 9.7.3, la courbure moyenne de
fo N'est pas bornée. Lasurface (., Sy) est donc dégénérée ou tubulaire
al’infini.o
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10 Gerericité des feuilles denses

Nous nous proposons de demontrer :

Théoréme 10.0.1 L'ensemble des points d& par lesquels passent des
feuilles denses, est dense et est une intersediwontbrable d’ouverts.

Démonstration.Nous allons en fait demontrer un résultat plus fort. Notons
M |’ espace laminé associé a M, c'est-a-dire tel que & = M /71 (N). Nous
montrerons que dans M une feuille genérique est dense.

Remarquonstout d’ abord quel’ espace N posede une base denombrable
d ouverts. Pour cela, il suffit de trouver une application continue injective
de ./ dans un espace a base cenombrable. Notons donc N(k), I’ espace des
k-jetsde plansde N, et N(co) lalimite projective des N(k). Cet espace est a
base denombrable. Par elipticit, I’ application naturelle de & dans N(co)
est injective et continue. De méme, M est a base cenombrable.

Latopologie de ./ provient donc d’une nétrique qui en fait un espace
complet. L’ espace M jouit également de cette propriété. En particulier le
théoréeme de Baire S applique.

Pour conclure, soit X et Y deux points de M. Il nous suffit de montrer
gu'il existe deux suitesde points { X, hnen €t { Yn}nen, tendant respectivement
vers X et Y, telles que pour tout n, X, et Y, sont sur laméme feuille £;.

Nous nous donnons donc deux k-surfaces poinges (fo, S X) et
(00, 2, Y), dans M; notons f, et ¢ respectivement, leurs applications de
Gauss-Minkowski avaleurs dans a,, M.

Soit maintenant {S}nhen, €t {Zninen des exhaustions de S et ¥ par
des ouverts relativement compacts, contenant x et y respectivement. Soit
(fn, 1), €t (¢n, Zpn), les solutions des problémes de Plateau asympto-
tiques définis respectivement par (f, XS§), et (¢, Xy,). D’ aprés laproposi-
tion 9.6.1, {(fn, Sh, X) }nen, € {(Pn, Zn, ¥) Inen, CONVergent respectivement
Vers (foo, S X) €t (¢oos Z, Y).

Par ailleurs, pour tout entier p, nous pouvons construire une famille de
données asymptotiques {(hp,ny, Up.n)tnen €t des injections icpn) €t jip.n)
de S, et X, dans U, ) respectivement, telles que

(fp» Sp) = I?m!nfneN(h(p,n), U(p,n)) [i_(p,n)],
(¢p, p) = liminfpen(hpny, Upn) Lipml-

Donnons I’ esquisse de cette construction : il suffit de rejoindre f(S) et

¢(Xp) par desrubans dont I'épaisseur tend vers 0 quand n tend vers|infini.
En utilisant le theoréme 7.3.2, c’'est-a-dire en restreignant au besoin

U p.n), NOUS pouvons enfin faire en sorte que, pour tout n et p, le probléme de

Plateau asymptotique (hpn), U(p.n)) Possede une solution (Hp ny, Upn))-
D’ apréslelemme 9.1.2, la suite de k-surfaces poinées

{(Hpm» Uep.nys Ty (X)) Jnens
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converge vers ( fp, Sp, X), €t, respectivement, la suite

{(Hp.n> Upns Tpn (V) Inen,

converge Vvers (¢p, Xp, Y). Il existe donc une sous-suite s(n) telle que les
suites de k-surfaces pointées

{(Hesm.ms Uismnys 1smy,my (X)) Inen,
{(Hstmy,nys Usim,mys Jesy,m (V) e,

convergent respectivement vers (f,., S X) €t (¢no, X2, ).

Enongons ceci dans le cadre de M. Les suites de points de M d&finies
par

{Xn}tnen = {(Hsmy.ny» Uismy.ny» 1 smy.m (X)) Inen,
{Yn}neN = {(H(s(n),n)» U(s(n),n)» j(s(n),n)(y))}neNv

convergent vers X = (fy, S X) et Y = (¢, X, Y). Paralleurs, pour tout n,
Xn €t 'Y, appartiennent ala méme feuille £, définie par

£Ln = (Hmy.ny» Usinyny)-
C'’ est ce que nous voulions cemontrer.o

11 Stabilité

Notre but dans cette section est de cemontrer un résultat analogue au theo-
réme de stabilité du flot géodésique des variétés a courbure strictement
néegative :
Théoréme 11.0.1 Soit N une vaéte compacte de dimension 3. Soit g une
meétrique a courbure strictement plus petite qué, et k €]0, 1[. Notons
N '5 son espace des k-surfaces.

Soit k et | appartenant 30, 1[. Soit g et h deux&triques appartenant
a la méme composante connexe de I'espace degoes a courbure plus
petite que—L1. Il existe alors un ho&omorphismed de V¥ dans ¥,
envoyant feuille sur feuille.

11.1 Unlemme

Nous voulons montrer :

Lemme 11.1.1 Soit g une r@trique a courbure strictemenégative sur N

et c une constante strictement positive. Il existe un voisinage U de g pour la
topologie C° tel que : pour toute surface immeérgcompléete agpnetrie
bornée (f, S dont les courbures principales (pour laétrique g) sont

plus grandes que c, pour toutegtngues h eh dans U ; si(f, S est
horosplerique a l'infini pour h, alors(f, S) est horosgrique a l'infini
pourh.
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Démonstration. On peut choisir U de fagon a ce que (f, S) ait une cour-
bure extrinséque plus grande que &/4 pour toutes les métriques de U. En
particulier, Sest une surface localement convexe pour toutes ces n&triques.

Pour conclure, il suffit de montrer que si (f, S est horosplerique
pour h, alors (f, S) est horosphérique a I'infini pour h. Or, si (f, S) est
horosphérique, elle (ou plus exactement son image inverse dans le revéte-
ment universel) borde un ensemble convexe ayant exactement un point a
I"infini. Le bord a I'infini &ant un invariant de quasi-isonétrie, nous en
déduisons que le convexe borce par (f, S) alui aussi un seul point al’infini
pour h.

La surface (f, S est donc une pseudo-horospheére pour la nétrique g.
Par lelemme 2.4.1, elle est horosphérique al’infini pour h.o

11.1.1 CBeEmonstration du #toréme 11.0.1

Il suffit de considérer |e cas de deux métriques h et h suffisamment proches
au sens C*. Nous alons les prendre dans un ouvert U donre par lemme
précédent pour une constante ¢ adequate.

Soit £ = (f, S unefeuille de ,NE. Nous voyonsici (f, S comme une
immersion de Sdans UN lefibré unitaire de N. Notons fr I’ application de
Sdans N, donnée par

fr : s— exp(R1(9)).

D’aprés le corollaire 3.1.2, pour R chois suffisamment grand indgpen-
damment de S, chacune des courbures principales de fr est plus grande
qu’ une constante ¢, avec ¢ > 11/2,

Ainsi pour uneh est une métrique suffisamment prochedeh, I'immersion
(fr, S est acourbure plus grande quel.

Construisons notre homeomorphisme ®. Separons en deux cas.

(i) Supposons que (f, S) est un tube.

Alors, d aprés le lemme de Morse pour les geodésiques, (fr, S est
tubulaire pour lamétrique h. Soit y la geodésique correspondante et T son
tube. Nous avons donc une projection radiale naturelle 7 de (S sur T.
Nous posonsenfinsi x € S

o(f,SXx) = (T, 7 o fr(X)),
ou hous voyons maintenant ( f, S, x), resp.(T, = o fr(X)), comme un point
de K, resp.de Mi,.
(i) Supposons que (f, S) n’'est pas un tube.

D’ apréslelemme de Morse pour les geodéesiques, ( fr, S) N’ est pas tubu-
laire pour h. Deplus, par lelemme 11.1.1 ( fg, S) n’est pas horosphérique a
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I"infini. Lelemmede Morse 6.0.1, permet de construire unel-surface lentille
pour lamétrique h, (f, S) pour (fgr, S). Enfin, notons 7 la projection qui a
tout point de ( fr, S) associe son pied sur (f, S). Nous pouvons alors c&finir

o(f, S = (f, S 7o fr(X).

A nouveau, nous voyons (f, S x), resp(f, S 7 o fr(x)), comme un point
de NE, resp.de N}..

Par construction, ® envoie feuille sur feuille. Lacontinui€ de ® provient
du théoréme de compacité 4.0.1.

Pour demontrer que ® est une hijection, remarquons tout d abord que
@ envoie hijectivement chague feuille sur chaque feuille. Soit maintenant

® |’ application obtenue en inversant les roles de h eth. L’ unicité dans le
lemme de Morse entraine que ® o ® envoie chague feuille dans elle-méme.

L’ application ® o ® est donc une bijection, ce qui entraine que & est une
bijection.c
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