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0 — Introduction

Dans tout cet articleiX est un corps de caragtstique 0, complet pour une
valuation discréte, a corpésiduel parfaik de caradristiquep > 0, Kg est

le corps des fractions de I'annes(k) des vecteurs de Witt a coefficients
dansk, ce qui fait queK est une extension finie totalement ragéfideK,

K estune cléture algprique deK, Gk est le groupe de Galois de I'extension
K /K. On appelleeprésentationp-adique deGk la donree d'unQ p-espace
vectoriel de dimension finie muni d’'une actiondmire et continue déc.

Parmi ces reg@sentations, il y a les reggentations cristallines et, plus
géreralement, les repsentations semi-stables. Les é&gantations “pro-
venant de lagonetrie algbrique” (par exemple les reggentations fournies
par la cohomologi&tale des vagtes algbriques, propres et lisses Kiy
sont potentiellement semi-stables, i.e. deviennent semi-stables apres avoir
rempla@ K par une extension finie convenable (voir I'expod’lllusie
[1190] pour I'état du probléeme auétbut de 1990 et, parmi les travaux plus
recents, ceux de Breuil [Br98], de Faltings [Fa98], de Niziol [Ni98] et de
Tsuji [Ts99]).

A une repésentationp-adique semi-stable d&y, on sait associer
un objet de nature purement algique qui est soilp, N)-module filté.
L'intérét de cette construction est que(¢e N)-module filte D assocd a
une repesentatiorlvV est beaucoup plus “explicite” et donc beaucoup plus
facile a decrire que la ref@sentationV (parce qu'il n'y a pas de descrip-
tion “explicite” de Gk) et que, pourtanty est cetermiree parD. De fagon
précise, la correspondanté— D définit en fait un®-foncteur induisant
une ®-equivalence entre la @&gorie des ref@sentationgp-adiques semi-
stables et une sous-égprie pleine de la cagorie des(p, N)-modules
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filtres, celle desg, N)-modules filtes admissiblegcf. [FO79] et [F082]
pour les repgsentations cristallines, [Fo94b] pour le casagal).

Jusqu’a pesent cette #orieétait incompléte car on ne savait p&sdre
explicitement la catgorie des(¢, N)-modules filtes admissibles; toute-
fois on savait le faire conjecturalement : on avéfidi la caégorie des
(¢, N)-modules filtes faiblement admissiblemonte que admissible im-
pligue faiblement admissible et conjeduque la eciproqueétait vraie.
Pour achever la #horie, il restait a prouver cette conjecture. C’est I'objet de
cet article dans lequel on prouve le&etdréme suivant (voir le oréme 4.3
pour unénon& un peu plus fort) :

Théoréme A. Tout(e, N)-module filté surK qui est faiblement admissible
est admissible.

Remarque 1l y avait deja beaucoup d’exemples de, N)-modules filtés
faiblement admissibles dont on savait prouver gu’ils sont admissibles.
Citons notamment (pour deggeralites sur lege, N)-modules filtés, voir

le paragraphe 3 ci-dessous;Biest un(¢, N)-module filti€é, on notd (D)

la longueur de la filtration) :

i) lecasK = Ko, N = 0 etl(D) < 1. On se ramene facilement au
cas oUFil°Dx = Dk et Fil?2Dk = 0. Un (¢, N)-module filté ayant
ces propietes est le module de Dieudaard’'un groupep-divisible
I' sur 'anneau des entiers d€ (cf. les travaux de Honda [Ho70])
et la repesentationp-adique qui lui est assdm est alors le dual de
Vp(T) = Qp ®z, Tp(I'), ot Tp(I") est le module de Tate de (cf.
[FO77] et [FO79]). La tkorie des groupep-divisibles (ou de Barsotti-
Tate, cf. [Ba59], [Ta67]) etles questions de Grothendieck sur le foncteur
mysérieux [Gr70] sont d’'ailleurs a l'origine de toute laéttrie des
repesentationg-adiques semi-stables.

i) K=Kp N=0etl(D) < p—1:c'estle ésultat principal de [FL82],
voir [Wa97] pour une d@monstration plus simple.

i) [K: Kgll(D) < p—1,ketN quelconques [Br99a].

iv) (D) < p—1, N arbitrairekfinimais[K : Kg] arbitraire [Bro9b]. Breuil
démontre en outre que, Bi = 0, Fil°Dyx = Dk etFil?’Dx = 0, alors
la repésentationp-adique assoée provient d’'un groupg-divisible
comme dans (i).

Indiqguons maintenant quelques applications de eertme.

Tout d’abord, comme le produit tensoriel de déyxN)-modules filtes
admissibles est encore admissible, on retrouve ainsi, de fagon indirecte, le
résultat suivant, &a proue par Laffaille [La80] lorsquek = K dans le
cas “cristallin”, puis par Faltings [Fa94] (toujours dans le cas “cristallin”
maisK quelconque) et enfin par Totaro [To96] :

Corollaire 1. Si D; et D, sont deux(¢, N)-modules filtes faiblement
admissibles, alor®; ® D est faiblement admissible.
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Ceci permet de consider la catégorie aklienne deg¢, N)-modules
filtrés faiblement admissibles comme uneégatie tannakienne s@p.
Le foncteur qui a un objeD de cette catgorie associe la resentation
p-adique semi-stabl€s(D) qui lui correspond (cf. 84 ci-dessous) est alors
un foncteur fibre sur cette @gorie a valeurs dans |€g,-espaces vectoriels
de dimension finie. On retrouve ainsi kesultat de Wintenberger ([Wi84]
dans le cas cristallin ave€ = Kg, [Wi97], cor. 1.6.3 dans le caggeral) :

Corollaire 2. La caggorie tannakienne s, des(¢, N)-modules filtes
faiblement admissibles est neutre.

La ®-équivalence entre la cdorie deqe, N)-modules filtés faible-
ment admissibles et celle des repentationgp-adiques semi-stables per-
met de traduire toute pro@te de la premiére cagorie en propéte de la
seconde. C’est ainsi que Wintenberger avait meogtie lesésultats suivants
sont des corexjuences du &oreme A :

1- SoitH un groupe algbrique suf),. Le groupeH(Qp) a une structure
naturelle de groupe de Lig-adique. Soilp : Gk — H(Qp) un homomor-
phisme continu. On dit que estde Hodge-Tatéresp.semi-stablgsi toute
repesentationQ ,-linéaire de dimension finie de, munie de I'action de
Gk induite parp I'est (il suffit qu'une repesentation fidele le soit).

On peut @duire de [Wi95], th. 1.1.3 dans le cas cristallin akee= K
et de [Wi97], th. 2.2.2 dans le cagmral, le Esultat suivant :

Proposition [Wi99]. Soit f : H' — H une iso@nie de groupes afg
briques @finis surQy, soientp’ : Gk — H’(Qp) un homomorphisme
continu etp = fg, o o' : Gk — H(Qyp). Sip est semi-stable et’ de
Hodge-Tate, alors il existe un caractéfjele Gk a valeurs dans le noyau de
f tel quep’n est semi-stable.

2 - NotonsG le groupe pro-algbrique qui est la limite projective de la
cléture zariskienne de I'image d&¢ dans toutes les regsentations semi-
stables (c’est aussi le groupe desautomorphismes du foncteur fibre sur
la cakgorie des re@sentationg-adiques semi-stables @& qui associe
a une repesentation |€),-espace vectoriel sous-jacent).

Proposition (JWi97], th. 3.1.1). Supposons-algébriquement clos et soit
SU le noyau de la projection d& sur son plus grand quotient aben. Alors
le quotientS de SU par son radical unipotent est simplement connexe.

3 - Supposonsk-algébriqguement clos et sold un groupe algbrique
réductif connexe su@Q,. Soientb € H(Kg) et u : G, — H un sous-
groupe a un parametreefini sur K. Avec Rapoport et Zink [RZ96], pour
toute repésentation ligaire de dimension finig de H surQp, on munit
Ko ®g, U d’une structure déyp, N)-module filtie en posanp( ® u) =
o(AM)b) (sir € Ko, u e U), N = 0 surKg ® U et en munissant
K ®k, (Ko ®q, U) = K ®q, U de la filtration finie par
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Fill(K @ U) = Z(K ®U); , pour touti € Z ,

j=i

ou (K ® U); est la partie de poidg relativement .

Rapoport et Zink disent que le cougle, b) estadmissiblesi, pour toute
repiesentatiorl de H, le (¢, N)-module filte Ko ® U est admissible (il
suffit que ce soit &rifieé pour une re@sentation fidéle del).

Lorsqu’il en est ainsi, on dispose de deux foncteurs fibres, & valeurs
dansQ,, sur la cakgorie des re@sentations lieaires de dimension finie
de G : le premier est celui qui & associe leQy-espace vectoriel sous-
jacent et le second est celui qui associ@|eespace vectoriel sous-jacent a
la repesentationp-adique deGk assocde au(e, N)-module filte Ko ® U.
Rapoport et Zink ont dorenune description conjecturale du torseur qui fait
passer de I'un a l'autre a I'aide de I'invariant de Kottwitz et ont pi@aette
conjecture lorsque le sous-grouperige de H est simplement connexe.
Alors

Proposition ([Wi97], cor. a la prop. 4.5.3)La conjecture de Rapoport-Zink
est vraie en gréral.

En fait, Wintenberger @réralise la construction de Rapoport et Zink
(en rajoutant un agrateurN, ce qui lui permet de congéder aussi des
repiesentations semi-stables pascessairement cristallinesgnonce la
géreralisation correspondante de la conjecture et montre que c’est une
congquence de notreé&loreme A.

Les deux ingedients principaux de la preuve d@dréeme A sont ce que
nous appelons le “lemme fondamental” et le “complexe fondamental” d’un
(¢, N)-module filté.

Si D est un(y, N)-module filt, son complexe fondamentdl,(D) est
un complexe d€),-espaces vectoriels de longueur 2 dont le terme deedegr
0 ne cepend que de la structure @e N)-module et le terme de degil que
de la filtration. LeH® de ce complexe est la résentation d&x assodke
a D. On montre, entre autres, que le fonctéun— V(D) est exact et,
point important, que, I est faiblement admissible, alors

(%) Hl(VS't(D)) = 0 si et seulement 9D est admissible.

L'id ée essentielle de l@&dhonstration du #oréme A est la suivante : soit
(D, Fil) un (¢, N)-module filte faiblement admissible (id est le(p, N)-
module etFil la filtration). Il est facile de voir que sub on peut toujours
trouver une autre filtratioifril  telle que(D, Fil o) est admissible. On intro-
duit alors la notion de distance entre deux filtrations et emahtre que,
si la distance entre deux filtrations faiblement admissibledDsastégale
a 1 et si 'une des deux est admissible, l'autre I'est aussi. Ceci se raméne,
grace a(x), a cemontrer la surjectivid d'une applicatiorp : Y — C, ou
Y est unQp-espace vectoriel &fini via Bqr et qui est une extension de
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C par unQp-espace vectoriet,y de dimension finie. La&mnonstration de
cette surjectivié fait I'objet du lemme fondamental et la difficaltéside
dans le fait quep est simplemen@-linéaire et pas du to@-linéaire. On
s’en tire en rajoutant une variableGaet en refaisant les constructions de
Byr, Byris, €tc... dans ce cadre, ce qui permet d’exprimqpecomme une
limite uniforme de fonctions akpriques. Pour conclure l&thonstration
du theoreme A, on essaie alors de passeFitlé Fil 5 par une suite finie de
filtrations, la distance entre deux filtrations ceastivesétantégales a 1.

Remarque :Signalons qu’une version plus forte du lemme fondamental
affirme que le noyau de I'application ci-dessus est de dimension finie
surQp et méme, que celle-ci eggale a la dimension dé,. C’est un des
ingredients permettant de faire fonctionner, lorsduest fini, la tieorie
des “presqués-repiesentations d&x” qui n’existait jusqu’ici que con-
jecturalement [Fo97] et sur laguelle nous reviendror&rigitirement : une
presquec-représentation d&g est un espace de BanagptadiqueW muni
d’une action lirgaire et continue dé tel que I'on peut trouver ug-espace
vectoriel de dimension fini&/ muni d’'une action semi-ligaire et continue
de Gk, des soufl,-espaces vectoriels de dimension finiele W etV' de
W', stables paGy, et un isomorphismésy -équivariantW/v ~ W'/V'.
Contrairement a ce que I'on pourrait penser laégatie de ces presque
C-repiesentations a de bonnes pré@tes. En particulier, elle est alienne
et la cohomologie galoisienne leur associe @gsespaces vectoriels de
dimension finie.

Nous reviendrons aussi ailleurs sur I'utilisation de cette version rezgorc
de la proposition 2.1 pour obtenir d&sultats significatifs dans la direction
de la conjecture “de monodromigadique” qui dit que, lorsque le corps
résiduek deK est fini, toute regrsentatiorp-adique qui est de de Rham est
potentiellement semi-stable (on prouve entre autres que ceci est vrai pour
les repesentations de dimension 2).

Plan

Introduction

Rappels et compents suByr

Le lemme fondamental

Rappels et compments sur les modules fés

Rappels et compments sur les repsentationg-adiques semi-stables
Le complexe fondamental d’u, N)-module filt fini

Déemonstration du #oréeme A

ok wWNhEO

1 — Rappels et com@ments surBgyr (cf. [F094a])
1.1 — Notations gréerales

Pour toutek-algebreA (i.e. tout anneau commutatif contendt on note
W(A) I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dAn€’est unew(k)-
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algébre. Sa € A, onnotda] = (a,0,...,0,...) € W(A) son repesentant
de Teichmdiller. .

On noteOx I'anneau des entiers d€, Oc le £paé compéte deO¢
pour la topologiep-adique etC = O¢[1/p] son corps des fractions. On
notev,, la valuation deC normalige par,(p) = 1 et| | la valeur absolue
normalige par|p| = p~L. Pour tout sous-corps feérL de C, on note
O_ ={ce L ||cl <1} lanneau de ses entierset = {ce L | |c| < 1}
I'id éal maximal de9 .

1.2 — Banachp-adiques etC-algébres de Banach

Dans cet article uBanachp-adiqueest unQ ,-espace vectoriel topologique
V dont la topologie est celle d'un espace de Banpeltique, i.e. il existe
une norme su¥ qui en fait un espace vectoriel noerasomplet. Pour nous,
la norme d’un Banaclp-adique n’est doncé&finie qu’aequivalence preés.

Un Banachp-adique est donc ufQ-espace vectoriel topologique tel
qu'il existe un sousz,-module V de V qui est €pae et complet pour
la topologie p-adique, et tel qu&/ = Upeny p "V, chaquep ™V étant
ouvert dang/, la topologie induite par celle dé sur chaquep™"V étant la
topologie p-adique.

On appelle un tely un réseau deV. Tout ieseauV de V définit une
norme|| ||v surV : pour toutv € V, ||v||y = p" sir € Z est le plus petit
entier tel quep’v € V.

SiV estun eseau d&, un sousZ,-module’V’ deV est un éseau d¢/,
si et seulement s'il exista, n € Z tels quep™V c V' c p"V.

On appelleC-algebre de Banacla donree d’'un anneau commutati
contenaniC, muni d’'une norme| || vérifiant||cal| = |c|||al| et |lad|| <
[lal].]|d]| sic € C, a,& € A, complet pour cette norme. On pose alors
O, ={ae€ Al |lal]] < 1}. Cestun eseau du Banacp-adique. C'est
aussi une9c-algebre sang-torsion etA = O4[1/pl.

Soit aussiO;* = {X € O4 | |IX —1]| < 1}; c’est un sous-groupe du
groupe des urdts de@, et six € O}* la suite de terme@éral x? tend
vers 1 quand tend verstoo.

On dit qu'uneC-algébre de Banach est p-bonnesi elle satisfait les
trois proprétés suivantes :

(B1) pourtouta € A, on allaP|| = (||al})",

(B2) I'applicationx — xP induit une surjection d&,/ pO4 sur®.,/pO,

(B3) pourtout € N, toutélement de9’;* a exactemenp' racinesp' -iemes
dansO** ou, de maniér@quivalente, I'applicatiorx > xP induit
un morphisme (de groupes) dg* dans®;* qui est surjectif et dont
le noyau n’a pas d’autrelement que les racings -iemes de l'unié
deC.

C’est en particulier le cas de.
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1.3 — Les anneauR(+), Big(#4), Agis(#4) €t Bl (A)

Dans ce nurero et dans le suivant est uneC-algebre de Banacp-bonne.

Remarquons quies’identifie & un sous-corps de 'anne@y/ po, : il suffit
d'identifier » € k a l'image defA] € W(K) C O¢c C O, dans@,/pO..
On pose
R(A) = lim O4/pO.y
neN

les applications de transitiogtant donges par le Frobenius. Uslement
X € R(+4) peut donc étre congite comme une Suité,)nen d’€léments de
O/ PO, Vérifiantxy, ; = X, pour toutn.

L'anneau R(4) est un anneau parfait de cadstique p. Il a une
structure dé-algébre : siv € ketx = (Xn)nen, ON @aAX = (AP Xp)nen.

Soit X = (Xn)nen € R(s). Pour toutn € N choisissons un reléve-
mentX, de x, dans@,. On voit que, pour toum € N fixé, la suite des
()?ern)pn converge dan@, vers unélementx™ indépendant du choix des
relevements. L'applicatiox — (x™)cn est une bijection ddr(4) sur
I'ensemble des suites @éments da9, vérifiant (xM™)P = x™ pour
toutm. Nous utilisons cette bijection pour identifiBX4) a 'ensemble de
ces suites. a

Alors, sidi € kK, X = XM)men, Y = (Y™ men € R(4), ON aix =
AP " IX ™) men, X 4+ Y = Z, avecz™ = liMp o0 (XM 4 y™m) o,
xy = (xX™y™)men).

CommeR(A) est parfait W(R(4)) est sang-torsion etpW(R(4)) est
I'id eal deW(R(+)) formé des vecteurs de Witt dont la composante d’indice
0 est nulle.

L'application

0 : W(R(A)) = Oy ,

quia(ay, a, ..., a, ...) associey % p"a, est un homomorphisme de
W(k)-algébres.

Proposition 1.1. Soit7 € R(O¢c) C R(4) tel quer© = p et soit
E=[n]—pe WRC) Cc WR(A)). Alors

i) Lapplication x — Xxp de R(4) dansO,/p0, est surjective et son
noyau est l'igéal principal deR(4) engende par .

i) L'application 6 est surjective et son noyau est &al principal de
W(R(4A)) engende paré.

Preuve :La premiére application est surjective grace a (B2) et il est clair que
son noyau contient. Reciproquement, si = (xX™) .y €st dans ce noyau,
x©@ e pO,. Donc||x@|| < |p|. La propréte (B1) implique que, pour tout

m e N, [IX™]| < |#™], ou encore qug™ = xM /7™ < ©,. Comme
(y(m+1))p — (X(m+l)/n(m+1))p — X(m)/ﬂ(m) — y(m)’ onay = (y(m))mEN c
R(A) etx = zy, d'ou i).
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CommeW(R(4)) et 0, sont £paés et complets pour la topologe
adique, pour &rifier la surjectivie ded, il suffit de le faire modulop et il
suffit d’utiliser la surjectivié dans le i) pour ce faire. Finalement, comme
0, est sang-torsion etW(R(4)) est €pak et complet pour la topologie
p-adique, il suffit, pour terminer la@nonstration de ii), de montrer que,
sia= (ag,&,...,an,...) € Ker9, alors il existeb € W(R(+4)) tel que
a— &b € pWR(A)). Mais, d'aprés le i), il existey e R(A) tel que
ap = ny et il suffit de prendrd = [y] puisquea — &b = —[7llyl=0
(mod pW(R(+4))). O

L'application 6 s’étend de maniérévidente en une applicatioKo-
linéaire surjective, encore @6, de W(R(+4))[1/p] sur A dont le noyau
est I'idéal principal deW(R(4))[1/p] engende paré&. Pour tout entier
m > 0, on poseBm(A) = W(R(+4))[1/p]/(Ker §)™. On noteBjg(+4) =
lim . Bm(+A) le sspaé compee de W(R(-))[1/p] pour la topologie
(Ker )-adique.

Pour toutm € N, By (4) est un Banactp-adique dont unéseau est
image de W(R(4)) (qui s’identifie au quotient deW(R(4)) par
EMW(R(4))). On en @duit que toutBj(A)-module de longueur finie
est, avec sa topologie naturelle, un Bangeidique. On pourra remarquer
que, en revanche (), muni de la topologie de la limite projective, avec
la topologie de Banaclp-adique sur chaquB,(+4), n'est pas un Banach
p-adique.

De méme, on noté\.is(-4) le sepaé compéte pour la topologiep-
adique de I'enveloppe a puissances dieis deW(R(+4)) relativement a
I'id éal Ker 6. C’est aussi le @paé compéte pour la topologiep-adique
de la sousAV(R(+4))-algébre (ou du soud4 R(4))-module, cela revient
ici au méme) deW(R(4))[1/p] engendee par les™/m! pourm € N.
L'anneau Aqis(»4) peut aussi étre congke comme le gpaé compéte
pour la topologiep-adique de I'enveloppe a puissances diess de 'anneau
W(R(+)) relativement a I'i@al J(A) = Ker 8 + pW(R(+4)), image inverse
par 6 de pA, compatibles avec les puissances des canoniques qui
existent sur l'idkal engendr parp. Commep(J(4)) C J(A), le Frobenius
s’étend en un endomorphisme, encoreengtde I'anneauAis (A).

On pose ausQBcr,S(A) = Agis(4)[1/p]. C'est uneKp-algébre munie
d’un Frobeniusy (prolongeanty sur Agis(+4A)), semi-lirgaire relativement
au Frobenius absola agissant suKg. L'anneauB}; (4A) est un Banach
p-adique etAyis(+4) en est un&seau.

Les Bn(+4) et Bjg(+) sont, de maniére naturelle, d&& R(A))[1/ pl-
algébre. Touélement deB/, () peut sécrire, de maniére non unique, sous
la formeZn Oang,, avec lesx, € W(R(+4))[1/p] tendantp-adiqguement
vers 0. On en@duit un homomorphisme naturel Bg,_ (A) dans leBm(+4)
et dansB;g(4).
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1.4 — Les groupebl;(A) etU(A)
On pose

Uy (A) ={(X™)men € R(A) | X@ € 1+ 2p04),
U (A) ={(X™)men € R(A) | X@ € 07} .

La propriete (B1) et l'inégalie ||(xP — 1) — (x — 1)P|| < 1 valable pour
toutélementx ded,, permettent de montrer queydi € 93", alorsx € 0.
Ceci implique que 'on &™ € O%* si (X™)men € U* (A). Les ensembles
U (A) etU*(A) sont des sous-groupes du groupe multiplicatifRiet).
Le premier est&paké et complet pour la toprologip-adique et est donc un
Zy-module ; comme il existe € N tel quex® € 14 2p0, six € O}, le
second s'identifie a@p-espace vectoried, ®z, Uy (A). CommeU [ (+4)
est sang-torsion,U *(A) peut étre consiegle comme un Banacp-adique
dontU;* (+4) est un éseau.

Six € U (A), [X] — 1 € J(A) et la rie

+00
logix] = Y (=)™ ([x] — 1)"/n

n=1

converge dand\yis(+). On obtient ainsi une applicatiofi,-linéaire de
U (A) dansAgis(+) que I'on prolonge en une applicatiddy-linéaire de
U (+) dansB () que I'on note encorg — log[x]. On ag([x]) = [xP]

et doncp(log[x]) = plog[x] six € U*(A).

Proposition 1.2. Soit
[ U (A) > Ba(A),

I'application qui ax associe I'image dg[x] via’lhomomorphisme naturel

B;is(A) — Bo(A).

i) L'applicationf ol : U*(A) — A est surjective et son noyau est un
Qp-espace vectoriel de dimensitriormé desx € U* (A) tels quex©
est une racine de I'unit d’ordre une puissance dedansC ;

ii) l'application | est injective et éfinit un honeomorphisme dé& *(+4)
sur son image qui est un so(@-espace vectoriel ferendu Banach
p-adique By(A).

Preuve :Le logarithme é@finit un isomorphisme du groupe multiplicatif
1+ 2p0o, sur le groupe additif B9, . Pour touta € 1 4+ 2p0,, il existe,
grace a (B3), une suite @ements(x™) ey de @3 vérifiantx© = a et
(XMEDYP = xM " pour toutm et donc(x™)mey € U () et la restriction
ded ol aUj () a pour image PO,. Le noyau de cette restriction est
formé des(x™)men tels quex@ = 1 et, grace a (B3), tous les™ sont



10 P. Colmez, J.-M. Fontaine

alors dan<C. Soite = (¢™)nen € R(A), avece® = 1 ets™ £ 1. 0Ona
¢ € R(C) C R(+A), la suite

0— e’ — US(A) = 2p@, — 0

est exacte et I'assertion (i) s’eeduit en rendanp inversible.

Soit¢ I'image de¢ dansB;(-4). On sait ([Fo94a], 81.5.4) que, lorsque
A = C, il existecy € Oc non nul tel que(e) = coé ; la méme formule reste
vraie lorsque I'on envoi®c dans@,. On en @duit quel(e) # 0 etl est
bien injective. On voit aussi que I'image datlu noyau dé o | s'identifie
auQ,-espace vectoriel engergdpart = log[¢].

L'image Ax(A) deW(R(4)) dansBy(+4) qui est aussi celle dBgis(A)
est un éseau de ce Banaghadique et on a une suite exacte

0 — O — Ap(A) > O4 — 0.
Mais on a un diagramme commutatif

0— &l» — U (A) > 2p0,4 — 0
Vool v
0— Q& - Ay(A) > Oy — 0

ou les lignes sont exactes. On exddit I'injectivité de I'application.

On en eduit aussi qué&pt N I(U; (A)) = Zpp ™t sim € N désigne
le plus grand entier tel que/p™ € Oc. Soitu € U*(A) tel quel(u) €
Ax(A) ; on ad((u)) € O, et il existev € U (A) tel qued(l(v)) =
0(1(u?P)). Alors | (U?P/v) € Qpt N Ax(A) = Zpp~ ™t et il exister € Z,, tel
queu?P/v = £7P" doncu2?™ = ¢ vP" € U (). On en @duit que

UZ(A) C 17X (Ax(A)) C (U (A) 7

donc que I'image inverse padu reseaul,(4) de Bo(4) est un eseau de
U~ () et la proposition enésulte. O

Remarque On peut montrer (celésulte de la description d&(O¢) faite
dans [Fo94a] et de ce que, pour toute N l'annulateur dede™ /™ ¢

1
Q}ww(k) est l'ideal desc € O vérifiant|c| < p"~ 71, voir aussi [F082],
prop. 2.17) que Blementc, introduit dans la preuve de la proposition

précdente erifie |co| = pﬁ. L'entier m ci-dessus vaut donc 0 gi # 2
et 1 sip = 2. Nous n’en n'aurons pas besoin.

On noteU(A) (resp.Ui(4A)) ''mage deU* (A) (resp.U; (4)) dans
B (+4) aussi bien que darB,(+4).

Dans toute la suite, on fixe € U (Oc) C U; (4A) comme ci-dessus
(on a donce = (M)men, avece@ = 1 ete® £ 1) ; on poset =
I(e) € Ui(Oc) C Uy(sA). On peut donc consaer ¢ (resp.t) comme un
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gérérateur du module de Tafg,(1) = liﬂ,u pm (K) noté multiplicativement
(resp. additivement).

Pour toutZ,-moduleM, on poseM(1) = M ®z,, Zp(1).

On voit que I'on a des diagrammes commutatifs

0— Zp(l) = Uy(A) — 2p0,4 — O

D) V
00— O — As(A)—> Oy —0

et
0— Qpl) - UA) - A—0
\ e I
0— A1) - By(A)—> A — 0
dont les lignes sont exactes. En particuliBg(4A) s’'identifie a la somme

amalganee deU(4) et de A (1) au-dessus d€p(1) (mais, dans cette
identification, on ne voit plus la structure d’anneau).

Toutes ces constructions sont fonctorielles : Remarquons d’abord que,
grace a (B1),

O4=1{ac A (a” — 0sin oo, pour toutc € mc} .

Si A7 et 4, sont deuxC-algébres de Banach-adiquesp-bonnes et si

s : A1 — A est un homomorphisme continu @ealgébres, il envoie
donc @ ,, dansd 4, et il induit des morphismes, que nous notons encore
sde R(A1) dansR(+4>»), de W(R(41)) dansW(R(#4>)), de By (41) dans
Bm(+2) pour toutm € N, de Bjx(A1) dansBjr(42), de Agis(A71) dans

Acris (A7), de Bl (1) dans Bl (#42), de Ui(A1) dansU;(+4y), et de
U(A1) dandJ(A»). Tous les diagrammes auxquels on peut raisonnablement
penser sont commutatifs.

1.5 — Le corpByr et 'anneauBg;

Comme d’habitude, pour tout entier> 0, on PoSeZ (i) = SyninZp(l)

et on noteZy(—i) son dual. Pour tout € Z, Zy(i) est le Zy-module
libre de rang 1 de bagé. Pour toutZ,-moduleM et touti € Z, on pose
M(i) = M ®z,Zp(i) ; pour toutx € M, on posext' = x ® t' € M(i).

Dans le cas particulier ot = C, on poseR = R(C), By, = Bn(C),
BJR = BJR(C), Aciis = Aciis(C), Bé?is = Bé;is(c), U; = Ui(C) etU =
u(C).

Alors Bj est un anneau de valuation discrete, de cogpiluelC ett
est un @rérateur de l'idal maximal deBj.

On note Byr = Bgl1/t] le corps des fractions dBj; et, pour tout
i e Z, Fil' Byg I'id €al fractionnaire qui est la puissanc&me de l'ickal
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maximal deB. Pour touti € Z, on a dondFil' Byr = Bjp.t' = Bj(i) et,
sim e N, Fil Byg/Fil *™Byr = Bnn(i).

Le groupeGk = Gal(K/K) opére surBj et Bgr. On peut montrer
(nous n’en aurons pas besoin) gu’il n’existe pas de seGijpi®quivariante
de la projection deBj; sur C, mais il existe un unique homomorphisme
Gk -équivariant deK dansBj; qui, compoé avec la projection d8];
surC, donne l'identié surK et ceci nous permet de consiér les anneaux
BJr, Bar €t lesBy, comme deK-algébres. On 8Byr) %< = (B % = K.
Sim > 1, on a aussi(By)® = K. Finalement, sis < 0, on
a(Bgr/Fil*B4r)®¢ = 0 et, sis > 1, on a(Byr/Fil 5 Bgr)®¢ = K.

On poseBgis = B [1/t]. Le Frobenius suB};, s’étend de maniére
unique en un endomorphisme, encoreéngt de I'anneauBgs (on a
@(1/t) = 1/pt). L'application naturelle d8 ., dansBJ; s’étend de maniére
unique en un homomorphisme injectif Bgis dansByr ce qui nous permet
de consie’iereng;is (resp.Bgis) comme une souky-algébre, stable pabg

de Bjy (resp.Bqr).

Rappelons que 'on a choist € R tel quexr@ = p, de sorte que
[7] € W(R). Si I'on prolonge le logarithmep-adique usuel en posant
log(p) = 0, on peut voir logr] comme urélement deFil 1 Byg, en posant

+00
log[m] = log([]/p) = Z(_l)n+l(% _

n=1

1)n/n.

Alors log[n] est transcendant sur le corps des fractionsBgg, ce qui
fait que la sousBis-algeébreBs; de Byr engende par logr] s’identifie a
I'anneau des polyndmes en l'iatermiree logn] a coefficients dan8s.
Elle est stable paBk (et ne @pend pas du choix de tel quer© = p).
On étend le Frobenius en un endomorphisme de I'anrigaien posant
p(log[rr]) = plog[r]. On noteN I'unique Bis-dérivation deBg; telle que
N(log[z]) = —1. Alors N qui ne dcepend pas non plus du choix ae
commute a I'action d&k et verifie Np = ppN. On aBgis = BN=°.

Remarque Avec les conventions de [Fo94a], on voit que I'on a choisi le
plongement canonique d&; dansBgyg et que I'on a choisi pouN le choix
oppo€ au choix canonique. Comme on I'a rema&aians [Fo94b], la va-
lidité du tteoréme A ne dpend pas de ces choix. Pdlinous avons adogt

la convention oppd=® a celle de [Fo94a] pour tenir compte d’'une remar-
qgue de Tsuiji sur l'intergatation “ceonetrique” de cet oprateur ([Ts99],
remark 4.1.1).

Rappelons enfin que, I'application naturebe ®k, Bss — Bgr est
injective et nous permet d'identifié ®x, Bst a un sous-anneau dyr.
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p=1

1.6 — L’anneauB;g

Notons Bfﬂ:sl la sous@p-algebre deBgis formée desb tels quegb = b.
C'est aussi la sou@p-algébre deBs; formé desb qui verifient Nb = 0 et
¢b=Dh.

On munit Bfrizsl de la filtration induite par celle dBqyg, i.e., pour tout

i € Z, on poseFil B¢ = B N Fil Byr.

cris cris
Onvoit queQ, C Fil OB(‘:"H?. On dispose d’'une application canonique de
B(‘fri:sl dansBgr/ B : c’est le compos de l'inclusion Bffri:sl C Bgis C Bgr
avec la projection d@gr sur Byr/BJr. Pour toutr > 0, cette application

envoieFil " B¢ dansFil " Byr/Bir = Br (—1).

Rappelons qu& s’identifie & un sou§},-espace vectoriel dB};, C
Bir contenantQp(1) = Qp.t. Pour toutu € U, on agu = pu. Par
congquentu/t € Bg;s Verifie p(u/t) = u/t etu/t e Fil 1Byr. Autrement

ditu/t € Fil-1BY, i.e.U(—1) c Fil 1B}

cris ! cris *
Proposition 1.3.
) OnaFil°B ! = Qp et, pour touti > 0, Fil' B*=l — 0.

cris cris

i) OnaU(—1) = Fl-1BY .

cris
i) Soitv unélement déJ(—1) qui n‘appartient pas &,. Pour tout entier

r > 1 et pour toutb € Fil " BY, il existebo, by, ... , b1 € U(=1),
(non uniquement@ermires) tels qués = by + byv + ... + b_1v" L.
iv) Pour tout entier > 1, la suite
0— Qp— Fil "B/ — Bi(—r) > 0
est exacte.
v) Lasuite

0— Qp — B’ — Byr/Bjr— 0

est exacte.

Preuve :Le fait queFil°B¢;." = Q, est un peu dlicat aétablir mais est
bien connu (cf.[Fo94a], c’est d’ailleurs grace a cela qu'uneasgmtatiornp-

adique semi-stable esttbrmirée par sorig, N)-module filt, cf. [Fo94b]).
On en eduit queFil BY" = 0'sii > 1, d'ot ().

On en &duit aussi que, pour tout entier 1, la suite

0— Qp — Fil "B/ — B/(-r)

cris

est exacte.
Par ailleurs (prop. 1.2), la suite

0—- Q1 —-U—-C—-0
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est exacte. On a donc un diagramme commutatif

0—Qy,— U1l — C(-1) -0
Il \: I
0— Qp— Fil 1B — By(—1)

cris

dont les colonnes sont exactes. On édult (ii) et (iv) pourr = 1.
Supposons > 2 et soitX; I'ensemble deglements ddB.is qui peuvent
s'écrire sous IaformE[;%, bno", avecled, dansU(—1). C’estun sousd,-
espace vectoriel deil ' Bfﬁzsl. On av = wvg/t, avecvg € U etO(vg) # 0.
Tout élementb,_; de U(-1) s'écritb,_; = bj_,/t avech,_; € U. On
a alorsby_jv"~* = b/ _,0f 7/t eto_,u5h) = (b, _,)(0(vo))' 1) par-
courtC lorsqueb; _, parcourtU. On en @duit que la projection dX; sur
Fil " Byr/Fil "*'Bgr = C(—r) est surjective. Par induction sur il en
resulte que la projection d&, sur B;(—r) est surjective. Comme dans le
casr = 1, on a alors un diagramme commutatif

0— Qp— X — B (-r) =0
Il \ I
0— Qp— Fil "B — Bi(—r)

cris

dont les colonnes sont exactes. On édult (iii) et (iv).
Enfin (v) resulte de (iv) par passage a la limite. o

Remarque La suite exacte ci-dessus &jd éte consi@ree dans [C098,
Ch. 1l 83]). C’est une variante de la suite exacte fondamentale de Bloch et
Kato ([BK90, prop. 1.17]).

2 — Le lemme fondamental

Dans ce paragraphe, on se propose de prouvéslétat suivant :

Proposition 2.1 (lemme fondamental, version faibleBoienth un entier
> 2, V1,02, ...,05 € By, a1, a0, ...,y € C desélements non tous nuls
tels queZ',}:l anf(v,) = 0 et soit

Y ={(up Uz ..., up € UM | 3¢ € C tel qued(up) = Can pour toutn} .

Soitp : Y — B; la restriction aY de I'application deU" dans B, qui
envoie (uq, Us, ..., Up) SUr 2221 Unvn. Alors Im p C C(1) et ou hien
Im p = p(Qp(1)") (et doncdimg, Im p < h) ou bienim p = C(1).

Remarque :En travaillant nettement plus, on peuérdontrer en outre
([C099], lemme fondamental, version forte) que si 'imageod®est pas

de dimension finie su@y, alors le noyau dg est de dimension finiegale

ah surQp. Nous n’en n"aurons pas besoin ici.



Construction des repsentationg-adiques semi-stables 15

Début de la preuve de la proposition 2.Poury = (U, U, ... ,Up) €Y,
c comme ci-dessus est unique et on noter — C I'application qui envoie
y surc. On a une suite exacte

0—>@p(l)h—>Y—>C—> 0.

Siy = (U1, Up,....up) €Y, alorsp(y) = Y1, Upvn, doncé(p(y)) =
> 6(Un)B(vn) = v(y). Y anb(vy) = 0 eton abiedm p C C(1).

Pour cemontrer le reste de la proposition, B est de rajouter une
variable aC et d’exprimerp comme une limite uniforme de “fonctions
algébriques”, puis d'utiliser une versiongmise du fait qu’une telle fonction
algébrique est ouverte (lemme 2.4), ce qui permet dediuite une version
approclee du ésultat ; finalement, la |&arié dep permet de conclure.

On noteOx = Oc{T} le $£pak compéte pour la topologiep-adique
de 'anneau?¢[T] des polynébmes en l'iretermiree T a coefficients dans
Oc et on poseK = Ox[1/p] = C{T}. Toutelementa € Ox (resp.€ KX)
s’écrit donc de maniere unique sous la forme

400
a= X:a,Tr ,
r=0

avec lesa;, € Oc (resp.e C) tendantp-adiquement vers 0. Pour un &l
on posef[al| = sup.yla|.

On noteg le corps des fractions di et on choisit une cléture adfprique
& de&. On noteX la fermeture inkgrale deX dansé.

On prolonge l'application| || : KX — R en une application&finie sur
X en posant, pour toyt € X, si P(X) = X"+ Y " a X e X[X] estle
polynéme minimal de: sur X,

1
[l = SUR<i<n-all& [T .

Lemme 2.2. L'application || || : KX — R est une norme. L&-algébreC
compEktee deX pour cette norme, munie du prolongement de la norme par
continuig, est uneéC-algébre de Banacip-bonne.

Preuve :D’abord, il est clair (et bien connu) que la restriction|gdg a X
est une norme (norme de Gauss) et @yeest 'ensemble deslements de
KX de norme< 1. _ .

NotonsO+ la fermeture inkgrale de9 5 dans€. On a.X = Ox[1/pl.
On a aussi||ull | © € K} = {|c| | ¢ € C} et]lcull = |c|.||u|l pour
ceCetu e K. Alors,sin € K etc e Cavecc # 0, on alju]| < |c|
si et seulement gi/c € O5. On en @duit que|| || est une norme SuK
et queC, munie de la normeéfinie par continu#, est uneC-algébre de
Banach.
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Remarque En fait X est la union filtrante de ses sous-algébres finies.

Si £ est 'une d’entre elles, c’est une algébre affinoideGuntégre et de
dimension 1 (cf., par exemple [FP81], chap.ll); la restriction de la norme a
L est la norme spectrale &t est compléte pour cette norme.

Il reste a \erifier queC estp-bonne :

- Montrons (B1) : sl € X, on aa € O si et seulement s° € O et on
en ceduit quel|aP|| = (||a]|)P ; la méme formule poua € € s’en ceduit
par continuié.

- Montrons (B2) : L'applicationx — xP est une surjection di surK et
donc (grace a (B1)) aussi @& sur O et deO+/ pOzx = Oc/POe Sur
O/ PO%.

- Montrons (B3) : Remarquons d'abord q@g* = Oz N Og* est un sous-
groupe de®;* car, sia € (9%*, son inversea! dansC est de la forme
Yool — @), serie & termes dan&[a] qui converge dan€ et donc
aussi dansk'[a] C X puisqueX[a] est compléte.

Fixonsr > 1. Soitx € Of*. Choisissonsa € O veérifianta — x €
2P 0c. Alorsa € O eta'x = 1+al(x—a) € 1+ 2p ¢ dou
I'on déduit que I'application naturelle d@;*/(1+ 2p' O%) dansOs*/(1+
2p"O¢) est un isomorphisme.

D'autre part, sk € 1+ 2p"+10¢, la $riegx) = 325 (pnr)(x — "
converge dans ¥ 2p0¢ et le méme argument quegeedemment montre
que, six € X, alorsg(x) aussi. On en@&duit que Iélévation a la puissance
p" induit un isomorphisme de42p@e sur 14+2p 19 dontg est I'inverse
et un isomorphisme de-% 2pO@ sur 1+ 2p 1@+ dont la restriction de
gal+2p+tey estlinverse.

La conjonction des isomorphismesépgdents montre que noyau et
conoyau de l'application d&f* dans lui-méme qui envoi& sur xP
s'identifient aux noyau et conoyau de&lBvation a la puissancp’ dans

g CommeX est intégre, le noyau séduit bien au groupe des racines

p'-iemes de 1 dan€. Finalement, sk € (9%“, il existey € X verifiant
y? = xetonay e O [cf. les lignes suivant la&finition deU; (A) et
U*(A)]; I €levation a la puissangg -ieme est bien surjective seL. O

Le résultat suivant est un avatar du lemme de Hensel :

Lemme 2.3. SoitP(X) = X"+ Zi”:‘ol a X' e X[X] un polyndme unitaire
a coefficients dan@ 5. Pour0 <i < n—1, posons = ijg a,T' avec
lesa; € C. Supposons quiggo| < 1, |a,| < lpourl <i <n-—1si
r # 0 et qu'il existei tel que|a; o] = 1. Alors P n’est pas iréductible sur
O 5[ X].

Preuve :Soitd le plus petit entier tel quiag o| = 1. Posong(X) = X% et
Ri(X) = @40+ adi1.0X + ... +aq_10X"19, On voit qu'il existeV, W
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Oc[X] tels queVQ; + WR, = 1. Si P = Q;Ry, le lemme est prowa:
Sinon, on voit qu’il existea € mc non nul tel queP — Q1 Ry € a® x[X].
Soit| I'id éal de® 4 [X] engende para. Comme pour la preuve du lemme
de Hensel classique, on utilise les polynénvest W pour construire, par
induction sum, des polyndme®m, Ry € O x[X] vérifiantdeg Qn, = d,
degRy = n—d, Qm = Qu-1 (Mod I™), Ry = Ry_1 (mod ™71,
P = QnRy (Mmod I™). La suite deQ,, (resp. desR,,) converge vers un
polyndmeQ de dege d (resp.Rde degen — d) dansOx[X] etP = QR

O

On note S 'ensemble des homomorphismes (automatiguement conti-
nus), deOc¢-algebres de94 dansOc. La restriction des € Sa Ok est
déetermiree de maniére unique ps(iT) et I'applications — s(T) de Sdans
Oc est surjective.

Touts € Sse prolonge de maniére unique en&lement deSpm X,
ensemble des homomorphismes continuCemgébres deX dansC et,
inversement la restriction @ d’un élement deSpm.X appartient &, ce
qui permet d'identifierlSaSpmX .

De méme, tous € Sse prolonge de maniére unique en un homomor-
phisme continu d&c-algeébres, encore ros, de O dansOc (resp. deC
dansC) et Ss’identifie ainsi a 'ensemble de ces homomorphismes.

On choisit urelementsy € Stel quesy(T) = 0.

Lemme 2.4. Soit up € O Vveérifiant s5(o) = 0 et ||uol| = 1. Soitn
le degé depug sur K. Il existe alors un entiem veérifiant0 < m < n
et desélementscy, ¢y, ..., Cn € Oc tels que, pour tout € Oc Vérifiant
c—cj gmcpourl <j<m,ilexistes € Stel ques(uo) = C.

Preuve :Si
PT,X) =ag+ a1 X +...+ a1 X"+ X" e 0Ox[X]

est le polyndme minimal deg sur©@ 4, aveca, = zj;g a,T", le fait que
llmwoll = 1 signifie que tous leg;, sont dang9c mais que I'un au moins
d’entre eux est une uigit

Ona 0= (8 + &fto + ... + a1y * + ud) = So(8o) = 8,0, doNnc
ap,0 = 0. Il résulte alors du lemme @adent qu'il existe un entier > 1 tel
que I'un au moins des; ;, pour 0< i < n — 1 est une uné. Choisissons

un telr. Soientcy, ¢y, ... , Cy les racines distinctes dadk de I'equation
i”:’ola” X =0.
Sic € Oc vérifie|c—c¢j| = 1 pourj =1,2,... ,m,ona| Z{‘;Ola;,rcﬂ
=1. Alors P(T,c) € Oc{T} sécrit P(T,c) = Y 5T, avecay =
8.0 + @01C+ ... + agn1C" L+ ¢ et, pourl > 1, o = Y& C.

En particulier, le polygone de Newton d&T, c) passe par le point de
coordonrees(r, 0) et a au moins une pent@gative ou nulle. On enéadiuit
gu'il existex € Oc tel queP(x, c) = 0.
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La souse x-algébre®@ x[no] de Ox engendee paruo S'identifie au
quotient de@x[X] par l'idéal engendr par P(T, X). Il existe donc un
unique homomorphisme d@c-algébress,, : Oxl[uol — Oc tel que
S, (T) = X ets,, (o) = C. Soitp le noyau des,,. Comme® est entier
sur O x[uol, on peut trouver un il premierP de O au-dessus de.
Mais alors@+ /B est entier su® x[wol/p = Oc, doncO« /B = Oc et l
suffit de prendre pous la projection de9 sur O+ /. O

Lemme 2.5. Soitu € Qe tel quesy(i) = 0 et|u|| = 1. Pour toute > 0,
il existem € N, ¢1,Cp, ... ,Cn € Oc tels que, pour tout € O¢ Vérifiant
c—cj €mcpourl < j<m,ilexistes € Stel que|s(u) —c| < e.

Preuve :Soitv € X et soitag + ay X + ... + a,_1 X1 + X" le polynébme
minimal dev surX. Pourtouss € S,ona|s(g)| < ||a||pour0<i <n-—1.
Commes(ag) + S(81)S(v) + . . . + S(8n_1)S(V)" 1 + s(v)" = 0, on en @duit
que|s(v)| < ||v||. Par continuig, la méme formule reste vraie paue C.
Choisissons alorgy € O tel que||u — wol| < . D’aprés ce qui
precéde, on as(uo)| = [so(n — po)l < Il —poll < e et donc
[ln — (uo — So(mo))|| < e ce qui fait que, quitte a remplacery par
o — So(1Lo), ON peut supposep (o) = 0. Appliquons le lemme @oedent
a uo : pour toutc verifiant les conditions requises, il exissee S tel
ques(ug) = c et on als(u) — ¢ = [s(n) — S(uo)l = [S( — po)| =
Il — poll< e. O

Fin de la preuve du lemme fondamentdPosonsB, = By(O¢), U =
U(Oe), Uy = U1(OQe) etU; = U;(Oc). Posons aussi; = Y N (U :
c’est un Eseau du BanacpradiqueY.

On a (cf. 81.4) un diagramme commutatif

0— Zpl) - Uy = 2pOc — 0

Il \ \
0— Zp(D) - U1 — 2pOe — 0

dont les lignes sont exactes. On voit aussi que, pousstaeus, s(U1) = U;.

Quitte a multiplier lesxj, pour 1 < i < h par une puissance de
convenable, on peut supposer @ue= 2pOc, pour touti. Pour 1< i < h,
on peut alors trouvek; € U; tel qued(ri) = o T. SoitA] = A — So(Ai).
Commesy(U1) = U C Ug, A] € Uy etor)) = 0(ri) — 0(So(ri)) =
O(hi) — S T) = 0(%j). En outre,s(1)) = So(A) — So(xi) = 0. Donc,
quitte a remplacex; par;, on peut supposer qug(1;) = 0.

Pour touts € S, posons)(s) = (s(A1), S(A2), ..., S(An)) € (UDM. On
ad(s(ri)) = sO(x)) = s(T).a; etn(s) € Y;. On peut donc consadern
comme une application dedansy;.

On voit que, pour tous € S, p(n(9) = Y1, s(hi)vi = Y. S(hiv) =
s> xjv). Autrement dit, six € B, est cfini pari = Zih:l Aivi, On a
p(n(s)) = s(A) pour touts € S.
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Remarquons que, pour toyite Y, il existem € N, s € Setyp € Qp(1)"
tels quey = p~™5(s) + Yo : si on choisitm tel que p™v(y) € Oc ets tel
ques(T) = p™u(y), alorsyp = y — p~™n(s) € Kerv = Qu(1)".

Supposons d’abord = 0. Si onécrity € Y sous la formey
P~"n(S) + Yo comme ci-dessus, on voit quey) = p~" p(1(s)) + p(Yo)
P~™s(0) + p(Yo) = p(Yo) €t Imp = p(Qp(1)") est de dimension finig h
surQp.

Pour finir la cemonstration, il suffit de &rifier que si» # 0, alors
o Y — C(1) est surjective.

On ad(r) = Ze(ki)é(vi) = ZaiTO(vi) = TZO[iQ(vi) =0etr €
C(1). ll existe dongu; € € non nul tel quer = uqt. Choisissong € C tel
quelal = ||u1]], on peutécrirew; = au, avecu € Qe Vérifiant||u|| = 1.

SoitY, = {y € Y1 | p(y) € pa®c(1)}. CommeY; est €pak et complet
pour la topologiep-adique, il en est de méme dg et il suffit pour montrer
la surjectivie de \erifier que I'application induite pap par passage au
quotient

Y, — padc(1)/p?adc(l)

est surjective, ou encore que, pour tdut Oc, on peut trouvely € Y; tel
quep(y) — padt e p?at@c.

Mais on ar = aut donc 0= s(A) = atg(u) et s(u) = 0. Le
lemme 2.5 appligét au ete = p~2 implique donc qu'il existem € N et
C1,Cp, ..., Cm € Oc tels que, pour tout € C verifiantc — ¢j & mc pour
tout j, il existes e Stel ques(u) — ¢ € p?O¢. Choisissons alorg € Oc
tel quecy — ¢j € mc pour 1< j < met, pour toud € Oc, o4 € Stel que
od(n) — (Co+ pd) € p*Oc. Alors i(oq) €tn(oo) € Y1 et on ap(n(oq)) =
o4(A) = og(n)at de méme que(n(og)) = oo(A) = op(w)at, ce qui fait
quep(n(og) — n(00)) = (04(n) — oo(i))at = pdat(mod p*at@c). Il suffit
de prendrey = n(og) — n(oo). O

Soit M un By-module de longueur finie. AlordM et M/tM sont des
C-espaces vectoriels de dimension finie et

longg,M = dim¢M + dimcM/tM .

Nous utiliserons la coigjuence suivante du lemme fondamental :

Corollaire 2.6. Soienth un entier> 2, V un Q,-espace vectoriel de
dimensionh, M un By,-module de longeuh tel que leC-espace vectoriel
tM est de dimensiod. Soientt : V — M une applicationQp-linéaire,

£ le compoé de¢ avec la projection deM sur M/tM, &c : C ®q, V —
M/tM I'application C-linéaire ceduite det par extension des scalaires et
&u : U ®q, V — M lapplication qui envoieu ® v surué&(v). On suppose
queéc est surjective. Alors, sile noyau ég est de dimension finie s@,

&y est surjective.
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Preuve :Soit Y le noyau du compdasde I'applicationt, avec la projection
deM/tM. Alors la restrictiorgy de&y ay est une application dg danstM
et il s’agit de prouver que, si le noyau ég est de dimension finie s@,
alorséy est surjective.

Choisissons une bagel, v, ... , v2} deV surQ, et notons la bijection
deU" surU ® V qui envoie(uy, Uy, ... , Up) surd” u, ® 0.

Le noyau de la projection dé: = C ®q, V surM/tM est uneC-droite
L deVc. Sia = 2221 oy ® V2 est un @rérateur deL, etsiY = (71(Y),
ona

Y ={(Ug, Uy, ... ,Up) € un | 3¢ € C tel qued(u,) = cay, pour toutn} .

Choisissons uglémentd de M tel quetd # 0. Alors le sousB,-module
de M engende pard est libre de rang 1, ontM = Ctd et on peut trouver
un sousc-espace vectoridil’ de M de dimensiorh — 2 tel queM soit la
somme directe dB,d et deM’. Sid désigne I'image dd dansM/tM, le C-
espace vectorieV/tM s'identifie a la somme directe de la droite engé&edr
pard et deM’.

Poum =1,2, ..., h,posong(1®) = vy,d+v/, avea, € Byetv,, € M'.
Pour tout(uy, Uy, ... , Uy) € UM, ona&y(t(ug, Uz, ... ,up) =& Un ®
1)) = Y UnEd) = O Uupvp)d+ > une), = O Upun)d + > O(un)v),. Son
image dansvi/tM est(>_ 0(un)A(vn))d + 3 6(un) v,

Sialorsy = (U, Uy, ... ,Un) € Y etsic € C est tel qued(u,) =
Cap pour toutn, cette derniére expression doit étre nulle et vaut aussi
O anf(vp))ed + Y O(un)v,. On en @duit qued_ anf(vy) = 0 et que
£y (1(y)) = p(y)d, avecp(y) = ) Unv, et le corollaire ésulte de la propo-
sition 2.1. O

3 — Rappels et compgEments sur les modules filtes(cf. [F094b])
3.1 — Espaces vectoriels fitts

Dans ce paragraphg&, est un corps de caragtstique 0.

Pour nous, unéiltration Fil sur unE-espace vectorieh est une filtra-
tion decroissante indé&e parZ, exhaustive eté&pagée. Autrement dit une
filtration surA consiste en la dorée, pour tout entier € Z, d’un sousk-
espace vectorieFil' A de A, ces sous-espacegrifiant Fil' "1A c Fil' A
pour touti, Uiz Fil' A = A etz Fil'A = 0.

Un E-espace vectoriel filerest un coupléA, Fil) formé d’'un E-espace
vectoriel et d’une filtratiorFil surA. S’il n’y a pas de risque de confusion
sur la filtration, on parle diE-espace vectorieh.

Avec comme fleches les applicatioBslinéaires qui respectent la fil-
tration, lesE-espaces vectoriels fits forment une cagorie additiveE-
linéaire.
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Sif :AN— Aetg: A - A” sont des morphismes de-espaces
vectoriels filtés, on dit que

O>A—>A—>A">0

est une suite exacte de-espaces vectoriels fits si, pour tout € 7Z, la
suite deE-espaces vectoriels

0— Fl'A’ - Fil'A - Fl'A” = 0

est exacte.

Si A est unkE-espace vectoriel fillr, unsous-objetA’ (resp. urquotient
A" de A est un soug=-espace vectoriel (resp. UErespace vectoriel quo-
tient) de A muni de la filtration induite. S\’ est un sous-objet d& et si
A// — A/A/,

O--AN—>A—>A =0

est une suite exacte deespaces vectoriels fiés.

Si A; et A, sont deuxE-espaces vectoriels fiéis et si I'un d’eux est
de dimension finie sug, on munit le produit tensorieh; ®e A, d’'une
structure deE-espace vectoriel fillren posant

Fill (A1 ® Ay) = Z Fil'tA; @ Fil'2A, .

i1+io=i

De méme, siA est unE-espace vectoriel filer de dimension finie, on
munit le E-espace vectoriel dual* d’une structure dé&-espace vectoriel
filtré en notanfil' A* I'orthogonal deFil 1A,

Soit A un E-espace vectoriel filer de dimension finie. On dit qu'une
décompositioA = A’ @ A” de A en somme directe de deux sous-espaces
vectoriels esadapee a la filtrationsi, pour touti € Z, Fil'A = Fil'A” @

Fil' A”. De méme, on dit qu'une bask, ...,d, de A estadapte a la
filtration s'il existe des entierg,, ..., i, tels que si € Z, alorsFil'A =
@i~ Ed.

Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 3.1. SoientFil, et Fil, deux filtrations sur urE-espace vec-
toriel de dimension finié\. Il existe une base da qui est adagte simul-
tanément aFil ; et aFil 5.

Preuve :Remarquons d’abord comment on fabrique une bask déapée

a la filtration Fil, : il suffit de choisir, pour chaqué € Z, une base
8i1, 02, ...,0.n deFlLA/Fil ™A, puis de choisir, pour chaque couple
(i, j) un relevemend; ; ded; ; dansFil| A et de mettre bout & bout Iés; .

On procéde parécurrence sur la dimensidnde A, le cash = 1 étant
trivial. On supposén > 2 et il suffit de prouver I'existence de deux sous-
espaces non triviaud’ et A” de A tels queA = A’ d A” et que cette
decomposition est adag aux deux filtrations.
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Observons que pour toéite A, non nul, il existe un suppmentaireA”
de la droite A’ engendee parA tel que la @compositionA = A’ & A”
est adagite a la filtrationFil ; : il suffit dans la construction qui pcede de
s’'arranger pour quésoit I'un dess; j et de prendre pouk” le sous-espace
engende par les autres vecteurs de la base.

Soit alorsr le plus grand entier tel qu&il;A = A et choisissons
S ¢ FiI;”A. Pour tout sup@mentaireSde A’ dansA, la decomposition
A = AN @ Sest adagte aFil,. Par congquent, la dcompositionA =
A @ A’ est adag#te aussi bien &il; qu’a Fil ;. O

Si A est unE-espace vectoriel filer de dimension finie, on not€A)
la longueur de la filtration c’est-a-dire le plus petit entiémpour lequel on
peut trouvera € Z tel queFil2A = A et Fil2H+1A = 0.

Si A est unE-espace vectoriel filr de dimension 1, on notg (A) le
plus grand entier tel queFil' A # 0. Si A est unE-espace vectoriel filér
de dimensiorh > 2, A"A est un sous-objet de dimension 148" et on
posety (A) = ty(A"A). On convient aussi quig; ({0}) = 0. Sid est un
element non nul de\, on posety(d) = ty(E.d). Sidy, ..., d, est une
base adage a la filtration et siy, . . ., iy sont les entiers pour lesquels on a
Fill A = @i, =i Ed; pour touti € Z, alorsty(dj) =i etty(A) = Z?zlij.

Onaaussty(A) = Y ., i.dimFil' A/Fill'T1A et, sia est un entier tel
queFil2A = A,

(3.1) th(A) =a.dimA + ) dimFil'A .

i>a

Si
0O>A—>A—>A">0

est une suite exacte deespaces vectoriels fiéis, on &y (A) =ty (A) +
th(A).

Soit A un E-espace vectoriel de dimension firlie > 2 et soient
Fil,, Fil, deux filtrations surA. On dit que Fil; et Fil, sont voisines
s'il existe une basel, ..., d, de A adapée aFil, et Fil, telle que I'on
ait ty (dl, FI|2) =ty (dl, Flll) + 1, ty (dz, FI|2) =ty (dz, Flll) — 1 et
tH(dj, Fil,) = tH(dj, Fil,) si j > 3.

On dit que deux filtrationg=il et Fil” sur A sonta distance finies'il
existe une suite fini€il g, . . ., Fil , de filtrations surA telle queFilg = Fil,
Fil, = Fil’ et Filj 1 soit voisine deFil; pour 0<i < n — 1. On note alors
d(Fil, Fl") la distanceentreFil et Fil’, c’est-a-dire le plus petit entiertel
gu'il existe une suite-ilg, ..., Fil, comme ci-dessus. En particulier, on a
d(Fil, Fil") = 0 si et seulement dtil = Fil’ ; on ad(Fil, Fil") = 1 si et
seulement skil et Fil’ sont voisines.
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Proposition 3.2. SoientFil etFil o deux filtrations sur uE-espace vectoriel
de dimension finie. Pour quéil et Fily soient a distance finie, il faut et il
suffit quetH(Fll) = ty(Filg).

Preuve :Si Fil et Filg sont voisines, on &, (Fil) = ty (Filg). Par induction,
cela reste vrai gril etFil g sont a distance finie et la condition eétessaire.

Le fait qu’elle est suffisante se voit im@diatement en choisissant une base
de A adapée simultaBment aux deux filtrations (prop. 3.1) et en prenant
comme filtrations interiadiaires des filtrations auxquelles cette base est
encore adapge. O

Remargue On voit facilement que, gril et Fily sont deux filtrations sur
A telles quey (Fil) =ty (Filp), alors

d(Fil, Filg) = %(Zdim (Fil'A + Filba)/Fil' A N Filha)
ieZ

3.2 —p-modules

On notes le Frobenius absolu agissant gyvia x — xP), W(k) et Kg. On
appellep-module surk (ou ¢-module s'il N’y a pas d’ambiguét surk) la
donree d’'unKq-espace vectoridD muni d’une applicationr-semi-lireaire
o:D—>D.

On appelledimensiord’un g-module sa dimension si,. On dit qu'un
p-module esfini si sa dimension est finie et si en outreest bijectif (il
revient au méme de demander guest injectif). Remarquons qu’up-
module fini n'est autre que ce que I'on appelle souventtisocristal (a
condition de posep = F).

Les g-modules surk forment, de maniérevidente, une cagorie
akelienneQ,-linéaire, de méme que la souségrie pleine deg-modules
finis.

La caggorie des-modules est munie d’un produit tensoriel ;¥ et
D, sont deuxp-modules, |eKq-espace vectoriel sous-jacenDa ® D, est
D, Ko D, eton a<p(d1 QR do) = (pdl X (pdz.

Avec ce produit tensoriel, la dagorie desg-modules finis est
tannakienne [DM82] : I'objet-unét estKy avecy = o. Le Kgp-espace
vectoriel sous-jacent au du@ll* de D est I'espace vectoriel des formes
Ko-linéaires suD, avec(¢n)(d) = o(n(p~1d)).

Soit D un ¢-module fini de dimension 1. S € D est non nul et si
ed = Ad, avecx € Ko, I'entier vy(A) ne cepend pas du choix de et
se notety (D). Si D est ung-module fini de dimensiom > 2, on pose
tn(D) = tn(AMD). On convient de poseg ({0}) = O.

Si

0O-D—-D—-D'—-0

est une suite exacte de, N)-modules finis, on &(D) = ty (D) +tn(D”).
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Rappelons que, lorsqueest alg@briquement clos, leg-modules finis
ont ét classifes par Dieudon® : Pour tout nombre rationnel, posons
o =r/havecr,h € Z, h > 1,r eth premiers entre eux. On not@,
I'unique p-module fini suik dont leK-espace vectoriel sous-jacent &g,
avec, si{dq, d,, ... , dy} désigne la base canonique,

@(d) = diy1sii # hetp(dy) = p'd; .

Proposition 3.3 ([Di57], cf. aussi [Ma63] et [De72])Supposonsk algé-
briqguement clos. Alors la cagorie desp-modules finis suk est semi-
simple.

En outre, chaqu®,; est un objet simple et chaque objet simple de cette
categorie est isomorphe a un et un seul de Bgs.

Si k est algbriquement clos, pour tout = r/h comme ci-dessus,
on noteD, le sousKgy-espace vectoriel dB engende par lesd tels que
¢"(d) = p'd. Presque tous leB, sont nuls eD = DPeeDqy-

Supposonk quelconque, soierk une cléture algbrique dek et Py le
corps des fractions de I'annedi(k) des vecteurs de Witt & coefficients
dansk. Le groupeGy = Galk/k) opére surP,. Pour toutKq-espace
vectoriel D, Gy opéere suDp, = Py ®k, D (par(g(x ® d) = g(») ® d si
g € Gk, A € Py, d € D). Un sousPy-espace vectorieh de Dp, est cfini
sur Ko (i.e. de la formePy ®k, D’ avec D’ un sousKy-espace vectoriel
de D) si et seulement s'il est stable p@y, (et alorsD’ = A®),

Si maintenantD est ung-module fini surk, Dp, est de fagon naturelle
un g-module fini surk. Chaque(Dp,), est cfini sur Ky et, si I'on pose
Dy = ((Dpy)o)®, 0N a

D= DPuc D, .

Pour toute € Q, D, est stable pap et s’appellela partie de pentex
deD ; la decomposition ci-dessus s’appdiedécomposition isocline dB.
Sih, = dimg,D,, alorsaeh, € Z etty(D) = Zae@ ah,.

3.3 = (¢, N)-modules

On appellgp, N)-module suk (ou (¢, N)-modules’iln’y a pas d'ambigui

sur k) la donree d’'ung-module D muni d’'une applicationKq-linéaire
N : D — D veérifiant Ng = pgN. Remarquons que togt-module peut
étre consiére comme ur(g, N)-module en posarifl = 0.

Un (¢, N)-modulefini est un(g, N)-module dont lep-module sous-
jacent est fini. Pour un tel modul®, on notety (D) le ty du g-module fini
sous-jacent.

On cEfinit encore le produit tensoriel de de(¢x N)-modulesD; et D :
le p-module sous-jacent est le produit tensoriel gdesodules sous-jacents
etN(d; ® dy) = Nd; ® dy + d; ® Ndb. De méme, sD est fini, D* est aussi
un (¢, N)-module aved\n(d) = —n(Nd).
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Les (¢, N)-modules forment de fagogvidente une cagorie aklienne
Qp-linéaire de méme que la souségdrie pleine degp, N)-modules finis
qui est aussi une dagorie tannakienne. La @&morie desp-modules finis
s'identifie a la sous-cagorie pleine de cette derniére faendesD sur
lesquelsN = 0.

Si D est un(¢, N)-module fini et siD = @0 Do est la &composition
isocline dug-module fini sous-jacent, onld(D,) C D,_1. En particulier
N est nilpotent suD. Comme le noyau d&l est stable pap, il en résulte
gue les objets simples de la egbrie desp, N)-modules finis s’identifient
a ceux de la cégorie deg-modules finis.

3.4 — (¢, N)-modules filtes

On appelle(¢, N)-module filté surK (ou (¢, N)-module filté s'il n'y a
pas d’ambigui# surK) la donrée d’un couplgD, Fil) formé d’un (¢, N)-
moduleD et d’une filtrationFil sur leK-espace vectoridDx = K ®, D.
S’il n'y a pas de risque de confusion sur la filtration, &grit D au lieu de
(D, Fil). Dans ce cas, oacrit aussiy (D) = ty (Fil).

La dimensiond’'un (¢, N)-module filté est la dimension diy-espace
vectoriel sous-jacent. Uiy, N)-module filté fini est un (¢, N)-module
filtré dont le(¢, N)-module sous-jacent est fini.

Avec comme fléches les morphismes desN)-modules sous-jacents
qui respectent la filtration lorsque I'agtend les scalaires 4, les (¢, N)-
modules filtes forment une cagorie additive Qp-linéaire que nous
notonsM.

Si D est un(p, N)-module filté, unsous-obje{resp. urmuotien) est un
sous-objet (resp. quotient) du, N)-module sous-jacent, avec la filtration
induite sur leK-espace vectoriel correspondant. On a une ndtiodente
de suite exacte courte (une telle suite induit une suite exacte courte aussi
bien des(¢, N)-modules sous-jacents que d€sespaces vectoriels filéis
sous-jacents).

En utilisant les éfinitions de produit tensoriel et de duddjd dones
pour les espaces vectoriels f#ret les(¢, N)-modules, on voit comment
définir le produit tensoriel de deuy, N)-modules filtés lorsque I'un des
deux est fini et le dual d'u, N)-module filtié fini.

Un (¢, N)-module filtie faiblement admissibl@st un (g, N)-module
filtré fini D vérifiantty (D) = ty(D) etty (D) < ty(D’) pour tout sous-
objet D’ de D. Il revient au méme de demander qugD) = ty(D) et
ty(D”) > tn(D”) pour tout quotienD” de D.

On noteM ™ la sous-catgorie pleine d& dont les objets sont l&€, N)-
modules filtés faiblement admissibles. C’est uneégmirie aklienne. SID
est faiblement admissible, les sous-objetsielans M @ sont les sous-
objets D’ de D dansM qui verifient ty(D’) = ty(D) ; de méme, les
quotientsD” de D dans M ™ sont les quotientd” de D dansM qui
vérifientty (D”) = ty (D).
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Proposition 3.4. Si
0O—-D—-D—-D"-0

est une suite exacte courte dg N)-modules filtes, et siD’ et D” sont
faiblement admissible®) I'est aussi.

Preuve Toutd'abord, on &4 (D) = t4 (D) +ty(D") = ty (D) +tn(D”) =
tn (D). Pour tout souskg-espace vectorieh de D stable pap et N, posons
A" = D' N A et notonsA” I'image deA dansD”. On a

th(A) = th(A") +th(A") < tn(A) +tn(A") = tn(A)

et D est bien faiblement admissible. O

Si D est un(p, N)-module fini, on dit qu’une filtratiorFil sur Dy est
faiblement admissible si lgp, N)-module filt fini (D, Fil) est faiblement
admissible.

Proposition 3.6. Soit(D, Fil) un objet simple d& ™. SiFil; est une autre
filtration sur Dk voisine deFil, alors Fil ; est faiblement admissible.

Preuve :On voit facilement que les hypothéses impliquent I'existence
d’un entierr tel que Fil; Dk C Fil' Dk pour tout entieri # r et que
dim((Fil; Dk + Fil"Dk)/Fil" D) = 1.

Commety (D, Fil,) =ty (D, Fil) = ty(D), il s’agit de prouver que si
D’ est un sousy, N)-module non nul deD et si Fil est la filtration de
D induite parFil 1, alorsty (D', Fil}) < ty(D’). Mais le fait que(D, Fil)
est simple implique que, $il’ désigne la filtration ddj, induite parFil,
alorsty (D', Fil") < ty(D) donc < ty(D’) — 1. Soita un entier tel que
FilfDy = Fil§Dy = Di.Ona(3.1)

ty(D', Fil') = a.dimDy + Y_,_,dimDj N Fil' Dk tandis que

ty (D', Fil;) =a.dimD} + 3,_,dimDj N Fil Dg.

Mais, sii # r, on a dimDj N FiliDx < dimDj N Fil' Dk tandis
que dimDy N Fil|Dk < dimDy N Fil'Dx + 1 d'outy(D’, Fil}) <
ty (D', Fil") + 1 < tny(D). O

4 — Rappels et comg@ments sur les repésentationsp-adiques
semi-stabledcf. [Fo94b])

4.1 — Les foncteur®s; et Vgt

La Kg-algébreBs; est munie d’'une action de et de N qui en fait un
(¢, N)-module. Linclusion d&(Bspk = K ®k, Bst dansBgyr permet de
munir (Bgp) k de la filtration induite par celle dByg, ce qui nous permet de
consicerer Bs; comme un(p, N)-module filté.
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Comme cette structure d@, N)-module filte commute, en un sens
évident, avec l'action d&, si, pour toute ref@sentationp-adiqueV de
Gk, on pose

Dst(V) = (Bst ®q, V)™ |

on peut considrer Dy comme un foncteur additif de la éajorie des
repiesentationg-adiques dé€sk dans celle degp, N)-modules filtés.
De méme, si, pour toutp, N)-module filté fini D, on pose

Vst(D) = {v € B4® D | pv =1v, Nv =0 et 1® v € Fil °(Byr®k D)} .

on peut consiérerVs; comme un foncteur additif de la &gjorie deggp, N)-
modules filtés finis dans celle de®,-espaces vectoriels topologiques
munis d’une action ligaire et continue déx.

On a les esultats suivants ([Fo94b], n.5.1.7,5.3.5et5.4.2) :

Proposition 4.1. Pour toute repesentationp-adiqueV de Gk, Dg(V) est
un (¢, N)-module filté fini de dimension igfieure ouegale a la dimension
deV sur@Q,.

On dit queV estsemi-stabldorsque I'on a legali€. On noteRep Gk )
la cakgorie des re@sentationsp-adiques deGg et mt(GK)ﬁsous-
caégorie pleine dRepGg) formée des ref@sentations semi-stables.

De méme, on dit qu'uity, N)-module filte D estadmissibles'il existe
une repésentationp-adique semi-stabl&/ telle queD ~ Dg(V) et on
note M? la sous-cdgorie pleine devl formée des(p, N)-modules filtés
admissibles.

Proposition 4.2. SiV est une repesentationp-adique semi-stablé)g (V)
est faiblement admissible.

Comme sous-cagorie pleine deRepGy) (resp. M ), Repst(GK)
(resp. M?) est stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit
tensoriel et dual. La restriction d®g a la cag&gorie R_epst(GK) est un
®-foncteur exact et pleinement fidéle induisant @w&quivalence entre
R_epst(GK) et M?, la restriction deVg @ M? enétant un quasi-inverse.

Dans la suite de cet article, on se proposatablir le tteoréme suivant,
un peu plus fort que le #oréme A :

Théoreme 4.3. Soit D un (¢, N)-module filté fini de dimensiom > 1.
Alors

i) La dimension de/s(D) sur Q, est finie si et seulement &j(D’) <
tn(D’) pour tout sous-objetD’ de D. S'il en est ainsi, on
adimg, V(D) < h.
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ii) SiVs(D) est de dimension finie spy, les proprétes suivantes sont
équivalentes :

a) ty(D) = tn(D) (compte tenu du), celaéquivaut aD faiblement
admissibleg,

b) D est admissible,

c) dimg, Vs(D) = h.

Compte tenu de ce &oreme, on peut reformuler certains desultats
contenus dans la proposition 4.2 de la maniére suivante

Corollaire.

i) SiV est une repgsentation semi-stable d&x, alors Dg(V) est un
(¢, N)-module filté surK faiblement admissible dont la dimension est
égale a celle d&/.

ii) Si D est un(p, N)-module filté sur K faiblement admissible, alors
Vst(D) est une repesentation semi-stable @& dont la dimension est
égale a celle d®.

iii) SiV est une repesentation semi-stable d&, alors Vg(Dg(V)) = V
et si D est un(g, N)-module filté surK faiblement admissible, alors
Dst(Vst(D)) = D.

Expliquons comment, le corpé étant fixe, le treoreme 4.3 va seedluire
du theoreme A (qui sera, lui, proévau paragraphe 6) :

i) Le fait que la condition est suffisantégulte de la proposition 4.5 ci-
dessous qui montre aussi qu'alors ggNSt(D) < h. Le fait que, si le
theoréme A est vrai, la condition eséeessaire est la proposition 5.4
ci-dessous.

ii) On sait que b) implique a), le doreme A dit que a) implique b) et la
proposition 4.5 ci-dessous entraine quédwivaut a c). O

4.2 — Le cas de la dimensidn

Le résultat suivant n’est autre que l&tdreme 4.3 dans le chs= 1 :

Proposition 4.4. SoientD un (¢, N)-module filté de dimensiod etd un
element non nul d® (que I'on identifie al ® d € Bs; ® D). Alors

i) sith(D) < tn(D), Vs(D) =0,

i) sity(D) = tn(D), D est admissible e¥s(D) est de dimensiof sur
Qyp ; si Vsi(D) est engendr par «d, alors « est unélement inversible
de BSt!

i) sity(D) > tn(D), Vs(D) est de dimension infinie s@,,.

Preuve :CommeD est de dimension 1 éfl est nilpotent, on aNd = 0.
On ag(d) = ad = pMapd avecm = vp(a) = tn(D) etag € Ko vérifie
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vp(ap) = 0. Il existe alorsxy € W(k) non nul tel que I'on aitp(ag) = apag
et sil'on posex = aglt*m, alorsa est unelement inversible d8.;s et on a

Vs((D) ={Bd | € Fil P B eto(B) = a 'p}

={xad | x € Fil WP -® grt]

ce qui permet de&tuire le esultat de la proposition 1.3. 0

4.3 — Un critére d’admissibilé

Proposition 4.5. Soit D un (¢, N)-module filté fini de dimensiof > 1
faiblement admissible ou, plusigralement, tel quey (D) < tn(D')
pour tout sousw, N)-module filté D’ de D. Alors V = V(D) est de
dimension finie suf), et est une re@sentation semi-stable déx. De
plus, D' = Dg(V) est un souge, N)-module filté admissible deD et
on aV = Vg(D). En particulier, D est admissible si et seulement si
dimg, V(D) > h et cette igalite est alors unégalite.

Pour cemontrer cette proposition, nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 4.6. SoientF un corps,J un sous-groupe du groupe des automor-
phismes dé& et E = FJ. SoitA un E-espace vectoriel de dimension finie.
On fait ogerer J sur le F-espace vectoridF @ A viag(f ®8) = g(f)®46
sige J, f € F,8 € A. SoitL un sousF-espace vectoriel dE ® A. Pour
gu'il existe un soud=-espace vectorieh’ de A tel queL = F ® A’, il faut

et il suffit quelL soit stable parJ.

Preuve :Soitr la dimension de_ sur F et soit§ la grassmanienne des
sous-espaces vectoriels de dimensiate A. C'est une va@te rationnelle
définie surF. On ag(E) = ¢(F)” et c’est ce que signifie le lemme.
Sil'on préfere, de fagonterre aterre, choisissons unefegse,, ... , &}
del surF etune bas¢sy, 8o, ... , 8n} de A surE. Quitte a changer 'ordre
desd;, on peut supposer qyey, €, ... , &, dr41, 6r+2.., 6n} €St une base
deF®L surF. SoitA” le sousE-espace vectoriel d& engende par less;,
pourr +1 < j<h.Pouri =12, ...,r,ilexiste ununiques € F ® A”
tel ques; + x; € L. Less; + x; forment une base de, tandis que, pour tout
g € J, less§ + g(x) forment une base dg(L). Pour toutg € J, on a donc
g(L) = L, si et seulement 9(X;) = x; pour touti. En écrivantx; sur la
base{s; 1, 8r12, ..., Sn}, ON VoIt queg(X;) = X; pour toutg € J équivaut
ax; € A" etle lemme enésulte. O

Prouvons la proposition 4.5 L’ énoné& est trivial siV = 0, supposons
doncV # 0. SoitCq; C Byr le corps des fractions dBg;. Alors Cg; est
stable parGk et le fait queK ®k, Bss — Bgr €st injectif implique que
K ®k, Cst — Bar I'est aussi. Comm&% = K, on aCg< = B = K.
On peutétendreN de maniére unique en unérivation deCg; et ¢ en un
endomorphisme d€y.
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Soit L le sousE€g-espace vectoriel d€s; ® D engende parV. Il est
stable parGk et le lemme pecedent impliqgue qu'il existe un sousp-
espace vectorieD’ de D tel queL = C5; ® D’. CommeV est fixe parp
et tLé parN, L est stable pap et N. Il en est de méme dB’ qui est donc
un sousfp, N)-module deD et on aV C Vg(D') € V(D) = V et donc
V = Vg(D").

Choisissons une bagey, vo, ... , v, } deL surCg constitiee delements
deV et une baségd,, ds, ..., d;} de D’ surKg ; on peut aussi conséder
{dy, do, ..., d } comme une base desurCsg.

Pour 1< j <, on peutécrirev; = Y _, byd;, avec lesh; € By
et le ceterminantb de la matrice dedy; est non nul. On voit que
W= Uv1AU0A... AV = bdy AdyA...Ad estunélement non nul
deW = Vg4(A"D).

Par hypothésety (A'D") = ty(D) < tn(D') = tn(A"D’) et la non
nullité deW implique, d’apres la proposition 4.4, que(D’) = tn(D’), que
W = Qpw et queb est inversible danBs;.

Siv € V, on peutécrirev = Zi':lcivi, avec lex; € Cg. Pour touti,
limage devy A vy A ... AVi_1 AVA V41 A ... A v dansW estcw, donc
G € Qp. On en @duit que{vy, vy, ... , v} est une base dé surQ,, donc
queV est bien de dimension finie s@,. Comme de plus, le@erminant
devy, ..., v danslabaséd,, d, ... , d/} est unélement inversible d@;,
onaBg ®g, V = Bst® D’ ce qui montre qu¥ est semi-stable, que’ est
admissible et que I'on ®4(V) = D'. O

Corollaire 4.7. SoitD un objet simple de la cagorie degg, N)-modules
filtrés faiblement admissibles. Pour gDesoit admissible, il faut et il suffit
queVg(D) soit non nul.

C'estclair !

5 — Le complexe fondamental d’un(¢, N)-module filtr & fini

Remarque :Une partie desésultats de ce paragraphe d@ié obtenus
independamment par Emerton et Kisin ([EK99]).

5.1 — Le foncteun$

Soit D un (¢, N)-module fini. On note/3(D) le sous® -espace vectoriel
de Bs; ®k, D formé desx tels quepx = x et Nx = 0.

On peut considrer, de maniérévidente V3 comme un foncteur additif
Qp-linéaire de la cégorie des(p, N)-modules finis dans celle de3p-
espaces vectoriels munis d’'une actionGle

Proposition 5.1. Le foncteurV$ est exact.

Preuve :Pour toutp-module fini A, notonsV2,(A) le sous€),-espace
vectoriel deBgis ®k, A formé desy tels quepy = y.
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Choisissons logr] comme au 81.5, de sorte que, pour téut N)-
module fini D, tout éléementx de Bs; ® D s’écrit, d'une maniere et d’'une
seule, sous la form& = ) Xm(log[7])", avec lesxy € Beis ® A,
presque tous nuls. Pour un telon apx = ) ¢xm.p"(log[z])™ de sorte
que, SigX = X, On agxy = Xo. En particulier, I'applicationx — X
est une applicatio,-linéaire devV3(D) dansVCOriS(D). Cette application
est en fait bijective : on obtient Ia buectlon inverse en associagt&

VI, (D), I'elementy” ..y N™(y) LZD= On obtient ainsi un isomorphisme
du foncteun2 surle composdufoncteurd oubli de la cagorie desyp, N)-
modules fInIS dans celle dgsmodules finis avec le foncteM?; et il suffit
de \erifier que le foncteur additif

Visk = Vais : {p-modules finis suk} — {Qp-espaces vectorigls
est exact.

Si k est algbriguement clos, celésulte de ce que la @&gorie des
@-modules finis suk est semi-simple (prop. 3.3).

Dans le cas gréral, rappelons que le corpésiduelk de K est une
cléture algbrique dek et queBgis st une algébre sur le corps des fractions
Po de 'anneau des vecteurs de Witt & coefficients da@y, siD est ung-
module fini sukk, Dp, = Py ®«, D est unp-module fini surk et le foncteur
D — Dp, estexact. CommBgis @k, D = Bris ®p, (Po®k, D), V, ”s «(D)
s'identifie anis’R(Dpo) et on est rameanau cas ok est algbriquement
clos. 0

5.2 — Le foncteun

Soit Fil une filtration sur urK-espace vectorieh de dimension finie. On
note VA(Fil) le K-espace vectoriel quotielgr ® A/Fil%(Bgr® A).

On peut considrer, de manlerewdente,vs1 comme un foncteur additif
K-linéaire de la cé&gorie dekK -espaces vectoriels de dimension finie dans
celle desK-espaces vectoriels munis d’une actionGle

Proposition 5.2. Pour toute suite exacte
O->AN—>A—-> A =0
de K-espaces vectoriels fiis de dimension finie, la suite
0— VG(A) = Vi(A) — Vg(A") — 0

est exacte.
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Preuve :0On a un diagramme commutatif

0 0 0
2 2 \2

0 — Fil%Byr® A") — Fil°(Byr® A) — Fil9(Bgr® A”) — 0
J 2 J

0— Bir® A" — Bjr®A — Bir® A" —0
2 2 2

0— via) — Vi(A) — V(A" -0
J 2 J
0 0 0

dans lequel les deux premieres lignes et les trois colonnes sont exactes et
I'exactitude de la troisieme ligne e@sulte. O

5.3 — Le complex¥ (D)
Si maintenant D, Fil) est un(e, N)-module filtie, on pose
VI(D, Fil) = VA(D), VA(D, Fil) = V&(Fil),

on notes(D, Fil) : V4(D, Fil) — V(D, Fil) la compoge de I'inclusion
naturelle dev3(D, Fil) C Bs ®k, D dansByr ®« Dk avec la projection
de Bgr ®k Dk surV(D, Fil). On note enfirvg, (D, Fil) le complexe

V3(D, Fil) — VX(D, Fil)

Comme d’habitude, lorsqu’il n'y a pas de risque de confusion sur la
filtration, onécrit Vi(D), §(D) et V (D) au lieu deV4(D, Fil), (D, Fil),
et Vg (D, Fil).

On voit queVe(D) s'identifie aH%(V,(D)).

Soit D un (¢, N)-module filté fini et soitV = Vg(D). En tensorisant la
suite exacte

0— Qp— Bfrizsl—> Bur/Bjr — O
(prop. 1.3), on obtient une suite exacte
0—V—BZ®V— (Ber/Bin ®V — 0.

cris
Par ailleurs I'applicationBg-linéaire naturelleBg; ®qg, V — Bst®k, D
commute & etN (sil'on posep(b®v) = pb®vetN(b®v) = Nb®v pour
b € Bstetv € V) etinduit donc une application (ﬁﬁ:@@p V dansV2(D).
De méme l'applicatiorByr-linéaire naturelleByr ®q, V — Bir®k Dk
envoieBJ;® V dansFil°(Bsr ® D) et induit par passage au quotient une
application dgByr/BJr) ® V dansVi(D).
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Proposition 5.3. Sous les hypothéses et notations q@ogdent, le dia-
gramme

0—>V—> B ®V — (Bir/Bip ®V — 0

cris

I \ A
0—-V-— VYD - Vvi(D) -0

est commutatif. Si de plub) est admissible,
i) les fleches verticales sont des isomorphismes et les lignes sont exactes,
i) pour tout entieli < 0, la suite
0— V — Fil'Bf ®g, V — Fil' (Byr® Dk)/Fil°(Bar ® Dk) — 0

cris
est exacte.

Preuve :La commutativié du diagramme est claire. Biest admissible, on
sait ([Fo94b], prop. 5.3.6) que I'applicatidy ®q, V — Bst®k, D est bi-
jective etle faitquerri?@@pV — VI(D) estunisomorphisme s’er@duit.

De méme lpc.cit), I'application Byr ®q, V — Bgr ®k Dk est un iso-
morphisme dé -espaces vectoriels fiéis (si I'on poseFil' (Byr ®q, V) =
Fil'B4r® V pour touti € Z) et la bijectivié de I'application(Byr/BJr) ®

V — V(D) s’en ceduit. Comme la premiére ligne est exacte, la deuxiéme
I'est aussi, d’ou (i).

L'assertion (ii) Esulte de ce que les deux isomorphismes ceértsscsont
des isomorphismes dg,-espaces vectoriels fiéis et de ce que, pour tout
entieri < 0, la suite

0— Qp — Fil'BY.' — Fil' Byr/Fil °Byr — 0

cris

est exacte (prop. 1.3). O

5.4 — Un critere d’admissibilé faible

Cette section contient la fin de laduction du teoréme 4.3 au #toreme A.

On peut aussi voir la proposition 5.4 ci-dessous comme un critere de faible
admissibilig ; on utilisera d'ailleurs ce critére dans le 86.2 pour se ramener
au cas ol est algbriquement clos.

Proposition 5.4. Supposons que le corpssoit tel que toufp-module filté
faiblement admissible est admissible.[5est un(p, N)-module filté fini
sur K tel queVg (D) est de dimension finie s@p, on aty(D’) < tn(D)
pour tout sous-objeD’ de D. En particulier, sity (D) = tn(D) etV (D) est
de dimension finie, alorB est faiblement admissible (et donc admissible).

Preuve :Comme, pour tout sous-obj&' de D, Vg(D’) C Vg(D), il suffit
d’'établir le lemme suivant :
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Lemme 5.5. Supposons que le corpé soit tel que toutp-module filté
faiblement admissible est admissible.[5est un(g, N)-module filté fini
surK tel quety (D) > ty(D) et tel que, pour tout sou&s, N)-module filté
D’ de D, distinct deD, ty (D) < ty(D"), alors V(D) est de dimension
infinie surQj.

Preuve :Choisisssons uneedomposition déx en la somme directe d’un
hyperplanH et d'une droiteL qui est adajgte a la filtration. Il existe alors
un entiera tel que, pour tout € Z, siFil'H = HN Fil' Dy, on a

in _[Fl'HeL si i<a
Fil DK—{ FI'H  si i-a
Soitr = ty (D) — ty(Fil). Définissons une autre filtratiofil ; sur Dk
en posant
vin _ JFI'HeL si i<a-r
F"lDK—{ FIlH  si i>a-r

Onvoit quety (Fil 1) = ty (Fil)—r = ty(D). CommeFil | Dx C Fil Dy,
pour tout sougy, N)-module D’ de D, on a, avec des notatiogvidentes

tw (Fil1lp, ) < tu(Fillp, ) < tn(D)

et (D, Fil,) est faiblement admissible, donc admissible par hypothése.

Le choix d’'un gerérateur de |&K -droite L définit un isomorphisme de
Vsit(FiI 1) survslt(_H) @ Byr/Fil 2*" Bar et un is_o_morphism_e ovslt(FiI)_sur
VA(H) & Byr/Fil 2Bgr. DoncV(Fil) s'identifie au quotient d&/2(Fil ;)
par Fil 2Byr/Fil 2t"Bygr = B;(—a). Si I'on poseV; = Vg(D, Fil,) et
V = Vg(D, Fil), on a donc un diagramme commutatif

0
.
Br(—a)
N
0— Vi — V(D) — Vi(Fil;)) — 0
{ I N
0— V — V(D) — Vi(Fi)

|
0

dont la colonne de droite est exacte, de méme que la premiére ligne grace a
la proposition pecedente. Ce diagramme induit une suite exacte courte

O—-V,—-V—->B(-a-—0

etV nest pas de dimension finie sQ@,, puisque, comme > 0, B, (—a)
admetC(—a) comme quotient. O
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5.5 — Un second critére d’admissibéit

Cette section contient l@sultat principal que I'on peutediuire de letude

du complexe fondamental ; le critere d’admissibilitbtenu (prop. 5.7) est

a la base de lagimonstration du #oréeme A donee dans la partie suivante.

Le critére obtenu au 84.3 demandait de compter les solutided’@quation
3(D)(x) = 0 alors que le critere obtenu dans ce paragraphe ne demande que
de prouver I'existence d'une solutionde I'équation un peu pluségérale
8(D)(X) = a.

Proposition 5.6. SoitD un(g, N)-module filté non nul. Alors I'application
8(D) : V(D) — Vi(D)

n’est pas un isomorphisme.

Preuve :Les deux membres se comportent de maniére tresreliffe sous
I'action de Galois. De maniére @eise, choisissons une extension finie
totalement ramie K’ de Kq contenan et telle quee = [K’ : Kg] # 1.
Par exemple, sK # Kg, on peut prendr&k’ = K et siK = Kg, on peut
prendre pouK’ une extension quadratique totalement ragaifieK = K.
SoitGx = Gal(K/K").

Soith la dimension dé sur Kg. Choisissons une bagé,, d,, ... , dy}
de Dk adapée a la filtration et soit; = ty(d;). Choisissons un entier
verifiantr > i pour toutj. Si§(D) était un isomorphisme, I'application
compoge

Va(D)(r) — (Bst ®k, D)(r) — Vg(D)(r)

seraitune applicatio ,-linéaire bijectiveG k -equivariante donc ausSix -
équivariante et I'application compes

HO(Gk/, VA(D)(1)) — H%(Gk', (Bst ®k, D)) — H%(Gk, Vi(D)(1))

serait bijective. En particulier, I'applicatiolo-linéaire H%(Gy:, (Bst ®x,
D)(r)) — H%Gk/, VA(D)(r)) serait surjective.

Mais, comme t est inversible darBy, (Bst @k, D)(r) s’identifie a
Bst ®k, D = Bl et, commeH (G, Bsy) = Ko, H2(Gk', (Bst ®k, D)(r))
est unKo-espace vectoriel de dimensibn '

Par ailleurs, avec des notatiodsidentesVa(D) = &"_; (Byr/Bjp)t
®d;, donc VI(D)(r) = ea?:leR/FiIf—ii Byr et, comme H%(Gy/,
Byr/Fil*Bgr) = K’b pour tout entiers > 0 (81.5), on en @duit que
VA(D)(r) est unK’-espace vectoriel de dimensiti donc unKq-espace
vectoriel de dimensiohe > h, d’ou une contradiction. O

Proposition 5.7. Soit D un (¢, N)-module filté faiblement admissible.
Pour queD soit admissible, il faut et il suffit que I'application

8(D) : V(D) — Vi(D)

Soit surjective.
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Preuve :La condition est acessaire d’apres la proposition 5.3. Montrons
gu’elle est suffisante. Soit = V(D). D’aprés la proposition 4.3/ est une
repesentation semi-stable @&, D’ = Dg/(V) s'identifie a un souse, N)-
module filtle admissible dd® etV = Vg(D’). Si D” est le(p, N)-module
filtré quotientD/D’, on a donc un diagramme commutatif

0 0

\ \
0—V— VYD) - ViD) -0

| -
0—V—> VYD) - ViD) -0

\ \

Va(D") — Vg(D")
{ {
0 0

dont la premiere ligne est exacte grace a la proposition 4.5, la deuxieme
par hypothése et les deux colonnes sont aussi exactes grace aux propo-
sitions 5.1 et 5.2. Par codguent, I'applicationvy(D”) — Vi(D”) est

un isomorphisme. D’aprés la proposition 5%, = 0, doncD = D’ est
admissible. O

Proposition 5.8. Si
0O—-D—-D—-D"-0

est une suite exacte de, N)-modules filtés et siD’ et D” sont admissibles,
D l'est aussi

Preuve :0On a un diagramme commutatif

0 0

\ ¢
V(D) — VXD

Oi/ 1\L
V(D) — Vi(D)

N \
Va(D") — Vg(D")

| {

0 0

dont les deux colonnes sont exactes (prop. 5.1 et 5.2). La premiére et la
derniére fleche horizontales sont surjectives (prop. 5.3) et celle du milieu
I'est donc aussi. Comm® est faiblement admissible (prop. 3.4), est
aussi admissible (prop. 5.7). O
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6 — Demonstration du theoréme A

Le but de ce paragraphe est dentbntrer le thoréme A de l'introduc-
tion, i.e. de erifier que toutlp, N)-module filtieé faiblement admissible est
admissible. Nous allons en donner deux preuves :

- la premiére est la plus courte, si I'on veut bien utiliser @sultat de
[FL82].

- la deuxiéme est une variante un peu plus longue mais qui n’utilise pas ce
resultat.

6.1 — Premiére preuve

Proposition 6.1. SoientD un (¢, N)-module fini etFil, et Fil, deux fil-
trations surDg . On supposé-il ; admissible Fil , faiblement admissible et
d(Fil4, Filo) = 1. Alors Fil , est admissible.

Preuve :Soith = dimg, D. Pourm = 1, 2, posonsVp, = Vgi(D, Fil ). On
adimy, Vi = hetV; est de dimension finie s@, (prop. 4.5). On a des
suites exactes (prop. 5.3)

(1) 0— Vi — VD) — Vi(Fil;) — 0,

¥3) 0— Vo — V(D) — VX(Fil,)

et il suffit de prouver (prop. 5.7) qué}(D) — Vg(Fil) est surjective.
PosonsD = Byr ®« Dk et, pourm e {1, 2} et touti € Z, Fil ;D =
> 4ir—i Fil"Bgr ® Fil; Dx. On aVi(Filym) = D/Fil §,D.
D’apreés la proposition 5.3, la suite exacfie s’'identifie a la suite
0— Vi — BY ®g, Vi — (Bar/Bgr) ®qg, Vi — 0

cris

obtenue en tensorisant la suite exacte fondamentale\gvésdle nous dit
aussi, puisquéil ~1 BY = U(—1) (prop. 1.3), que I'on a une suite exacte

cris
0— Vi > U(-1) ®qg, Vi — Fil {*D/Fil{D — 0
gue 'on peut eécrire, en posar¥ = Vi(—1)
1) 0— Vi~ U®g, V— Fil{*D/Fil}D — 0.

On aFil;*D > Fil)D. Sil'on poseM = Fil*D/Fil3D, il s'agit de
prouver que, dans la suite exacte,

2) 0->Vo—>UQ®q, V—>M

l'application&y : U ®q, V — M est surjective.
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Les filtrations Fil ; et Fil, étant voisines (cf. 3.1), il existe une base
{d;, dz,_. e dh}_et des entiersij)i1<j<n tels que, si; =i1+1,i, =i —1
etl/j =1ij, pourj > 2,

Fil ;20 = @)_Bit It @ dj etFil3D = &_ Bt ®d; .

Ceci implique queM est la somme directe d’uB, module libre de rang 1
engende par l'image dé—'2-1®d, et d’'unC-espace vectoriel de dimension
h — 2 de base les images de$ ~! ® dj, pour 2< j < h.

On peut alors appliquer le corollaire 2.6 : En effet :

- si & désigne la restriction dg) aQp ®q, V = V, on a bierty (U® v) =
ut(v) siueUetveV;

- commeM/tM = Fil[*D/(Fil3D + Fil{D), l'application compose
U®V — M — M/tM est surjective.

CommeV; est de dimension finie s@,, &y est bien surjective. O

Proposition 6.2. Soit D un objet simple de la cagorie degp, N)-modules
finis. Il existe une filtration admissible slirk .

Preuve :CommeD est simple,N = 0 et D n’a qu’une seule pente (cf.
3.2,3.3). Soith la dimension deD sur Kg eta, d € Z les entiers tels que
a=a+d/het0< d < h. Choisissons un sousg-espace vectoridl de
dimensiond de D. Alors le (¢, N)-module filtie surKq qui estD muni de
la filtration

_ D si i<a,
Fil'D = {L si i=a+1,
0 si i>a+1

est faiblement admissible. Comme la longueur de la filtration est 0 ou 1
qui est< p—1, (D, Fil) est admissible ([FL82], th. 8.4). Il est clair que le
(¢, N)-module filtié surK déduit de(D, Fil) par extension des scalaires de
Ko a K est encore admissible, ce qui signifie que la filtratiorbgedéfinie
par

) Dk Si i <a,
Fil' Dk = K®K0L si i=a+1,
0 si i>a+1
est admissible. O

Remarque On n’a besoin en fait que d'urésultat beaucoup moins fort
que le tleoreme 8.4 de [FL82] : par une torsion a la Tate, on se raméne
immédiatement au cas ou la pentevérifie 0 < « < 1, ce qui signifie
qu’il existe un groupep-divisible connexel'x surk et un isomorphisme

Ko ®wk M — D, ouM est le module de Dieudogrcontravariant d€.

Si I" désigne un relévement dé sur 'anneau des entiers d€ (un tel
relevement existe toujours ') son module de Dieudofiliré est admissible
(cf[FO79], n.5.1).
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Corollaire 6.3. Soit D un (¢, N)-module fini. Il existe une filtration ad-
missible suDg.

Preuve :0On procéde parécurrence sur la longueur d2, la proposition
précedente nous permettant de supposer Qugest pas simple. On peut
alors trouver une suite exacte courte non trivialg@eN)-modules finis

0O—-D—-D—-D"-0

et, par hypothése decurrence, on peut mundy et Dy de filtrations
admissible$-il’ etFil”. Choisissons une sectidéttlinéaires de la projection
de Dk sur Dy, et céfinissons une filtration subk par

Fil' Dk = Fil"Dj + s(Fil"'Dy) pour touti € Z .

Alors la suite exacte ci-dessus devient une suite exacte,dd)-modules
filtres et, comm&D’, Fil’) et (D”, Fil”) sont admissibles(D, Fil) I'est
aussi (proposition 5.6). O

Fin de la preuve du tkoréme A

Pour tout(p, N)-module finiD, on choisit une filtration admissibl&il o
surDg.

Si(D, Fil) estun(e, N)-module filtie non nul, on not&y (D) la longueur
de D en tant que(p, N)-module et on pos@(Fil) = d(Fil, Filg). On
procéde paré&currence sur le couplég(D), d(Fil)) ordonre par ordre
lexicographique, le cas al(Fil) = 0 étant trivial.

Si (D, Fil) n'est pas un objet simple de la égbrie desg, N)-modules
filtr és faiblement admissibles, il existe une suite exacte non triviale

0 — (D', Fil) — (D, Fil) — (D", Fil) — 0,

(D, Fil) et(D”, Fil) sont admissibles par hypothése deurrence et il en
est donc de méme d®, Fil) d’aprés la proposition 5.8.

Supposons donc quéD, Fil) est un objet simple. On &, (Fil) =
th(Filg) = tn(D). D’'aprés la proposition 3.1Fil et Filg sont a distance
finie et il existe une filtrationFil; sur Dy veérifiant ty (Fil1) = ty(Fil),
d(Fil, Fil) = 1 etd(Fil, Filg) = d(Fil) — 1. D’apres la proposition 3.5,

(D, Fil,) est faiblement admissible, donc admissible grace a I’hypothése de
récurrence. Donc, grace a la proposition 600, Fil) est admissible. O

6.2 — Variante

La deuxiéme preuve consiste a prouver d’abord Eptéme seulement

lorsquek est al@briquement clos, ce que I'on fait comme dans le @ton

précedent, a ceci prés qu'il suffit de prouver la proposition 6.2 dans ce cas,

ce qui peut se faire par un calcul explicite assez facile (cf. ci-dessous).
Montrons alors commer cas @réral se @duit de ce cas particulier

Le corps esiduelk de K est une cloture akgprique dek. NotonsPy le corps
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des fractions de I'anneaW/(k) des vecteurs de Witt a coefficients ddns
et posonsP = K ®g, Po. Alors Py s’identifie a un sous-corps dBis,
tandis queP est une extension totalement raméideP, qui s'identifie a
un sous-corps d8qr. La fermeture algbrique P de P dansBgyg est une
cléture al@brique deP. L'anneauBg; relatif & I'extensionP /P s’identifie
a celui qui est relatif & I'extensioK /K et la méme chose vaut po@gg.
En outre, siD est un(y, N)-module filte surK, p(D) := Py, ®«, D a une
structure dég, N)-module filte surP. CommeBs;®k, D = Bst®p, p(D),
Vst(D) s’identifie aVsi(p(D)).

Soit alorsD un (¢, N)-module filte faiblement admissible s, soit
h sa dimension et soih = p(D). D’aprés la proposition 4.5/5(D) est
de dimension finie su@,, donc aussVs(A). D’'apres la proposition 5.4,
ceci implique quén (A’) < ty(A') pour tout sougeg, N)-module filte A’
de A. Comme on adn(A) = ty(D) = ty(D) = ty(A), A est faiblement
admissible, donc admissible. Donc dipVsi(D) = dimg, Vsi((A) = h et
D est admissible (prop. 4.5) O

Remarque 1 On peut prouver “directement” (i.e. sans utiliser le fonc-
teur V) que siD est un(p, N)-module filtié faiblement admissible si,
alors A = p(D) est un(¢, N)-module filtie faiblement admissible su® :
c’est une conmsgquence imradiate de la proposition 4.4.9 de [Fo94b].

L'autre preuve de la proposition 6.2 dans le cak @3t algbriguement
clos repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.4. Soith e N — {0} et Z, = {z € B | ¢"(2) = pz}. Alors,

i) 6 induit une surjection d&;, surC,
i) il existet, € Z, non nul appartenant &il 1 Byg.

Preuve :Soit Z0 {ze Agis | ¢ hz) = pzetd(z) € pOc}. Pour prouver
le (i), il suffit de prouver que) induit une surjection dez? sur pOc et
commeZ? est €paé et complet pour la topologig-adique car ferra dans
Agis, il suffit de prouver qué induit une surjection d&? sur pO¢/p?Oc.
Soitdona € pOc. Soita, une solution de lé-quatiorbz,ﬁ’h =p.Sip#2
ouh > 2 (resp. sip = 2 eth = 1), soity € Oc solution de [equation
vy +apy = pla, (resp.y* + V2 + any = pla). Soientx = any et
u € Rtel queu™ = x. Commeu® = x”" = py?" € pOc, on al¥ ¢

h
Ais quel que soin € N et la rie Y5 p"[uP"] = Zn*"f) (p;n)'[“—hT

converge dandyis. Comme d’autre part, Iaesslez_Oo —"uP’ ] converge
dansW(R) C Agis, la €rie )", p‘”[up”h] converge dan®\yis vers un
élementz. On ap"(z) = pz Finalement, un petit calcul de valuation montre
que 'on ad(z) = u©@ + pu®™ = py”" + payy = amodulop?si p # 2 ou
h>2etd(2) = U2+ u® +2uM™ = 2y* + 2y2 + 20,y = a modulo

p? si p = 2 eth = 1. Ceci permet de terminer l&chonstration du (i).
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Maintenant, on &% = {x € Ko | ¢"(x) = px} = 0 etC% = K # 0.
Ceci implique, commé commute a l'action d&, qued n’induit pas une
bijection deZ;, surC et comme elle induit une surjection d’aprés le (i), son
noyau n’est pasaduit a 0 et on peut prendre pduin’'importe quelelement
non nul de ce noyau. O

Autre preuve de la proposition 6.2 lorsqleest algebriquement clos
CommeD estsimpleN = 0 et, d’aprés la proposition 3.3, on peut supposer
gu’il existea € Q tel queD = Dy,. Quitte a remplaceb par son dual
(prop. 4.2), on peut supposer < 0. Reprenons les notations du 83.3 et
posonss = —r. On aa = —s/h, avecs,h € N, h > 1 etseth premiers
entre eux. La baséd;, dy, ... ,dy} de D = Dy, sur Kq peut aussi étre
consictree comme une base @y surK. La filtration

' Dk Si i <-s
Fl'lDk = 1@®h_,Kdy, si —-s<i<0
0 Si i >0

est faiblement admissible. Maig(D, Fil) qui contientZ',}:l o"() ® dy
est non nul dongD, Fil) est admissible (cor. 4.7). O

Remarque 2 Le lemme 6.4 et 'admissibilt des(D_gn, Fil) définis
ci-dessus &sultent aussi facilement de leétlirie des groupes formels de
Lubin-Tate. En effet, lesD_s/n, Fil ) proviennent par changement de base
de (¢, N)-modules filtes dfinis surQp. Il n'est pas difficile de montrer
que, pour touh > 1, Vg(Dy_y/n), Fil) s'identifie aQp ®z, Tp(n), ou Ty

est un groupe formel connexe de dimension 1 et hautedfini surQp,
qui, lorsque l'onétend les scalaires a I'anneau des entier§ge unique

extension non ramiéie de degr h de Q, contenue dan¥, s'identifie a
un groupe formel de Lubin-Tate de ce corps et on peut prendre tpour
la péeriode d'une forme diffrentielle invariante sury, (cf. par exemple,
[C093], th.1.2.1). AlorsVs(D;_1/n), Fil) est de fagcon naturelle u@ -
espace vectoriel de dimension Mgt(D|_g/n), Fil) s'identifie & sa puissance
symétriques-ieme.
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