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0 – Introduction

Dans tout cet article,K est un corps de caractéristique 0, complet pour une
valuation discrète, à corps résiduel parfaitk de caract́eristiquep> 0, K0 est
le corps des fractions de l’anneauW(k) des vecteurs de Witt à coefficients
dansk, ce qui fait queK est une extension finie totalement ramifiée deK0,
K est une clôture alǵebrique deK , GK est le groupe de Galois de l’extension
K/K . On appellereprésentationp-adique deGK la donńee d’unQp-espace
vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire et continue deGK .

Parmi ces représentations, il y a les représentations cristallines et, plus
géńeralement, les représentations semi-stables. Les représentations “pro-
venant de la ǵeoḿetrie alǵebrique” (par exemple les représentations fournies
par la cohomologiéetale des variét́es alǵebriques, propres et lisses surK )
sont potentiellement semi-stables, i.e. deviennent semi-stables après avoir
remplaće K par une extension finie convenable (voir l’exposé d’Illusie
[Il90] pour l’ état du problème au début de 1990 et, parmi les travaux plus
récents, ceux de Breuil [Br98], de Faltings [Fa98], de Niziol [Ni98] et de
Tsuji [Ts99]).

A une repŕesentationp-adique semi-stable deGK , on sait associer
un objet de nature purement algébrique qui est son(ϕ, N)-module filtŕe.
L’int érêt de cette construction est que le(ϕ, N)-module filtŕe D assocíe à
une repŕesentationV est beaucoup plus “explicite” et donc beaucoup plus
facile à d́ecrire que la représentationV (parce qu’il n’y a pas de descrip-
tion “explicite” deGK ) et que, pourtant,V est d́etermińee parD. De façon
précise, la correspondanceV 7→ D définit en fait un⊗-foncteur induisant
une⊗-équivalence entre la catégorie des représentationsp-adiques semi-
stables et une sous-catégorie pleine de la catégorie des(ϕ, N)-modules
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filtr és, celle des(ϕ, N)-modules filtŕes admissibles(cf. [Fo79] et [Fo82]
pour les repŕesentations cristallines, [Fo94b] pour le cas géńeral).

Jusqu’à pŕesent cette th́eorieétait incomplète car on ne savait pas décrire
explicitement la cat́egorie des(ϕ, N)-modules filtŕes admissibles; toute-
fois on savait le faire conjecturalement : on avait défini la cat́egorie des
(ϕ, N)-modules filtŕes faiblement admissibles, montŕe que admissible im-
plique faiblement admissible et conjecturé que la ŕeciproqueétait vraie.
Pour achever la th́eorie, il restait à prouver cette conjecture. C’est l’objet de
cet article dans lequel on prouve le théorème suivant (voir le th́eorème 4.3
pour unénonće un peu plus fort) :

Théorème A. Tout(ϕ, N)-module filtŕe surK qui est faiblement admissible
est admissible.

Remarque :Il y avait déjà beaucoup d’exemples de(ϕ, N)-modules filtŕes
faiblement admissibles dont on savait prouver qu’ils sont admissibles.
Citons notamment (pour des géńeralit́es sur les(ϕ, N)-modules filtŕes, voir
le paragraphe 3 ci-dessous; siD est un(ϕ, N)-module filtŕe, on notel(D)
la longueur de la filtration) :

i) le cas K = K0, N = 0 et l(D) ≤ 1. On se ramène facilement au
cas oùFil 0DK = DK et Fil 2DK = 0. Un (ϕ, N)-module filtŕe ayant
ces propríet́es est le module de Dieudonné d’un groupep-divisible
Γ sur l’anneau des entiers deK (cf. les travaux de Honda [Ho70])
et la repŕesentationp-adique qui lui est associée est alors le dual de
Vp(Γ) = Qp ⊗Zp Tp(Γ), où Tp(Γ) est le module de Tate deΓ (cf.
[Fo77] et [Fo79]). La th́eorie des groupesp-divisibles (ou de Barsotti-
Tate, cf. [Ba59], [Ta67]) et les questions de Grothendieck sur le foncteur
myst́erieux [Gr70] sont d’ailleurs à l’origine de toute la théorie des
repŕesentationsp-adiques semi-stables.

ii) K = K0, N = 0 etl(D) ≤ p− 1 : c’est le ŕesultat principal de [FL82],
voir [Wa97] pour une d́emonstration plus simple.

iii) [K : K0].l(D) < p− 1, k et N quelconques [Br99a].
iv) l(D) < p−1, N arbitraire,kfini mais[K : K0]arbitraire [Br99b]. Breuil

démontre en outre que, siN = 0, Fil 0DK = DK et Fil 2DK = 0, alors
la repŕesentationp-adique associée provient d’un groupep-divisible
comme dans (i).

Indiquons maintenant quelques applications de ce théorème.

Tout d’abord, comme le produit tensoriel de deux(ϕ, N)-modules filtŕes
admissibles est encore admissible, on retrouve ainsi, de façon indirecte, le
résultat suivant, d́ejà prouv́e par Laffaille [La80] lorsqueK = K0 dans le
cas “cristallin”, puis par Faltings [Fa94] (toujours dans le cas “cristallin”
maisK quelconque) et enfin par Totaro [To96] :

Corollaire 1. Si D1 et D2 sont deux(ϕ, N)-modules filtŕes faiblement
admissibles, alorsD1⊗ D2 est faiblement admissible.
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Ceci permet de considérer la cat́egorie ab́elienne des(ϕ, N)-modules
filtr és faiblement admissibles comme une catégorie tannakienne surQp.
Le foncteur qui à un objetD de cette cat́egorie associe la représentation
p-adique semi-stableVst(D) qui lui correspond (cf. §4 ci-dessous) est alors
un foncteur fibre sur cette catégorie à valeurs dans lesQp-espaces vectoriels
de dimension finie. On retrouve ainsi le résultat de Wintenberger ([Wi84]
dans le cas cristallin avecK = K0, [Wi97], cor. 1.6.3 dans le cas géńeral) :

Corollaire 2. La cat́egorie tannakienne surQp des(ϕ, N)-modules filtŕes
faiblement admissibles est neutre.

La ⊗-équivalence entre la catégorie des(ϕ, N)-modules filtŕes faible-
ment admissibles et celle des représentationsp-adiques semi-stables per-
met de traduire toute propriét́e de la première catégorie en propríet́e de la
seconde. C’est ainsi que Wintenberger avait montré que les ŕesultats suivants
sont des conśequences du th́eorème A :

1 - SoitH un groupe alǵebrique surQp. Le groupeH(Qp) a une structure
naturelle de groupe de Liep-adique. Soitρ : GK → H(Qp) un homomor-
phisme continu. On dit queρ estde Hodge-Tate(resp.semi-stable) si toute
repŕesentationQp-linéaire de dimension finie deH, munie de l’action de
GK induite parρ l’est (il suffit qu’une repŕesentation fidèle le soit).

On peut d́eduire de [Wi95], th. 1.1.3 dans le cas cristallin avecK = K0
et de [Wi97], th. 2.2.2 dans le cas géńeral, le ŕesultat suivant :

Proposition [Wi99]. Soit f : H ′ → H une isoǵenie de groupes alǵe-
briques d́efinis surQp, soientρ′ : GK → H ′(Qp) un homomorphisme
continu etρ = fQp ◦ ρ′ : GK → H(Qp). Si ρ est semi-stable etρ′ de
Hodge-Tate, alors il existe un caractèreη deGK à valeurs dans le noyau de
f tel queρ′η est semi-stable.

2 - NotonsG le groupe pro-alǵebrique qui est la limite projective de la
clôture zariskienne de l’image deGK dans toutes les représentations semi-
stables (c’est aussi le groupe des⊗-automorphismes du foncteur fibre sur
la cat́egorie des représentationsp-adiques semi-stables deGK qui associe
à une repŕesentation leQp-espace vectoriel sous-jacent).

Proposition ([Wi97], th. 3.1.1). Supposonsk-algébriquement clos et soit
SU le noyau de la projection deG sur son plus grand quotient abélien. Alors
le quotientS deSU par son radical unipotent est simplement connexe.

3 - Supposonsk-algébriquement clos et soitH un groupe alǵebrique
réductif connexe surQp. Soientb ∈ H(K0) et µ : Gm → H un sous-
groupe à un paramètre défini sur K . Avec Rapoport et Zink [RZ96], pour
toute repŕesentation lińeaire de dimension finieU de H surQp, on munit
K0 ⊗Qp U d’une structure de(ϕ, N)-module filtŕe en posantϕ(λ ⊗ u) =
σ(λ)b(u) (si λ ∈ K0, u ∈ U), N = 0 sur K0 ⊗ U et en munissant
K ⊗K0 (K0⊗Qp U) = K ⊗Qp U de la filtration d́efinie par
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Fil i (K ⊗U) =
∑
j≥i

(K ⊗U) j , pour touti ∈ Z ,

où (K ⊗U) j est la partie de poidsj relativement àµ.
Rapoport et Zink disent que le couple(µ,b) estadmissiblesi, pour toute

repŕesentationU de H, le (ϕ, N)-module filtŕe K0 ⊗ U est admissible (il
suffit que ce soit v́erifié pour une représentation fidèle deH).

Lorsqu’il en est ainsi, on dispose de deux foncteurs fibres, à valeurs
dansQp, sur la cat́egorie des représentations lińeaires de dimension finie
de G : le premier est celui qui àU associe leQp-espace vectoriel sous-
jacent et le second est celui qui associe leQp-espace vectoriel sous-jacent à
la repŕesentationp-adique deGK assocíee au(ϕ, N)-module filtŕe K0⊗U.
Rapoport et Zink ont donńe une description conjecturale du torseur qui fait
passer de l’un à l’autre à l’aide de l’invariant de Kottwitz et ont prouvé cette
conjecture lorsque le sous-groupe dérivé de H est simplement connexe.
Alors

Proposition ([Wi97], cor. à la prop. 4.5.3).La conjecture de Rapoport-Zink
est vraie en ǵeńeral.

En fait, Wintenberger ǵeńeralise la construction de Rapoport et Zink
(en rajoutant un oṕerateurN, ce qui lui permet de considérer aussi des
repŕesentations semi-stables pas nécessairement cristallines),énonce la
géńeralisation correspondante de la conjecture et montre que c’est une
conśequence de notre théorème A.

Les deux ingŕedients principaux de la preuve du théorème A sont ce que
nous appelons le “lemme fondamental” et le “complexe fondamental” d’un
(ϕ, N)-module filtŕe.

Si D est un(ϕ, N)-module filtŕe, son complexe fondamentalV
.
st(D) est

un complexe deQp-espaces vectoriels de longueur 2 dont le terme de degré
0 ne d́epend que de la structure de(ϕ, N)-module et le terme de degré 1 que
de la filtration. LeH0 de ce complexe est la représentation deGK assocíee
à D. On montre, entre autres, que le foncteurD 7→ V

.
st(D) est exact et,

point important, que, siD est faiblement admissible, alors

(∗) H1(V
.
st(D)) = 0 si et seulement siD est admissible.

L’id ée essentielle de la démonstration du th́eorème A est la suivante : soit
(D, Fil ) un (ϕ, N)-module filtŕe faiblement admissible (iciD est le(ϕ, N)-
module etFil la filtration). Il est facile de voir que surD on peut toujours
trouver une autre filtrationFil 0 telle que(D, Fil 0) est admissible. On intro-
duit alors la notion de distance entre deux filtrations et on démontre que,
si la distance entre deux filtrations faiblement admissibles surD estégale
à 1 et si l’une des deux est admissible, l’autre l’est aussi. Ceci se ramène,
grâce à(∗), à d́emontrer la surjectivit́e d’une applicationρ : Y→ C, où
Y est unQp-espace vectoriel d́efini via BdR et qui est une extension de
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C par unQp-espace vectorielY0 de dimension finie. La d́emonstration de
cette surjectivit́e fait l’objet du lemme fondamental et la difficulté ŕeside
dans le fait queρ est simplementQp-linéaire et pas du toutC-linéaire. On
s’en tire en rajoutant une variable àC et en refaisant les constructions de
BdR, Bcris, etc . . . dans ce cadre, ce qui permet d’exprimerρ comme une
limite uniforme de fonctions alǵebriques. Pour conclure la démonstration
du th́eorème A, on essaie alors de passer deFil à Fil 0 par une suite finie de
filtrations, la distance entre deux filtrations consécutivesétantégales à 1.

Remarque :Signalons qu’une version plus forte du lemme fondamental
affirme que le noyau de l’applicationρ ci-dessus est de dimension finie
surQp et même, que celle-ci estégale à la dimension deY0. C’est un des
ingrédients permettant de faire fonctionner, lorsquek est fini, la th́eorie
des “presque-C-repŕesentations deGK ” qui n’existait jusqu’ici que con-
jecturalement [Fo97] et sur laquelle nous reviendrons ultérieurement : une
presque-C-représentation deGK est un espace de Banachp-adiqueW muni
d’une action lińeaire et continue deGK tel que l’on peut trouver unC-espace
vectoriel de dimension finieW′ muni d’une action semi-lińeaire et continue
deGK , des sous-Qp-espaces vectoriels de dimension finieV deW et V ′ de
W′, stables parGK , et un isomorphismeGK -équivariantW/V ' W′/V ′.
Contrairement à ce que l’on pourrait penser la catégorie de ces presque
C-repŕesentations a de bonnes propriét́es. En particulier, elle est abélienne
et la cohomologie galoisienne leur associe desQp-espaces vectoriels de
dimension finie.

Nous reviendrons aussi ailleurs sur l’utilisation de cette version renforcée
de la proposition 2.1 pour obtenir des résultats significatifs dans la direction
de la conjecture “de monodromiep-adique” qui dit que, lorsque le corps
résiduelk deK est fini, toute repŕesentationp-adique qui est de de Rham est
potentiellement semi-stable (on prouve entre autres que ceci est vrai pour
les repŕesentations de dimension 2).

Plan
0. Introduction
1. Rappels et compléments surBdR
2. Le lemme fondamental
3. Rappels et compléments sur les modules filtrés
4. Rappels et compléments sur les représentationsp-adiques semi-stables
5. Le complexe fondamental d’un(ϕ, N)-module filtŕe fini
6. Démonstration du th́eorème A

1 – Rappels et compĺements surBdR (cf. [Fo94a])

1.1 – Notations ǵeńerales

Pour toutek-algèbreA (i.e. tout anneau commutatif contenantk), on note
W(A) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansA. C’est uneW(k)-
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algèbre. Sia ∈ A, on note[a] = (a,0, . . . ,0, . . . ) ∈ W(A) son repŕesentant
de Teichmüller.

On noteOK l’anneau des entiers deK , OC le śepaŕe compĺet́e deOK
pour la topologiep-adique etC = OC[1/p] son corps des fractions. On
notevp la valuation deC normaliśee parvp(p) = 1 et | | la valeur absolue
normaliśee par|p| = p−1. Pour tout sous-corps ferḿe L de C, on note
OL = {c ∈ L | |c| ≤ 1} l’anneau de ses entiers etmL = {c ∈ L | |c| < 1}
l’id éal maximal deOL .

1.2 – Banachp-adiques etC-algèbres de Banach

Dans cet article unBanachp-adiqueest unQp-espace vectoriel topologique
V dont la topologie est celle d’un espace de Banachp-adique, i.e. il existe
une norme surV qui en fait un espace vectoriel normé complet. Pour nous,
la norme d’un Banachp-adique n’est donc d́efinie qu’àéquivalence près.

Un Banachp-adique est donc unQp-espace vectoriel topologique tel
qu’il existe un sous-Zp-moduleV de V qui est śepaŕe et complet pour
la topologie p-adique, et tel queV = ∪n∈N p−nV, chaquep−nV étant
ouvert dansV, la topologie induite par celle deV sur chaquep−nV étant la
topologiep-adique.

On appelle un telV un réseau deV. Tout ŕeseauV de V définit une
norme|| ||V sur V : pour toutv ∈ V, ||v||V = pr si r ∈ Z est le plus petit
entier tel queprv ∈ V.

SiV est un ŕeseau deV, un sous-Zp-moduleV ′ deV est un ŕeseau deV,
si et seulement s’il existem,n ∈ Z tels quepmV ⊂ V ′ ⊂ pnV.

On appelleC-algèbre de Banachla donńee d’un anneau commutatifA
contenantC, muni d’une norme|| || vérifiant ||ca|| = |c|||a|| et ||aa′|| ≤
||a||.||a′|| si c ∈ C, a,a′ ∈ A, complet pour cette norme. On pose alors
OA = {a ∈ A | ||a|| ≤ 1}. C’est un ŕeseau du Banachp-adiqueA. C’est
aussi uneOC-algèbre sansp-torsion etA = OA[1/p].

Soit aussiO∗∗A = {x ∈ OA | ||x − 1|| < 1}; c’est un sous-groupe du
groupe des unités deOA et si x ∈ O∗∗A la suite de terme ǵeńeral xpr

tend
vers 1 quandr tend vers+∞.

On dit qu’uneC-algèbre de BanachA est p-bonnesi elle satisfait les
trois propríet́es suivantes :

(B1) pour touta ∈ A, on a||ap|| = (||a||)p,
(B2) l’applicationx 7→ xp induit une surjection deOA/pOA surOA/pOA,
(B3) pour toutr ∈ N, toutélément deO∗∗A a exactementpr racinespr -ièmes

dansO∗∗A ou, de manièréequivalente, l’applicationx 7→ xpr
induit

un morphisme (de groupes) deO∗∗A dansO∗∗A qui est surjectif et dont
le noyau n’a pas d’autréelément que les racinespr -ièmes de l’unit́e
deC.

C’est en particulier le cas deC.
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1.3 – Les anneauxR(A), B+dR(A), Acris(A) et B+cris(A)

Dans ce nuḿero et dans le suivant,A est uneC-algèbre de Banachp-bonne.

Remarquons quek s’identifie à un sous-corps de l’anneauOA/pOA : il suffit
d’identifier λ ∈ k à l’image de[λ] ∈ W(k) ⊂ OC ⊂ OA dansOA/pOA.

On pose
R(A) = lim←−

n∈N
OA/pOA ,

les applications de transitiońetant donńees par le Frobenius. Uńelément
x ∈ R(A) peut donc être considéŕe comme une suite(xn)n∈N d’éléments de
OA/pOA vérifiantxp

n+1 = xn pour toutn.
L’anneau R(A) est un anneau parfait de caractéristique p. Il a une

structure dek-algèbre : siλ ∈ k et x = (xn)n∈N , on aλx = (λp−n
xn)n∈N .

Soit x = (xn)n∈N ∈ R(A). Pour toutn ∈ N choisissons un relève-
ment x̂n de xn dansOA. On voit que, pour toutm ∈ N fixé, la suite des
(x̂m+n)

pn
converge dansOA vers unélémentx(m) indépendant du choix des

relèvements. L’applicationx 7→ (x(m))m∈N est une bijection deR(A) sur
l’ensemble des suites d’éléments deOA vérifiant (x(m+1))p = x(m) pour
tout m. Nous utilisons cette bijection pour identifierR(A) à l’ensemble de
ces suites.

Alors, si λ ∈ k, x = (x(m))m∈N, y = (y(m))m∈N ∈ R(A), on aλx =
([λp−m]x(m))m∈N , x + y = z, avec z(m) = limn7→∞(x(m+n) + y(m+n))pn

,
xy= (x(m)y(m))m∈N).

CommeR(A) est parfait,W(R(A)) est sansp-torsion etpW(R(A)) est
l’id éal deW(R(A)) formé des vecteurs de Witt dont la composante d’indice
0 est nulle.

L’application
θ : W(R(A))→ OA ,

qui à(a1,a2, . . . ,an, . . . ) associe
∑+∞

n=0 pna(n)n , est un homomorphisme de
W(k)-algèbres.

Proposition 1.1. Soit π ∈ R(OC) ⊂ R(A) tel queπ(0) = p et soit
ξ = [π] − p ∈ W(R(C)) ⊂ W(R(A)). Alors

i) L’application x 7→ x0 de R(A) dansOA/pOA est surjective et son
noyau est l’id́eal principal deR(A) engendŕe parπ.

ii) L’application θ est surjective et son noyau est l’idéal principal de
W(R(A)) engendŕe parξ.

Preuve :La première application est surjective grâce à (B2) et il est clair que
son noyau contientπ. Réciproquement, six = (x(m))m∈N est dans ce noyau,
x(0) ∈ pOA. Donc||x(0)|| ≤ |p|. La propríet́e (B1) implique que, pour tout
m ∈ N, ||x(m)|| ≤ |π(m)|, ou encore quey(m) = x(m)/π(m) ∈ OA. Comme
(y(m+1))p = (x(m+1)/π(m+1))p = x(m)/π(m) = y(m), on ay = (y(m))m∈N ∈
R(A) et x = πy, d’où i).
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CommeW(R(A)) et OA sont śepaŕes et complets pour la topologiep-
adique, pour v́erifier la surjectivit́e deθ, il suffit de le faire modulop et il
suffit d’utiliser la surjectivit́e dans le i) pour ce faire. Finalement, comme
OA est sansp-torsion etW(R(A)) est śepaŕe et complet pour la topologie
p-adique, il suffit, pour terminer la démonstration de ii), de montrer que,
si a = (a0,a1, . . . ,an, . . . ) ∈ Ker θ, alors il existeb ∈ W(R(A)) tel que
a − ξb ∈ pW(R(A)). Mais, d’après le i), il existey ∈ R(A) tel que
a0 = πy et il suffit de prendreb= [y] puisquea− ξb≡ [a0] − [π][y] ≡ 0
(mod pW(R(A))). ut

L’application θ s’étend de manièréevidente en une applicationK0-
linéaire surjective, encore notéeθ, deW(R(A))[1/p] surA dont le noyau
est l’idéal principal deW(R(A))[1/p] engendŕe par ξ. Pour tout entier
m ≥ 0, on poseBm(A) = W(R(A))[1/p]/(Ker θ)m. On noteB+dR(A) =
lim←−m∈N Bm(A) le śepaŕe compĺet́e de W(R(A))[1/p] pour la topologie
(Ker θ)-adique.

Pour toutm ∈ N, Bm(A) est un Banachp-adique dont un ŕeseau est
l’image de W(R(A)) (qui s’identifie au quotient deW(R(A)) par
ξmW(R(A))). On en d́eduit que toutB+dR(A)-module de longueur finie
est, avec sa topologie naturelle, un Banachp-adique. On pourra remarquer
que, en revanche,B+dR(A), muni de la topologie de la limite projective, avec
la topologie de Banachp-adique sur chaqueBm(A), n’est pas un Banach
p-adique.

De même, on noteAcris(A) le śepaŕe compĺet́e pour la topologiep-
adique de l’enveloppe à puissances divisées deW(R(A)) relativement à
l’id éal Ker θ. C’est aussi le śepaŕe compĺet́e pour la topologiep-adique
de la sous-W(R(A))-algèbre (ou du sous-W(R(A))-module, cela revient
ici au même) deW(R(A))[1/p] engendŕee par lesξm/m! pour m ∈ N.
L’anneau Acris(A) peut aussi être considéŕe comme le śepaŕe compĺet́e
pour la topologiep-adique de l’enveloppe à puissances divisées de l’anneau
W(R(A)) relativement à l’id́eal J(A) = Ker θ+ pW(R(A)), image inverse
par θ de pA, compatibles avec les puissances divisées canoniques qui
existent sur l’id́eal engendŕe parp. Commeϕ(J(A)) ⊂ J(A), le Frobenius
s’étend en un endomorphisme, encore notéϕ, de l’anneauAcris(A).

On pose aussiB+cris(A) = Acris(A)[1/p]. C’est uneK0-algèbre munie
d’un Frobeniusϕ (prolongeantϕ sur Acris(A)), semi-lińeaire relativement
au Frobenius absoluσ agissant surK0. L’anneauB+cris(A) est un Banach
p-adique etAcris(A) en est un ŕeseau.

Les Bm(A) et B+dR(A) sont, de manière naturelle, desW(R(A))[1/p]-
algèbre. Tout́elément deB+cris(A) peut s’́ecrire, de manière non unique, sous
la forme

∑+∞
n=0 αn

ξn

n! , avec lesαn ∈ W(R(A))[1/p] tendantp-adiquement
vers 0. On en d́eduit un homomorphisme naturel deB+cris(A) dans lesBm(A)
et dansB+dR(A).



Construction des représentationsp-adiques semi-stables 9

1.4 – Les groupesU1(A) et U(A)

On pose

U×1 (A) ={(x(m))m∈N ∈ R(A) | x(0) ∈ 1+ 2pOA} ,
U×(A) ={(x(m))m∈N ∈ R(A) | x(0) ∈ O∗∗A } .

La propríet́e (B1) et l’inégalit́e ||(xp − 1)− (x− 1)p|| < 1 valable pour
toutélémentx deOA permettent de montrer que, sixp ∈ O∗∗A , alorsx ∈ O∗∗A .
Ceci implique que l’on ax(m) ∈ O∗∗A si (x(m))m∈N ∈ U×(A). Les ensembles
U×1 (A) et U×(A) sont des sous-groupes du groupe multiplicatif deR(A).
Le premier est śepaŕe et complet pour la topologiep-adique et est donc un
Zp-module ; comme il exister ∈ N tel quexpr ∈ 1+ 2pOA si x ∈ O∗∗A , le
second s’identifie auQp-espace vectorielQp⊗Zp U×1 (A). CommeU×1 (A)
est sansp-torsion,U×(A) peut être consid́eŕe comme un Banachp-adique
dontU×1 (A) est un ŕeseau.

Si x ∈ U×1 (A), [x] − 1 ∈ J(A) et la śerie

log[x] =
+∞∑
n=1

(−1)n+1([x] − 1)n/n

converge dansAcris(A). On obtient ainsi une applicationZp-linéaire de
U×1 (A) dansAcris(A) que l’on prolonge en une applicationQp-linéaire de
U×(A) dansB+cris(A) que l’on note encorex 7→ log[x]. On aϕ([x]) = [xp]
et doncϕ(log[x]) = p log[x] si x ∈ U×(A).

Proposition 1.2. Soit

l : U×(A)→ B2(A) ,

l’application qui àx associe l’image delog[x] via l’homomorphisme naturel
B+cris(A)→ B2(A).

i) L’application θ ◦ l : U×(A) → A est surjective et son noyau est un
Qp-espace vectoriel de dimension1 formé desx ∈ U×(A) tels quex(0)

est une racine de l’unité d’ordre une puissance dep dansC ;
ii) l’application l est injective et d́efinit un hoḿeomorphisme deU×(A)

sur son image qui est un sous-Qp-espace vectoriel ferḿe du Banach
p-adiqueB2(A).

Preuve :Le logarithme d́efinit un isomorphisme du groupe multiplicatif
1+ 2pOA sur le groupe additif 2pOA. Pour touta ∈ 1+ 2pOA, il existe,
grâce à (B3), une suite d’éléments(x(m))m∈N de O∗∗A vérifiant x(0) = a et
(x(m+1))p = x(m), pour toutm et donc(x(m))m∈N ∈ U×1 (A) et la restriction
de θ ◦ l à U×1 (A) a pour image 2pOA. Le noyau de cette restriction est
formé des(x(m))m∈N tels quex(0) = 1 et, grâce à (B3), tous lesx(m) sont
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alors dansC. Soit ε = (ε(m))m∈N ∈ R(A), avecε(0) = 1 etε(1) 6= 1. On a
ε ∈ R(C) ⊂ R(A), la suite

0→ εZp→ U×1 (A)→ 2pOA→ 0

est exacte et l’assertion (i) s’en déduit en rendantp inversible.
Soit ξ̃ l’image deξ dansB2(A). On sait ([Fo94a], §1.5.4) que, lorsque

A = C, il existec0 ∈ OC non nul tel quel(ε) = c0ξ̃ ; la même formule reste
vraie lorsque l’on envoieOC dansOA. On en d́eduit quel(ε) 6= 0 et l est
bien injective. On voit aussi que l’image parl du noyau deθ ◦ l s’identifie
auQp-espace vectoriel engendré part = log[ε].

L’image A2(A) deW(R(A)) dansB2(A) qui est aussi celle deAcris(A)
est un ŕeseau de ce Banachp-adique et on a une suite exacte

0→ OAξ̃ → A2(A)→ OA→ 0 .

Mais on a un diagramme commutatif

0→ εZp → U×1 (A)→ 2pOA→ 0
↓ ↓ ↓

0→ OAξ̃ → A2(A) → OA → 0

où les lignes sont exactes. On en déduit l’injectivité de l’applicationl .
On en d́eduit aussi queQpt ∩ l(U×1 (A)) = Zp p−mt si m ∈ N désigne

le plus grand entier tel quec0/pm ∈ OC. Soit u ∈ U×(A) tel quel(u) ∈
A2(A) ; on a θ(l(u)) ∈ OA et il existev ∈ U×1 (A) tel que θ(l(v)) =
θ(l(u2p)). Alors l(u2p/v) ∈ Qpt ∩ A2(A) = Zp p−mt et il exister ∈ Zp tel
queu2p/v = εr/pm

, doncu2pm+1 = εrvpm ∈ U×1 (A). On en d́eduit que

U×1 (A) ⊂ l−1(A2(A)) ⊂ (U×1 (A))
1

2pm+1

donc que l’image inverse parl du ŕeseauA2(A) de B2(A) est un ŕeseau de
U×(A) et la proposition en résulte. ut
Remarque :On peut montrer (cela résulte de la description deB2(OC) faite
dans [Fo94a] et de ce que, pour toutn ∈ N l’annulateur dedε(n)/ε(n) ∈
Ω1

OK /W(k)
est l’idéal desc ∈ OK vérifiant |c| ≤ pn− 1

p−1 , voir aussi [Fo82],
prop. 2.17) que l’́elémentc0 introduit dans la preuve de la proposition

préćedente v́erifie |c0| = p
1

p−1 . L’entier m ci-dessus vaut donc 0 sip 6= 2
et 1 si p= 2. Nous n’en n’aurons pas besoin.

On noteU(A) (resp.U1(A)) l’image deU×(A) (resp.U×1 (A)) dans
B+cris(A) aussi bien que dansB2(A).

Dans toute la suite, on fixeε ∈ U×1 (OC) ⊂ U×1 (A) comme ci-dessus
(on a doncε = (ε(m))m∈N , avecε(0) = 1 et ε(1) 6= 1) ; on poset =
l(ε) ∈ U1(OC) ⊂ U1(A). On peut donc considérer ε (resp.t) comme un
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géńerateur du module de TateZp(1) = lim←−µpm(K) not́e multiplicativement
(resp. additivement).

Pour toutZp-moduleM, on poseM(1) = M ⊗Zp Zp(1).
On voit que l’on a des diagrammes commutatifs

0→ Zp(1)→ U1(A)→ 2pOA→ 0
↓ ↓ ↓

0→ OAξ̃ → A2(A)→ OA → 0

et
0→ Qp(1)→ U(A) → A→ 0

↓ ↓ ||
0→ A(1) → B2(A)→ A→ 0

dont les lignes sont exactes. En particulier,B2(A) s’identifie à la somme
amalgaḿee deU(A) et de A(1) au-dessus deQp(1) (mais, dans cette
identification, on ne voit plus la structure d’anneau).

Toutes ces constructions sont fonctorielles : Remarquons d’abord que,
grâce à (B1),

OA = {a ∈ A | (ca)pn 7→ 0 si n 7→ ∞ , pour toutc ∈ mC} .
Si A1 et A2 sont deuxC-algèbres de Banachp-adiquesp-bonnes et si
s : A1 → A2 est un homomorphisme continu deC-algèbres, il envoie
doncOA1 dansOA2 et il induit des morphismes, que nous notons encore
s de R(A1) dansR(A2), de W(R(A1)) dansW(R(A2)), de Bm(A1) dans
Bm(A2) pour toutm ∈ N , de B+dR(A1) dansB+dR(A2), de Acris(A1) dans
Acris(A2), de B+cris(A1) dans B+cris(A2), de U1(A1) dansU1(A2), et de
U(A1) dansU(A2). Tous les diagrammes auxquels on peut raisonnablement
penser sont commutatifs.

1.5 – Le corpsBdR et l’anneauBst

Comme d’habitude, pour tout entieri ≥ 0, on poseZp(i) = Symi
Zp
Zp(1)

et on noteZp(−i) son dual. Pour touti ∈ Z, Zp(i) est leZp-module
libre de rang 1 de baseti . Pour toutZp-moduleM et tout i ∈ Z, on pose
M(i) = M ⊗Zp Zp(i) ; pour toutx ∈ M, on posexti = x⊗ ti ∈ M(i).

Dans le cas particulier oùA = C, on poseR = R(C), Bm = Bm(C),
B+dR = B+dR(C), Acris = Acris(C), B+cris = B+cris(C), U1 = U1(C) et U =
U(C).

Alors B+dR est un anneau de valuation discrète, de corps résiduelC et t
est un ǵeńerateur de l’id́eal maximal deB+dR.

On noteBdR = B+dR[1/t] le corps des fractions deB+dR et, pour tout
i ∈ Z, Fil i BdR l’id éal fractionnaire qui est la puissancei -ième de l’id́eal
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maximal deB+dR. Pour touti ∈ Z, on a doncFil i BdR= B+dR.t
i = B+dR(i) et,

si m ∈ N, Fil i BdR/Fil i+mBdR= Bm(i).

Le groupeGK = Gal(K/K) opère surB+dR et BdR. On peut montrer
(nous n’en aurons pas besoin) qu’il n’existe pas de sectionGK -équivariante
de la projection deB+dR sur C, mais il existe un unique homomorphisme
GK -équivariant deK dans B+dR qui, compośe avec la projection deB+dR

surC, donne l’identit́e surK et ceci nous permet de considérer les anneaux
B+dR, BdR et lesBm comme desK -algèbres. On a(BdR)

GK = (B+dR)
GK = K .

Si m ≥ 1, on a aussi(Bm)
GK = K . Finalement, sis ≤ 0, on

a (BdR/Fil sBdR)
GK = 0 et, sis≥ 1, on a(BdR/Fil sBdR)

GK = K .

On poseBcris = B+cris[1/t]. Le Frobenius surB+cris s’étend de manière
unique en un endomorphisme, encore noté ϕ, de l’anneauBcris (on a
ϕ(1/t) = 1/pt). L’application naturelle deB+cris dansB+dRs’étend de manière
unique en un homomorphisme injectif deBcris dansBdR ce qui nous permet
de consid́ererB+cris (resp.Bcris) comme une sous-K0-algèbre, stable parGK

de B+dR (resp.BdR).

Rappelons que l’on a choisiπ ∈ R tel queπ(0) = p, de sorte que
[π] ∈ W(R). Si l’on prolonge le logarithmep-adique usuel en posant
log(p) = 0, on peut voir log[π] comme uńelément deFil 1BdR, en posant

log[π] = log([π]/p) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1
( [π]

p
− 1

)n
/n .

Alors log[π] est transcendant sur le corps des fractions deBcris, ce qui
fait que la sous-Bcris-algèbreBst de BdR engendŕe par log[π] s’identifie à
l’anneau des polynômes en l’indétermińee log[π] à coefficients dansBcris.
Elle est stable parGK (et ne d́epend pas du choix deπ tel queπ(0) = p).
On étend le Frobenius en un endomorphisme de l’anneauBst en posant
ϕ(log[π]) = p log[π]. On noteN l’unique Bcris-dérivation deBst telle que
N(log[π]) = −1. Alors N qui ne d́epend pas non plus du choix deπ
commute à l’action deGK et vérifie Nϕ = pϕN. On aBcris = BN=0

st .

Remarque :Avec les conventions de [Fo94a], on voit que l’on a choisi le
plongement canonique deBst dansBdR et que l’on a choisi pourN le choix
oppośe au choix canonique. Comme on l’a remarqué dans [Fo94b], la va-
lidit é du th́eorème A ne d́epend pas de ces choix. PourN nous avons adopté
la convention oppośee à celle de [Fo94a] pour tenir compte d’une remar-
que de Tsuji sur l’interpŕetation “ǵeoḿetrique” de cet oṕerateur ([Ts99],
remark 4.1.1).

Rappelons enfin que, l’application naturelleK ⊗K0 Bst → BdR est
injective et nous permet d’identifierK ⊗K0 Bst à un sous-anneau deBdR.
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1.6 – L’anneauBϕ=1
cris

Notons Bϕ=1
cris la sous-Qp-algèbre deBcris formée desb tels queϕb = b.

C’est aussi la sous-Qp-algèbre deBst formé desb qui vérifient Nb= 0 et
ϕb= b.

On munit Bϕ=1
cris de la filtration induite par celle deBdR, i.e., pour tout

i ∈ Z, on poseFil i Bϕ=1
cris = Bϕ=1

cris ∩ Fil i BdR.
On voit queQp ⊂ Fil 0Bϕ=1

cris . On dispose d’une application canonique de
Bϕ=1

cris dansBdR/B+dR : c’est le compośe de l’inclusionBϕ=1
cris ⊂ Bcris ⊂ BdR

avec la projection deBdR sur BdR/B+dR. Pour toutr ≥ 0, cette application
envoieFil−r Bϕ=1

cris dansFil−r BdR/B+dR= Br (−r).
Rappelons queU s’identifie à un sous-Qp-espace vectoriel deB+cris ⊂

B+dR contenantQp(1) = Qp.t. Pour toutu ∈ U, on a ϕu = pu. Par
conśequent,u/t ∈ Bcris vérifieϕ(u/t) = u/t etu/t ∈ Fil−1BdR. Autrement
dit u/t ∈ Fil−1Bϕ=1

cris , i.e.U(−1) ⊂ Fil−1Bϕ=1
cris .

Proposition 1.3.

i) On a Fil 0Bϕ=1
cris = Qp et, pour touti > 0, Fil i Bϕ=1

cris = 0.
ii) On aU(−1) = Fil−1Bϕ=1

cris .
iii) Soitv unélément deU(−1) qui n’appartient pas àQp. Pour tout entier

r ≥ 1 et pour toutb ∈ Fil−r Bϕ=1
cris , il existeb0,b1, . . . ,br−1 ∈ U(−1),

(non uniquement d́etermińes) tels queb= b0+ b1v + . . .+ br−1v
r−1.

iv) Pour tout entierr ≥ 1, la suite

0→ Qp→ Fil−r Bϕ=1
cris → Br (−r)→ 0

est exacte.
v) La suite

0→ Qp→ Bϕ=1
cris → BdR/B+dR→ 0

est exacte.

Preuve :Le fait queFil 0Bϕ=1
cris = Qp est un peu d́elicat àétablir mais est

bien connu (cf.[Fo94a], c’est d’ailleurs grâce à cela qu’une représentationp-
adique semi-stable est détermińee par son(ϕ, N)-module filtŕe, cf. [Fo94b]).
On en d́eduit queFil i Bϕ=1

cris = 0 si i ≥ 1, d’où (i).
On en d́eduit aussi que, pour tout entierr ≥ 1, la suite

0→ Qp→ Fil−r Bϕ=1
cris → Br (−r)

est exacte.
Par ailleurs (prop. 1.2), la suite

0→ Qp(1)→ U → C→ 0
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est exacte. On a donc un diagramme commutatif

0→ Qp→ U(−1) → C(−1) → 0
|| ↓ ||

0→ Qp→ Fil−1Bϕ=1
cris → B1(−1)

dont les colonnes sont exactes. On en déduit (ii) et (iv) pourr = 1.
Supposonsr ≥ 2 et soitXr l’ensemble deśeléments deBcris qui peuvent

s’écrire sous la forme
∑r−1

n=0 bnv
n, avec lesbn dansU(−1). C’est un sous-Qp-

espace vectoriel deFil−r Bϕ=1
cris . On av = v0/t, avecv0 ∈ U et θ(v0) 6= 0.

Tout élémentbr−1 de U(−1) s’écrit br−1 = b′r−1/t avecb′r−1 ∈ U. On
a alorsbr−1v

r−1 = b′r−1v
r−1
0 /tr et θ(b′r−1v

r−1
0 ) = θ(b′r−1)(θ(v0))

r−1) par-
courtC lorsqueb′r−1 parcourtU. On en d́eduit que la projection deXr sur
Fil−r BdR/Fil−r+1BdR = C(−r) est surjective. Par induction surr , il en
résulte que la projection deXr sur Br(−r) est surjective. Comme dans le
casr = 1, on a alors un diagramme commutatif

0→ Qp→ Xr → Br (−r)→ 0
|| ↓ ||

0→ Qp→ Fil−r Bϕ=1
cris → Br (−r)

dont les colonnes sont exactes. On en déduit (iii) et (iv).
Enfin (v) ŕesulte de (iv) par passage à la limite. ut

Remarque :La suite exacte ci-dessus a déjà ét́e consid́eŕee dans [Co98,
Ch. III §3]). C’est une variante de la suite exacte fondamentale de Bloch et
Kato ([BK90, prop. 1.17]).

2 – Le lemme fondamental

Dans ce paragraphe, on se propose de prouver le résultat suivant :

Proposition 2.1 (lemme fondamental, version faible).Soienth un entier
≥ 2, v1, v2, . . . , vh ∈ B2, α1, α2, . . . , αh ∈ C deséléments non tous nuls
tels que

∑h
n=1 αnθ(vn) = 0 et soit

Y = {(u1,u2, . . . ,uh) ∈ Uh | ∃c ∈ C tel queθ(un) = cαn pour toutn
}
.

Soit ρ : Y → B2 la restriction àY de l’application deUh dans B2 qui
envoie(u1,u2, . . . ,uh) sur

∑h
n=1 unvn. Alors Im ρ ⊂ C(1) et ou bien

Im ρ = ρ(Qp(1)h) (et doncdimQp Im ρ ≤ h) ou bienIm ρ = C(1).

Remarque :En travaillant nettement plus, on peut démontrer en outre
([Co99], lemme fondamental, version forte) que si l’image deρ n’est pas
de dimension finie surQp, alors le noyau deρ est de dimension finiéegale
à h surQp. Nous n’en n’aurons pas besoin ici.
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Début de la preuve de la proposition 2.1: Poury = (u1,u2, . . . ,uh) ∈ Y,
c comme ci-dessus est unique et on noteν : Y→ C l’application qui envoie
y surc. On a une suite exacte

0→ Qp(1)
h → Y→ C→ 0 .

Si y = (u1,u2, . . . ,uh) ∈ Y, alorsρ(y) = ∑h
n=1 unvn, doncθ(ρ(y)) =∑

θ(un)θ(vn) = ν(y).∑αnθ(vn) = 0 et on a bienIm ρ ⊂ C(1).

Pour d́emontrer le reste de la proposition, l’idée est de rajouter une
variable àC et d’exprimerρ comme une limite uniforme de “fonctions
algébriques”, puis d’utiliser une version précise du fait qu’une telle fonction
algébrique est ouverte (lemme 2.4), ce qui permet d’en déduire une version
approch́ee du ŕesultat ; finalement, la lińearit́e deρ permet de conclure.

On noteOK = OC{T} le śepaŕe compĺet́e pour la topologiep-adique
de l’anneauOC[T] des polynômes en l’ind́etermińeeT à coefficients dans
OC et on poseK = OK[1/p] = C{T}. Tout élémenta ∈ OK (resp.∈ K)
s’écrit donc de manière unique sous la forme

a=
+∞∑
r=0

ar T
r ,

avec lesar ∈ OC (resp.∈ C) tendantp-adiquement vers 0. Pour un tela,
on pose||a|| = supr∈N |ar |.

On noteE le corps des fractions deK et on choisit une clôture algébrique
E deE . On noteK la fermeture int́egrale deK dansE .

On prolonge l’application|| || :K → R en une application d́efinie sur
K en posant, pour toutµ ∈K, si P(X) = Xn +∑n−1

i=0 ai Xi ∈K[X] est le
polynôme minimal deµ surK,

||µ|| = sup0≤i≤n−1||ai || 1
n−i .

Lemme 2.2. L’application || || : K → R est une norme. LaC-algèbreC
compĺet́ee deK pour cette norme, munie du prolongement de la norme par
continuit́e, est uneC-algèbre de Banachp-bonne.

Preuve :D’abord, il est clair (et bien connu) que la restriction de|| || à K
est une norme (norme de Gauss) et queOK est l’ensemble deśeléments de
K de norme≤ 1.

NotonsOK la fermeture int́egrale deOK dansE . On aK = OK[1/p].
On a aussi{||µ|| | µ ∈ K} = {|c| | c ∈ C} et ||cµ|| = |c|.||µ|| pour
c ∈ C etµ ∈ K. Alors, siµ ∈ K et c ∈ C avecc 6= 0, on a||µ|| ≤ |c|
si et seulement siµ/c ∈ OK . On en d́eduit que|| || est une norme surK
et queC, munie de la norme d́efinie par continuit́e, est uneC-algèbre de
Banach.
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Remarque :En faitK est la ŕeunion filtrante de ses sous-K-algèbres finies.
Si L est l’une d’entre elles, c’est une algèbre affinoïde surC, intègre et de
dimension 1 (cf., par exemple [FP81], chap.II); la restriction de la norme à
L est la norme spectrale etL est complète pour cette norme.

Il reste à v́erifier queC est p-bonne :

- Montrons (B1) : sia ∈K, on aa ∈ OK si et seulement siap ∈ OK et on
en d́eduit que||ap|| = (||a||)p ; la même formule poura ∈ C s’en d́eduit
par continuit́e.

- Montrons (B2) : L’applicationx→ xp est une surjection deK sur K et
donc (grâce à (B1)) aussi deOK surOK et deOK/pOK = OC/pOC sur
OK/pOK .

- Montrons (B3) : Remarquons d’abord queO∗∗
K
= OK ∩O∗∗C est un sous-

groupe deO∗∗C car, sia ∈ O∗∗
K

, son inversea−1 dansC est de la forme∑+∞
n=0(1− a)n, śerie à termes dansK[a] qui converge dansC et donc

aussi dansK[a] ⊂ K puisqueK[a] est complète.

Fixons r ≥ 1. Soit x ∈ O∗∗C . Choisissonsa ∈ OK vérifiant a − x ∈
2pr OC . Alors a ∈ O∗∗

K
et a−1x = 1 + a−1(x − a) ∈ 1 + 2pr OC d’où

l’on déduit que l’application naturelle deO∗∗
K
/(1+2pr OK) dansO∗∗C /(1+

2pr OC) est un isomorphisme.
D’autre part, six ∈ 1+ 2pr+1OC , la śerie g(x) = ∑+∞n=0

(p−r

n

)
(x − 1)n

converge dans 1+ 2pOC et le même argument que préćedemment montre
que, six ∈ K, alorsg(x) aussi. On en d́eduit que l’́elévation à la puissance
pr induit un isomorphisme de 1+2pOC sur 1+2pr+1OC dontgest l’inverse
et un isomorphisme de 1+ 2pOK sur 1+ 2pr+1OK dont la restriction de
g à 1+ 2pr+1OK est l’inverse.

La conjonction des isomorphismes préćedents montre que noyau et
conoyau de l’application deO∗∗C dans lui-même qui envoiex sur xpr

s’identifient aux noyau et conoyau de l’élévation à la puissancepr dans
O∗∗

K
. CommeK est intègre, le noyau se réduit bien au groupe des racines

pr -ièmes de 1 dansC. Finalement, six ∈ O∗∗
K

, il existe y ∈ K vérifiant

ypr = x et on ay ∈ O∗∗
K

[cf. les lignes suivant la d́efinition deU×1 (A) et
U×(A)]; l’ élévation à la puissancepr -ième est bien surjective surO∗∗

K
. ut

Le résultat suivant est un avatar du lemme de Hensel :

Lemme 2.3. Soit P(X) = Xn+∑n−1
i=0 ai Xi ∈K[X] un polynôme unitaire

à coefficients dansOK . Pour0≤ i ≤ n−1, posonsai =∑+∞r=0 ai,r Tr , avec
les ai,r ∈ C. Supposons que|a0,0| < 1, |ai,r | < 1 pour 1 ≤ i ≤ n − 1 si
r 6= 0 et qu’il existei tel que|ai,0| = 1. Alors P n’est pas irŕeductible sur
OK[X].
Preuve :Soitd le plus petit entier tel que|ad,0| = 1. PosonsQ1(X) = Xd et
R1(X) = ad,0+ ad+1,0X+ . . .+ an−1,0Xn−1−d. On voit qu’il existeV,W ∈



Construction des représentationsp-adiques semi-stables 17

OC[X] tels queVQ1 + WR1 = 1. Si P = Q1R1, le lemme est prouv́e.
Sinon, on voit qu’il existea ∈ mC non nul tel queP− Q1R1 ∈ aOK[X].
Soit I l’id éal deOK[X] engendŕe para. Comme pour la preuve du lemme
de Hensel classique, on utilise les polynômesV et W pour construire, par
induction surm, des polynômesQm, Rm ∈ OK[X] vérifiantdegQm = d,
deg Rm = n − d, Qm ≡ Qm−1 (mod I m−1), Rm ≡ Rm−1 (mod I m−1),
P ≡ QmRm (mod I m). La suite desQm (resp. desRm) converge vers un
polynômeQ de degŕe d (resp.R de degŕe n− d) dansOK[X] et P = QR.

ut
On noteS l’ensemble des homomorphismes (automatiquement conti-

nus), deOC-algèbres deOK dansOC. La restriction des ∈ S à OK est
détermińee de manière unique pars(T) et l’applications 7→ s(T) deSdans
OC est surjective.

Tout s ∈ S se prolonge de manière unique en unélément deSpmK,
ensemble des homomorphismes continus deC-algèbres deK dansC et,
inversement la restriction àOK d’un élément deSpmK appartient àS, ce
qui permet d’identifierSà SpmK.

De même, touts ∈ S se prolonge de manière unique en un homomor-
phisme continu deOC-algèbres, encore noté s, deOC dansOC (resp. deC
dansC) et Ss’identifie ainsi à l’ensemble de ces homomorphismes.

On choisit uńeléments0 ∈ S tel ques0(T) = 0.

Lemme 2.4. Soit µ0 ∈ OK vérifiant s0(µ0) = 0 et ||µ0|| = 1. Soit n
le degŕe deµ0 sur K. Il existe alors un entierm vérifiant 0 ≤ m < n
et desélémentsc1, c2, . . . , cm ∈ OC tels que, pour toutc ∈ OC vérifiant
c− cj 6∈ mC pour 1≤ j ≤ m, il existes ∈ S tel ques(µ0) = c.

Preuve :Si

P(T, X) = a0 + a1X+ . . .+ an−1Xn−1+ Xn ∈ OK[X]
est le polynôme minimal deµ0 surOK , avecai =∑+∞r=0 ai,r Tr , le fait que
||µ0|| = 1 signifie que tous lesai,r sont dansOC mais que l’un au moins
d’entre eux est une unité.

On a 0= s0(a0+ a1µ0 + . . .+ an−1µ
n−1
0 + µn

0) = s0(a0) = a0,0, donc
a0,0 = 0. Il résulte alors du lemme préćedent qu’il existe un entierr ≥ 1 tel
que l’un au moins desai,r , pour 0≤ i ≤ n− 1 est une unit́e. Choisissons
un tel r . Soientc1, c2, . . . , cm les racines distinctes dansOC de l’équation∑n−1

i=0 ai,r Xi = 0.
Si c ∈ OC vérifie |c− cj | = 1 pour j = 1,2, . . . ,m, on a|∑n−1

i=0 ai,r ci |
= 1. Alors P(T, c) ∈ OC{T} s’écrit P(T, c) = ∑+∞

l=0 αl Tl , avecα0 =
a0,0 + a0,1c + . . . + a0,n−1cn−1 + cn et, pour l ≥ 1, αl = ∑n−1

i=0 ai,l ci .
En particulier, le polygone de Newton deP(T, c) passe par le point de
coordonńees(r,0) et a au moins une pente négative ou nulle. On en déduit
qu’il existex ∈ OC tel queP(x, c) = 0.
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La sous-OK -algèbreOK[µ0] de OK engendŕee parµ0 s’identifie au
quotient deOK[X] par l’idéal engendŕe par P(T, X). Il existe donc un
unique homomorphisme deOC-algèbressµ0 : OK[µ0] → OC tel que
sµ0(T) = x et sµ0(µ0) = c. Soit p le noyau desµ0. CommeOK est entier
sur OK[µ0], on peut trouver un id́eal premierP de OK au-dessus dep.
Mais alorsOK/P est entier surOK[µ0]/p = OC, doncOK/P = OC et il
suffit de prendre pours la projection deOK surOK/P. ut

Lemme 2.5. Soitµ ∈ OC tel ques0(µ) = 0 et ||µ|| = 1. Pour toutε > 0,
il existem ∈ N, c1, c2, . . . , cm ∈ OC tels que, pour toutc ∈ OC vérifiant
c− cj 6∈ mC pour 1≤ j ≤ m, il existes ∈ S tel que|s(µ)− c| ≤ ε.
Preuve :Soitν ∈K et soita0+ a1X+ . . .+ an−1Xn−1+ Xn le polynôme
minimal deν surK. Pour touts ∈ S, on a|s(ai )| ≤ ||ai ||pour 0≤ i ≤ n−1.
Commes(a0)+ s(a1)s(ν)+ . . .+ s(an−1)s(ν)n−1+ s(ν)n = 0, on en d́eduit
que|s(ν)| ≤ ||ν||. Par continuit́e, la même formule reste vraie pourν ∈ C.

Choisissons alorsµ0 ∈ OK tel que ||µ− µ0|| ≤ ε. D’après ce qui
précède, on a|s0(µ0)| = |s0(µ − µ0)| ≤ ||µ− µ0|| ≤ ε et donc
||µ − (µ0 − s0(µ0))|| ≤ ε ce qui fait que, quitte à remplacerµ0 par
µ0− s0(µ0), on peut supposers0(µ0) = 0. Appliquons le lemme préćedent
à µ0 : pour tout c vérifiant les conditions requises, il existes ∈ S tel
que s(µ0) = c et on a|s(µ) − c| = |s(µ) − s(µ0)| = |s(µ − µ0)| ≤
||µ− µ0||≤ ε. ut
Fin de la preuve du lemme fondamental: PosonsB2 = B2(OC), U =
U(OC), U1 = U1(OC) et U1 = U1(OC). Posons aussiY1 = Y ∩ (U1)

d :
c’est un ŕeseau du Banachp-adiqueY.

On a (cf. §1.4) un diagramme commutatif

0→ Zp(1)→ U1 → 2pOC → 0
|| ↓ ↓

0→ Zp(1)→ U1→ 2pOC → 0

dont les lignes sont exactes. On voit aussi que, pour touts ∈ S, s(U1) = U1.
Quitte à multiplier lesαi , pour 1 ≤ i ≤ h par une puissance dep

convenable, on peut supposer queαi ∈ 2pOC, pour touti . Pour 1≤ i ≤ h,
on peut alors trouverλi ∈ U1 tel queθ(λi ) = αi T. Soitλ′i = λi − s0(λi ).
Commes0(U1) = U1 ⊂ U1, λ′i ∈ U1 et θ(λ′i ) = θ(λi ) − θ(s0(λi )) =
θ(λi ) − s0(αi T) = θ(λi ). En outre,s0(λ

′
i ) = s0(λi ) − s0(λi ) = 0. Donc,

quitte à remplacerλi parλ′i , on peut supposer ques0(λi ) = 0.
Pour touts ∈ S, posonsη(s) = (s(λ1), s(λ2), . . . , s(λh)) ∈ (U1)

h. On
a θ(s(λi )) = s(θ(λi )) = s(T).αi et η(s) ∈ Y1. On peut donc considérerη
comme une application deSdansY1.

On voit que, pour touts ∈ S, ρ(η(s)) = ∑h
i=1 s(λi )vi = ∑ s(λivi ) =

s(
∑
λivi ). Autrement dit, siλ ∈ B2 est d́efini parλ = ∑h

i=1 λivi , on a
ρ(η(s)) = s(λ) pour touts ∈ S.
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Remarquons que, pour touty ∈ Y, il existem ∈ N, s ∈ Set y0 ∈ Qp(1)h

tels quey = p−mη(s) + y0 : si on choisitm tel que pmν(y) ∈ OC et s tel
ques(T) = pmν(y), alorsy0 = y− p−mη(s) ∈ Ker ν = Qp(1)h.

Supposons d’abordλ = 0. Si on écrit y ∈ Y sous la formey =
p−mη(s)+ y0 comme ci-dessus, on voit queρ(y) = p−mρ(η(s))+ ρ(y0) =
p−ms(0)+ ρ(y0) = ρ(y0) et Imρ = ρ(Qp(1)h) est de dimension finie≤ h
surQp.

Pour finir la d́emonstration, il suffit de v́erifier que siλ 6= 0, alors
ρ : Y→ C(1) est surjective.

On aθ(λ) = ∑
θ(λi )θ(vi ) = ∑

αi Tθ(vi ) = T
∑
αiθ(vi ) = 0 et λ ∈

C(1). Il existe doncµ1 ∈ C non nul tel queλ = µ1t. Choisissonsa ∈ C tel
que|a| = ||µ1||, on peutécrireµ1 = aµ, avecµ ∈ OC vérifiant ||µ|| = 1.

Soit Y2 = {y ∈ Y1 | ρ(y) ∈ paOC(1)}. CommeY1 est śepaŕe et complet
pour la topologiep-adique, il en est de même deY2 et il suffit pour montrer
la surjectivit́e de v́erifier que l’application induite parρ par passage au
quotient

Y2→ paOC(1)/p2aOC(1)

est surjective, ou encore que, pour toutd ∈ OC, on peut trouvery ∈ Y1 tel
queρ(y)− padt ∈ p2atOC.

Mais on aλ = aµt donc 0 = s0(λ) = ats0(µ) et s0(µ) = 0. Le
lemme 2.5 appliqúe àµ et ε = p−2 implique donc qu’il existem ∈ N et
c1, c2, . . . , cm ∈ OC tels que, pour toutc ∈ C vérifiant c− cj 6∈ mC pour
tout j , il existes ∈ S tel ques(µ) − c ∈ p2OC. Choisissons alorsc0 ∈ OC
tel quec0 − cj 6∈ mC pour 1≤ j ≤ m et, pour toutd ∈ OC, σd ∈ S tel que
σd(µ) − (c0 + pd) ∈ p2OC. Alors η(σd) et η(σ0) ∈ Y1 et on aρ(η(σd)) =
σd(λ) = σd(µ)at de même queρ(η(σ0)) = σ0(λ) = σ0(µ)at, ce qui fait
queρ(η(σd)−η(σ0)) = (σd(µ)−σ0(µ))at ≡ pdat (mod p2atOC). Il suffit
de prendrey = η(σd)− η(σ0). ut

Soit M un B2-module de longueur finie. AlorstM et M/tM sont des
C-espaces vectoriels de dimension finie et

longB2
M = dimCM + dimCM/tM .

Nous utiliserons la conséquence suivante du lemme fondamental :

Corollaire 2.6. Soienth un entier≥ 2, V un Qp-espace vectoriel de
dimensionh, M un B2-module de longeurh tel que leC-espace vectoriel
tM est de dimension1. Soientξ : V → M une applicationQp-linéaire,
ξ̄ le compośe deξ avec la projection deM sur M/tM, ξC : C ⊗Qp V →
M/tM l’application C-linéaire d́eduite deξ̄ par extension des scalaires et
ξU : U ⊗Qp V → M l’application qui envoieu⊗ v sur uξ(v). On suppose
queξC est surjective. Alors, si le noyau deξU est de dimension finie surQp,
ξU est surjective.



20 P. Colmez, J.-M. Fontaine

Preuve :SoitY le noyau du composé de l’applicationξU avec la projection
deM/tM. Alors la restrictionξY deξU àY est une application deY danstM
et il s’agit de prouver que, si le noyau deξY est de dimension finie surQp,
alorsξY est surjective.

Choisissons une base{v0
1, v

0
2, . . . , v

0
h} deV surQp et notonsι la bijection

deUh surU ⊗ V qui envoie(u1,u2, . . . ,uh) sur
∑

un ⊗ v0
n.

Le noyau de la projection deVC = C⊗Qp V surM/tM est uneC-droite

L de VC. Si α = ∑h
n=1 αn ⊗ v0

n est un ǵeńerateur deL, et siY = ι−1(Y),
on a

Y = {(u1,u2, . . . ,uh) ∈ Uh | ∃c ∈ C tel queθ(un) = cαn pour toutn} .
Choisissons uńelémentd deM tel quetd 6= 0. Alors le sous-B2-module

de M engendŕe pard est libre de rang 1, on atM = Ctd et on peut trouver
un sous-C-espace vectorielM′ de M de dimensionh− 2 tel queM soit la
somme directe deB2d et deM′. Si d̄ désigne l’image ded dansM/tM, leC-
espace vectorielM/tM s’identifie à la somme directe de la droite engendrée
par d̄ et deM′.

Pourn = 1,2, . . . ,h, posonsξ(v0
n) = vnd+v′n, avecvn ∈ B2 etv′n ∈ M′.

Pour tout(u1,u2, . . . ,uh) ∈ Uh, on aξU(ι(u1,u2, . . . ,uh)) = ξU(∑un⊗
v0

n) =
∑

unξ(v
0
n) = (

∑
unvn)d+∑unv

′
n = (

∑
unvn)d+∑ θ(un)v

′
n. Son

image dansM/tM est(
∑
θ(un)θ(vn))d̄+∑ θ(un)v

′
n.

Si alors y = (u1,u2, . . . ,uh) ∈ Y et si c ∈ C est tel queθ(un) =
cαn pour tout n, cette dernière expression doit être nulle et vaut aussi
(
∑
αnθ(vn))cd̄ + ∑ θ(un)v

′
n. On en d́eduit que

∑
αnθ(vn) = 0 et que

ξY(ι(y)) = ρ(y)d, avecρ(y) =∑unvn et le corollaire ŕesulte de la propo-
sition 2.1. ut

3 – Rappels et compĺements sur les modules filtŕes(cf. [Fo94b])

3.1 – Espaces vectoriels filtrés

Dans ce paragraphe,E est un corps de caractéristique 0.
Pour nous, unefiltration Fil sur unE-espace vectoriel∆ est une filtra-

tion décroissante indexée parZ, exhaustive et śepaŕee. Autrement dit une
filtration sur∆ consiste en la donnée, pour tout entieri ∈ Z, d’un sous-E-
espace vectorielFil i∆ de ∆, ces sous-espaces vérifiant Fil i+1∆ ⊂ Fil i∆
pour touti , ∪i∈ZFil i∆ = ∆ et∩i∈ZFil i∆ = 0.

Un E-espace vectoriel filtŕeest un couple(∆, Fil ) formé d’unE-espace
vectoriel et d’une filtrationFil sur∆. S’il n’y a pas de risque de confusion
sur la filtration, on parle duE-espace vectoriel∆.

Avec comme flèches les applicationsE-linéaires qui respectent la fil-
tration, lesE-espaces vectoriels filtrés forment une catégorie additiveE-
linéaire.



Construction des représentationsp-adiques semi-stables 21

Si f : ∆′ → ∆ et g : ∆ → ∆′′ sont des morphismes deE-espaces
vectoriels filtŕes, on dit que

0→ ∆′ → ∆→ ∆′′ → 0

est une suite exacte deE-espaces vectoriels filtrés si, pour touti ∈ Z, la
suite deE-espaces vectoriels

0→ Fil i∆′ → Fil i∆→ Fil i∆′′ → 0

est exacte.
Si ∆ est unE-espace vectoriel filtré, unsous-objet∆′ (resp. unquotient

∆′′ de∆ est un sous-E-espace vectoriel (resp. unE-espace vectoriel quo-
tient) de∆ muni de la filtration induite. Si∆′ est un sous-objet de∆ et si
∆′′ = ∆/∆′,

0→ ∆′ → ∆→ ∆′′ → 0

est une suite exacte deE-espaces vectoriels filtrés.
Si ∆1 et ∆2 sont deuxE-espaces vectoriels filtrés et si l’un d’eux est

de dimension finie surE, on munit le produit tensoriel∆1 ⊗E ∆2 d’une
structure deE-espace vectoriel filtré en posant

Fil i (∆1⊗∆2) =
∑

i1+i2=i

Fil i1∆1⊗ Fil i2∆2 .

De même, si∆ est unE-espace vectoriel filtré de dimension finie, on
munit le E-espace vectoriel dual∆∗ d’une structure deE-espace vectoriel
filtr é en notantFil i∆∗ l’orthogonal deFil−i+1∆.

Soit ∆ un E-espace vectoriel filtré de dimension finie. On dit qu’une
décomposition∆ = ∆′ ⊕∆′′ de∆ en somme directe de deux sous-espaces
vectoriels estadapt́ee à la filtrationsi, pour touti ∈ Z, Fil i∆ = Fil i∆′ ⊕
Fil i∆′′. De même, on dit qu’une based1, . . . ,dh de ∆ est adapt́ee à la
filtration s’il existe des entiersi1, . . . , i h tels que sii ∈ Z, alors Fil i∆ =
⊕i j≥i Edj .

Le résultat suivant est bien connu :

Proposition 3.1. SoientFil 1 et Fil 2 deux filtrations sur unE-espace vec-
toriel de dimension finie∆. Il existe une base de∆ qui est adapt́ee simul-
tanément àFil 1 et à Fil 2.

Preuve :Remarquons d’abord comment on fabrique une base de∆ adapt́ee
à la filtration Fil 1 : il suffit de choisir, pour chaquei ∈ Z, une base
δ̄i,1, δ̄i,2, . . . , δ̄i,hi de Fil i

1∆/Fil i+1
1 ∆, puis de choisir, pour chaque couple

(i, j) un relèvementδi, j de δ̄i, j dansFil i
1∆ et de mettre bout à bout lesδi, j .

On procède par récurrence sur la dimensionh de∆, le cash = 1 étant
trivial. On supposeh ≥ 2 et il suffit de prouver l’existence de deux sous-
espaces non triviaux∆′ et ∆′′ de ∆ tels que∆ = ∆′ ⊕ ∆′′ et que cette
décomposition est adaptée aux deux filtrations.
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Observons que pour toutδ ∈ ∆, non nul, il existe un supplémentaire∆′′
de la droite∆′ engendŕee par∆ tel que la d́ecomposition∆ = ∆′ ⊕ ∆′′
est adapt́ee à la filtrationFil 1 : il suffit dans la construction qui précède de
s’arranger pour queδ soit l’un desδi, j et de prendre pour∆′′ le sous-espace
engendŕe par les autres vecteurs de la base.

Soit alorsr le plus grand entier tel queFil r
2∆ = ∆ et choisissons

δ 6∈ Fil r+1
2 ∆. Pour tout supplémentaireS de∆′ dans∆, la d́ecomposition

∆ = ∆′ ⊕ S est adapt́ee àFil 2. Par conśequent, la d́ecomposition∆ =
∆′ ⊕∆′′ est adapt́ee aussi bien àFil 1 qu’à Fil 2. ut

Si ∆ est unE-espace vectoriel filtré de dimension finie, on notel(∆)
la longueur de la filtration, c’est-à-dire le plus petit entierl pour lequel on
peut trouvera ∈ Z tel queFil a∆ = ∆ et Fil a+l+1∆ = 0.

Si ∆ est unE-espace vectoriel filtré de dimension 1, on notetH(∆) le
plus grand entieri tel queFil i∆ 6= 0. Si∆ est unE-espace vectoriel filtré
de dimensionh ≥ 2, ∧h∆ est un sous-objet de dimension 1 de∆⊗h

et on
posetH(∆) = tH(∧h∆). On convient aussi quetH({0}) = 0. Si d est un
élément non nul de∆, on posetH(d) = tH(E.d). Si d1, . . . ,dh est une
base adaptée à la filtration et sii1, . . . , i h sont les entiers pour lesquels on a
Fil i∆ = ⊕i j≥i Edj pour touti ∈ Z, alorstH(dj ) = i j et tH(∆) =∑h

j=1 i j .
On a aussitH(∆) =∑i∈Z i .dim Fil i∆/Fil i+1∆ et, sia est un entier tel

queFil a∆ = ∆,

(3.1) tH(∆) = a.dim∆+
∑
i>a

dim Fil i∆ .

Si
0→ ∆′ → ∆→ ∆′′ → 0

est une suite exacte deE-espaces vectoriels filtrés, on atH(∆) = tH(∆
′)+

tH(∆
′′).

Soit ∆ un E-espace vectoriel de dimension finieh ≥ 2 et soient
Fil 1, Fil 2 deux filtrations sur∆. On dit que Fil 1 et Fil 2 sont voisines
s’il existe une based1, . . . ,dh de ∆ adapt́ee àFil 1 et Fil 2 telle que l’on
ait tH(d1, Fil 2) = tH(d1, Fil 1) + 1, tH(d2, Fil 2) = tH(d2, Fil 1) − 1 et
tH(dj , Fil 2) = tH(dj , Fil 1) si j ≥ 3.

On dit que deux filtrationsFil et Fil ′ sur ∆ sont à distance finies’il
existe une suite finieFil 0, . . . , Fil n de filtrations sur∆ telle queFil 0 = Fil ,
Fil n = Fil ′ et Fil i+1 soit voisine deFil i pour 0≤ i ≤ n− 1. On note alors
d(Fil , Fil ′) la distanceentreFil et Fil ′, c’est-à-dire le plus petit entiern tel
qu’il existe une suiteFil 0, . . . , Fil n comme ci-dessus. En particulier, on a
d(Fil , Fil ′) = 0 si et seulement siFil = Fil ′ ; on ad(Fil , Fil ′) = 1 si et
seulement siFil et Fil ′ sont voisines.
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Proposition 3.2.SoientFil etFil 0 deux filtrations sur unE-espace vectoriel
de dimension finie. Pour queFil et Fil 0 soient à distance finie, il faut et il
suffit quetH(Fil ) = tH(Fil 0).

Preuve :Si Fil et Fil 0 sont voisines, on atH(Fil ) = tH(Fil 0). Par induction,
cela reste vrai siFil et Fil 0 sont à distance finie et la condition est nécessaire.
Le fait qu’elle est suffisante se voit immédiatement en choisissant une base
de∆ adapt́ee simultańement aux deux filtrations (prop. 3.1) et en prenant
comme filtrations interḿediaires des filtrations auxquelles cette base est
encore adaptée. ut
Remarque :On voit facilement que, siFil et Fil 0 sont deux filtrations sur
∆ telles quetH(Fil ) = tH(Fil 0), alors

d(Fil , Fil 0) = 1

2

(∑
i∈Z

dim (Fil i∆+ Fil i
0∆)/Fil i∆ ∩ Fil i

0∆
)
.

3.2 –ϕ-modules

On noteσ le Frobenius absolu agissant surk (via x 7→ xp), W(k) et K0. On
appelleϕ-module surk (ou ϕ-module s’il n’y a pas d’ambiguïté surk) la
donńee d’unK0-espace vectorielD muni d’une applicationσ -semi-lińeaire
ϕ : D→ D .

On appelledimensiond’unϕ-module sa dimension surK0. On dit qu’un
ϕ-module estfini si sa dimension est finie et si en outreϕ est bijectif (il
revient au même de demander queϕ est injectif). Remarquons qu’unϕ-
module fini n’est autre que ce que l’on appelle souvent unF-isocristal (à
condition de poserϕ = F).

Les ϕ-modules surk forment, de manièréevidente, une catégorie
ab́elienneQp-linéaire, de même que la sous-catégorie pleine desϕ-modules
finis.

La cat́egorie desϕ-modules est munie d’un produit tensoriel : siD1 et
D2 sont deuxϕ-modules, leK0-espace vectoriel sous-jacent àD1⊗ D2 est
D1⊗K0 D2 et on aϕ(d1⊗ d2) = ϕd1⊗ ϕd2.

Avec ce produit tensoriel, la catégorie desϕ-modules finis est
tannakienne [DM82] : l’objet-unité est K0 avecϕ = σ . Le K0-espace
vectoriel sous-jacent au dualD∗ de D est l’espace vectoriel des formes
K0-linéaires surD, avec(ϕη)(d) = σ(η(ϕ−1d)).

Soit D un ϕ-module fini de dimension 1. Sid ∈ D est non nul et si
ϕd = λd, avecλ ∈ K0, l’entier vp(λ) ne d́epend pas du choix ded et
se notetN(D). Si D est unϕ-module fini de dimensionh ≥ 2, on pose
tN(D) = tN(∧h D). On convient de posertN({0}) = 0.

Si
0→ D′ → D→ D′′ → 0

est une suite exacte de(ϕ, N)-modules finis, on atN(D) = tN(D′)+ tN(D′′).
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Rappelons que, lorsquek est alǵebriquement clos, lesϕ-modules finis
ont ét́e classifíes par Dieudonńe : Pour tout nombre rationnelα, posons
α = r/h avecr,h ∈ Z, h ≥ 1, r et h premiers entre eux. On noteD[α]
l’uniqueϕ-module fini surk dont leK0-espace vectoriel sous-jacent estKh

0,
avec, si{d1,d2, . . . ,dh} désigne la base canonique,

ϕ(di ) = di+1 si i 6= h etϕ(dh) = pr d1 .

Proposition 3.3 ([Di57], cf. aussi [Ma63] et [De72]).Supposonsk algé-
briquement clos. Alors la catégorie desϕ-modules finis surk est semi-
simple.

En outre, chaqueD[α] est un objet simple et chaque objet simple de cette
cat́egorie est isomorphe à un et un seul de cesD[α].

Si k est alǵebriquement clos, pour toutα = r/h comme ci-dessus,
on noteDα le sous-K0-espace vectoriel deD engendŕe par lesd tels que
ϕh(d) = pr d. Presque tous lesDα sont nuls etD = ⊕α∈QDα.

Supposonsk quelconque, soientk une clôture alǵebrique dek et P0 le
corps des fractions de l’anneauW(k) des vecteurs de Witt à coefficients
dansk. Le groupeGk = Gal(k/k) opère surP0. Pour tout K0-espace
vectoriel D, Gk opère surDP0 = P0 ⊗K0 D (par (g(λ ⊗ d) = g(λ)⊗ d si
g ∈ Gk, λ ∈ P0, d ∈ D). Un sous-P0-espace vectoriel∆ de DP0 est d́efini
sur K0 (i.e. de la formeP0 ⊗K0 D′ avec D′ un sous-K0-espace vectoriel
de D) si et seulement s’il est stable parGk (et alorsD′ = ∆Gk).

Si maintenantD est unϕ-module fini surk, DP0 est de façon naturelle
un ϕ-module fini surk. Chaque(DP0)α est d́efini sur K0 et, si l’on pose
Dα = ((DP0)α)

Gk, on a
D = ⊕α∈QDα .

Pour toutα ∈ Q, Dα est stable parϕ et s’appellela partie de penteα
deD ; la décomposition ci-dessus s’appellela décomposition isocline deD.
Si hα = dimK0 Dα, alorsαhα ∈ Z et tN(D) =∑α∈Q αhα.

3.3 –(ϕ, N)-modules

On appelle(ϕ, N)-module surk (ou(ϕ, N)-modules’il n’y a pas d’ambiguït́e
sur k) la donńee d’unϕ-module D muni d’une applicationK0-linéaire
N : D → D vérifiant Nϕ = pϕN. Remarquons que toutϕ-module peut
être consid́eŕe comme un(ϕ, N)-module en posantN = 0.

Un (ϕ, N)-module fini est un(ϕ, N)-module dont leϕ-module sous-
jacent est fini. Pour un tel moduleD, on notetN(D) le tN duϕ-module fini
sous-jacent.

On d́efinit encore le produit tensoriel de deux(ϕ, N)-modulesD1 et D2 :
leϕ-module sous-jacent est le produit tensoriel desϕ-modules sous-jacents
et N(d1⊗ d2) = Nd1⊗ d2+d1⊗ Nd2. De même, siD est fini,D∗ est aussi
un (ϕ, N)-module avecNη(d) = −η(Nd).
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Les(ϕ, N)-modules forment de façońevidente une catégorie ab́elienne
Qp-linéaire de même que la sous-catégorie pleine des(ϕ, N)-modules finis
qui est aussi une catégorie tannakienne. La catégorie desϕ-modules finis
s’identifie à la sous-catégorie pleine de cette dernière formée desD sur
lesquelsN = 0.

Si D est un(ϕ, N)-module fini et siD = ⊕
α∈QDα est la d́ecomposition

isocline duϕ-module fini sous-jacent, on aN(Dα) ⊂ Dα−1. En particulier
N est nilpotent surD. Comme le noyau deN est stable parϕ, il en résulte
que les objets simples de la catégorie des(ϕ, N)-modules finis s’identifient
à ceux de la catégorie desϕ-modules finis.

3.4 –(ϕ, N)-modules filtŕes

On appelle(ϕ, N)-module filtŕe sur K (ou (ϕ, N)-module filtŕe s’il n’y a
pas d’ambiguït́e surK ) la donńee d’un couple(D, Fil ) formé d’un(ϕ, N)-
moduleD et d’une filtrationFil sur leK -espace vectorielDK = K ⊗K0 D.
S’il n’y a pas de risque de confusion sur la filtration, onécrit D au lieu de
(D, Fil ). Dans ce cas, ońecrit aussitH(D) = tH(Fil ).

La dimensiond’un (ϕ, N)-module filtŕe est la dimension duK0-espace
vectoriel sous-jacent. Un(ϕ, N)-module filtŕe fini est un(ϕ, N)-module
filtr é dont le(ϕ, N)-module sous-jacent est fini.

Avec comme flèches les morphismes des(ϕ, N)-modules sous-jacents
qui respectent la filtration lorsque l’ońetend les scalaires àK , les(ϕ, N)-
modules filtŕes forment une catégorie additiveQp-linéaire que nous
notonsM.

Si D est un(ϕ, N)-module filtŕe, unsous-objet(resp. unquotient) est un
sous-objet (resp. quotient) du(ϕ, N)-module sous-jacent, avec la filtration
induite sur leK -espace vectoriel correspondant. On a une notionévidente
de suite exacte courte (une telle suite induit une suite exacte courte aussi
bien des(ϕ, N)-modules sous-jacents que desK -espaces vectoriels filtrés
sous-jacents).

En utilisant les d́efinitions de produit tensoriel et de dual déjà donńees
pour les espaces vectoriels filtrés et les(ϕ, N)-modules, on voit comment
définir le produit tensoriel de deux(ϕ, N)-modules filtŕes lorsque l’un des
deux est fini et le dual d’un(ϕ, N)-module filtŕe fini.

Un (ϕ, N)-module filtŕe faiblement admissibleest un(ϕ, N)-module
filtr é fini D vérifiant tH(D) = tN(D) et tH(D′) ≤ tN(D′) pour tout sous-
objet D′ de D. Il revient au même de demander quetH(D) = tN(D) et
tH(D′′) ≥ tN(D′′) pour tout quotientD′′ de D.

On noteM fa la sous-cat́egorie pleine deM dont les objets sont les(ϕ, N)-
modules filtŕes faiblement admissibles. C’est une catégorie ab́elienne. SiD
est faiblement admissible, les sous-objets deD dansM fa sont les sous-
objets D′ de D dans M qui vérifient tH(D′) = tN(D′) ; de même, les
quotients D′′ de D dans M fa sont les quotientsD′′ de D dans M qui
vérifient tH(D′′) = tN(D′′).
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Proposition 3.4. Si

0→ D′ → D→ D′′ → 0

est une suite exacte courte de(ϕ, N)-modules filtŕes, et siD′ et D′′ sont
faiblement admissibles,D l’est aussi.

Preuve :Tout d’abord, on atH(D) = tH(D′)+tH(D′′) = tN(D′)+tN(D′′) =
tN(D). Pour tout sous-K0-espace vectoriel∆ deD stable parϕ et N, posons
∆′ = D′ ∩∆ et notons∆′′ l’image de∆ dansD′′. On a

tH(∆) = tH(∆
′)+ tH(∆

′′) ≤ tN(∆
′)+ tN(∆

′′) = tN(∆)

et D est bien faiblement admissible. ut
Si D est un(ϕ, N)-module fini, on dit qu’une filtrationFil sur DK est

faiblement admissible si le(ϕ, N)-module filtŕe fini (D, Fil ) est faiblement
admissible.

Proposition 3.6. Soit(D, Fil ) un objet simple deM fa. SiFil 1 est une autre
filtration sur DK voisine deFil , alors Fil 1 est faiblement admissible.

Preuve : On voit facilement que les hypothèses impliquent l’existence
d’un entier r tel que Fil i

1DK ⊂ Fil i DK pour tout entieri 6= r et que
dim((Fil r

1DK + Fil r DK )/Fil r DK) = 1.
CommetH(D, Fil 1) = tH(D, Fil ) = tN(D), il s’agit de prouver que si

D′ est un sous-(ϕ, N)-module non nul deD et si Fil ′1 est la filtration de
D′K induite parFil 1, alorstH(D′, Fil ′1) ≤ tN(D′). Mais le fait que(D, Fil )
est simple implique que, siFil ′ désigne la filtration deD′K induite parFil ,
alors tH(D′, Fil ′) < tN(D′) donc≤ tN(D′) − 1. Soit a un entier tel que
Fil a

1 D′K = Fil a
2 D′K = D′K . On a (3.1)

tH(D′, Fil ′) = a.dim D′K +
∑

i>a dim D′K ∩ Fil i DK tandis que
tH(D′, Fil 1) = a.dim D′K +

∑
i>a dim D′K ∩ Fil i

1DK .
Mais, si i 6= r , on a dimD′K ∩ Fil i

1DK ≤ dim D′K ∩ Fil i DK tandis
que dimD′K ∩ Fil r

1DK ≤ dim D′K ∩ Fil r DK + 1 d’où tH(D′, Fil ′1) ≤
tH(D′, Fil ′)+ 1≤ tN(D′). ut

4 – Rappels et compĺements sur les repŕesentationsp-adiques
semi-stables(cf. [Fo94b])

4.1 – Les foncteursDst et Vst

La K0-algèbreBst est munie d’une action deϕ et de N qui en fait un
(ϕ, N)-module. L’inclusion de(Bst)K = K ⊗K0 Bst dansBdR permet de
munir (Bst)K de la filtration induite par celle deBdR, ce qui nous permet de
consid́erer Bst comme un(ϕ, N)-module filtŕe.
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Comme cette structure de(ϕ, N)-module filtŕe commute, en un sens
évident, avec l’action deGK , si, pour toute représentationp-adiqueV de
GK , on pose

Dst(V) = (Bst⊗Qp V)GK ,

on peut consid́erer Dst comme un foncteur additif de la catégorie des
repŕesentationsp-adiques deGK dans celle des(ϕ, N)-modules filtŕes.

De même, si, pour tout(ϕ, N)-module filtŕe fini D, on pose

Vst(D) =
{
v ∈ Bst⊗ D | ϕv = v, Nv = 0 et 1⊗ v ∈ Fil 0(BdR⊗K DK )

}
,

on peut consid́ererVst comme un foncteur additif de la catégorie des(ϕ, N)-
modules filtŕes finis dans celle desQp-espaces vectoriels topologiques
munis d’une action lińeaire et continue deGK .

On a les ŕesultats suivants ([Fo94b], n. 5.1.7, 5.3.5 et 5.4.2) :

Proposition 4.1. Pour toute repŕesentationp-adiqueV deGK , Dst(V) est
un(ϕ, N)-module filtŕe fini de dimension inférieure ouégale à la dimension
deV surQp.

On dit queV estsemi-stablelorsque l’on a l’́egalit́e. On noteRep(GK )

la cat́egorie des représentationsp-adiques deGK et Rep
st
(GK ) la sous-

cat́egorie pleine deRep(GK ) formée des représentations semi-stables.
De même, on dit qu’un(ϕ, N)-module filtŕe D estadmissibles’il existe

une repŕesentationp-adique semi-stableV telle que D ' Dst(V) et on
note Ma la sous-cat́egorie pleine deM formée des(ϕ, N)-modules filtŕes
admissibles.

Proposition 4.2. SiV est une repŕesentationp-adique semi-stable,Dst(V)
est faiblement admissible.

Comme sous-catégorie pleine deRep(GK ) (resp. M fa), Rep
st
(GK )

(resp. Ma) est stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit
tensoriel et dual. La restriction deDst à la cat́egorie Rep

st
(GK ) est un

⊗-foncteur exact et pleinement fidèle induisant une⊗-équivalence entre
Rep

st
(GK ) et Ma, la restriction deVst à Ma enétant un quasi-inverse.

Dans la suite de cet article, on se propose d’établir le th́eorème suivant,
un peu plus fort que le th́eorème A :

Théorème 4.3. Soit D un (ϕ, N)-module filtŕe fini de dimensionh ≥ 1.
Alors

i) La dimension deVst(D) sur Qp est finie si et seulement sitH(D′) ≤
tN(D′) pour tout sous-objet D′ de D. S’il en est ainsi, on
a dimQp Vst(D) ≤ h.
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ii) Si Vst(D) est de dimension finie surQp, les propríet́es suivantes sont
équivalentes :
a) tH(D) = tN(D) (compte tenu dui), cela équivaut àD faiblement

admissible),
b) D est admissible,
c) dimQp Vst(D) = h.

Compte tenu de ce théorème, on peut reformuler certains des résultats
contenus dans la proposition 4.2 de la manière suivante

Corollaire.

i) Si V est une repŕesentation semi-stable deGK , alors Dst(V) est un
(ϕ, N)-module filtŕe surK faiblement admissible dont la dimension est
égale à celle deV.

ii) Si D est un(ϕ, N)-module filtŕe sur K faiblement admissible, alors
Vst(D) est une repŕesentation semi-stable deGK dont la dimension est
égale à celle deD.

iii) Si V est une repŕesentation semi-stable deGK , alors Vst(Dst(V)) = V
et si D est un(ϕ, N)-module filtŕe sur K faiblement admissible, alors
Dst(Vst(D)) = D.

Expliquons comment, le corpsK étant fix́e, le th́eorème 4.3 va se déduire
du th́eorème A (qui sera, lui, prouvé au paragraphe 6) :

i) Le fait que la condition est suffisante résulte de la proposition 4.5 ci-
dessous qui montre aussi qu’alors dimQp Vst(D) ≤ h. Le fait que, si le
théorème A est vrai, la condition est nécessaire est la proposition 5.4
ci-dessous.

ii) On sait que b) implique a), le théorème A dit que a) implique b) et la
proposition 4.5 ci-dessous entraîne que b)équivaut à c). ut

4.2 – Le cas de la dimension1

Le résultat suivant n’est autre que le théorème 4.3 dans le cash = 1 :

Proposition 4.4. SoientD un (ϕ, N)-module filtŕe de dimension1 et d un
élément non nul deD (que l’on identifie à1⊗ d ∈ Bst⊗ D). Alors

i) si tH(D) < tN(D), Vst(D) = 0,
ii) si tH(D) = tN(D), D est admissible etVst(D) est de dimension1 sur

Qp ; si Vst(D) est engendŕe parαd, alors α est unélément inversible
de Bst,

iii) si tH(D) > tN(D), Vst(D) est de dimension infinie surQp.

Preuve :CommeD est de dimension 1 etN est nilpotent, on aNd = 0.
On aϕ(d) = ad = pma0d avecm = vp(a) = tN(D) et a0 ∈ K0 vérifie
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vp(a0) = 0. Il existe alorsα0 ∈ W(k) non nul tel que l’on aitϕ(α0) = a0α0

et si l’on poseα = α−1
0 t−m, alorsα est unélément inversible deBcris et on a

Vst(D) =
{
βd | β ∈ Fil−tH (D)Bcris etϕ(β) = a−1β

}
={xαd | x ∈ Fil tN(D)−tH(D)Bϕ=1

cris

}
ce qui permet de d́eduire le ŕesultat de la proposition 1.3. ut

4.3 – Un critère d’admissibilit́e

Proposition 4.5. Soit D un (ϕ, N)-module filtŕe fini de dimensionh ≥ 1
faiblement admissible ou, plus géńeralement, tel quetH(D′) ≤ tN(D′)
pour tout sous-(ϕ, N)-module filtŕe D′ de D. Alors V = Vst(D) est de
dimension finie surQp et est une repŕesentation semi-stable deGK . De
plus, D′ = Dst(V) est un sous-(ϕ, N)-module filtŕe admissible deD et
on a V = Vst(D′). En particulier, D est admissible si et seulement si
dimQp Vst(D) ≥ h et cette ińegalit́e est alors unéegalit́e.

Pour d́emontrer cette proposition, nous allons utiliser le lemme suivant :

Lemme 4.6. SoientF un corps,J un sous-groupe du groupe des automor-
phismes deF et E = F J. Soit∆ un E-espace vectoriel de dimension finie.
On fait oṕerer J sur leF-espace vectorielF⊗E ∆ via g( f ⊗ δ) = g( f )⊗ δ
si g ∈ J, f ∈ F, δ ∈ ∆. SoitL un sous-F-espace vectoriel deF ⊗∆. Pour
qu’il existe un sous-E-espace vectoriel∆′ de∆ tel queL = F ⊗∆′, il faut
et il suffit queL soit stable parJ.

Preuve :Soit r la dimension deL sur F et soitG la grassmanienne des
sous-espaces vectoriels de dimensionr de∆. C’est une varíet́e rationnelle
définie surF. On aG(E) = G(F)J et c’est ce que signifie le lemme.

Si l’on préfère, de façon terre à terre, choisissons une base{e1,e2, . . . ,er }
deL surF et une base{δ1, δ2, . . . , δh} de∆ surE. Quitte à changer l’ordre
desδ j , on peut supposer que{e1,e2, . . . ,er , δr+1, δr+2,..., δh} est une base
deF⊗L surF. Soit∆′′ le sous-E-espace vectoriel de∆ engendŕe par lesδ j ,
pourr + 1≤ j ≤ h. Pouri = 1,2, . . . , r , il existe un uniquexi ∈ F ⊗∆′′
tel queδi + xi ∈ L. Lesδi + xi forment une base deL, tandis que, pour tout
g ∈ J, lesδi + g(xi ) forment une base deg(L). Pour toutg ∈ J, on a donc
g(L) = L, si et seulement sig(xi ) = xi pour touti . En écrivantxi sur la
base{δr+1, δr+2, . . . , δh}, on voit queg(xi ) = xi pour toutg ∈ J équivaut
à xi ∈ ∆′′ et le lemme en ŕesulte. ut
Prouvons la proposition 4.5: L’ énonće est trivial siV = 0, supposons
donc V 6= 0. Soit Cst ⊂ BdR le corps des fractions deBst. Alors Cst est
stable parGK et le fait queK ⊗K0 Bst → BdR est injectif implique que
K ⊗K0 Cst→ BdR l’est aussi. CommeBGK

dR = K , on aCGK
st = BGK

st = K0.
On peutétendreN de manière unique en une dérivation deCst et ϕ en un
endomorphisme deCst.
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Soit L le sous-Cst-espace vectoriel deCst ⊗ D engendŕe parV. Il est
stable parGK et le lemme pŕećedent implique qu’il existe un sous-K0-
espace vectorielD′ de D tel queL = Cst ⊗ D′. CommeV est fixe parϕ
et túe parN, L est stable parϕ et N. Il en est de même deD′ qui est donc
un sous-(ϕ, N)-module deD et on aV ⊂ Vst(D′) ⊂ Vst(D) = V et donc
V = Vst(D′).

Choisissons une base{v1, v2, . . . , vr } deL surCst constitúee d’́eléments
de V et une base{d1,d2, . . . ,dr } de D′ sur K0 ; on peut aussi considérer
{d1,d2, . . . ,dr } comme une base deL surCst.

Pour 1≤ j ≤ r , on peutécrire vi = ∑r
j=1 bij dj , avec lesbij ∈ Bst

et le d́eterminant b de la matrice desbij est non nul. On voit que
w = v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vr = bd1 ∧ d2 ∧ . . . ∧ dr est unélément non nul
deW = Vst(∧r D′).

Par hypothèse,tH(∧r D′) = tH(D′) ≤ tN(D′) = tN(∧r D′) et la non
nullité deW implique, d’après la proposition 4.4, quetH(D′) = tN(D′), que
W = Qpw et queb est inversible dansBst.

Si v ∈ V, on peutécrirev = ∑r
i=1 civi , avec lesci ∈ Cst. Pour touti ,

l’image dev1 ∧ v2 ∧ . . .∧ vi−1 ∧ v ∧ vi+1 ∧ . . .∧ vr dansW estciw, donc
ci ∈ Qp. On en d́eduit que{v1, v2, . . . , vr } est une base deV surQp, donc
queV est bien de dimension finie surQp. Comme de plus, le d́eterminant
dev1, . . . , vr dans la base{d1,d2, . . . ,dr } est unélément inversible deBst,
on aBst⊗Qp V = Bst⊗ D′ ce qui montre queV est semi-stable, queD′ est
admissible et que l’on aDst(V) = D′. ut
Corollaire 4.7. Soit D un objet simple de la catégorie des(ϕ, N)-modules
filtr és faiblement admissibles. Pour queD soit admissible, il faut et il suffit
queVst(D) soit non nul.

C’est clair !

5 – Le complexe fondamental d’un(ϕ, N)-module filtr é fini

Remarque :Une partie des résultats de ce paragraphe ontét́e obtenus
indépendamment par Emerton et Kisin ([EK99]).

5.1 – Le foncteurV0
st

Soit D un (ϕ, N)-module fini. On noteV0
st(D) le sous-Qp-espace vectoriel

de Bst⊗K0 D formé desx tels queϕx = x et Nx = 0.
On peut consid́erer, de manièréevidente,V0

st comme un foncteur additif
Qp-linéaire de la catégorie des(ϕ, N)-modules finis dans celle desQp-
espaces vectoriels munis d’une action deGK .

Proposition 5.1. Le foncteurV0
st est exact.

Preuve :Pour toutϕ-module fini ∆, notonsV0
cris(∆) le sous-Qp-espace

vectoriel deBcris ⊗K0 ∆ formé desy tels queϕy = y.
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Choisissons log[π] comme au §1.5, de sorte que, pour tout(ϕ, N)-
module fini D, tout élémentx de Bst ⊗ D s’écrit, d’une manière et d’une
seule, sous la formex = ∑

m∈N xm(log[π])m, avec lesxm ∈ Bcris ⊗ ∆,
presque tous nuls. Pour un telx, on aϕx = ∑ϕxm.pm(log[π])m de sorte
que, siϕx = x, on a ϕx0 = x0. En particulier, l’applicationx 7→ x0
est une applicationQp-linéaire deV0

st(D) dansV0
cris(D). Cette application

est en fait bijective : on obtient la bijection inverse en associant ày ∈
V0

cris(D), l’ élément
∑

m∈N Nm(y) (log[π])m
m! . On obtient ainsi un isomorphisme

du foncteurV0
st sur le compośe du foncteur d’oubli de la catégorie des(ϕ, N)-

modules finis dans celle desϕ-modules finis avec le foncteurV0
cris et il suffit

de v́erifier que le foncteur additif

V0
cris,k = V0

cris : {ϕ-modules finis surk} → {Qp-espaces vectoriels}

est exact.
Si k est alǵebriquement clos, cela résulte de ce que la catégorie des

ϕ-modules finis surk est semi-simple (prop. 3.3).
Dans le cas ǵeńeral, rappelons que le corps résiduelk de K est une

clôture alǵebrique dek et queBcris est une algèbre sur le corps des fractions
P0 de l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dansk. Or, si D est unϕ-
module fini surk, DP0 = P0⊗K0 D est unϕ-module fini surk et le foncteur
D 7→ DP0 est exact. CommeBcris⊗K0 D = Bcris⊗P0 (P0⊗K0 D), V0

cris,k(D)
s’identifie àV0

cris,k
(DP0) et on est rameńe au cas oùk est alǵebriquement

clos. ut

5.2 – Le foncteurV1
st

Soit Fil une filtration sur unK -espace vectoriel∆ de dimension finie. On
noteV1

st(Fil ) le K -espace vectoriel quotientBdR⊗∆/Fil 0(BdR⊗∆).
On peut consid́erer, de manièréevidente,V1

st comme un foncteur additif
K -linéaire de la catégorie desK -espaces vectoriels de dimension finie dans
celle desK -espaces vectoriels munis d’une action deGK .

Proposition 5.2. Pour toute suite exacte

0→ ∆′ → ∆→ ∆′′ → 0

de K -espaces vectoriels filtrés de dimension finie, la suite

0→ V1
st(∆

′)→ V1
st(∆)→ V1

st(∆
′′)→ 0

est exacte.
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Preuve :On a un diagramme commutatif

0 0 0
↓ ↓ ↓

0→ Fil 0(BdR⊗∆′)→ Fil 0(BdR⊗∆)→ Fil 0(BdR⊗∆′′)→ 0
↓ ↓ ↓

0→ BdR⊗∆′ → BdR⊗∆ → BdR⊗∆′′ → 0
↓ ↓ ↓

0→ V1
st(∆

′) → V1
st(∆) → V1

st(∆
′′) → 0

↓ ↓ ↓
0 0 0

dans lequel les deux premières lignes et les trois colonnes sont exactes et
l’exactitude de la troisième ligne en résulte. ut

5.3 – Le complexeV
.
st(D)

Si maintenant(D, Fil ) est un(ϕ, N)-module filtŕe, on pose

V0
st(D, Fil ) = V0

st(D), V1
st(D, Fil ) = V1

st(Fil ) ,

on noteδ(D, Fil ) : V0
st(D, Fil )→ V1

st(D, Fil ) la compośee de l’inclusion
naturelle deV0

st(D, Fil ) ⊂ Bst⊗K0 D dansBdR⊗K DK avec la projection
de BdR⊗K DK surV1

st(D, Fil ). On note enfinV
.
st(D, Fil ) le complexe

V0
st(D, Fil )→ V1

st(D, Fil )

Comme d’habitude, lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion sur la
filtration, onécrit V1

st(D), δ(D) et V
.
st(D) au lieu deV1

st(D, Fil ), δ(D, Fil ),
et V

.
st(D, Fil ).
On voit queVst(D) s’identifie àH0(V

.
st(D)).

Soit D un (ϕ, N)-module filtŕe fini et soitV = Vst(D). En tensorisant la
suite exacte

0→ Qp→ Bϕ=1
cris → BdR/B+dR→ 0

(prop. 1.3), on obtient une suite exacte

0→ V → Bϕ=1
cris ⊗ V → (BdR/B+dR)⊗ V → 0 .

Par ailleurs l’applicationBst-linéaire naturelleBst ⊗Qp V → Bst ⊗K0 D
commute àϕ et N (si l’on poseϕ(b⊗v) = ϕb⊗v et N(b⊗v) = Nb⊗v pour
b ∈ Bst etv ∈ V) et induit donc une application deBϕ=1

cris ⊗Qp V dansV0
st(D).

De même l’applicationBdR-linéaire naturelleBdR⊗Qp V → BdR⊗K DK

envoieB+dR⊗ V dansFil 0(BdR⊗ DK ) et induit par passage au quotient une
application de(BdR/B+dR)⊗ V dansV1

st(D).
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Proposition 5.3. Sous les hypothèses et notations qui précèdent, le dia-
gramme

0→ V → Bϕ=1
cris ⊗ V → (BdR/B+dR)⊗ V → 0

|| ↓ ↓
0→ V → V0

st(D) → V1
st(D) → 0

est commutatif. Si de plus,D est admissible,
i) les flèches verticales sont des isomorphismes et les lignes sont exactes,
ii) pour tout entieri ≤ 0, la suite

0→ V → Fil i Bϕ=1
cris ⊗Qp V → Fil i (BdR⊗ DK)/Fil 0(BdR⊗ DK )→ 0

est exacte.

Preuve :La commutativit́e du diagramme est claire. SiD est admissible, on
sait ([Fo94b], prop. 5.3.6) que l’applicationBst⊗Qp V → Bst⊗K0 D est bi-

jective et le fait queBϕ=1
cris ⊗Qp V → V0

st(D) est un isomorphisme s’en déduit.
De même (loc.cit.), l’application BdR⊗Qp V → BdR⊗K DK est un iso-
morphisme deK -espaces vectoriels filtrés (si l’on poseFil i (BdR⊗Qp V) =
Fil i BdR⊗ V pour touti ∈ Z) et la bijectivit́e de l’application(BdR/B+dR)⊗
V → V1

st(D) s’en d́eduit. Comme la première ligne est exacte, la deuxième
l’est aussi, d’où (i).

L’assertion (ii) ŕesulte de ce que les deux isomorphismes considéŕes sont
des isomorphismes deQp-espaces vectoriels filtrés et de ce que, pour tout
entieri ≤ 0, la suite

0→ Qp→ Fil i Bϕ=1
cris → Fil i BdR/Fil 0BdR→ 0

est exacte (prop. 1.3). ut

5.4 – Un critère d’admissibilit́e faible

Cette section contient la fin de la réduction du th́eorème 4.3 au th́eorème A.
On peut aussi voir la proposition 5.4 ci-dessous comme un critère de faible
admissibilit́e ; on utilisera d’ailleurs ce critère dans le §6.2 pour se ramener
au cas oùk est alǵebriquement clos.

Proposition 5.4. Supposons que le corpsK soit tel que toutϕ-module filtŕe
faiblement admissible est admissible. SiD est un(ϕ, N)-module filtŕe fini
sur K tel queVst(D) est de dimension finie surQp, on atH(D′) ≤ tN(D′)
pour tout sous-objetD′ deD. En particulier, sitH(D) = tN(D) etVst(D) est
de dimension finie, alorsD est faiblement admissible (et donc admissible).

Preuve :Comme, pour tout sous-objetD′ de D, Vst(D′) ⊂ Vst(D), il suffit
d’établir le lemme suivant :
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Lemme 5.5. Supposons que le corpsK soit tel que toutϕ-module filtŕe
faiblement admissible est admissible. SiD est un(ϕ, N)-module filtŕe fini
sur K tel quetH(D) > tN(D) et tel que, pour tout sous-(ϕ, N)-module filtŕe
D′ de D, distinct deD, tH(D′) ≤ tN(D′), alors Vst(D) est de dimension
infinie surQp.

Preuve :Choisisssons une décomposition deDK en la somme directe d’un
hyperplanH et d’une droiteL qui est adapt́ee à la filtration. Il existe alors
un entiera tel que, pour touti ∈ Z, si Fil i H = H ∩ Fil i DK , on a

Fil i DK =
{

Fil i H ⊕ L si i ≤ a
Fil i H si i > a

Soit r = tH(D) − tN(Fil ). Définissons une autre filtrationFil 1 sur DK
en posant

Fil i
1DK =

{
Fil i H ⊕ L si i ≤ a− r

Fil i H si i > a− r

On voit quetH (Fil 1) = tH(Fil )−r = tN(D). CommeFil i
1DK ⊂ Fil i DK ,

pour tout sous-(ϕ, N)-moduleD′ de D, on a, avec des notationsévidentes

tH
(
Fil 1|D′K

) ≤ tH
(
Fil |D′K

) ≤ tN(D
′)

et (D, Fil 1) est faiblement admissible, donc admissible par hypothèse.
Le choix d’un ǵeńerateur de laK -droite L définit un isomorphisme de

V1
st(Fil 1) surV1

st(H)⊕ BdR/Fil−a+r BdR et un isomorphisme deV1
st(Fil ) sur

V1
st(H)⊕ BdR/Fil−aBdR. DoncV1

st(Fil ) s’identifie au quotient deV1
st(Fil 1)

par Fil−aBdR/Fil−a+r BdR = Br (−a). Si l’on poseV1 = Vst(D, Fil 1) et
V = Vst(D, Fil ), on a donc un diagramme commutatif

0
↓

Br (−a)
↓

0→ V1→ V0
st(D)→ V1

st(Fil 1)→ 0
↓ || ↓

0→ V → V0
st(D)→ V1

st(Fil )
↓
0

dont la colonne de droite est exacte, de même que la première ligne grâce à
la proposition pŕećedente. Ce diagramme induit une suite exacte courte

0→ V1→ V → Br (−a)→ 0

et V n’est pas de dimension finie surQp, puisque, commer > 0, Br (−a)
admetC(−a) comme quotient. ut
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5.5 – Un second critère d’admissibilité

Cette section contient le résultat principal que l’on peut déduire de l’́etude
du complexe fondamental ; le critère d’admissibilité obtenu (prop. 5.7) est
à la base de la d́emonstration du th́eorème A donńee dans la partie suivante.
Le critère obtenu au §4.3 demandait de compter les solutionsx de l’équation
δ(D)(x) = 0 alors que le critère obtenu dans ce paragraphe ne demande que
de prouver l’existence d’une solutionx de l’équation un peu plus géńerale
δ(D)(x) = a.

Proposition 5.6. SoitD un(ϕ, N)-module filtŕe non nul. Alors l’application

δ(D) : V0
st(D)→ V1

st(D)

n’est pas un isomorphisme.
Preuve :Les deux membres se comportent de manière très différente sous
l’action de Galois. De manière précise, choisissons une extension finie
totalement ramifíeeK ′ de K0 contenantK et telle quee= [K ′ : K0] 6= 1.
Par exemple, siK 6= K0, on peut prendreK ′ = K et si K = K0, on peut
prendre pourK ′ une extension quadratique totalement ramifiée deK = K0.
Soit GK ′ = Gal(K/K ′).

Soith la dimension deD sur K0. Choisissons une base{d1,d2, . . . ,dh}
de DK adapt́ee à la filtration et soiti j = tH(dj ). Choisissons un entierr
vérifiant r > i j pour tout j . Si δ(D) était un isomorphisme, l’application
compośee

V0
st(D)(r)→ (Bst⊗K0 D)(r)→ V1

st(D)(r)

serait une applicationQp-linéaire bijectiveGK -équivariante donc aussiGK ′ -
équivariante et l’application composée

H0
(
GK ′,V0

st(D)(r)
)→ H0(GK ′, (Bst⊗K0 D)(r))→ H0

(
GK ′,V1

st(D)(r)
)

serait bijective. En particulier, l’applicationK0-linéaireH0(GK ′, (Bst⊗K0

D)(r))→ H0(GK ′,V1
st(D)(r)) serait surjective.

Mais, comme t est inversible dansBst, (Bst ⊗K0 D)(r) s’identifie à
Bst⊗K0 D ' Bh

st et, commeH0(GK ′, Bst) = K0, H0(GK ′, (Bst⊗K0 D)(r))
est unK0-espace vectoriel de dimensionh.

Par ailleurs, avec des notationsévidentes,V1
st(D) =⊕h

j=1(BdR/B+dR)t
−i j

⊗dj , donc V1
st(D)(r) ' ⊕h

j=1BdR/Fil r−i j BdR et, comme H0(GK ′,
BdR/Fil sBdR) = K ′b pour tout entiers > 0 (§1.5), on en d́eduit que
V1

st(D)(r) est unK ′-espace vectoriel de dimensionh, donc unK0-espace
vectoriel de dimensionhe> h, d’où une contradiction. ut
Proposition 5.7. Soit D un (ϕ, N)-module filtŕe faiblement admissible.
Pour queD soit admissible, il faut et il suffit que l’application

δ(D) : V0
st(D)→ V1

st(D)

soit surjective.
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Preuve :La condition est ńecessaire d’après la proposition 5.3. Montrons
qu’elle est suffisante. SoitV = Vst(D). D’après la proposition 4.5,V est une
repŕesentation semi-stable deGK , D′ = Dst(V) s’identifie à un sous-(ϕ, N)-
module filtŕe admissible deD et V = Vst(D′). Si D′′ est le(ϕ, N)-module
filtr é quotientD/D′, on a donc un diagramme commutatif

0 0
↓ ↓

0→ V → V0
st(D

′) → V1
st(D

′) → 0
↓ ↓

0→ V → V0
st(D) → V1

st(D) → 0
↓ ↓

V0
st(D

′′)→ V1
st(D

′′)
↓ ↓
0 0

dont la première ligne est exacte grâce à la proposition 4.5, la deuxième
par hypothèse et les deux colonnes sont aussi exactes grâce aux propo-
sitions 5.1 et 5.2. Par conséquent, l’applicationV0

st(D
′′) → V1

st(D
′′) est

un isomorphisme. D’après la proposition 5.6,D′′ = 0, doncD = D′ est
admissible. ut

Proposition 5.8. Si

0→ D′ → D→ D′′ → 0

est une suite exacte de(ϕ, N)-modules filtŕes et siD′ et D′′ sont admissibles,
D l’est aussi

Preuve :On a un diagramme commutatif

0 0
↓ ↓

V0
st(D

′) → V1
st(D

′)
↓ ↓

V0
st(D) → V1

st(D)↓ ↓
V0

st(D
′′)→ V1

st(D
′′)

↓ ↓
0 0

dont les deux colonnes sont exactes (prop. 5.1 et 5.2). La première et la
dernière flèche horizontales sont surjectives (prop. 5.3) et celle du milieu
l’est donc aussi. CommeD est faiblement admissible (prop. 3.4),D est
aussi admissible (prop. 5.7). ut
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6 – Démonstration du théorème A

Le but de ce paragraphe est de démontrer le th́eorème A de l’introduc-
tion, i.e. de v́erifier que tout(ϕ, N)-module filtŕe faiblement admissible est
admissible. Nous allons en donner deux preuves :

- la première est la plus courte, si l’on veut bien utiliser un résultat de
[FL82].

- la deuxième est une variante un peu plus longue mais qui n’utilise pas ce
résultat.

6.1 – Première preuve

Proposition 6.1. SoientD un (ϕ, N)-module fini etFil 1 et Fil 2 deux fil-
trations surDK . On supposeFil 1 admissible,Fil 2 faiblement admissible et
d(Fil 1, Fil 2) = 1. Alors Fil 2 est admissible.

Preuve :Soit h = dimK0 D. Pourm= 1,2, posonsVm = Vst(D, Fil m). On
a dimQp V1 = h et V2 est de dimension finie surQp (prop. 4.5). On a des
suites exactes (prop. 5.3)

(1) 0→ V1→ V0
st(D)→ V1

st(Fil 1)→ 0 ,

(2) 0→ V2→ V0
st(D)→ V1

st(Fil 2)

et il suffit de prouver (prop. 5.7) queV0
st(D)→ V1

st(Fil 2) est surjective.
PosonsD = BdR⊗K DK et, pourm ∈ {1,2} et tout i ∈ Z, Fil i

mD =∑
i ′+i ′′=i Fil i ′BdR⊗ Fil i ′′

m DK . On aV1
st(Fil m) = D/Fil 0

mD.
D’après la proposition 5.3, la suite exacte(1) s’identifie à la suite

0→ V1→ Bϕ=1
cris ⊗Qp V1→

(
BdR/B+dR

)⊗Qp V1→ 0

obtenue en tensorisant la suite exacte fondamentale avecV1. Elle nous dit
aussi, puisqueFil−1Bϕ=1

cris = U(−1) (prop. 1.3), que l’on a une suite exacte

0→ V1→ U(−1)⊗Qp V1→ Fil−1
1 D/Fil 0

1D → 0

que l’on peut ŕeécrire, en posantV = V1(−1)

(1′) 0→ V1→ U ⊗Qp V → Fil−1
1 D/Fil 0

1D → 0 .

On a Fil−1
1 D ⊃ Fil 0

2D. Si l’on poseM = Fil−1
1 D/Fil 0

2D, il s’agit de
prouver que, dans la suite exacte,

(2′) 0→ V2→ U ⊗Qp V → M

l’applicationξU : U ⊗Qp V → M est surjective.
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Les filtrations Fil 1 et Fil 2 étant voisines (cf. 3.1), il existe une base
{d1,d2, . . . ,dh} et des entiers(i j )1≤ j≤h tels que, sii ′1 = i1+ 1, i ′2 = i2− 1
et i ′j = i j , pour j ≥ 2,

Fil−1
1 D = ⊕h

j=1B+dRt−i j−1⊗ dj et Fil 0
2D = ⊕h

j=1B+dRt−i ′j ⊗ dj .

Ceci implique queM est la somme directe d’unB2 module libre de rang 1
engendŕe par l’image det−i2−1⊗d2 et d’unC-espace vectoriel de dimension
h− 2 de base les images dest−i j−1⊗ dj , pour 2< j ≤ h.

On peut alors appliquer le corollaire 2.6 : En effet :
- si ξ désigne la restriction deξU àQp⊗Qp V = V, on a bienξU(u⊗ v) =
uξ(v) si u ∈ U etv ∈ V ;
- commeM/tM = Fil−1

1 D/(Fil 0
2D + Fil 0

1D), l’application compośee
U ⊗ V → M→ M/tM est surjective.

CommeV2 est de dimension finie surQp, ξU est bien surjective. ut

Proposition 6.2. SoitD un objet simple de la catégorie des(ϕ, N)-modules
finis. Il existe une filtration admissible surDK .

Preuve :CommeD est simple,N = 0 et D n’a qu’une seule penteα (cf.
3.2, 3.3). Soith la dimension deD sur K0 et a,d ∈ Z les entiers tels que
α = a+ d/h et 0< d ≤ h. Choisissons un sous-K0-espace vectorielL de
dimensiond de D. Alors le (ϕ, N)-module filtŕe surK0 qui estD muni de
la filtration

Fil i D =
{

D si i ≤ a ,
L si i = a+ 1 ,
0 si i > a+ 1

est faiblement admissible. Comme la longueur de la filtration est 0 ou 1
qui est≤ p− 1, (D, Fil ) est admissible ([FL82], th. 8.4). Il est clair que le
(ϕ, N)-module filtŕe surK déduit de(D, Fil ) par extension des scalaires de
K0 à K est encore admissible, ce qui signifie que la filtration deDK définie
par

Fil i DK =
{

DK si i ≤ a ,
K ⊗K0 L si i = a+ 1 ,

0 si i > a+ 1

est admissible. ut
Remarque :On n’a besoin en fait que d’un résultat beaucoup moins fort
que le th́eorème 8.4 de [FL82] : par une torsion à la Tate, on se ramène
immédiatement au cas où la penteα vérifie 0 < α ≤ 1, ce qui signifie
qu’il existe un groupep-divisible connexeΓk sur k et un isomorphisme
K0⊗W(k) M → D, où M est le module de Dieudonné contravariant deΓk.
Si Γ désigne un relèvement deΓk sur l’anneau des entiers deK (un tel
relèvement existe toujours !) son module de Dieudonné filtré est admissible
(cf [Fo79], n.5.1).
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Corollaire 6.3. Soit D un (ϕ, N)-module fini. Il existe une filtration ad-
missible surDK .

Preuve :On procède par récurrence sur la longueur deD, la proposition
préćedente nous permettant de supposer queD n’est pas simple. On peut
alors trouver une suite exacte courte non triviale de(ϕ, N)-modules finis

0→ D′ → D→ D′′ → 0

et, par hypothèse de récurrence, on peut munirD′K et D′′K de filtrations
admissiblesFil ′ etFil ′′. Choisissons une sectionK -linéaires de la projection
de DK sur D′′K et d́efinissons une filtration surDK par

Fil i DK = Fil ′i D′K + s(Fil ′′i D′′K ) pour touti ∈ Z .
Alors la suite exacte ci-dessus devient une suite exacte de(ϕ, N)-modules
filtr és et, comme(D′, Fil ′) et (D′′, Fil ′′) sont admissibles,(D, Fil ) l’est
aussi (proposition 5.6). ut
Fin de la preuve du th́eorème A.

Pour tout(ϕ, N)-module finiD, on choisit une filtration admissibleFil 0
sur DK .

Si (D, Fil ) est un(ϕ, N)-module filtŕe non nul, on notelg(D) la longueur
de D en tant que(ϕ, N)-module et on posed(Fil ) = d(Fil , Fil 0). On
procède par ŕecurrence sur le couple(lg(D),d(Fil )) ordonńe par ordre
lexicographique, le cas oùd(Fil ) = 0 étant trivial.

Si (D, Fil ) n’est pas un objet simple de la catégorie des(ϕ, N)-modules
filtr és faiblement admissibles, il existe une suite exacte non triviale

0→ (D′, Fil )→ (D, Fil )→ (D′′, Fil )→ 0 ,

(D′, Fil ) et (D′′, Fil ) sont admissibles par hypothèse de récurrence et il en
est donc de même de(D, Fil ) d’après la proposition 5.8.

Supposons donc que(D, Fil ) est un objet simple. On atH(Fil ) =
tH(Fil 0) = tN(D). D’après la proposition 3.1,Fil et Fil 0 sont à distance
finie et il existe une filtrationFil 1 sur DK vérifiant tH(Fil 1) = tH(Fil ),
d(Fil 1, Fil ) = 1 et d(Fil 1, Fil 0) = d(Fil ) − 1. D’après la proposition 3.5,
(D, Fil 1) est faiblement admissible, donc admissible grâce à l’hypothèse de
récurrence. Donc, grâce à la proposition 6.1,(D, Fil ) est admissible. ut

6.2 – Variante

La deuxième preuve consiste à prouver d’abord le théorème seulement
lorsquek est alǵebriquement clos, ce que l’on fait comme dans le numéro
préćedent, à ceci près qu’il suffit de prouver la proposition 6.2 dans ce cas,
ce qui peut se faire par un calcul explicite assez facile (cf. ci-dessous).

Montrons alors commentle cas ǵeńeral se d́eduit de ce cas particulier:
Le corps ŕesiduelk deK est une clôture alǵebrique dek. NotonsP0 le corps
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des fractions de l’anneauW(k) des vecteurs de Witt à coefficients dansk
et posonsP = K ⊗K0 P0. Alors P0 s’identifie à un sous-corps deBcris,
tandis queP est une extension totalement ramifiée deP0 qui s’identifie à
un sous-corps deBdR. La fermeture alǵebriqueP de P dansBdR est une
clôture alǵebrique deP. L’anneauBst relatif à l’extensionP/P s’identifie
à celui qui est relatif à l’extensionK/K et la même chose vaut pourBdR.
En outre, siD est un(ϕ, N)-module filtŕe surK , ρ(D) := P0⊗K0 D a une
structure de(ϕ, N)-module filtŕe surP. CommeBst⊗K0 D = Bst⊗P0 ρ(D),
Vst(D) s’identifie àVst(ρ(D)).

Soit alorsD un (ϕ, N)-module filtŕe faiblement admissible surK , soit
h sa dimension et soit∆ = ρ(D). D’après la proposition 4.5,Vst(D) est
de dimension finie surQp, donc aussiVst(∆). D’après la proposition 5.4,
ceci implique quetH(∆

′) ≤ tN(∆
′) pour tout sous-(ϕ, N)-module filtŕe ∆′

de∆. Comme on atH(∆) = tH(D) = tN(D) = tN(∆), ∆ est faiblement
admissible, donc admissible. Donc dimQp Vst(D) = dimQp Vst(∆) = h et
D est admissible (prop. 4.5) ut
Remarque 1 :On peut prouver “directement” (i.e. sans utiliser le fonc-
teur Vst) que siD est un(ϕ, N)-module filtŕe faiblement admissible surK ,
alors∆ = ρ(D) est un(ϕ, N)-module filtŕe faiblement admissible surP :
c’est une conśequence imḿediate de la proposition 4.4.9 de [Fo94b].

L’autre preuve de la proposition 6.2 dans le cas oùk est alǵebriquement
clos repose sur le lemme suivant :

Lemme 6.4. Soith ∈ N− {0} et Zh = {z ∈ B+cris | ϕh(z) = pz}. Alors,

i) θ induit une surjection deZh sur C,
ii) il existeth ∈ Zh non nul appartenant àFil 1BdR.

Preuve :Soit Z0
h = {z ∈ Acris | ϕh(z) = pz et θ(z) ∈ pOC}. Pour prouver

le (i), il suffit de prouver queθ induit une surjection deZ0
h sur pOC et

commeZ0
h est śepaŕe et complet pour la topologiep-adique car ferḿe dans

Acris, il suffit de prouver queθ induit une surjection deZ0
h sur pOC/p2OC.

Soit donca ∈ pOC. Soitαh une solution de l’́equationαph

h = p. Si p 6= 2
ou h ≥ 2 (resp. sip = 2 et h = 1), soit y ∈ OC solution de l’́equation
yph + αhy = p−1a, (resp.y4 + y2 + αhy = p−1a). Soientx = αhy et
u ∈ R tel queu(h) = x. Commeu(0) = xph = pyph ∈ pOC, on a [u]

n

n! ∈
Acris quel que soitn ∈ N et la śerie

∑+∞
n=0 p−n[upnh] = ∑+∞

n=0
(pnh)!

pn
[u]pnh

(pnh)!
converge dansAcris. Comme d’autre part, la série

∑−1
−∞ p−n[upnh] converge

dansW(R) ⊂ Acris, la śerie
∑

n∈Z p−n[upnh] converge dansAcris vers un
élémentz. On aϕh(z) = pz. Finalement, un petit calcul de valuation montre
que l’on aθ(z) ≡ u(0) + pu(h) = pyph + pαh y = a modulo p2 si p 6= 2 ou
h ≥ 2 etθ(z) ≡ 1

2(u
(0))2 + u(0) + 2u(h) = 2y4 + 2y2 + 2αhy = a modulo

p2 si p= 2 eth = 1. Ceci permet de terminer la démonstration du (i).
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Maintenant, on aZGK
h = {x ∈ K0 | ϕh(x) = px} = 0 etCGK = K 6= 0.

Ceci implique, commeθ commute à l’action deGK , queθ n’induit pas une
bijection deZh surC et comme elle induit une surjection d’après le (i), son
noyau n’est pas réduit à 0 et on peut prendre pourth n’importe queĺelément
non nul de ce noyau. ut

Autre preuve de la proposition 6.2 lorsquek est alǵebriquement clos:
CommeD est simple,N = 0 et, d’après la proposition 3.3, on peut supposer
qu’il existe α ∈ Q tel que D = D[α]. Quitte à remplacerD par son dual
(prop. 4.2), on peut supposerα ≤ 0. Reprenons les notations du §3.3 et
posonss = −r . On aα = −s/h, avecs,h ∈ N, h ≥ 1 et s et h premiers
entre eux. La base{d1,d2, . . . ,dh} de D = D[α] sur K0 peut aussi être
consid́eŕee comme une base deDK sur K . La filtration

Fil i DK =
 DK si i ≤ −s
⊕h

n=2Kdn si −s< i ≤ 0
0 si i > 0

est faiblement admissible. MaisVst(D, Fil ) qui contient
∑h

n=1 ϕ
n(ts

h)⊗ dn
est non nul donc(D, Fil ) est admissible (cor. 4.7). ut

Remarque 2: Le lemme 6.4 et l’admissibilité des(D[−s/h], Fil ) définis
ci-dessus ŕesultent aussi facilement de la théorie des groupes formels de
Lubin-Tate. En effet, les(D[−s/h], Fil ) proviennent par changement de base
de (ϕ, N)-modules filtŕes d́efinis surQp. Il n’est pas difficile de montrer
que, pour touth ≥ 1, Vst(D[−1/h], Fil ) s’identifie àQp ⊗Zp Tp(Γh), oùΓh
est un groupe formel connexe de dimension 1 et hauteurh défini surQp,
qui, lorsque l’onétend les scalaires à l’anneau des entiers deQph , unique
extension non ramifíee de degŕe h deQp contenue dansK , s’identifie à
un groupe formel de Lubin-Tate de ce corps et on peut prendre pourth
la période d’une forme diff́erentielle invariante surΓh (cf. par exemple,
[Co93], th. I.2.1). AlorsVst(D[−1/h], Fil ) est de façon naturelle unQph-
espace vectoriel de dimension 1 etVst(D[−s/h], Fil ) s’identifie à sa puissance
symétriques-ième.
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