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Résumé. Soit f une application méromorphe dominante d’une variété Kih-
lérienne compacte. Nous donnons une inégalité pour les exposants de Lya-
pounov d’une classe de mesures ergodiques de f en utilisant 1’entropie
métrique et les degrés dynamiques de f. Nous en déduisons I’hyperbolicité
de certaines mesures.

Abstract. Let f be a dominating meromorphic self-map of a compact
Kéhler manifold. We give an inequality for the Lyapounov exponents of
some ergodic measures of f using the metric entropy and the dynamical
degrees of f. We deduce the hyperbolicity of some measures.

Introduction

Soit (X, w) une variété Kahlérienne compacte de dimension ket f : X > X
une application méromorphe dominante.

Nous désignerons par C s I’ensemble critique de f et par /s son ensemble
d’indétermination.

L’objet de cet article est de donner des formules générales pour les
exposants de Lyapounov des mesures invariantes @ qui integrent la fonction
logd(x, A) ou d est la distance dans X et A = C; U I;. Remarquons que
lorsqu’une mesure p integre la fonction précédente, elle ne charge pas
I’ensemble 4 : on peut donc définir f, u et parler de mesure invariante. Par
ailleurs, I’hypothese d’intégrabilité de logd(x, 4) est vérifiée des que
integre les fonctions quasi-psh. Les formules dépendront d’une part de
I'entropie métrique h(u) de w et d’autre part des degrés dynamiques d,,
de f (voir le paragraphe 1 pour leur définition).
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Dans ce contexte nous avons le

Théoreme 1. Soient | une mesure invariante, ergodique telle que
logd(x, A) € L'(u) et x1 = --- > x les exposants de Lyapounov de i
(ils sont bien définis).

Fixons 1 < s < k. On définit | = I(s) et I'! = U'(s) par les formules
suivantes :

XL Z s Z Xsmdml > Xs—l =00 = Xs = 00 = Xl > XsHl+1 =0 = Xk
ons—lestégalalsiyy = -+ = xs et s—+1 estégal ak lorsque
Xs =" = Xk

Alors, on a les inégalités suivantes :
< + ... +
0 = x| Togdy + 248 - 2

h(p) < logd, — 2% — -+ —2x.,
(M)_s+111/1§a;(§k ogd, —2x, X1

avec x;” = max(x;, 0) et x; = min(x;, 0).

Signalons la ressemblance entre ces formules et celles de J. Buzzi pour
les applications C'** (voir [5]).
Maintenant, a I’aide de notre théoréme, on a :

Corollaire 2. Supposons que les degrés dynamiques vérifient dy < --- <
dy_ 1 <d; > dgy > -+ > dyi. Soit L une mesure invariante, ergodique telle
que logd(x, A) € L'(u) et h(n) > max(logd,_;,logd,,1) (ou h(p) >
logdy_, sis = k). Alors

1
X1 = > X > E(h(“) —logd;_1) >0

et

1
0> E(IOgdm —h(W) > X541 =+ = Xk

En particulier la mesure | est hyperbolique.

Lorsque dans le corollaire précédent la mesure p est d’entropie log d
(i.e. est d’entropie maximale par [8] et [7]), on obtient le :

Corollaire 3. Soit u une mesure invariante, ergodique telle que log d(x, #A)
e L'(n). Alors, si h(n) = logd, avec d; < --- < d;_y < d; > dyy >
->dyona:

v
v
s
v

X1



Sur les exposants de Lyapounov des applications méromorphes 91

et

1 dH—l
0> -1 ‘
T2%%7g

Z XsHl =0 2 Xk

En particulier la mesure | est hyperbolique.

Notons que les inégalités obtenues dans ce corollaire sont celles qui
étaient conjecturées (voir [17, Conjecture 3.2]).

Les hypotheses de ce corollaire sont vérifiées dans de nombreuses situ-
ations. En voici certaines.

Tout d’abord pour les endomorphismes holomorphes de P* avec la
mesure de Green p (voir [12] et [13] pour sa définition). En effet, la
mesure p est mélangeante et integre logd(x, 4) grace a I'inégalité de
Chern-Levine-Nirenberg. Pour ces endomorphismes, I’entropie métrique
de p vaut klog(d) et les d, valent d. En appliquant notre inégalité avec

s = k, on a alors la minoration du plus petit exposant de w par 106 ot on

retrouve ainsi un résultat de J.-Y. Briend et J. Duval (voir [2]). ’

De la méme fagon, lorsque f est une application méromorphe sur une
variété projective, avec son degré topologique strictement plus grand que
les autres (i.e. s = k dans le corollaire précédent), V. Guedj a construit
une mesure 4 mélangeante, d’entropie logd, et qui intégre les fonctions
quasi-psh (voir [16] et [8]). En utilisant notre formule, on retrouve alors la
minoration du plus petit exposant de Lyapounov de u par %10g(dk /di_1)
qu’il avait démontrée.

Lorsque f est un automorphisme holomorphe d’une variété Kédhlérienne
qui possede un degré dynamique strictement plus grand que les autres,
T.-C. Dinh et N. Sibony ont construit une mesure de Green yu mélangeante
qui integre les fonctions quasi-psh et d’entropie max log d,, (voir [10]). Notre
corollaire s’applique donc et on obtient ainsi un nouveau résultat pour ces
automorphismes.

De la méme facon, lorsque f est une application birationnelle réguliere
de P* (voir [9]), T.-C. Dinh et N. Sibony ont construit une mesure de
Green p mélangeante et qui intégre la fonction log d(x, A) (ici I = I et
Cr=1f ~1(I7)). On peut donc lui appliquer le corollaire.

Donnons une autre conséquence de notre théoreme. Lorsque 1’on ap-
plique la premiere formule du théoreme avec s = 1 on en déduit une
formule de Ruelle [22] pour les applications méromorphes :

Corollaire 4. Soit u une mesure invariante, ergodique telle que log d(x, #4)
e L'(n). Alors :

h(u) <2x7 +---+2x

Voici le plan de ce texte. Dans un premier paragraphe nous ferons des
rappels sur les applications méromorphes et dans le second nous démon-
trerons les corollaires 2 et 3. Dans le troisiéme nous parlerons de théorie de
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Pesin pour les applications méromorphes et dans le quatrieme, nous ferons
des rappels sur la transformée de graphe. Enfin, le cinqui¢me paragraphe
sera consacré a la démonstration de la premiere inégalité du théoreme et le
sixieme a celle de la deuxieme inégalité. Dans le dernier paragraphe nous
donnerons un analogue de notre théoreme pour les difféomorphismes de
classe C'** dans les variétés Riemanniennes compactes.

1 Rappels sur les applications méromorphes

Commencons par rappeler la définition des degrés dynamiques de f (voir
[23] et [7]).
On définit la forme f*(w?) comme I’extension triviale de (fix\s,)*@?.
On pose 8,(f) = [ f*(@?) A &7 pour ¢ = 0,... k. Le degré
dynamique d’ordre ¢ est alors :

dy = Tim (8,(f")"".

Notons que dy = 1 et que la limite ci-dessus existe grace a [7].

Dans [8] et [7], T.-C. Dinh et N. Sibony ont défini, via un procédé de
régularisation de courant, le pull-back par f des courants positifs fermés
de bidimension quelconque. En voici le procédé. Tout d’abord f est une
submersion sur un ouvert de Zariski €2; ; de X. Si § est un courant positif
fermé de bidegré (/,1) sur X, alors, on peut définir f*S sur ©; ;. C’est
un courant positif fermé dont la masse le ; f*S A o est majorée par

xS ()IS] (voir le lemme 4 de [8] et le corollaire 1.3 de [7], ici cx est une
constante qui ne dépend que de X). Ce courant admet donc un prolongement
trivial f*S a X tout entier d’apres un théoréeme de H. Skoda [24]. De plus
f*S est un courant positif fermé de masse majorée par cxé;(f)|S]. Ce
courant sera appelé le pull-back de S par f.

Nous allons maintenant donner deux lemmes qui serons utilisés dans
la démonstration du théoréme. Le premier est quasiment le méme que le
lemme 5 de [8]. Onnotera Q; = X \ U,ez f" (I 7).

Lemme 5. Soit € > 0. Il existe une constante c. > 0 telle que pour tout
q=0,...,konait:

/ AN "Y oN - A(f) » < c.(max di+e"
Qy 0<j=q

pour tous les entiers naturels ny > --- >n, >0

Démonstration. La démonstration est la méme que dans [8]. Nous la don-
nons par confort pour le lecteur.

Soit ¢ > 0 une constante telle que §;(f") < c(d; + €)" pour tout n > 0
ettout j =0,...,k.
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Soit 2, r = X'\ Uosisn,]f_i(C) ou C = X \ ©; r. On va montrer par
récurrence sur ¢, avec 0 < g < k que pour tous ny > --- > n, > 0,0n a
1Tl = J, , Ty A * 71 < ¢t (maxg< <, d; + €)™ ol

T, =(")Yon A" o,
et To =1.
C’est vrai pour g = 0. Supposons la propriété vraie au rang g — 1. Cela
implique que ||Tq’_1|| < cq”c?(_l(maxofij_l dj +€)"'"" avec

T, = (f" ") 0 A AT .

Le courant Tq’_ | esﬁgonc de masse finie sur €2,,_,, . Il admet donc une
extension triviale Tq’_l dans X qui est un courant positif fermé de masse
majorée par cq”cgl(_l(maxoS j<q—1d; + €)™ En utilisant la propriété
du pull-back de T.-C. Dinh et N. Sibony €noncée avant le lemme avec
S = Tq’_l A w, on obtient :

IT, 1l = [ (f") (T, A )| < ex8(f*DIT, Il < cchg(lrgfquj +e".

Cela démontre bien le lemme. O

On utilisera aussi le lemme suivant :

Lemme 6. Soit € > 0. Il existe une constante c. > 0 telle que pour tout
q=0,...,konait:

("I A" 0N A (f"1) 0 < c.(max dj + €)'
Q q=<j=<k

pour tous les entiers naturelsn > ny > --- > ng_q > 0.

Démonstration. Soit ¢ > 0 une constante telle que §;(f") < c(d; + €)"
pour toutn > Oettout j = 0, ..., k. Fixons g entre O et k. On peut supposer
g > 0 sinon on a le résultat par le lemme précédent.

On va montrer par récurrence sur j, avec 0 <

<J=
tous n > ny > -+ > n; > 0,ona |l = [,

k — g que pour
T AT <
o n.J -
¢!ty (maxy<j<g1j di + €)™ ol

Ty = ("' A" 0N AN(f") 0,
et Tp = (f")*wi.
C’est vrai pour j = 0 par définition du g-eme degré dynamique. Sup-
posons la propriété vraie au rang j — 1. Cela implique que ||ij_1|| <

-1 PN
/ey (maxgy<i<g4j—1d;+€)" " ol

Ti_ = (") ! A (ST O A A fT ) .
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Le courant 7} _, es}\slonc de masse finie sur €2, . Il admet donc une
extension triviale T]Ll dans X qui est un courant positif fermé de masse
majorée par ¢/ cﬁ(_l (maxy</<q+-1d+€)"" . Enutilisant encore la propriété
du pull-back de T.-C. Dinh et N. Sibony avec § = TJT_I A w, on obtient :

IT511 = || (f")(T]y Aw)|| < exdguai (F"DIT] I

< cf“c’ ( max d; +¢€)".
q=l=q+j
Cela démontre la récurrence et quand on prend j = k — ¢, on obtient le
lemme. O

2 Démonstration des corollaires 2 et 3

On suppose ici que les degrés dynamiques de f vérifient d; < --- <
di_y <ds > dgy1 > - -+ > di. Soit  une mesure invariante, ergodique telle
que logd(x, A) € L'(1) et h(u) > max(logd,_. logdyry) (ou (i) >
logdy_1 sis = k). Montrons par I’absurde que )(v > 0et x;41 < 0.

Si x, < Oalors Xs ;= =x' = = Xk = Oetlapremlere formule
du théoréme donnerait log dS 1< h(u) < logd;_;_1 qui est absurde. De
méme si x,+1 > 0, on applique la deuxieme formule avec s = s + 1 et
on obtient logd,+1 < h(n) < logd;yi+r qui est une contradiction (ici
Xt == A1 = = Ay = 0).

Passons a la minoration de x,. Par la premiere formule du théoréme
ona:

h(w) <logds—;—1 +2(1 + 1),
car par ce que I'on a fait précédemment on a )(S+1 ==y =0et
)(S+ = x5. On obtient y, > %(l%lh(,u) 1+1 logd;_;— 1) La concavité de la
fonction ¢ — logd, (voir [16] et [14]) implique log d;_; > HL] logd;_ 1+
(1 l+1) log d;. On a donc

1 1 1
XY ) (l + 1 (,l,L) l+ 1 logds logds—l +10gd?>
Mais comme h(u) < logd, (voir [8] et [7]), cette dernicre quantité est
supérieure 2 %(h(u) — logd, — logd,_; + logd,), ce qui nous donne la
minoration de y; que I’on cherche.

Pour la majoration de x,.; la méthode est exactement la méme a condi-
tion d’utiliser la deuxieme formule avec s = s + 1.

3 Théorie de Pesin et applications

Dans ce paragraphe, on considére une mesure de probabilité invariante,
ergodique u telle que logd(x, 4) € L'(u) (avec A = CyUlIy). On va voir
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que cette hypotheése permet de définir les exposants de Lyapounov pour u
et de faire de la théorie de Pesin. N
Tout d’abord, on définit I’extension naturelle X de X par :

X = {T= (o Xy X0y e Xns o) € X2, fX2n) = Xons ).

C’est I’ensemble des histoires des points de X. Dans cet espace f induit une
application f qui est le décalage a droite et si on note 7 la projection canon-
ique i‘t(f) = X¢, alors  se reléve en une unique probabilité /& invariante
par f qui vérifie w0 = .

Dans I’espace X, on ne gardera que les orbites qui ne visitent pas
I’ensemble 4. On considere donc :

—(TeX,x, ¢&A,VnelZl.

Cet ensemble est invariant par fet ﬁ(f(\ *) =1 car u(4A) =0.

Maintenant, on peut munir X d’une famille de cartes (7, ),cx telles que
7,(0) = x, 7, est définie sur une boule B(0, €)) avec ¢ indépendant de x et
la norme de la dérivée premiere et seconde de 7, sur B(0, €p) est majorée
par une constante indépendante de x. Pour construire ces cartes il suffit de
partir d’une famille finie (U;, ¥;) de cartes de X et de les composer par des
translations.

Dans toute la suite, on notera f, = r;()lc) o f o1, qui est définie au
voisinage de 0 quand x n’est pas dans /; et on posera aussi :

f: = ff""(x) o---0 fy
— -1 -1
f}\n: x_,,o'”ofx—l

ou dans f_! on a pris la bonne branche inverse de f par rapport a X : celle
qui envoie x_,+1 sur x_;.

Pour X € X* on définit Df (A) Df,.(0) (ou (X) = x). L’application
Df va de X* dans GL(k, C) et c’est a ce cocycle que nous allons appliquer
la théorie de Pesin. Tout d’abord, nous avons le :

Lemme 7. Les fonctions logt | DF(X)| et log® ||(DF(X))"!|| sont dans
L'().

Démonstration. Commengons par montrer que log™ ||Df(3?) || est dans
L' ().

Si on applique le lemme 2.1 de I’article [6] de T.-C. Dinh et C. Dupont
a f, on obtient :

Il existe T > O et p € N* tels que pour tout x hors de [ :

I DF)I| + IID* ()| < wd(x, I7)77.
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On en déduit :
log | Df:(0)|| <logt + logd(x, A)~"
d’ou
log™ || Df(0)]| < log z + logd(x, A)~"

car on peut supposer T > 1 et que le diametre de X est inférieur a 1. Mais

f10g+ IDF ()1 dA(T) = f10g+ I Df ) Ol (x)

qui est égal a
/10g+ I Df ()l d (i) (%) = /10g+ 1Df: (0) lldpe(x).

Comme par hypothése sur s, la fonction log d(x, 4A) est dans L' (1), on en
déduit que la derniere intégrale ci-dessus est finie. Autrement dit, la fonction
log™ | Df (%)|| est bien dans L' (). _

Passons maintenant 2 log™ ||(Df(x))"!|. Comme dans le lemme 2.1
de [6], nous allons utiliser I’inégalité de Lojasiewicz (voir [20, IV.7.2]). En
effet cette inégalité nous donne :

Il existe 7" > O et p’ € N* tels que pour tout x hors de C :

Jac f(x)|* = T'd(x, Cp)"'.

Ensuite, grace a ’estimée du lemme 2.1 de [6] donnée plus haut, on sait
que les modules des valeurs propres de Df(x)" Df(x) sont majorés par
2d(x, I f)*zl’ (ici la matrice Df(x)* est la transposée-conjuguée de Df(x)).
Le minimum des modules des valeurs propres de la matrice Df(x)” Df(x)
est donc minoré par r2(fc—/,l)a’(x, Cp)P'd(x, I;)**D. Cela implique que
| (Df(x))~"|| est majorée par t”d(x, CrU If)*PN pour certains 77 > 0
et p’ € N*,
On adonc :

log | (D))" < log " + logd(x, #4) 7"

qui est une fonction intégrable pour . .
Comme précédemment on en déduit que log™ ||(Df(x))~!|| est dans
L'(). 0
Gréce a ce lemme on peut appliquer le théoreme d’Oseledec et la théorie

de Pesin au cocycle Df. On a (voir [18]) :

Théoreme (Oseledec). /I existe un ensemble invariant Y ¢ X* avec
(YY) = 1 tel que pour tout x € Y on ait :
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1) L’existence d’une décomposition de CF :
C' = @ Ei(X),
oit les E;(X) vérifient Df (X)E:(X) = E:(F(X)).
2) L’existence de fonctions (exposants de Lyapounov de f) :
AL > > Ay,

avec
: 1 -
lim —log||A(X, m)v| = *A;
m—+o00 |m|

pour tout v € E;(x) \ {0}. Ici les A(X, m) sont definis par :

A, m) = DF(f" ' (X)) o---0 DF(X) pourm > 0
AX,0) = Id

AE m)=Df(f"®) oo DF(F @) pourm <.
De plus, nous avons le :

Théoreme (y-réduction de Pesin). Pour tout y > 0 il existe une fonction
C, : X* — GL(k, C) telle que :

1) lim,,_ o0 = —-log ||Ci1(f’" (X)) || = 0 (on parle defoncnon tempérée).

2) Pour presque tout X, la matrice A, (X') = Cy (f(x ))Df(x )Cy(X) ala
forme suivante :

AL®)
A,R) =
AYR)

ou chaque A;, (%) estune matrice carrée de taille dim E;(x) xdim E; (X))
etona:

Y LR N PC P

3) Enfin, pour presque tout X ’application C, (X) envoie la décomposition
standard @7_, CIME®) gyr @1 | E;(X).

Dans toute la suite nous noterons Y I'ensemble des points de X* qui
vérifient les conclusions de ces deux théorémes. De plus, pour X € Y, nous
appellerons x; > --- > x; les exposants de Lyapounov de & notés avec
répétition (contrairement aux A; du théoreme précédent).

Notons maintenant gz la lecture de f, dans ces cartes (ie. gz =

1(f(x)) o fr o Cy(X) avec 7(X) = x).

Nous allons donner quelques propriétés de gz (avec x € Y) qui nous
seront utiles pour la suite.
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Proposition 8. 1] existe des constantes T > 0, €¢g > 0 et p € N* qui ne
dépendent que de f et X telles que :

1) gz(0) =0
ALE)
2) Dgz(0) =
A4(F)
3) Sion note gz(w) = Dgz(0)w + h(w), ona:
IDRw)|| < 7| C, (FEN T IC, @) IPdx, A) 7wl
pour |w|| < ed(x, A)/||Cyy (X)]|.

Démonstration. Le premier point est évident. Le second provient immédia-
tement du théoreme précédent. Il reste a prouver la troisiéme propriété.
On a Dgz(w) = Dgz(0) + Dh(w), d’ ou :
[ Dh(w)|| = || Dgs(w) — Dg=(0) ||
< ||C, (FEN | IDf(Cy(XIw) — DEO)IIC, (I

Par I’estimée sur || D?f|| de T.-C. Dinh et C. Dupont qui se trouve au début
de la démonstration du lemme précédent, on a :

IDf:(C, (w) — DO < wd(z: ([0, C, (wl), A)7IIC, CHwl|

pour ||C, (X)w]| < €. L’image par t, du segment [0, C, (X )w] vit dans la
boule B(x, K||C,(X)w]||) ot K est une constante qui ne dépend que de X.
On en déduit que pour ||C, (X)w|| < €yd(x, 4), ona:

IDRw)I| < [C, (FEN|IC, @)IPt(1 — Keo) Pd(x, A) P |wl.

Quitte a prendre €, petit, on peut supposer que K¢, est inférieur a % et
donc modulo un changement de la constante 7 on a la majoration voulue de
[ Dh(w)]|. O

]Dans la d;é\monstration ]des formules du théoréme nous utiliserons aussi
& =C (@) o filoCyX)=CN(f (X)) o fiZ] 0 Cy(X) etdes

X1
estimées sur cette application qui sont données par la :

Proposition 9. 1] existe des constantes Tt > 0, €¢g > 0 et p € N* qui ne
dépendent que de f et X telles que :

1) g§1 (w) est bien définie pour |w| < eyd(x_1, A)?/||C, (X)]|.

2) &' =0

(AL(F G

3) Dgz'(0) = :
(AL (F' )
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4) Si on note gxil(w) = Dgf_l(O)w + h(w),ona:
IDR(w)I| < | C, (F ENIC, @)IPdGx_y, A) P |lw]
pour ||w|| < €yd(x_1, A)P/||C, (X))

Démonstration. Commengons par démontrer que gz "(w) est bien défini
pour

lwll < €od(x—1, A)?/IIC, .

Cela vareposer sur le lemme 2 de [2] (construction de branches inverses).

Rappelons que grace a I’estimée de T.-C. Dinh et C. Dupont qui se
trouve au début de la démonstration du lemme précédent on a I’existence
de v > Oet p’ € N* tels que pour tout x hors de / :

IDFCON + 1 D* ()l < T'dCx, Ip) ™"

D’autre part, dans la preuve de ce lemme, on a obtenu aussi I’existence
de t7 > Oet p” € N* avec ||(Df(x))""|| < t"d(x, CrU If)*PN pour x hors
de A = Cf U If.

Quitte aremplacer p’ et p”’ par le maximum des deux, on pourra supposer
dans la suite que p’ = p” et de méme 7’ = 7”. Ce sont des constantes qui
ne dépendent que de f et X.

Soitwtel que ||w]| <e€yd(x_;, A).Onat,  (w) € B(x_;, Keyd(x_;, A))
(ol K ne dépend que de X) et alors :

IDfe )| + | D* oy )| + [ (D w7
<20'(1 — Ke)) Pd(x_y, A) " < Td(x_y, A)77,

si on prend €, petit et quitte & renommer t’.

L’inégalité ci-dessus combinée avec le lemme 2 de [2] implique que f !
est définie sur une boule B(0, eyd(x_1, .A»)3”//t’3) = B(0, 2epd(x_1, A)P).
En particulier, gxil(w) = C;l(f_l(f)) o fgl o C,(X)(w) est bien défini
pour [|w]| < 2epd(x_1, 4)7/[|C, (X)]I.

Passons maintenant a la majoration de || D (w)||. Pour cela, comme dans
la proposition précédente, il faut controler || D? fs .

L’image de B(0, 2¢€pd(x_1, A)?) par f{l est incluse dans B(0, 1) (tou-
jours par le lemme 2 de [2]). La formule de Cauchy nous donne donc :

[Df ) + [P )| < s, A7

pour [[w]| < €pd(x_1, 4)".
Grice a cette majoration, on peut maintenant controler | Dh(w)||.Ona:

| Dh(w)|| = | Dgz'(w) — Dgz' (0|,
<|c, 7 @ |pste, Ew) - DETOYIC, ()],
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d’ou :
IDR ()| < <"|C, (FEN T IC, @) Pd(x_y, A) 7wl

pour [[w]| < €d(x_1, A)?/[C) (X))
Cela démontre bien la proposition quitte a prendre le maximum entre p
et p”. O

Dans les deux propositions, on voit que la distance de x a I’ensemble A
joue un role crucial. Comme on les utilisera le long d’orbites de point, on
aura besoin de savoir la distance entre f'(x) et 4. Celle-ci est donnée par le :

Lemme 10. I/ existe un ensemble Y dans X de mesure pleine pour i tel
que pour tout X € Y on ait :

d(x,, A) = V(X)e "
pour tout n € Z. Ici 'V est une fonction mesurable a valeur dans R?,..

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreme de Birkhoff a la fonction
u(x) =logd(n(X), ) qui est dans L' (jx) (voir par exemple le lemme 2.3
de [6]). O

Dans toute la suite, ¥ désignera le sous-ensemble de points de X+ qui
vérifient les théoremes d’Oseledec, de y-réduction de Pesin et les conclu-
sions du lemme précédent.

Nous allons maintenant faire des rappels sur la transformée de graphe.

4 Transformée de graphe

La cadre de ce paragraphe est C*. Dans toute la suite ||.|| désignera la norme
Euclidienne.
On considere

g(X,Y)=(AX+R(X,Y),BY+ U(X,Y))

avec (X, 0) € E; (abscisses), (0, Y) € E; (ordonnées) et A, B des matrices.
On suppose aussi que g(0, 0) = (0, 0) et max(||DR(Z)||, |DUZ)||) < 6
dans la boule B(0,r). Enfin par hypothese, on aura y < |A| <
IB~'|~'(1 — y). Soit maintenant {(®(Y),Y),Y € D} un graphe dans
B(0, r) au-dessus d’une partie D de E, qui vérifie ||®(Y;) — @ (Y,)] <
10llY1 — Y2||. Dans le théoréme qui suit, on donne des conditions sur g, y et
Yo pour que I’'image de ce graphe par g soit un graphe qui vérifie le méme
contrdle.

Théoréme. Si8||B~"'||(14yy) < 1alors'image par g du graphe précédent
est un graphe au-dessus de my(g(graphe de ®)) o my est la projection sur
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les ordonnées. Par ailleurs, si (V(Y), Y) désigne ce nouveau graphe, on a :

1w — Wy < LA EE) |y,
B~ =" —&(1 + yo)
qui est inférieur a yy||Y1 — Yzl si 6 < €(yp, Y)-
Enfin, si de plus B(0, ) C D et ||®(0)|| < B, alors my(g(graphe de P))
contient B0, (|| B'||7" = 8(1 4+ yo)) — [|AlB — 88 — 1Dl s0.nB°) et
WO < (1 + y)IAIB + 88 + 1Dl s0.nB) (si 8 < €(yo, ).

Démonstration. La démonstration est tirée essentiellement de [18] mais
nous préférons la donner par confort pour le lecteur.

Soit A(Y) = BY + U(P(Y), Y). Cest 'ordonnée de g(P(Y), Y). Pour
démontrer que g(graphe de ®) est un graphe au-dessus de my(g(graphe
de @)), il suffit de voir que A est une bijection de D sur A(D) c’est-a-dire
que A(Y) = Y, a une unique solution pour Yy € A(D).

Posons y(Y) = B~'Yy — B~'U(®(Y), Y). On a que A(Y) = Y, est
équivalent a y(Y) = Y. Mais, si Y7, ¥, sont dans D, on a:

(YD) = y(¥2) | < 1B~ U@ (Y1), Y1) — U(D(Y2), V)|

qui est inférieur a ||B~'||8(1 + yo)||Y1 — Y»|. Autrement dit, quand
SIIB7'|(1 + yo) < 1, alors y(Y) = Y a bien une unique solution dans D.
Passons maintenant au contrdle de la pente du graphe (W(Y), Y) que
I’on a obtenu.
On considere (W(Y7), Y]) et (W(Y3),Y;) deux points du graphe. Ils
sont 'image de (®(Y)), Y)) et (P(Y2), ¥2) par g. On notera X, = W(Y/)
(i =1, 2). Alors, d’une part :

1X7 = X5] = |AD(Y1) + R(D(Y1), Y1) — AD(Y2) — R(P(Y2), V)|
qui est inférieur a
(I[Allyo + 81 + yo)) IY1 — Y2l
D’autre part :
Y] = Y,|l = | BY; + U(®(Y)), Y1) — BY, — U(P(Y2), V)|
qui est supérieur a
(BB~ =81 + y0) Y1 = Y2

car | B(Y1 — Y2)ll = B~ 7[|1Y) — Ya.
En combinant ces deux inégalités, on obtient :

TAB T =80 +w) NP

WYy — (Y,

qui est I’inégalité cherchée.
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Passons maintenant aux dernicres estimations.

Tout d’abord on veut majorer la distance entre (0, 0) et 'image de
(®(0), 0) par g. Soit v le vecteur (P (0), 0) normalisé de sorte que |[v|| = 1.
Si P est un point du segment [(0, 0), (©(0),0)], ona :

| Dg(P)v — Dg(0)v|l < | Dl 5o, I Pll-
Mais || Dg(0)v]| < [|A]| + 8 donc :
I Dg(Pv|l < || Al + 8 + [ID’gll 30,0 B-

On déduit de cette inégalité que la distance entre (0,0) et I’image de
(@(0), 0) par g est majorée par [|A[|8 + 38 + | D%l 0. B
Maintenant, on a :

IACYD)) = A(Y) || = |B(Yy = Y2)| — (1 + yo)|IY1 — Ya|

qui est plus grand que (|B~'||7" — 8(1 + yo))[|Y; — Y| En particulier,
IA(Y) = 2O = (IB7'[I7" = 8(1 + ) pour ¥ € 3B(0, @). Comme
|A(0)|| est inférieur 2 [|A||B + 88 + || D’lls0.»nB% on en déduit que
mo(g(graphe de ®)) contient B(0, ([|B~"||7" —8(1 + yo))a — | AllB — 88 —
1D\l 80.nB*) = B(O, ).
1l reste a majorer ||W(0)||. Ona:
[W(0) — WAONI = vl )]

(si on suppose que § < €()p, ¥)). On obtient alors (toujours avec la majora-
tion de la distance entre (0, 0) et (W(A(0)), A(0)) = g($(0), 0))

WO < (1+ ) (IAIB + 88 + |1 D8l 0.0 B7)-
C’est I’estimée que 1’on cherchait. O

On va passer maintenant a la démonstration des deux formules.

5 Démonstration de la premiere inégalité du théoreme

Commencons par rappeler la définition de 1’entropie métrique.

Notons d, (x, y) = maxo<j<,_1{d(f'(x), f(y))} et B,(x, §) la boule de
centre x et de rayon § pour cette métrique. Par le théoréme de Brin et Katok
(voir [4]), I’entropie métrique de w est donnée par la formule :

1
h(u) = }in(l)lim inf ——log (B, (x, 6))
— n n

pour p-presque tout x.
On va maintenant faire quelques uniformisations.
Soit As, = {x, (B, (x, 8)) < e MWntrny,
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Si § est pris petit on a

4 . 1 14
- =<u ({x , liminf ——1log (B, (x, §)) = h(p) — —})
5 n n 2

< M(Uno mnzno AS,n)-

En particulier, si on prend n grand ona: u(MNysn,Asn) > 3/4.

Rappelons que 1’on note Y I'ensemble des bons points de X X* pour la
théorie de Pesin.

Posons

aoz{xeY oy < ||C (x)i1||<— V(x)>ozo}

(voir le paragraphe 3 pour les notations). Si o est suffisamment petit, on
aﬁ(Yao) > 3/4d’ou /'L(Ano) > 1/2 avec Ano = n(Yao) N (mnznoAS,n)-

Maintenant, comme pour les points x de A,, on a u(B,(x,d)) <

e "wntrm on peut trouver un ensemble {x; h<icy d’éléments de A,, avec
N > je Ko tels que x; = (%) ol X; € Y, et avec les B, (x;, 5/2)
disjointes (i.e. les points x; sont (n, §)-séparés).

Voici le plan de la démonstration de la formule. Dans celle-ci, on adapte
des idées de J. Buzzi (voir [5]) et S.E. Newhouse (voir [21]) a notre con-
texte : celui des applications méromorphes. En chaque point x; nous allons
construire une variété stable approchée W; de dimension k — (s — ) + 1
(dans tout ce texte les dimensions seront des dimensions complexes). Cela
signifiera en particulier que le diametre de f7(W;) restera inférieur a §/4
(g=0,...,n—1)etqueles W, seront assez plates. Ensuite, dans un deux-
iéme paragraphe nous minorerons le volume k — s 4 [ 4+ 1-dimensionnel de
ces variétés par a peu pres e~ 2%om= 2" Le volume total de toutes ces
variétés est donc essentiellement supérieur a hn=2x =2 n ] ag W;
étant assez plates, on pourra trouver un plan P de dimension k —s+1+ 1 tel
que d’une part la projection de tous les W; sur P soit de volume minoré par
la méme quantité et d’autre part les W; seront des graphes au-dessus de P.
Maintenant, si 7 désigne la projection orthogonale sur P, la minoration
de volume implique que les fibres de 7; (qui sont des plans de dimen-
sion s — [ — 1) coupent UW; en moyenne en au moins e (W1 =2%m==2xn
points. Mais vu que les x; sont (n, §)-séparés et que les diametres des
poussés en avant des W; restent petits, I'intersection d’une fibre de m;
avec UW; donne des points (n, §/2)-séparés. Cela signifie qu’en moyenne
le nombre de points (n, §/2)-séparés dans une fibre de 7, est minoré par
=2 =2y, Enfin, dans le troisi¢éme paragraphe nous donnerons
une majoration de cette moyenne par essentiellement (maxo<,<;—;—1 d,)" et
cela prouvera I’inégalité.

5.1 Construction des variétés stables approchées. Rappelons que 1’on
AY1 = o> Yo ==X = -+ = xx. Onnotera E|(X), ..., E,(X)
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les E;(x) du théoreme d’Oseledec correspondant aux exposants i, ...,
Xs—i—1 €t Epy1(X), ..., E;(X) les E;(X) de xs—i, ..., xx (voir le para-
graphe 3 pour les notations). Soit :

E (X) =@ E(X) et EX)=0L, EX).

Par ailleurs, E (X) sera dans la suite coupé en deux parties. Soit n; le
nombre d’exposants parmi y;_y, ..., Xx qui sont strictement négatifs (bien
sir n; peut étre égal a 0). Alors, nous noterons E: (x) la somme directe
des E;(x) (i = m+1,...,q) correspondant aux y; strictement négatifs
et E2(X) la somme directe des autres E;(X) de E (X). La dimension de
E!(X) estdonc nj et celle de E2(X) estk —s+1+ 1 —ny.

Soit x un des N points x; (x = 7(X) avec X € ?0,0). On va construire
une variété stable approchée qui passe par x en utilisant la transformée de
graphe. Fixons yy > 0 trés petit devant «y. Dans toute la suite n sera pris
grand par rapport a des constantes qui dépendent de y, et y.

On se place maintenant dans
CU ENEF'®) ® C, (' @NE,(F'(F))
et on part de
(0P ™71 % B2(0, ™) x By (0,73,

otl B»(0, 7" est la boule de CK—*++1=71 de centre 0 et de rayon e~*7" et
B;(0, e3P est celle de C™ de centre 0 et de rayon e3P . Cet ensemble
est un graphe (®,,(Y), Y) au-dessus d’une partie de ¢, (f” (X)) E; (f" (x))
(avec @,(Y) = 0).

Lemme 11. L’image du graphe ($,(Y),Y) par gj wg) €St un graphe
(D,_1(Y), Y) au-dessus dune partie de ¢, (f” (X)) E, (f” '@y, 1
vérifie de plus || ®,-1 (Y1) — @, 1(Y2)| < V0||Y1 sl

Démonstration. 11 s’agit d’utiliser le théoreme du paragraphe 4.
Tout d’abord, si on prend pour abscisse C, l(f” X)E, (f" (X)) et pour
ordonnée ¢, (f”(x NE; (f”(x )), ona

gfn(x)(X Y)=(AX+R(X,Y),BY + U(X,Y))

avec
y < Al < [(Ar @) 7|
< —plArt @@ =a-pIBT!

par la proposition 9, le théoreme de y-réduction de Pesin et le fait que y
peut &tre supposé petit par rapport a des constantes qui ne dépendent que
des exposants de Lyapounov de .
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De plus, toujours par cette proposition,

max(|[DR(X, V)|, | DU(X, Y)]))
<z|C, (T EN ¢ (P @A @, A)PIX, Y

n—1
avec ||(X, V)| < % Mais comme les fonctions ||Ci1|| sont
Y

tempérées et que x est dans Yao, on peut supposer que
-~ —— ~ 1
|, (P En |, (@ < e
0

(voir [18, p. 668]) et on a d( f"~'(x), A) > age™ (voir le lemme 10).
Pour ||(X, Y)|| < e 2P, on obtient :

max(|DR(X, V)|, IDU(X, Y)|)) < eeP e

qui est treés petit car p peut étre supposé supérieur a 5. Cette quantité joue
le r6le de 6 dans le théoréme du paragraphe 4. Comme il est aussi petit que
I’on veut pourvu que n soit grand, on a bien démontré le lemme. O

Maintenant, de ce graphe (®,_;(Y), Y), on ne garde que la partie qui
se trouve au-dessus de {0} ~/~! x B»(0, e3"") x B;(0, e~*P") (on fait un
cut-off). Puis on prend son image par g fnl e ) qu1 de nouveau est un graphe

(D,_2(Y), Y) au-dessus d’une partie de C (f" 2(X))E; (f" 2(x)) avec
D, 2(Y)) — D, (YD) < wllY1 — Yall (la démonstration est exactement
la méme que dans le lemme précédent).

De ce graphe, on ne garde que la partie au-dessus {0} ~/~1 x B, (0, e=37")
x B (0, e737P") et on continue ainsi le procédé jusqu’a obtenir un graphe
(®¢(Y), Y) au-dessus d’une partie de C;l(f)Es (X)) qui vérifie || Dy (Y;) —
Dy(Y2)|l < wllY1 — Y2|l. Son image par 7, o C, (X)) est la variété stable
approchée que 1’on voulait construire au point x.

On va maintenant minorer le volume de cette variété.

5.2 Minoration du volume des variétés stables. Dans un premier temps,
on suppose que n| > 0.

On repart du graphe (®,,(Y), Y) et cette fois-ci on va tirer en arriere des
tranches de celui-ci. Plus précisément considérons :

0P X fay} X -+ X {@g—n,} x B1(0, ")

avec (ds_j, ..., Ar_n,) € By(0, e=4Prm),
Cet element _est un graphe (¥,(Z), Z) au-dessus d’une partie de
l(f”(x))E (f”(x))
Pour les mémes raisons que dans le paragraphe précédent, I’image de
ce graphe par g%n] (3 estun graphe (V,_1(Z), Z) au-dessus d’une partie de
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CU (L @) ENF (). 11 vérifie de plus [|W,—1(Z1) — W,1(Z)]| <
vollZ1 — Za|l.
Par ailleurs, ce graphe vérifie aussi le (pour yp < y) :

Lemme 12. La projection du graphe (V,_1(Z), Z) sur
C (T ENETN ()
contient la boule B1(0, e=3P") et |W,_1(0)| < e~*Pr+27,

Démonstration. On applique la deuxieme partie du théoréme de la trans-
formée de graphe du paragraphe 4.

Icia = e3P B = e *P" et ||[B~!||~! > e” car on a sélectionné les
exposants strictement négatifs.

Maintenant, on peut prendre r = e 2" (car (®,(Y),Y) vit dans
B(0, e72")) et en considérant les estimées obtenues 2 la fin de la dé-
monstration de la proposition 9, on en déduit (pour n grand) :

” ngf’ll(x) ” B(0,r) = e,

Comme dans le paragraphe précédent, le § du théoreme de la trans-
formée de graphe est tres petit. On en déduit donc bien que la projection
du graphe (V,,_1(Z), Z) sur ¢, (f" I(x ))E (f" (X)) contient la boule

B (0, e3P,
Pour la majoration de ||W,_1(0)| il y a deux cas. Soit n; = k — s +
[+ 1(@.e. x5, ..., xx sont tous strictement négatifs) et alors ||¥,_1(0)| =

|®,_1(0)|| =0.Soitn; < k— s+ 1+ 1etlanorme ||A] du théoreme du
paragraphe 4 est majorée par e”. L’estimée donnée dans ce théoréme donne
donc ||W,_; (0)|| < e~*P""*2¥ si y est trés petit devant y. |

Maintenant, on ne garde que la partie de ce graphe qui se trouve au-
dessus de {0} x B;(0, e~3P"). Remarquons que ce cut-off est finale-
ment le méme que celui du paragraphe précédent (ou on gardait la partie
au-dessus de {0}~/ x B, (0, e 737" x B, (0, e~3P"")). En effet, si on prend
un point Z dans B;(0,e"""), on a |¥, (Z) — ¥, (O] < nlZ| <
Yoe >P”". On en déduit que ||W,_;(Z)|| < 2ype """ et donc que la pro-
jection de (V,_{(Z), Z) sur C;](f”*](f))Es(]/‘\”*](f)) est incluse dans
B»(0, 737"y x By(0, e3P,

On recommence maintenant tout ce que I’on vient de faire en poussant en
avant par g%n]_] & et ainsi de suite. A la fin, on obtient un graphe (Vy(Z), Z)
au-dessus d’une partie de C; I(X)E!(X) qui contient By (0, e377") et avec
[Wo(0)|| < e P+ De plus ce graphe est assez plat car il vérifie
[Wo(Z1) — Wo(Z) | < vollZ1 — Z2].

En faisant varier (as_y, ..., dk—n,) € B2(0, e~*P), on a donc feuilleté
la variété stable approchée. Grace a cette propriété, nous allons pouvoir
minorer le volume k — s 4+ [ 4+ 1-dimensionnel de cette variété.
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On se place dans C,'(X)E,(X) & C,'(X)E;(X) & C, ' (X)E{(X) et
on considere un plan complexe de dimension k — n; de la forme x;_,, 41 =
be—n,+1s .., Xk = by avec (by—p,+1, ..., b)) € B1(0, e~37P"). Lintersec-
tion Iy de ce plan avec le graphe (®y(Y), Y) de la variété stable est de
dimension k —n; — s + 1 + 1. Nous allons minorer le volume k —n; — s +
[ + 1-dimensionnel de cette intersection par environ e 226N Cela
impliquera que le volume k — s + [ + 1-dimensionnel du graphe (®y(Y), ¥)
(on note W, cette variété) sera supérieur a

872xiln7~~~72x;n76ypnn1 )

En effet, par la formule de la coaire (voir [11, p. 258]), ce volume est
supérieur a :

f f d(]{Z(k*.H’l‘H 7n1)d!}€2n1 (Z)
B1(0,e=3ry Jry N ()W

(ol 7, est la projection orthogonale sur C; '{X)E 3 (x)). Et cette derniere

e —_ + —_——— + —
quantité est plus grande que e 2Xs—i" =2 n=6vpnni

Il reste donc a montrer que le volume iy = k—n; —s+/+1-dimensionnel
de Iy est supérieur a environ ek,

Avant cela faisons une remarque. On a supposé jusqu’ici que n; > 0.
Lorsque n; = 0, on ne fait pas le tranchage du début de ce paragraphe et on
passe directement a la minoration de Iy qui est égal a Wy que 1’on va faire
maintenant.

Dans un premier temps, on va évaluer le volume de g+ (/y) en fonction
de celui de 1. On a:

/ | A Dg(2)|"d.7¢* = volume(gz (1))
Ip

toujours par la formule de la coaire (ici on considere gz : Ip — g+(lp)
comme fonction sur Iy et Dgz(Z) désigne toujours la différentielle com-
plexe). Il s’agit de majorer || A Dgs(Z)| avec Z € I,. Tout d’abord cette
quantité est inférieure a ||A® Dgz(Z)|| ol cette fois-ci gz est considérée
comme fonction sur W,. Maintenant,

| A* Dgz(2)|| = 1 Dg=(Z)vi A -+ A Dg(Z)vy |

pour certains vy, ..., v, tangents a Wy (voir [1, pp. 119-120] pour les
propriétés des produits extérieurs). Soient ui, ..., u;, la projection sur
C;l(f)ES(Sc\) de vy, ..., v;. Cela signifie que pour i = 1,...,ip on

av;, = (DPy(P)a;, o) et u; = (0, ;) ou P est la projection orthogonale
de Z sur C;l(f)Es(f). D’apres le contrdle sur le graphe (®y(Y), Y), on
a|DPo(P)ail < yolleill. Celaimplique que [[vy A- - - Avjy —ur A= - Ay || <
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€(y0) avec €(yp) aussi petit que I’on veut pourvu que Yy le soit. En effet, si
on note G I’application linéaire

G(X,Y) = (DD(P)Y, Y) = (8 D@D?(P)) <§)

on a

lvi A Ay — g Ao Augll < [(A°G — A°T)(uy A Augy) |

w3 3)(3)

Enfin || A G — A T|| est aussi petit que 1’on veut pourvu que ¥ le soit (par
le théoréme des accroissements finis).
Maintenant,

|A® Dge(Z) | = |Dge(Z)vi A -+ A Dge(Z)v;, |

ou

vérifie -
| A% Dg(Z)| < | A Dge(O)ay A Auip)| + A+ B
avec
A = [ (A" Dgz(Z) — A* Dge(0))(vy A -+ Avy)|
B = |A°Dge(0)(vy A~ A vy — 1 A+ Aug) .

A est inférieur a || A Dgz(Z) — A Dg+(0)|| qui est aussi petit que I’on
veut pourvu que 1’on prenne n grand. En effet d’une part comme a chaque
étape on fait un cut-off, Z vit ici dans la boule centrée en (0,0) et de
rayon e~ 27" d’autre part on a un contrdle de la différentielle seconde qui
est donnée par la proposition 8.

Comme B est inférieur a €(yy), on obtient pour n grand (en particulier
devant des constantes qui dépendent de ) :

|A°Dg(2) | < || A DgzO) 1,z | + €(r0)-
Mais
| A Dge(0) 1 g || < @it Hom
ce qui implique que
| A Dge(2)| < et 4 (o).
Le volume de gz(/y) est donc majoré par

volume(lp) x eXXoit+2 +2rk (| 4 €(y0))*.
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Maintenant, on prend I'image de gz(lo) par g7 et ainsi de suite.
En faisant les mémes calculs que précédemment, on obtient alors une
majoration du volume ij-dimensionnel de g2(lp) par volume(ly) x
er;,n+~~~+2xk+n+2ykn(1 +€(J/0))2n-

Mais g%(Ip) rencontrent tous les
0P~ xfag g} x -+ X {ag—n, } x B1(0,e7")

avec (ds_y, ..., ar—y,) € B2(0, e~*P) . Le volume ij-dimensionnel de
g2(lp) est donc supérieur a e~ 8riovt - Autrement dit, on a minoré le vol-
ume de [ par :

ef2x;ln7m72x:n72ykn78pyi0n (1 + E(VO))izn

qui est supérieur a

672X;1n7~~72x;‘n7]0pykn
(car yy est tres petit devant y).

C’est la minoration que 1’on cherchait car on obtient une minoration du
volume de W, par

e—ZXl:ln—---—ZX;'n—mpykn .

On va passer a la majoration du volume de toutes ces variétés stables
a I’aide des degrés dynamiques de f.

5.3 Majoration du volume. Nous avons construit des variétés stables pour
chaque x; (i = 1,..., N) au-dessus de C;, Y(x,) E,(%;). Considérons main-
tenant I’image de ces variétés par les C, (x;). Chaque image est un graphe
au-dessus de E(x;) (pour le repere E, (x;) ® E;(x;)). De plus, si (®(Y), Y)
estl’'und’eux,ona ||[®(Y;) — P(Vr)| < Z{—‘z’ |lY1 — Y|l qui est aussi petit que
I’on veut pourvu que y, soit petit par rappoort a agp (ce que I’on a supposé).
Quitte a remplacer N par N/K ou K est une constante qui ne dépend que
de X, on peut supposer que tous ces graphes vivent dans une carte fixée
¥ : U — X et que les x; sont a distance au moins €y du bord de U (cela
signifie que 7y, est égal a y modulo une translation). Toujours quitte a rem-
placer N par N/K, on peut supposer que les graphes précédents sont des
graphes au-dessus d’un plan complexe P de dimension k — s 4+ [+ 1 et que
la projection de chaque graphe sur P est de volume supérieur a
e—ZXStln—~~~—2X;rn—l6pykn

(éventuellement redivisé par une constante). Dans ce qui précede le plan P
peut &tre bougé un petit peu.
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Le volume k —s+/+ 1-dimensionnel de la projection de tous les graphes
W(x;) sur P est donc supérieur a :

eh(u)n—2xf,,n—---—2x,jn—20pykn .

Nous allons maintenant majorer ce volume a I’aide des degrés dy-
namiques.

Notons, 73 la projection orthogonale sur P. r3 (U) vitdans un compact K
de P et pour a € K, F, désignera la fibre 75 "(a). Elle est de dimension
s — [ — 1. Dans la suite da sera la mesure de Lebesgue sur un voisinage
de K dans P.

Si W, = Ui’\;  W(x;) et n(a) désigne le nombre d’intersection de F, avec
W,,ona:

/ n(a)da = volume de la projection de ‘W, sur P

est supérieur a

eh(#)"—ZX:ZI”—'"—ZX:"—ZOPJ’/(" .

Cependant, pour a fixé, les images par ¥ des points d’intersection entre
F, et W, sont (n, §/2)-séparés. En effet considérons y; € ¥(F, N W(x;)) et
2 € Y(F,N W(x;)). Par définition des x;, on a d, (x;, x;) > §. Cela signifie
qu’il existe / compris entre 0 et n — 1 avec d( f'(x;), fl(xj)) > §. Mais le
diametre de f'(Y(W(x;))) et de fl(w(W(xj))) est inférieur a 6/4 (car on
a fait des cut-off) ce qui implique que d( f'(y1), f'(y2)) > 8/2. Les points
y1 et y, sont (n, §/2)-séparés.

Si Q¢ = X \U,ez f"(If), onnotera I', (a) I’adhérence de {(z, f(2), ...,
"), z€ Y(F,NU)NQ s} dans X". C’estle multigraphe de y(F,NU).
On munit X" de la forme de Kihler w, = Y ;_, IT¥w o les I1; sont les
projections de X" sur ses facteurs. Maintenant, on a :

Lemme 13.

/Volume(F,,(a))da > c((S)/n(a)da.

Démonstration. La démonstration est la méme que dans [3] (paragraphe 5)
et [15]. Elle repose sur le théoreme de Lelong (voir [19]). Nous la donnons
par confort pour le lecteur.

On fixe a. Les n-orbites des points d’intersection entre ¥ (F, N U) et
Y (‘'Wy) induisent un ensemble F de I', (a) qui est §/2-séparé pour la métrique
produit de X". Cela signifie que les n(a) boules B(y, §/4) avec y € F sont
disjointes. Par le théoreme de Lelong, le volume de I'),(a) N B(y, §/4) est
minoré par une constante ¢(§). On en déduit donc que le volume de I'),(a)
est plus grand que c(§)n(a). Cela démontre le lemme. O
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f volume(I",,(a))da = / f wf;l_lda
n(a)
est égal a

/< Z /w(FamU)me(f”I) WON - A (f"sfl—l) a))da

0<np,....,ng—j—1<n—1

Maintenant,

par définition de w, et le fait que I’on peut prendre P générique. Soit Q2 =
f[x//(Fa N U)lda avec [y (F, N U)] le courant d’intégration sur {(F, N U).
2 est une forme de bidimension (s —/ — 1,s — 1 — 1).

De I’égalité précédente, on déduit que :

f volume (T, (a))da = / QA "Y' DA - A (5w,
0<ny,. ns —1<n—1 Q2
qui est inférieur a
CO / k—s+I1+1 A (f"')*a)/\ N (f"s - 1)*
0=ny,...,n5—1— 1<n 178

ou Cy est une constante telle que 2 < Cows**1 En utilisant le lemme 5
avec ¢ = s — [ — 1, on obtient :

/Volume(Fn(a))da <ecn'm ]( max d;+e)".

0<j=<s—I-1

Finalement, en combinant les inégalités obtenues, on a :

- [ s ST Dyl S
Csl’ls 1 l( max dj +E)n > eh(p,)n 2%, 25, n 20p)/kn’
0<j<s—I-1

qui implique la premiere inégalité du théoréme.

6 Démonstration de la deuxieme inégalité du théoreme

Comme la démonstration est a peu prés la méme que pour la premiere
formule, on ne fera que I’esquisser.

Rappelons quel'ona x; > ... > Xy = ... = Xgqr > Xs4l41 = - - = X
PourX € Y,,,onnotera E1(X), ..., E,(X) les E;(X) correspondant aux ex-
posantS XLy ovos X+l et Em-‘rl(f)’ B Eq(f) les El(f) de Xs+lU415 «+ -5 Xk-
Soit :

E(®) =@ E®) e E®) =L, E®).
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Par ailleurs, E,(X) sera dans la suite coupé en deux parties. Soit n; le
nombre d’exposants parmi xi, ..., X5y qui sont strictement positifs (bien
sr ny peut étre égal a 0). Alors, nous noterons E 1]4 (x) la somme directe des
E;(X) (i = 1,...,m) correspondant aux y; strictement positifs et E>(X)
la somme directe des autres E;(X) de E,(¥). La dimension de E!(X) est
donc n; et celle de E2(X) ests +1' — n;.

On reprend les N points x; du paragraphe précédent. En chaque f”(x;),
on peut construire des variétés instables approchées de dimension s + [’ par
le procédé suivant. Soit x un des x; (on a x = 7(X) avec X € Yy,). On se
place dans C;'(X) E,(X) @ C,'(X) E¢(X) et on part de

Bi(0, e3Py x By(0, e~y x (0

oll B;(0, e73P"") est la boule de C™ de centre 0 et de rayon e 3" et
B>(0, e=#P) celle de C5/' ™ de centre 0 et de rayon e~#7"". Cet ensemble
est un graphe (X, ®o(X)) au-dessus d’une partie de C; I{X)E,(X) (avec
®y(X) = 0). Toujours grace a la transformée de graphe et le procédé de
cut-off appliqués aux 87ix) On obtient un graphe (X, ®,(X)) au-dessus
d’une partie de C I f” NE,( f "(X)). Par les mémes arguments qu’au

paragraphe precedent le volume s + [’-dimensionnel de ce graphe est
supérieur a

erl_n+~~~+2X;rl,n—l6pykn )

Pour chaque x;, on considere I'image du graphe construit au-dessus de
l(f”( N E, (f"(x )) par C (f"(x )). On notera W(x;) cette image et

WL, = UY, W(x;). Comme dans le paragraphe précédent, quitte 2 changer N
en N/K, on peut supposer que les N variétés W(x;) vivent dans une carte
¥ U — X fixée, que les W(x;) sont des graphes au-dessus d’un plan P de
dimension s + [’ et que le volume s + /’-dimensionnel de la projection par
4 des W(x;) sur P est supérieur a

eZX]_n+~~~+2x;rl,n7]6pykn'
Maintenant, 774 (U) vit dans un compact K de P et pour a € K on notera

F, lafibre (a). Si n(a) désigne le nombre d’intersection entre F, et ‘W,
et da la mesure de Lebesgue sur un voisinage de K dans P,on a:

/n(a)da > eh(u)n+2xl_n+~~~+2x;rl,n—20yknp.

Les points d’intersection entre F,, et ‘W, induisent un ensemble (n, §/2)-
séparé dans (¥ (F, N U)). En effet les gfn( )(C (f”(x ))W(x;)) sont
de diametre tres petit (pour j =0, ..., n) et les x; sont (n, §)-séparés.



Sur les exposants de Lyapounov des applications méromorphes 113

Si on note I',, (a) le multigraphe de f~"(y(F, NU)), on a alors (toujours
par le théoreme de Lelong) :

/Volume(Fn(a))da > C(S)/n(a)da.

Pour finir il reste 2 majorer [volume(T',(a))da.
Par un raisonnement équivalent a celui du paragraphe précédent, cette
intégrale est inférieure a :

C; Z /S;f(f")*wsﬂrl/ A (fm)*w A A (fnk*“*l')*w,

0<ny,...np_s_p<n—1

ou C; est une constante qui ne dépend que de X. En utilisant le lemme 6,
on obtient :
h(u)n+2xl_n+~~~+2x5_+l,n720yknp

_ ,7/
cen™* 7" ( max di+e)" >e
s+H'<j<k

Cela démontre la deuxieme inégalité.

7 Le cas des difféomorphismes de classe C'*

Dans ce paragraphe, nous suivons la demande du referee en donnant une
version de notre théoréme pour les difféomorphismes de classe C'™* dans
les variétés Riemanniennes compactes. Nous aboutirons ainsi a une inégalité
plus faible que celle de J. Buzzi (voir [5]). Commengons par préciser le cadre
de ce paragraphe.

Soit X une variété Riemannienne lisse compacte de dimension k et f un
difféomorphisme de classe C'*.

J. Buzzi a introduit dans [5] des notions d’entropie directionnelle. Dans
ce paragraphe, nous considererons la suivante : pour p compris entre 1 et &,
on note

8 :={o:]1-1,1[” = X, o de classe C*°}.

On définit le p-volume de o € 47 par la formule :
vp(0) = / |APT o |dA(x),
1-1,117

ou dA est la mesure de Lebesgue sur |— 1, 1[” et |A’T,o| est la norme de
I’application linéaire A?T o : APT,(]— 1, 1[?) = APT,, X induite par la
métrique Riemannienne sur X (voir [21]).

Nous désignerons par 47(f) les éléments o de 47 pour lesquels le
p-volume est inférieur ou égal a r.
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L’entropie p-directionnelle de f est alors définie par (voir [5])

1
h,(f) _llmhmhmsup— sup logr(8,n,o(]— 1, 1[7)).

08=0 5400 M 5esP(r)

Ici r(8, n, o(]— 1, 1[P)) est le cardinal maximal d’un ensemble (n, §)-
séparé inclus dans o(]— 1, 1[7).
Alors, nous avons le :

Théoreme 14. Soient (1 une mesure invariante, ergodique et x; > -+ > xx
les exposants de Lyapounov de L.
Fixons 1 < s < k. On définit | = I(s) par :

X122 Xs—l=1 > Xs—1 = =" = Xs = Xs#1 = = Xko

ous—lestégalalsiy = = xs.
Alors, on a l’inégalité suivante :

h(u) < hya () + x5+ -+ xd

ou h() est I’entropie métrique de | et Xf = max(y;, 0).

Lapreuve de ce théoréme s’obtient en faisant des modifications mineures
sur notre démonstration. Il s’agit d’utiliser I’'introduction du paragraphe 5, le
paragraphe 5.1 (qui suivent des idées de S.E. Newhouse et J. Buzzi (voir [21]
et [5])) et enfin le paragraphe 5.2 (qui difféere de [21] et [5] et ou on réalise la
minoration du volume des variétés stables approchées en les feuilletant par
des sous-variétés stables). Tous les autres paragraphes concernent les appli-
cations méromorphes et sont donc inutiles pour la preuve de cette inégalité.

Expliquons un certain nombre des petites modifications qu’il faut ef-
fectuer sur notre démonstration pour prouver 1’inégalité ci-dessus.

Tout d’abord pour les rappels. La théorie de Pesin pour les difféomor-
phismes de classe C'™ est bien connue (voir par exemple [18]). Pour la
preuve, on a besoin d’un analogue des propositions 8 et 9. On trouvera
essentiellement la démonstration de cet analogue dans la preuve du théo-
reme S.3.1 de [18]. Pour la transformée de graphe (voir le paragraphe 4), il
faut supposer g de classe C'*™ (i.e. | Dg(P) — Dg(Q)|| < L||P — Q|) et
se placer dans R¥. La seule chose qui change dans le théoréme c’est qu’il
faut remplacer || D%g|| 2ll 5. B2 par LB+ dans les formules.

Passons maintenant a la preuve de 1’inégalité. Elle commence au début
du paragraphe 5. Il s’agit ici et dans toute Ia suite d’enlever les extensions
naturelles et la fonction V (car on considere un difféomorphisme). Ensuite
dans le plan de la preuve, on remplace la dimension complexe par la di-
mension réelle et les 2" par x;". A la fin on change la phrase “Enfin, dans
le troisieme paragraphe...” par la suivante : “Pour finir la démonstration, il
suffit de majorer le nombre de points (n, §/2)-séparés dans une fibre de
en utilisant i;_;_;(f) et on aboutit ainsi a I’inégalité annoncée.”
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La démonstration continue avec le paragraphe 5.1. Ici il s’agit de tout
recopier en supposant p grand par rapport a 1/«, en utilisant I’analogue de
la proposition 9 et en changeant C par R.

Ensuite, dans le paragraphe 5.2, il faut remplacer les 2x; par y;,
FOHE=sHHI=m) pap gek=s+iHI=nm et 202 par #™ . 115’ agit apres de considérer
la différentielle réelle et de changer

/ | A Dg(2) |3 = volume(gz (1))
)

par
/ | A Dg(Z)||d3t" = volume(gx (o))
Io

(formule de la coaire en réel). Enfin quand on parle de la différentielle
seconde de gz, il faut remplacer cet argument en utilisant le caracteére Holder
de la différentielle de f.
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