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Résumé Dans cet article, nous construisons des transferts au sens de la théorie des
complexes motiviques de V. Voeovdsky (cf [1], chap. 5) sur les groupes de Chow
a coefficients définis par M. Rost. On remarquera particulierement que ceci définit
des transferts sur les faisceaux de K-théorie de Milnor non ramifié en méme temps
que sur les groupes de Chow classiques griace a une méthode unifiée. Enfin, la
méthode donne des transferts dans le cas d’un corps non nécessairement parfait, et
permet d’obtenir un large éventail de faisceaux avec transferts dont la cohomologie
est invariante par homotopie alors que la théorie de Voevodsky ne donne de tels
faisceaux que dans le cas ou le corps est parfait.

Transfers on Chow groups with coefficients

Abstract In this article, we construct canonical transfers, in the sense of
V. Voevodsky, on Chow groups with coefficients introduced by M. Rost. As a
concrete example, we get such a structure for unramified Milnor K-theory and for
the classical Chow groups using a unified method. It is important to underline that
this theory works over any base field, even in the non perfect case. This gives a lot
of examples of sheaves with transfers which have homotopy invariant cohomology
over non perfect fields, in contrast with the fact that the theory of Voevodsky works
only for perfect fields.

Notations

On fixe un corps de base k. On dit qu'un k-schéma est essentiellement de type
fini s’il est localement pour la topologie de Zariski isomorphe au spectre d’une
k-algebre essentiellement de type fini.

On fixe un k-schéma essentiellement de type fini S.
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316 F. Déglise

Les schémas que I’on considere sont tous munis d’une structure de S-schéma
telle que le k-schéma sous-jacent est séparé et essentiellement de type fini. On dira
par abus de langage qu’un tel schéma est lisse si il est formellement lisse sur S.

De méme, les corps E que 1’on considere sont tous des points Spec (E) — S
et sont de degré de transcendance fini sur k. Les morphismes de corps respectent
cette structure. Les valuations v sur E sont toujours supposées telles que 1’anneau
des entiers de v est une sous-k-algebre de E essentiellement de type fini.

Lorsque Z est un sous-schéma fermé d’un schéma X, on note CzX le cone
normal de Z dans X. SiI’immersion de Z dans X est réguliere, ce cone est un fibré
isomorphe au fibré normal de Z dans X que I’on note Nz X.

Introduction

Le but final de cet article est de construire des transferts au sens de [1], chap. 5 sur
les groupes de Chow a coefficients définis dans [7] (cf prop. 6.9). L’idée principale
est d’utiliser 1’action canonique des groupes de Chow classiques, facteurs directs
des groupes de Chow a coefficients dans la K-théorie de Milnor, sur les groupes de
Chow a coefficients quelconques (cf ex. 5.5).

Pour mener cette méthode a bien, nous avons besoin de compléter la théorie de
I’intersection construite par Rost pour les groupes de Chow a coefficients.

Nous commengons cet article par rappeler synthétiquement la théorie des mod-
ules de cycles définie par M. Rost (cf [7]). Cette partie ne contient que des défi-
nitions et des résultats de Rost cités sans preuve. L'intérét pour nous est aussi
de fixer quelques conventions qui différent un peu de 1’article original [7]. Ainsi,
nous utilisons plut6t I’indexation cohomologique des groupes de Chow a coeffi-
cients, et nous numérotons la deuxiéme graduation des groupes de Chow (appelés
«twists») différement de celle adoptée dans loc.cit. (cf rem. 1.5). Par ailleurs, nous
considérons par la notation e— des morphismes de complexes de cocycles a
coefficients a homotopie preés.

Les trois parties suivantes visent a introduire les morphismes de Gysin raffinés
(cf 4.1) qui nous permettent d’énoncer une formule de projection généralisée (par.
4.5). On en déduit une théorie des morphismes de Gysin associés a des morphismes
localement d’intersection complete et nous montrons toutes les propriétés standards
de ces morphismes comme 1’associativité et la formule de projection. On notera
particulierement que, bien que I’associativité résulte essentiellement de la méthode
introduite dans [7] (cf proposition 3.22), la formule de projection est démontrée
grice a la considération des morphismes de Gysin raffinés (cf corollaire 4.6 et
proposition 5.9).

Larticle se clot par la construction des transferts sur les groupes de Chow a
coefficients dans un module de cycle sur k, sans supposer que k est parfait. La
difficultée principale, une fois que la définition est en place, est de démontrer la
compatibilité des transferts au produit de composition des correspondances finies.
Notons que cette vérification est délicate et qu’elle n’apparait pour le moment que
rarement dans la littérature. Une fois que toute les propriétés requises pour ces
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transferts ont ét€ obtenue, nous obtenons aussi une expression plus simple pour ces
transferts (cf 6.6).

Signalons que cette construction sera utilisée, dans le cas d’un corps parfait pour
montrer que le foncteur qui a un module de cycles associe un faisceau avec trans-
ferts invariant par homotopie définit un foncteur pleinement fidele de la catégorie
des modules de cycles dans la catégorie formée par ces faisceaux — et donc dans la
catégorie des complexes motiviques définie dans [1], chap. 5.

1. Rappels et notations

Nous effectuons quelques rappels concernant la théorie des modules de cycles de
M. Rost (cf [7]).

1.1. Pré-modules de cycles

Rappelons qu’un pré-module de cycles M sur S est la donnée d’un foncteur covari-
ant qui a tout corps E associe un module gradué M (E) sur I’anneau gradué K f’l (E)
de K-théorie de Milnor de E. Ce foncteur est muni de deux structures supplémen-
taires :

1. Pour toute extension finie de corps L/E, on se donne un morphisme M (L) —
M (E) de degré 0.

2. Pour tout corps valué (E, v) de corps résiduel « (v), on se donne un morphisme
M(E) - M(k(v)) de degré —1.

Ces données doivent de plus satisfaire plusieurs relations, qui sont celles véri-
fiées par le foncteur de K-théorie de Milnor.

De maniere plus précise, on peut décrire formellement ces relations en
introduisant une catégorie intermédiaire &s telle que les modules de cycles soient
exactement les foncteurs covariants de &s vers la catégorie des groupes abéliens.

La catégorie &5 a pour objets les couples (E, n) formée d’un corps E et d’un
entier n € Z et nous décrivons ses morphismes par générateurs et relations :
Générateurs :

D1: ¢,:(E,n) > (L,n)pourg : E — L,n € Z.

D2: ¢*:(L,n) — (E,n),pour ¢ : E — L fini,n € Z.

D3: y,:(E,n) = (E,n+r),pourx € KM(E),n € Z.

D4: 9, :(E,n) — (k(v),n — 1)), pour (E, v) corps valué, n € Z.

Relations :

RO : Pour tous x € Kf’I(E), y e Kf’I(E), Yx O Vy = Vry

Rla: (Y o @)x = Y 0 @

RIb: ( 09)* = p* o Y*

Rlc: Soit¢p : K — E, ¢ : K — L fini. Pour z € Spec (E ®k L), notons
¢.: L - E®g L/zety, : E > E ®g L/z les morphismes induits :
V™ = 3 especEax 1) 18(E ®k Le).(8)" (¥o)x
ol pour un anneau artinien A, I’entier Ig(A) désigne la longeur de A.

R2a: pourtous ¢ : E — L,x € KM(E), ¢s 0 yx = Vp.(x) © s
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R2b : pourtous ¢ : E — L fini, x € KM(E), ¢* 0 yy,x) = vx 0 @*

R2c: pourtous ¢ : E — L fini, y € KM (L), ¢* 0 yy 0 s = V()

R3a: Soit ¢ : E — L, v valuation sur L, w valuation sur E telles que
v|gx = e.w avec e > 0. Notons ¢ : k(w) — k(v) le morphisme induit :
0y 0 5 = €.9x 0 Dy

R3b : Soit ¢ : E — L fini, v valuation sur E. Si w est une extension de v a
L, on note ¢,, le morphisme induit par ¢ sur les corps résiduels :
dy Ow* = Zw/v (/_J;zk) 0 Oy

R3c: Soit¢ : E — L, v valuation sur L nulle sur E* : 9, o o5 =0

R3d : pour (E, v) corps valué, w uniformisante de v : 9, o Y{—x) 0 @ = @«

R3e : pour (E, v) corps valué, u unité de v : 9y o Yy} = —V{a) © Op.

Définition 1.1. Un pré-module de cycles sur S est un foncteur M : & — ob. Un
morphisme de pré-modules de cycles est une transformation naturelle.

1.2. Modules de cycles

Les définitions qui suivent ont pour but d’associer a tout schéma X et tout module
de cycles M un complexe de «cycles de X a coefficients dans M» analogue a celui
construit par Kato dans [4] avec la K-théorie de Milnor :

Définition 1.2. Soient M un pré-module de cycles sur S, et X un schéma.
1. Pour tout point x de X, on pose M (x) = M (x(x)).

2. Supposons X normal. Soit 1 son point générique et z un point de codimension
1. Alors z correspond a une valuation discréte v, sur le corps des fonctions de
X, égal a k(n). D’apres I’axiome D4, on définit donc

X =8y, : M) - M(2).

3. Soient x et y des points de X. On note Z I’adhérence réduite de x dans X. On
note Z le normalisé de Z ; le morphisme canonique f Z — Z est fini.
Supposons que y e ZW, et notons Z la ﬁbre de f au-dessus de y. Alors,

tout point 7 € Z est de codimension 1 dans Z. Pour un tel point z, on note
¢, k(y) = K(Z) le morphisme induit par f sur les corps résiduels ; c’est un
morphisme fini.
On pose alors :
Y prodtsiyez®

3; = J zeZ, tM(x) —> M(y).
0 sinon

Avec ces notations, nous pouvons introduire les deux axiomes suivants sur les
pré-modules de cycles :

Définition 1.3. Soit M un pré-module de cycles sur S. On dit que M est un module
de cycles si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
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(FD) Pour tout schéma normal X de point générique 0, et pour tout p € M (n),
Uensemble {x € XV | 8)(p) £ 0} est fini.

(C) Pour tout schéma X intégre, local et de dimension 2, dont on note 0 le point
générique et xq le point fermé, on a

X n _
> a5 0dl =0.
xex®

On note # Cyclg la catégorie des modules de cycles sur S, munie des mor-
phismes de pré-modules de cycles.

Comme annoncé, on obtient finalement le complexe de (co)cycles a coefficients
dans M :
Définition 1.4. Soient M un module de cycles sur S, et X un schéma.

Pour tout entier naturel p, on pose :

crix: My = @ Mw).
xeX®
Pour tout entier naturel p, on définit un morphisme

dy v = > a;.

(x,y)eXW)xX(l’“)

D’apres les axiomes des modules de cycles, C*(X; M), muni de ces morphis-
mes, est un complexe. On définit le p-ieme groupe de Chow a coefficients dans M,
noté AP (X; M), comme le p-ieme groupe de cohomologie du complexe de cocycles
a coefficients dans M.

Remarque 1.5. Les groupes abéliens C?(X; M) porte une graduation naturelle
induite par la graduation de M : CP(X; M), = @xexw M, (x). Comme les
différentielles sont homogenes par rapport a cette graduation, les groupes A? (X; M)
sont aussi naturellement gradués. Nous appelons les indices de cette graduation les
twists.

Exemple 1.6. Pour justifier la terminologie «groupe de Chow a coefficients», le lec-
teur observera que dans le cas ou M = Kf/[, pour le twist 0, A?(X; Ki”)o est le
groupe des cycles de X de codimension p modulo équivalence rationnelle.

Nous aurons besoin de la caractérisation suivante, due a M. Rost (cf loc. cit.
2.3), des modules de cycles sur un corps parfait :

Théoreme 1.7 (Rost). Supposons que k est parfait.

Soit M un pré-module de cycles sur k. Alors, M est un module de cycles si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées pour toute extension de type fini
E/k:

(FDL) Pour tout p € E(t), l’ensemble

{v valuation géométrique sur E(t)/E | 9,(p) # 0}

est fini.
(WR) Soit 0o le résidu associé a la valuation a linfini de E(t), alors

3o (A%(AL; M) = 0.

La référence pour ce théoreme est [7] theorem 2.3.
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1.3. Morphismes des complexes de cocycles a coefficients

Nous fixons maintenant un module de cycles M sur S.

Soient X et ¥ des S-schémas.

Nous noterons conventionellement X e— Y toute collection o de morphismes
de groupes abéliens C”(X; M), — Cp+d(Y; M), indexée par p € Z, ou (d, n)
est un couple d’entiers fixé, appelé bidegré de «, qui commutent au signe prés avec
les différentielles. Par ailleurs, nous considérons plutot les classes formées par ces
morphismes a homotopie pres.

De tels morphismes induisent donc un morphisme canonique sur la cohomolo-
gie des complexes, c’est-a-dire les groupes de Chow a coefficients, avec le méme
bidegré. Ce sont ces morphismes qui nous intéressent in fine.

Un morphisme « : Xe—> Y est donc défini par une collection de morphismes
(éventuellement nuls) a;f *M(y) > M(x)pourx € XetyeY.

Si L/E est une extension de corps, ¢ : E — L I’inclusion canonique. Nous
notons encore, suivant Rost, 1y /g = ¢y : M(E) — M(L) (resp. c /g = o*
M(L) - M(E) si L/E est finie).

Rappelons les quatres morphismes de base introduits par Rost :

Soit X, Y des S-schémas, et f : ¥ — X un morphisme de dimension relative
constant d :

1. Si f estplat, on définit f* : Xe—> Y de bidegré (0, 0) tel que :

oy = 11801 ) T e six = f(0). Z = 5 req
Y 0 sinon

2. Si f est propre, on définit f, : Ye—> X de bidegré (d, 0) tel que :

(f)f = Ce()/i(y) 81 f(x) =y, et (x)/k(y) est finie
*y T 0 sinon.

3. Soientay, ..., ar € G, (X). On définit {ay, ..., a,} : Xe—> X de bidegré (0, r)
en posant

(a1, . a,}3(0) = {{m(x), ...(;ar(x)}.o z;f(m: y

ou a;(x) désigne la fibre de a; au point x, et {a;(x), ..., a,(x)} est vu comme
un élément de KM (i (x)).

4. Si Z est un fermé de X, posant U = X — Z, on définit un morphisme, ag :
Ue—> Z de bidegré (1, —1) par la formule :

05y, =}
pour x € Z, y € U, les morphismes 3y - M(y) — M(x) désignant les

morphismes des différentielles du complexe X.

D’apres [7], 4.6, ces quatres morphismes commutent ou anti-commutent aux
différentielles des complexes de cycles a coefficients. Par ailleurs, le pullback et le
pushout sont fonctoriels (cf [7], 4.1).
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Remarque 1.8. Le fait que ces quatres morphismes commutent effectivement aux
différentielles des complexes en jeu n’est pas une conséquence immédiate des
axiomes, et c’est méme, a notre avis, un des points délicats sur lesquels repose la
théorie de M. Rost. Ainsi, dans le cas de f, il utilise la propriété (RC) que vérifient
les modules de cycles (cf dem. de 4.6). Cette derniere découle des axiomes (FD) et
(H) des modules de cycles (cf loc.cit., étape 3 de la démonstration de (2.2) et (2.3)
pour cette derniere affirmation). Rappelons que la propriété (RC) est un analogue
de la loi de réciprocité de Weil.

Les deux premiers types de morphismes sont 1’analogue de la fonctorialité bien
connue des groupes de Chow (et la généralise effectivement d’apres I’exemple 1.6).
On obtient de méme une formule de projection :

Proposition 1.9 (Rost, 4.1). Soit y’ A X' un carré cartésien tel que p est

gj/ if
P
Y —X
plat, et f est propre. Alors, p* fi = g«q*.

2. Spécialisation au cone normal

Dans les trois parties qui suivent, nous fixons un module de cycles M sur § et
adoptons la convention de 1.3 en ce qui concerne le symbole e—.

Comme premiere application du formalisme des modules de cycles introduits
par Rost, nous rappelons ici sa définition du morphisme de spécialisation. Nous
démontrons par ailleurs une propriété élémentaire de cette spécialisation qui ne
se trouve pas dans [7]. Le lecteur trouvera dans celle-ci un premier exemple de
I’utilisation du formalisme des modules de cycles.

Rappelons tout d’abord qu’a toute immersion fermée, i : ¥ — X, Rost asso-
cie un espace de déformation (qui est une variante de I’espace de déformation de
Fulton dans [2], chap. 5) noté Dy X. C’est un espace muni d’un morphisme plat
DyX — A}c dont la fibre au-dessus de 1 est X et la fibre au-dessus de O est Cy X.
Par ailleurs Dy X x Al A,i — {0} ~ G,,;, x X. Dans la suite, on écrira donc par abus
DyX = CyX uG,, x X, considérant Cy X comme un fermé et G,;, x X comme
I’ouvert complémentaire.

Définition 2.1. Soit i : Y — X une immersion fermée. On appelle morphisme de
spécialisation au cone normal, noté J(X,Y), le morphisme composé

Xon—>XxGmoﬁ>XxGmoa—>CyX

oun : X x Gy, — X estlaprojection, t est la fonction coordonnée canonique sur
Gy, et 9 est le morphisme bord pour la réunion DyX = CyX UG, x X. C’est
un morphisme de degré 0.

On notera souvent, comme dans [2], oy X ce morphisme de spécialisation.
La proposition suivante est le lemme 11.3 de [7] :
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Proposition 2.2. Considérons un carré cartésien Y’(—j> X’ tel que i est une
gy S
Y& X
immersion fermée et f un morphisme plat.
Onnote Cf : Cy'X' — CyX le morphisme de cones attaché i ce carré.
Alors Cf est plat et le diagramme suivant est commutatif :

X
X.OY—> CYX
f*J: o e
oy X

Par contre, la fonctorialité par rapport au morphisme image directe n’est pas
énoncée ; on le fait maintenant :

Proposition 2.3. Considérons un carré cartésien Y’C—'/> X’ tel que i est une
gy S
Y& x
immersion fermée et f est propre.
Onnote Cf : Cy: X' — CyX le morphisme de cone attaché a ce carré.
Alors Cf est propre et le diagramme suivant est commutatif

O'YrX/
X/ ~—> Cle/

f*l I(Cf)*
CTyX
XH CYX'

Preuve. Rappelons la fonctorialité du cone normal :

Cy X I g*(CyX) 2> Cy X

~.

Yy —X.

Puisque Y/ = Y x x X', h est une immersion fermée et g, donc g’ sont propres. En
particulier, Cf = g’ o h est propre.
On doit montrer que le diagramme suivant est commutatif :

1% {t} 8/
X o> Gy x X o> G,y x X/-»Cy/x’.\hi
S g*(CYX),

b/ ’

- /.
X'—>Gmxx0ﬂ>GmXXOa—>CyX 8

dans lequel on a noté 9 (resp. 8”) le morphisme bord pour Dy X = Cy X UG, x X
(resp. Dy X = Cy X UGy, x X').
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Or, on a aussi une fonctorialité de I’espace de déformation :

Dy X' 1> Dy X xy X' > Dyx

\Ai,Li

Ay

ot le morphisme % est une immersion fermée, et le morphisme f est propre. Cette
fonctorialité est compatible avec la fonctorialité du cone normal, ce que I’on résume
par le diagramme commutatif

L
Gy x X' — Gy x X' 25 G, x X

Dy X' > Dy X xy X' —> Dyx

Cy X' —> g*(CyX) 5> Cyx,

formé de carrés cartésiens. o
On peut donc appliquer la proposition 4.4 de [7] au morphisme propre f o /4 ;
on en déduit le diagramme commutatif :

G X X' o——> Cypr X'
(] Jgom.
G x Xo—L > CyX.

11 suffit maintenant pour conclure d’appliquer la fonctorialité du pushout et la for-
mule de projection (prop. 1.8). O

3. Morphismes de Gysin
3.1. Immersion fermée réguliere

Dans cette sous-section, on suit le traitement de [2] de la théorie de 1’intersection,
en rappelant la définition du morphisme de Gysin qui intervient implicitement dans
I’article [7]. On s’appuie encore ici pour une large part sur les résultats de loc.cit.
Rappellons ainsi le corollaire de la proposition 8.6 de loc.cit. :

Proposition 3.1 (Rost). Soient E/ X un fibré vectoriel sur X, et p : E — X la
projection canonique.
Alors, le morphisme p* : Xe—> E est un isomorphisme.

Remarque 3.2. C’est1’unique endroit ou nous utiliserons le fait que les morphismes
de complexes sont vus a homotopie pres. En effet, Rost montre plus précisément
que p* est une équivalence d’homotopie et construit & ’aide de choix canoniques
appelés «coordinations» un inverse homotopique explicite (cf [7], §9). Sil’on tient
a travailler avec des morphismes de complexes et non des classes d’équivalences
pour la relation d’homotopie, on peut toujours remplacer le symbole conventionnel
(p*)~! qui apparait ici par un tel inverse.
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Compte tenu de la convention qu’on a adopté, ce corollaire nous suffit pour
définir le morphisme suivant :

Définition 3.3. Sii : Y — X est une immersion réguliére, on définit le morphisme
de Gysin de i, noté i*, de degré 0, comme la composée :

*y—1
xeZ % Nyxe )y

o p: NyX — Y est le morphisme de projection canonique.

Remarque 3.4. Intuitivement, ce morphisme de Gysin correspond a I’intersection
avec le cycle de X induit par le sous-schéma fermé Y d’un cycle quelconque de X
(voir aussi [2], 8.1.1 pour une affirmation plus précise).

Proposition 3.5. Soient f : X — Y un morphisme lisse, eti : Y — X une section
de f. Alors, i est une immersion réguliére, et on a

i*o f*=1.

Preuve. Le fait que i est réguliere est classique. Par ailleurs, le morphisme induit
par f sur les espaces de déformation au cdne normal

Df
DyX — DyY

est alors plat, puisque f est lisse.
On a donc un diagramme commutatif :

GmXXHDyX%NyX

ile in le

Gu XY —> DyY <—— NyY

et on peut lui appliquer la proposition 4.4 de [7]. Donc, dans le diagramme suivant,
le carré (1) est commutatif :

oyY

w0 o

Y&——G, xYo——=G,, x Ye—> NyY

]
f*l IXf*l IXf*l (1 l(Nf)*
{1}

Xe—>Gp X Xo—s Gy X Xo—2> Ny X.

\//

oy X

Par ailleurs, les deux permiers carrés sont commutatifs (cf loc.cit. (4.1) pour le
premier, et (4.3) pour le deuxieme).
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Dés lors, considérant p : NyX — Y et g : NyY — Y les projection
canoniques, on peut encore transformer le diagramme précédent en le diagramme
commutatif :

ou le triangle (2) est commutatif puisque le pullback par un morphisme plat est
naturel] .

Finalement, on s’est réduit au cas trivial du morphisme identité de Y. Or, I’axio-
me R3d des pré-modules de cycles permet de montrer facilement que le morphisme
de Gysin (1y)* est I’identité sur les complexes de cycles, ce qui conclut. O

Corollaire 3.6. Soit E 2 X un fibré vectoriel.
Alors, si s : X — E est une section quelconque de ce fibré, s* = (p*)~ L.

Remarque 3.7. Ceci nous permet d’interpréter 1’opération de pullback définie a
travers la déformation au cone normal. La recette est la suivante : pour intersecter
un cycle de X avec un sous-schéma fermé Z immergé régulierement dans X, on
déforme d’abord I’immersion fermée de Z en la section nulle du fibré normal de Z
dans X, et pour cette derniere section 1’ opération d’intersection est triviale puisqu’il
s’agit de la réciproque du pullback par la projection canonique.

On introduit maintenant une série de propositions qui se trouveront généralisées
par la suite, mais qui nous servent de lemmes pour parvenir aux constructions fina-
les. Le lecteur constatera que les preuves s’appuient encore ici sur [7] :

Lemme 3.8. Soit un carré cartésien 'y’ < X’ tel quei estune immersion fermée
o NS
Y& x
réguliere, et f un morphisme plat.
Alors, j est une immersion fermée réguliére et j* f* = g*i*.

Preuve. Pour la premiere affirmation, on se réfere a [3], 19.1.5(ii).
On conclut des lors par application de la proposition 2.2 (et par naturalité du
pullback plat pour les morphismes de projection des fibrés normaux de i et j). O

Les lemmes suivants sont des cas particuliers de la fonctorialité générale de
3.22. Ce premier lemme est celui de [2], prop. 6.5(a) (dans le cas particulier des
immersions régulieres) :

Lemme 3.9. Soient Z — Y une immersion fermée réguliere de codimension d, et
p . Y — X un morphisme plat de dimension relative n.

Si le morphisme composé pi est plat de dimension relative n —d, alors (pi)* =
i*p*.
Preuve. En effet, les hypotheses impliquent que 1’on se trouve dans le cas du lem-
me 11.4 de [7]. On en déduit donc ozY o p* = g*(pi)* oilqg : Nz7Y — Z estla
projection canonique. Ceci conclut. O
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. J i . . p P ..
Lemme 3.10. Soient Z — Y — X des immersions fermées réguliéres. Alors, ij
est une immersion fermée réguliére, et (ij)* = j*i*.

Preuve. D’apres le lemme 3.8, on peut tout d’abord déformer I’immersion j en
I’immersion k : Ny X|z — Ny X
Xt syt +7

AT
NyXe— NyX|z

ol les morphismes verticaux sont induits par les projections canoniques de fibrés.
Or, M. Rost a déja fait le pas essentiel pour nous dans la démonstration du
théoreme 13.1 de [7] puisqu’ il a prouvé

J(NyX,NyX|z)oJ(X,Y)=J(NzX,NzY) o J(X, Z),

grice a I’existence de I’espace de déformation double (cf §10), et par application
des lemmes 11.6 et 11.7 de loc.cit.

Précisons que I’on a identifié N(NyX, NyX|z) et N(NzX, NzY) par 'iso-
morphisme canonique. Des lors, si’onnote/ : NzY — NzX I'immersion fermée
induite par i, g : NzY — Z la projection canonique, le diagramme suivant est

Pk
commutatif : Xe——> ¥ — ! Z

qu*
O'Zx
NZX .? NZ Y.

Ons’est donc réduit au lemme 3.9. En effet, sil’onnoteencore p : Nz X — Zla
projection canonique, on peut appliquer ce lemme a p et/. On en déduit ¢g* = I* p*,
c’est-a-dire p* = (¢*)~'1*, ce qui conclut. O

Il nous reste un dernier cas pour compléter cette série de lemmes préliminaires.
Il se trouve a nouveau dans [2], prop. 6.5(b), comme proposition préliminaire :

Lemme 3.11. Soient i : Z — Y une immersion fermée réguliére, et p : ¥ — X
un morphisme lisse.

Si pi est une immersion fermée réguliére, alors (pi)* = i*p*.
Preuve. A nouveau, il nous suffit d’appliquer le lemme 11.5 de [7] (et la naturalité
du morphisme pullback par un morphisme plat). O

3.2. Morphismes localement d’intersection compléte

On rappelle la définition VIIL.1.1 de [6] :

Définition 3.12. Soit f : Y — X un morphisme.

On dit que f est localement d’intersection complete si et seulement si pour tout
point y de Y, il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que f|y admette une
factorisation ; Z » dans laquelle i est une immersion fermée réguliere

U flu x

et p est un morphisme lisse.
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On introduit ci-dessous une notion tres faible qui nous permet de globaliser
cette propriété locale des morphismes localement d’intersection compléte pour la
rapprocher de la définition de [2], B.7.6.

Définition 3.13. Soit X un S-schéma. On dira que X est lissifiable sur S (ou simple-
ment «lissifiable») si et seulement si il existe un S-schéma X lisse et une S-immersion
fermée X — X.

Remarque 3.14. La condition précédente impose que X est localement de type fini.
Si on le souhaite toutefois, on pourra considérer que X est lissifiable sur S si et
seulement si on peut le plonger dans un schéma essentiellement lisse sur S, ce qui
permet de travailler dans le cadre général fixé dans I’introduction.

Des lors, on obtient la proposition suivante

Proposition 3.15. Soit f : Y — X un S-morphisme, ou Y est lissifiable sur S.
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est localement d’intersection compléte.

2. 1l existe une factorisation de f

i P
TN

Yy ——mmX

ou i est une immersion fermée réguliére, et p un morphisme lisse.

Preuve. Le sens 2 = 1 est tautologique. Pour 1’autre implication, on considere Y
un S-schéma lisse muni d’une immersion fermée ¢ : ¥ — Y. On en déduit alors la
factorisation suivante de f

oul’onaposéi = f xgt,etou p estle morphisme de projection. Par définition,
p est lisse. De plus, i est une immersion fermée car le morphisme de projection
canonique g : X x5 ¥ — Y est séparé.

Il nous suffit des lors de nous référer a la proposition 1.2 de [6], VIII, pour
conclure que i est réguliere du fait que f est localement d’intersection complete. O

Remarque 3.16. La caractérisation précédente est la définition que prend W.Ful-
ton des morphismes localement d’intersection complete (cf [2], B.7.6). Mais par
ailleurs, on aura besoin plus loin d’un résultat un peu plus fin qui nécessitera a
nouveau I’hypothese «lissifiable», c’est pourquoi nous avons choisi de la dégager
explicitement.

A tout morphisme d’intersection compléte, nous allons associer un morphisme
de Gysin qui généralise le cas d’une immersion fermée réguliere. Pour cela, il nous
suffit du lemme suivant :
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Lemme 3.17. Considérons un diagramme commutatif

i P
/
Y

™o

Q\ /m

dans lequel i,j sont des immersions fermées réguliéres, et p,q des morphismes
lisses.
Alors, i* p* = j*q*.

Preuve. On fait la construction suivante :

z_ P
(i.j) — "
Y—PxxQ X.
%Q/Z

Alors, puisque 7, x, p et g sont lisses, on a 7% p* = x*g*.

Il ne reste plus maintenant qu’a appliquer le lemme 3.11 a1’immersion réguliere
(i, j) et au morphisme lisse 7w (resp. x), puisque w o (i, j) =i (resp. x o (i, j) = j)
est une immersion réguliere. O

La définition suivante est donc indépendante du choix d’une factorisation :

Définition 3.18. Soit f : Y — X un morphisme localement d’intersection com-
plete tel que Y est lissifiable.

On définit un morphisme de Gysin pour f, noté f*, en considérant une fac-
torisation arbitraire f = pi ou i est une immersion fermée réguliére et p un
morphisme lisse (grdce a 3.15), et en posant f* = i*p*.

On fait les calculs suivants, qui montrent que notre notation n’introduit pas
d’ambiguité :

Proposition 3.19. Soit f : Y — X un morphisme, tel que Y est lissifiable.

1. Si f est une immersion fermée réguliére, alors f est localement d’intersection
complete, et les morphismes respectifs associés a f en tant qu’immersion et
morphisme localement d’intersection complete coincident.

2. Si f estplat et localement d’intersection complete (autrement dit plat et d’inter-
section complete au sens de [3], 19.3.6), le morphisme de Gysin associé a f
coincide avec le pullback par le morphisme plat (cf [7], 3.5).

3. 8i X et Y sont lisses sur S, alors f est localement d’intersection complete et
f* coincide avec le morphisme f* de [7], §12.

Remarque 3.20. Pour nous, I'intérét des morphismes localement d’intersection
compleéte est qu’ils permettent d’unifier ces trois types de morphismes.

Preuve. 1. Tautologique.

2. C’est le lemme 3.9.
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3. On peut alors factoriser f en1’immersion fermée réguliere correspondant a son
graphe (car Y est lisse sur §), suivie de la projection de X xg Y sur Y, qui est
lisse puisque X est lisse sur S). Cela montre que f estlocalement d’intersection
complete ; de plus, c’est justement cette factorisation qui permet a M. Rost de
définir le morphisme f°, en utilisant le morphisme de Gysin de I’immersion
fermée réguliere que I’on a définie, et le pullback par le morphisme de pro-
jection, qui est plat. Il en résulte tautologiquement que le pullback défini par
M. Rost coincide avec notre définition dans ce cas.

]

Remarque 3.21. Pour définir le morphisme f*, M. Rost n’a besoin de supposer que
X soit lisse sur S et Y soit plat sur S, en imposant la factorisation du morphisme f.

On arrive finalement a la formule d’associativité générale.

Proposition 3.22. Soient Z Sy 1) X deux morphismes localement d’intersec-
tion complete tels que Z et Y soient lissifiables.
Alors, fg est localement d’intersection compléte, et (fg)* = g* f*.

Remarque 3.23. D’apres [6], VIII.1.5., fg est localement d’intersection complete
sans hypothese sur Z et Y.

Preuve. Tout d’abord, d’apres la proposition 3.15, il existe une factorisation de f
en une immersion réguliere i : ¥ — P suivie d’un morphisme lisse p.

Considérons maintenant M un S-schéma lisse et ¢t : Z — M une immersion
fermée (au-dessus de S). Revenons a la preuve de la proposition citée précédem-
ment, et posons Q = Y xg M. Alors, j = (g,t) : Z — ( est une immersion
fermée réguliere (toujours d’apres [6], VII.2.1). On note ¢ : O — Y la projection
canonique sur Y.

Des lors, si 'on pose R = P x5 M, etsil’onnote/ : R — P la projection
canonique, on obtient le diagramme commutatif suivant

dans lequel le carré (1) est cartésien.

Puisque (kj, p/) forme une factorisation du morphisme fg, celui-ci est bien
localement d’intersection complete. Il nous suffit enfin d’appliquer le lemme 3.8
au carré cartésien (1) et le lemme 3.10 au composé kj pour conclure 1’égalité
attendue. |

4. Morphismes de Gysin raffinés
4.1. Définition

On continue a suivre [2], et on définit donc un morphisme de Gysin raffiné :
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Définition 4.1. Considérons un carré cartésien Y’ X’ oiii estune immersion

sfoa s

Y(—i>X

fermée réguliére.
On peut alors définir le morphisme de Gysin du carré A, noté A*, comme la
composée des morphismes

’ h* ky—1
X o5 Cp X' o "Ny Xelll s v/

ot ¢’ est le morphisme de spécialisation associé a ’immersion fermée j, h :
Cy' X' — g*NyX est 'immersion fermée induite par A et p : g*NyX — Y’ est
la projection canonique du fibré considéré.

Remarque 4.2. Dans [2], 2, on considere plutdt ce morphisme comme le morphisme
de Gysin de i (sous-entendu raffiné par j), et on le note i'. Notre notation est plus
lourde mais a I’avantage d’étre plus précise.

. , L. J
Lemme 4.3. Considérons un carré cartésien y'<> X’

gl A s

YC—i> X.

On suppose que i et j sont toutes deux des immersions fermées régulieres
partout de méme codimension. Alors, A* = j*.

Preuve. On considere h : Ny'X' — g*Ny X le morphisme canonique induit par
le carré cartésien de I’énoncé. Soit Z (resp. J) I'idéal de i (resp. j). Alors, h est le
spectre du morphisme d’algebres symétriques engendré par I’épimorphisme cano-
nique g*(Z, /Iz) - J/T 2, Par ailleurs, puisque ces deux fibrés sont localement
libres de mé&me rang en tous points, cet épimorphisme est un isomorphisme. Le
morphisme 4 est donc un isomorphisme, ce qui entraine la relation i, = (h*)~!.

Des lors, par fonctorialité du morphisme pullback par rapport aux morphismes
plats, le triangle du diagramme suivant est commutatif

n* -1
X% Ny X o ¥ (Ny X)

SN

N
dans lequel les fleches p et ¢ désignent les projections canoniques. Ceci conclut
en revenant a la définition. O

Corollaire 4.4. Considérons un carré cartésien y' X' tel quei estuneimmer-

gl A s

YC—i>X

sion fermée réguliere, et f un morphisme plat.
Alors, j est une immersion réguliére et A* = j*.
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Preuve. En effet, il suffit d’appliquer [2], B.7.4, qui affirme que dans notre cas
non seulement j est une immersion réguliére mais aussi le morphisme canonique
Ny X' — g*(NxY) est un isomorphisme ce qui conclut par application du lemme
ci-dessus. O

4.2. Formule de projection

Pour nous, la raison d’étre du morphisme de Gysin raffiné d’un carré cartésien est
le fait qu’il permet de donner une formule de projection générale, bien que I’une
des immersions fermées du carré ne soit pas nécessairement réguliere :

Proposition 4.5. Considérons un diagramme

/( > /
! \ X \f
M Y X
/t /
77—V
1
ou chaque carré est cartésien, i est une immersion fermée réguliere et f un mor-
phisme propre. On appelle A (resp. ©) le carré de devant (resp. de derriére) ayant
pour aréte i.
Alors, A* o f, = g4 0 ©F,

Preuve. Oncommence par introduire les morphismes canoniques qui correspondent
a la fonctorialité du cone normal définis par le diagramme suivant

v

Cy X'

N

"(NzV)

ou p,p’ sont les projections canoniques, et v, v’ des immersions fermées.
Des lors, la proposition est équivalente a la commutativité du diagramme
ci-dessous :

o’ L Ve g
X'e Cy X'e t""(NzV)e——=Y'’
f*l ) lk* @ h*i 3) lg*
Xe o CYX' Vi NYX' (p*)—l Y

Or, le carré (1) est commutatif d’aprés la proposition 2.3 (o et ¢’ sont les
morphismes de spécialisation au cdne normal respectifs), le carré (2) d’apres la
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fonctorialité du pushout par un morphisme propre, et le carré (3), par application
de la formule de projection dans le cas d’un morphisme plat (cf [7],4.1(3)). O

On note le corollaire immédiat suivant dont la formulation est plus simple que
la proposition précédente :

Corollaire 4.6. Soit un carré cartésien Y’ X' un carré cartésien tel quei est
gl A |f
Ye—X
une immersion fermée réguliere, et f un morphisme propre.
Alors, i* fu = gL A",

Remarque 4.7. Nous n’aurons pas besoin d’autres propriétés que cette formule de
projection vis-a-vis du morphisme de Gysin raffiné. On note toutefois que 1’on doit
pouvoir encore continuer le travail de transposition de [2] aux modules de cycles,
et montrer ainsi que le morphisme de Gysin raffiné d’une immersion fermée est
fonctoriel (6.5 de loc.cit.), commutatif (6.4 de loc.cit.) et vérifie une formule du
type «excess intersection formula» (6.3 de loc.cit). Ceci permettrait de définir le
morphisme de Gysin raffiné d’un morphisme localement d’intersection compléte,
et acheverait la transposition du chapitre 6 de loc.cit. au cas des modules de cycles.

5. Produit d’intersection

Dans cette sous-section, on suppose que S est algébrique lisse.

Par ailleurs, tous les schémas sont supposés étre algébriques.

Autrement dit, le mot «schéma» désigne toujours un S-schéma, mais qui est
supposé de plus étre de type fini. Un tel schéma porte une unique structure de
k-schéma, a laquelle on se réferera sans plus de précisions.

5.1. Définition; produit croisé

On revient dans ce qui suit a la méthode suivie par M. Rost pour définir le produit
d’intersection, et plus précisément au paragraphe 14 de [7].

On introduit tout d’abord une terminologie qui nous est propre :
Définition 5.1. Soit N un module de cycles sur S. On dit que N est absolu si et
seulement si il existe un module de cycles N sur k tel que N est la restriction de N
as.
Exemple 5.2. La K -théorie de Milnor est I’exemple le plus important de module
de cycles absolu.

On rappelle que M. Rost a introduit la notion de «pairing» de deux modules de
cycles dans [7], def. 1.2. On introduit la définition complémentaire suivante :

Définition 5.3. Soit N et M des modules de cycles sur S.
On dit qu’on s’est donné un accouplement de modules de cycles sur S

u:NxM-—> M,
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Si |4 est un «pairing» au sens de M. Rost et que, de plus, N est absolu.
Lorsqu’on s’est donné un accouplement sur S

7:NxN—N,

on dira encore que N est muni d’une structure d’anneau sur S.

Remarque 5.4. Ainsi, un module de cycles muni d’une structure d’anneau est,
d’apres notre définition, toujours absolu. Par contre, on ne requiert pas que 1’ac-
couplement soit donné sur k.

Exemple 5.5. Si M est un module de cycles quelconque sur k, il est par définition
(donnée D3) muni d’un accouplement canonique sur k

Ki”xM—)M.

Le cas ou M est lui-méme le module de cycles formé par la K-théorie de Milnor
sera étudié dans le prochain paragraphe.

5.6. Soit ;t : N x M — M un accouplement. M. Rost a défini un produit croisé
(cf [7], par. 14.1), pour tous schémas Y et Z,

Xu :Cp(Y;N) @7 Cy(Z; M)s — Cpig(Y xXi Z; M)y 45,

ou Y xy Z est vu comme un S-schéma a travers la projection de Z sur S. D’apres
loc.cit., 14.4, ce produit sur les complexes induit un produit sur les groupes de
cohomologie.

Suivant M. Rost, on en déduit le produit d’intersection suivant :

Définition 5.7. Soit N x M - M un accouplement de modules de cycles sur S,
et X un schéma lisse sur S.
On définit alors un produit

AP(X;N,n) @ AY(X; M, m) — APT4(X; M,n +m)
XQy > (6x)"(x xpuy) =x.,).

On précise que §x : X — X Xy X est 'immersion fermée diagonale de X
sur k, viue comme S-morphisme pour la structure de S-schéma sur X xy X par la
projection du deuxieme facteur sur S. Comme X est lisse sur k, §x est donc une
S-immersion fermée réguliére et 8% désigne le morphisme de Gysin associé (cf
3.3).

Remarque 5.8. Pour ne pas alourdir les notations, la référence a 1I’accouplement p
sera parfois omise suivant la notation de [7].

Ce produit d’intersection dispose alors des formules classiques suivantes :

Proposition 5.9. Fixons u : N x M — M un accouplement de modules de cycles
sur S.

Soient X et Y des schémas lisses sur S, et f : X — Y un S-morphisme. Alors
f estlocalement d’intersection complete ; on considére f* le morphisme de Gysin
associé a f dans la définition 3.18.
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1. (Associativité) On suppose que S = Spec (k), et que N est de plus muni
d’une structure d’anneau sur k. Alors pour tout triplet (x, y, z) € A*(X; N) x
A*(X; N) x A*(X; M), ona

x.¥).pz = x5 (y.p2)-
2. (Fonctorialité) Pour tout couple (x,y) € A*(X; N) x A*(X; M), ona:
(f* ). (f*y) = fFxpwy).

3. (Projection) Si f est propre, pour tout couple (x, y) € A*(X; N) x A*(Y; M),
ona:

f*(x-uf*Y) = (f*x)~uy-

Remarque 5.10. Dans cette proposition, on démontre les affirmations de [7], (14.6)
avec les deux premieres égalités, en utilisant notamment les résultats de loc.cit. sur
les produits croisés. Par contre, la derniere formule n’était pas mentionnée et nous
avons introduit les morphismes de Gysin raffinés notamment pour 1’ obtenir.

Preuve. Le morphisme f est bien localement d’intersection complete puisqu’il
admet la factorisation suivante

Yr p));ka
X —>Xxy Y ——Y

ou y estle graphe de f, immersion fermée réguliere puisque Y est lisse, et p )}Eka
la projection canonique qui est lisse puisque X est lisse sur k.

1. Utilisant le carré cartésien de k-schémas lisses

)
X—X s Xxp X

axl \Laxxklx
Ix xkéx

XX X — =X xip X xx X
on peut faire le calcul suivant :

(x-)-pz = Sy (Bx (x x y) Xy 2) = 8y (8x Xk Lx)™((x x ) Xy 2)

1
D 5% (6x xx 1x)*(x X (v X4 2))

D 5% (1x xx 8x)*(x X0 (v X0 2)) = x.(y.2)

ou (1) résulte de la formule d’associativité du produit croisé (par. 14.2 de [7]),
et (2) résulte du lemme 3.10.

Dans la suite de cette démonstration, dés qu’on considere un produit sur k de

deux S-schémas, on le munit de sa structure de S-schéma grice a la projection
du deuxieme facteur sur S.
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s
2. On considere le carré cartésien de S-schémas: Y — Y XY
£ 5 VIt

X = X x; X.
Alors,

1
Fray) = R85 ) D85 xi ) (x % y)
2
255 xu 1) = (F0.(F*)
ol (1) résulte de 3.22 et (2) résulte de la propriété 14.5 de loc.cit..

3. Considérons le carré cartésien de Ls

Y
X s xx v

fl/ 5 A \L.kaly

Y — =Y x; Y.

On peut alors faire le calcul

(fr)oy = 83 (f xa 1n)a (6 xp0 9) 2 fbh* (0 x 9) 2 fuyFor < y)

ou I’égalité (1) résulte de 4.6 appliqué au carré cartésien précédent, et ’égalité
(2) du lemme 4.3, car, puisque Y /k est lisse, Nx(X x; Y) >~ f*(TY),ouTY
désigne le fibré tangent de Y/ k.

Mais par ailleurs, pour le deuxieme membre de 1’équation, on a

Feleof*y) = £ (x xi F @ 0 2 iy i x, y)

ou I’égalité (3) résulte de ce que vy = (1x xi f) o dx, et de la proposition
3.22.

O

5.2. K-théorie de Milnor et groupe de Chow

Dans ce paragraphe, on étudie le cas ou M = KM est la K -théorie de Milnor, que
I’on considére muni de sa structure d’anneau canonique au sens de la définition 5.3.

D’apres la remarque (5.1) de [7], A"(X; Kf’l)o = CH"(X). Pour plus de
clareté, si x est la classe d’un cycle dans C H"(X), on le note {x} lorsqu’on le
considere comme élément de A" (X K)f”)o.

Pour cl6turer ce paragraphe sur I’intersection, on va commencer par démontrer
que le morphisme de spécialisation construit par M. Rost coincide avec celui de
W.Fulton, suivant une indication de M. Rost au début du paragraphe 11 de [7] :

Lemme 5.11. Soit X un schéma, et Z un sous-schéma fermé de X. Alors, pour le
module de cycles Kf” J(X,Z) = 0zX, ou J(X, Z) désigne la construction de
M. Rost (cf définition 2.1), et oz X est le morphisme de spécialisation de W.Fulton
(cf[2], 5.2).
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Preuve. Commencons par rappeler que le sous-schéma fermé Cz X de Dz X estun
diviseur de Cartier, paramétré par le parametre ¢ de la déformation, 7 : Dz X — A}(.
Des lors, d’apres [2], chap. 2, def. 2.3, sil’onnotei : CzX — DzX, on peut définir
de maniére élémentaire le morphisme de Gysin i* : CH*(DzX) — CH*(CzX).

Par ailleurs, si I’on regarde la fin de la suite exacte de localisation pour le groupe
de Chow, on en déduit le diagramme commutatif suivant identique a celui de la
démonstration de loc.cit., prop. 5.2 ou I’on a remplacé I’espace de déformation
M7 X (fibré sur ]P’,l) par Dz X (qui en est un ouvert) :

CH"(X)

-

CH"(CzX) ~> CH"(DzX) —> CH"(Gyy x X) —=0 )ozX

Tk

CH"(CzX)

ouj: G,y x X — DzX désigne I'immersion ouverte canonique ; le morphisme
¢ existe car i*i, = 0 d’apres loc.cit. prop. 2.6(c). Le fait que oz X = 1™ est le
contenu de la démonstration de la prop. 5.2.

Revenant a la définition 2.1, et puisque le pullback par un morphisme plat
coincide sur les deux groupes de Chow, il s’agit donc de montrer que le diagramme
suivant est commutatif :

AY(Gyy x X; KMy <1 An(Dy X K M),

o T~ |

A" (G x X KDL 5> A"(Cz X5 K)o

ou d est le morphisme bord pour la décomposition DzX = G, x X UCzX.

On considére donc un élément « de A" (DzX; K f” )o. Par linéarité, on peut se
restreindre au cas ou « est la classe d’un point sous-schéma fermé integre de Dz X,
que I’on confond avec son point générique x.

Si x appartienta Cz X, on adéja vu que i*x = 0, et la commutativité en découle
puisque j*x = 0.

Sinon, par définition

doft).oj* )= > 3(t@).y
ye(WNCzX)M

ou W désigne I’adhérence réduite de x dans Dz X.
Or, par ailleurs, par définition (cf loc. cit. def. 2.3), puisque ¢ parametre le
diviseur de Cartier Cz X, on a d’un autre coté

i*()= Y ordy(t).y

ye(WNCzX)M

ou ord, désigne la fonction ordre défini en loc. cit., §1.2.
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11 suffit donc de démontrer que pour tout point y, les entiers 8;‘ (t (x)) etordy ()
sont égaux. Mais pour cela, il suffit de revenir a la définition de 8;‘ (cf [7], ¥2)
et d’appliquer I’exemple 1.2.3 de [2], en remarquant que 1’assertion est triviale si
W N CzX est normal. m]

Des lors, la proposition suivante est presque immédiate :

Proposition 5.12. Soit X un schéma algébrique lisse. Pour tout x (resp. y) dans
CH"(X) (resp. CH™ (X)), on a l'égalité

{x} iy} = {x.y}

ou les points désignent respectivement le produit dans A*(X; K f” ) défini en 5.7 et
le produit dans C H*(X) défini dans [2], chap. 8.

Preuve. On rappelle la définition 8.1.1 de [2] : si x et y sont des classes de cycles
dans CH*(X), alors x.y = 8*(x x y) (on considere ici le cas ot f = 1y), avec
8 : X - X xj X le morphisme diagonal de X, et §* est le morphisme de Gysin
associé a I’'immersion réguliere §, et x X y est le produit extérieur de x et y défini
en 10.1.

Or, par définition, §* = (p*)*] oox(X xrX),oup:TX — Xestlaprojection
canonique du fibré tangent, et ox (X X} X) est le morphisme de spécialisation au
cone normal associé a ’immersion diagonale (définition dans le §5.2).

Des lors, compte tenu du lemme précédent, il suffit de démontrer que le produit
croisé défini par M. Rost coincide avec le produit extérieur de cycles défini par
W.Fulton (cf [2], 1.10). Considérons a cet effet x € CH"(X) ety € CH™(Y), ou
X et Y sont des k-schémas. On peut se réduire par bilinéarité au cas ou x (resp.
y) est la classe de V (resp. W), sous-schéma fermé de X (resp. Y). Des lors, par
définition, x x y = [V x; W]est le cycle associé au sous-schéma fermé V x; W
de X xi Y. Or, si I’on considere la projection 7 : V x; X — X, on a par défi-
nition : x X y = iy (y),oui : V x;x X — X Xj X est 'immersion fermée
canonique. Si x désigne encore le point de V, on peut tout aussi bien considérer la
projection 1y : Spec (k(x)) xx X — X, eti, : Spec (k(x)) xx X = X X X, on
a encore (puisque les cycles en question ne dépendent que des points génériques) :
x X y = (iy)4 () *(y). Or, on reconnait 1a la définition 14.1 de [7], et donc, com-
me le pullback par un morphisme plat (resp. le pushout par un morphisme propre)
coincident sur le groupe de Chow a coefficients et le groupe de Chow classique,
par définition : {x % y} = {(i.)«(m)* (M)} = (0)«(m)*{y} = {x} x {y}. m
Remarque 5.13. On obtient une démonstration plus conceptuelle de cette proposi-
tion en appliquant I’exemple 6.1.9 de [2]. En effet, la premiere propriété que doit
vérifier le produit d’intersection («normalisation») résulte de la proposition 3.6, et
la deuxiéme propriété résulte de la compatibilité de la suite spectrale de M. Rost
par rapport au produit de composition des modules de cycles.

6. Transferts

Dans cette section, on se place dans le cas S = Spec (k). Tous les schémas sont
supposés étre de type fini sur k. On fixe un module de cycles M sur k, et on considere
I’accouplement canonique 11 : KM x M — M.
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On adopte par ailleurs les conventions suivantes destinées a alléger les nota-
tions :

Pour tous schémas X et Y, on pose XY = X x; Y. Si U est un sous-schéma
de XY, on note pg et pll; les projections respectives de U sur X etde U sur Y.

On va définir sur le groupe de Chow a coefficients dans M une structure de
préfaisceau avec transferts sur k au sens de [1], chap. 5, déf. 3.1.1.

6.1. Rappelons que si X et ¥ sont des schémas lisses, le groupe des correspon-
dances finies de X vers Y est le groupe abélien libre engendré par les sous-schémas
fermés inteégres de XY qui sont finis et équidimensionnels sur X (i.e. finis et sur-
jectifs sur une composante connexe de X) suivant la projection canonique. On note
ce groupe ¢ (X, Y) suivant [1].

Soita € ¢ (X, Y).Onnote U le support de & dans XY, i I’immersion canonique
de U dans XY et pf]( la projection de U sur X, qui est finie équidimensionnelle.

Soit y; : U — UXY le graphe de i. Alors, puisque XY est lisse sur k, y; est
une immersion fermée réguliere. On peut donc définir :

Définition 6.2. Avec les notations qui préceédent, on note {a}y la classe du cycle
dans A°(U; Kf’l).
Pour tout p € A*(Y; M), on pose

a*(p) = (pg)*y,-*<{a}u X4 p§y*(p)).

Pour conclure que cette action des correspondances finies sur le préfaisceau
A*(.; M) le munit d’une structure de préfaisceau avec transferts, il s’agit de mont-
rer que cette action est linéaire et compatible au produit de composition par rapport
aux correspondances finies.

Le lemme suivant nous permet de montrer la linéarité :

Lemme 6.3. Soit X et Y deux schémas lisses.

Soit o € ¢ (X, Y) une correspondance finie, et U son support. Soit V un sous-
schéma fermé integre de XY qui est fini équidimensionnel sur X, et qui contient
U.

On note par ailleurs j : V — XY Uimmersion fermée canonique, y; son gra-
phe et p{,( la projection de V sur X. Enfin, on note {a}y la classe du cycle o dans
A%V KM). Alors, pour tout p € A*(Y; M),

(o) = (P (fehv X Xy 0)):

Preuve. On peut supposer que X et Y sont connexes. Notons encore i I’immersion
de U dans XY et pg la projection de U sur X.
Par définition, si {«}y désigne la classe du cycle o dans AU, Ki”), on a
I'égalité {o}y = I, ({a}y),oul : U — V désigne I'immersion fermée canonique.
Considérons le carré cartésien

vl-uxy

zi y,-A \leklxy
V —VXY
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Alors,

P (v < pky"(0)) = 0Dy @i 1xn) (tedo % Pky " (0))

2 (p)ebet* (@b % Py ()

2 o)y (1eh < Py @)

Pour I’égalité (1), on applique le corollaire 4.6 au carré A, et pour ’égalité (2), on
applique le lemme 4.3 puisque y; et y; sont deux immersions fermées régulieres
de mé&me codimension pure égale a la dimension de Y. O

Muni de ce lemme, la linéarité devient évidente :

Lemme 6.4. Soit a et B deux correspondances finies dans ¢ (X, Y), et p € A*
(Y; M).
Alors, (o + B)*(p) = o*(p) + B*(p).

Preuve. Soit U et V les supports de « et 8. On pose W = U U V. On note i,j,/
les immersions respectives de U,V,W dans XY.
Alors, o 4+ 8 a pour support W et on obtient

(@+B)*p = (pi)y) U+ Blw X p)
= (pa)wyi dedw X p) + (D) v UBYw Xy P)
=" (p) + B*(p),

la derniere égalité provenant du lemme précédent. O

On vérifie enfin que cette action est bien compatible au produit de composition
des correspondances finies :

Proposition 6.5. Soient X, Y et Z des schémas lisses. Alors, pour touta € ¢ (X, Y),
Becl;Y,Z)etpe A(Z, M), ona:

a’B(p) = (Boa)(p)

Preuve. Parlinéarité, on se ramene tout d’abord au cas ou X, Y et Z sont connexes.
Soit U le support de « et V le support de 8.

Onpose U = U xy V. C’est un sous-schéma fermé de XY Z, qui est fini sur-
jectif sur X. On note W sa projection sur X Z, qui est donc un sous-schéma fermé
de X Z, fini surjectif sur X.

Onnotei : U — XY,j:V — YZetl : W — XZ,lesimmersions évidentes.

On note simplement {«} la classe de o dans A%(U; Kf”) et {8} la classe de B8
dans AO(V; K i” ). On considere pour notre premier calcul le carré cartésien :

0—>uxv
gy M ool

U l-uxy.
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On peut des lors calculer le premier membre de la relation a prouver :

B (p) = v (1) X (D) PY, 77 (1Y X (PF2)*(0)))
= pii (1) % PEV (0K (1BY % (PF2) 1))
= P77 Aok PAY (1) X (X)) 7] (BY % (2" (0))
2 p.pd it (1) X (X 7 (1) X (PF2)*(0)) )

2 p¥ (p1xk p2 xa p3)*(le) xu (1BY X0 ).

On donne les justifications suivantes pour ce calcul :

(1) Cette égalité résulte du fait que i; est une immersion réguliere (car I’inter-
section de U et V est propre), et du fait que i; et y; ont méme codimension
pure égale a dim(X) 4+ dim(Y) ; en effet, cela implique, d’apres le lemme 4.3,
AT =i}, etil ne reste plus qu’a appliquer le corollaire 4.6.

(2) On a posé pour cette égalité p; : U — U, p2: U— Vetpy:U — Zles
projections canoniques (on rappelle que U = U xy V).

Elle résulte de la fonctorialité du morphisme pushout par un morphisme pro-
pre et de la fonctorialité du morphisme de Gysin d’un morphisme localement
d’intersection complete (cf 3.22).

Intéressons-nous par ailleurs a ’autre membre. Le support de B o « est par
définition inclus dans W. De plus,

*
Boa = pxyz.(PXyz ®-Pxyz “B).

Or, pigf Z*(x. p}?% Z* B est a support dans U.On peut par ailleurs calculer la classe
de cycle correspondante grace au carré cartésien,

0 —2>Uzxv

\L Ao \Li/xj/

s
XYz —% (xy2)>
Notons tout d’abord que d’apres [7], 14.5,
* * . . * *
PXvZ @ X pxi7 B =" x j)u(piz ) x Py (B).
Par ailleurs, puisque I'intersection de U et V est propre, i est réguliere et de méme

codimension que dxyz, donc A; = i;‘ d’apres le lemme 4.3. On obtient donc par
application de la proposition 4.5 et d’apres la proposition 5.12

P3y7 apkss Blg =i3(ph2 te} x pyy " (B}).
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Enfin, par définition, ce n’est pas tout a fait pﬁfz* que I’on considere, mais

plutét la projection de U sur son image dans X Z, notée pg’, qui est un morphisme
propre. Ainsi,

Boatw = (pI)i3 (pl7 (@} x pxy {B)).

On peut donc faire le calcul du deuxiéme membre, en prenant soin d’introduire
tout d’abord le carré cartésien

Ainsi,

Bow)* (o) = piy v (i3 (F 2 (@) x pXy " (BY) X, (0F2) )
2 it i3 (5 (pY 2" (@) x Xy 1Y) x4 (02" (0)))

= py (p1xk p2 i p3)* (e} x {BD) X p).

On donne les justifications suivantes pour ce calcul :

(1) Denouveau, cette égalité résulte de 4.6 appliqué au carré As. En effet, i3 est une
immersion fermée réguliere puisque c’est le graphe du morphisme U — XZ
et que X Z est lisse. Par ailleurs, i3 et y; ont méme codimension pure égale a
dim X + dim Z. Donc, le lemme 4.3 permet de conclure A% = i3.
(2) Cette égalité résulte a nouveau de la fonctorialité du pushout propre et du
morphisme de Gysin.
Ainsi, larelation attendue résulte finalement de la formule d’associativité (14.2)
de [7]. O
Par ailleurs, on peut exprimer ces transferts a 1’aide du pullback par un mor-
phisme (non nécessairement localement d’intersection compléete) a but lisse défini
par M.Rost (cf [7], §12) :
Proposition 6.6. Soient X et Y des schémas lisses et « € ¢ (X, Y) une correspon-
dance finie.
On suppose que o est la classe d’un sous-schéma fermé integre Z de XY .
Considérons les morphismes suivants :

xLzlzxy Ly

ou p et q désignent les projections canoniques et y le graphe de 'immersion fermée
Z— XY.
Alors, pour tout p € A"(Y; M),

a*(p) = p«y*q*(p)

o y* désigne le morphisme de Gysin de 'immersion fermée réguliére v, q* le
pullback pour un morphisme plat et p, le pushout pour un morphisme fini.
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Preuve. D’apres la définition 6.2, a*(p) = p«y*({Z} x,u (pXy)*0).
11 suffit alors de noter que la classe {Z} x, (p));Y)*p dans A*(ZXY; M) est
égale a (pgxy)*(p)- O

Remarque 6.7. Lorsque dans la proposition précédente Z est de plus lisse,
I'immersion i : Z — XY est réguliere ; on obtient alors 1’égalité suivante :

a*(p) = psi*(pXy)*(0).

Exemple 6.8. Ainsi, dans le cas ot M = Kf” , la définition 6.2 munit le groupe
A"(.; KM) d’une structure de préfaisceau gradué avec transferts. Des lors, on en
déduit un structure de préfaisceau avec transferts sur

A" KMy = CH"(.).

Soient X, Y des schémas lisses, et Z un sous-schéma fermé integre de XY,
fini équidimensionnel sur X. On note ¢ : Z — X la projection de Z sur X, et
y 1 Z — ZXY le graphe de I'immersion fermée de Z dans XY

Alors, le morphisme définit par Z vu comme correspondance finie est égal a la
composée

(Pyxy)* * X
CH"(Y) 222, cH"(zXY) X5 CcH"(Z) &5 CH™(X)
ol le morphisme y* est le morphisme de Gysin associé a I’immersion réguliere
y et définit dans [2]. Cela résulte en effet de la proposition précédente, et de 5.11
pour I’identification du morphisme y*.

On obtient finalement le résultat suivant :

Proposition 6.9. Pour tout module de cycles M sur k, pour tout entier positif n, la
définition 6.2 munit le préfaisceau A" (.; M) sur £ d’une structure de préfaisceau
avec transferts.

De plus, munit de cette structure, AO(.; M) est un faisceau Nisnevich invariant
par homotopie avec transferts au sens de [1], déf. 3.1.1 et 3.1.10. Sa cohomologie
est aussi invariante par homotopie.

Preuve. D’aprés ce qui précede, A"(.; M) est un préfaisceau avec transferts sur
4. Précisons par ailleurs que d’apres le corollaire précédent, pour tout morphisme
f 1 X — Y de schémas lisses, pour tout 0 € A*(Y; M), [T'f]*(0) = f*(0), ou
[* estle morphisme de Gysin du morphisme localement d’intersection compléte f
défini en 3.18. Le morphisme f* coincide de plus avec le morphisme f* construit
par Rost ([7], §12).

Le fait que ce préfaisceau est invariant par homotopie résulte de [7], (8.6). O

Pour conclure, il nous suffit d’appliquer le lemme suivant :

Lemme 6.10. Soit S un schéma et Snis le petit site Nisnevich associé a S. Soit M
un module de cycles sur S.

Alors, A° (.; M) est naturellement muni d’une structure de préfaisceau sur Snis,
qui en fait un faisceau.



Transferts sur les groupes de Chow a coefficients 343

Preuve. Comme dans le site Snjs, tous les morphismes sont étales, la structure de
préfaisceau sur A°(.; M) est donnée par le pullback suivant un morphisme plat. Par
ailleurs, le complexe Cy(.; M) des cycles a coefficients dans M est lui-méme un
préfaisceau sur Snis, puisque le pullback par un morphisme plat est bien défini sur
ce complexe.

On montre tout d’abord que C,(.; M) est un faisceau sur Snjs. Pour cela, on
utilise la caractérisation de [5] par les carrés distingués élémentaires (cf loc.cit.
§ 3.1, déf. 1.3 pour la définition et prop. 1.4 pour la caractérisation).

Considérons donc un carré distingué élémentaire de S-schémas étales

Uy Ly
Y
U—X
etposons Z = (X — U)red-
On doit montrer que, pour tout entier naturel n, I’image de ce carré par C,.(.; M)
est un carré cocartésien. Or, par définition, C,,(X; M) = C,(U; M) & C,(Z; M)
et C,(V; M) = C,(Uy; M) & Cp(Zy; M). Par ailleurs, le morphisme pullback
C,(Zy; M) — C,(Z; M) est un isomorphisme. On en déduit donc la propriété
attendue.
Ainsi, C*(.; M) est un faisceau sur Snjs. Comme AO(.; M) estle noyau du mor-
phisme CO(.; M) — CL(;; M), on en déduit que AO(.; M) est aussi un faisceau
Nisnevich. |
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