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Summary. On s’interesse au calcul du chargfectromagétique diffracé
par un obstacle conducteur recouvert d’'un @niau teteroggne. Onétudie
une nethode nurérique consistanta coupler une approximation par
élements finis de volumes avec des potentiels régadé surface. Plusieurs
formulations variationnelles espace-temps soasenées. Onétablit des
résultats de stabibtet de convergence pour l&&thode propde.
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1. Introduction

Consicerons un obstaclegterogene tridimensionnel? compo€ d’un con-
ducteur parfait, entoug d’une couche de matiau delectriques?;, dont

les caradtristiquese () et uq(x) sont bori@es. On note respectivement
I'. et I les fronteres du noyau conducteur et de I'obstacle. Celles-ci sont
suppoges tes egulieres.

On s’interesse la diffraction par? d’'une ondetlectromagatique tran-
sitoire incidente, ref@senge par le champE™¢, H"¢). Sachant que dans
tout I'espace, le champ total est la somme des champs défeddncident,
le phenontne est moélist par le prol#me de transmission suivant:
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_Qo Ql »QQ

- S,

( rotE; + u10:Hy =0
TOtHl - E18tE1 =0
rotEs 4+ us0:Ho = 0
Y’OtHQ - 528tE2 =0 dans R x 02

n A E; nAEo q
1) (P) (Hl/\n>:<H2/\n>+<p> surRx I
E=H=0 dansR x {2
nANE; =0
Hl-n:0
E,=H,=0 pourt<0

dans R x (4

sur R x I,

ou (2, est I'exérieur vide de I'obstacle, de caradstiques constantes et
12, etn est la normale unitaire edttieurea (2;.

Linconnue (E;,H;) repgsente le champ total dans la couche de
matriau, et E2, Hy) le champ diffract a I'exterieur de I'obstacle, de sorte
que les donees(q, p) du probEme sont les traces tangentielles sudu
champ inciden(n/\Ef’Fw, Hine Any,.). Pour la partie magmatique, le cou-
ple (g, p) sera considré soit comme une dogea part entre, soit comme
la donrée du champ incident sur la surfateauquel cas le probme(P)
mocklisera un proldme de scattering.

On pourrait montrer I'existence et I'uniéid’une solution d¢P) grace
a latheorie des semi-groupes, mais notre but consisculer nurarique-
ment la solution. Nougtablirons @anmoins desésultats d’existence et
d’'unicité. La nethode que nous proposons consigtassocier une ap-
proximation parélements finis de volume dans l'ouvert bérf?; a des
équations irtgrales espace-temps, qui permettenté&tiuire la connais-
sance des champs diffréstE,, H, dans le domaine e&tieura celle de
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leur trace tangentielle sur la froate I de I'obstacle. Il s’agit donc de
coupler deux rathodes distinctes pour la diffraction:

— Les élements finis de volume utiks dans un domaine contenant
I'obstacle et boré par une fronére artificielle sur laquelle on impose
des conditions aux limites aduates, qui traduisent au mieux le com-
portement de la solution hors de ce domaine. On peut citer, sans que
la liste soit exhaustive les travaux de A. Bendali et L. Halpern [13], B.
Engquist et A. Majda [21], P. Joly et B. Mercier [27], B. Hanouzet, M.
Sesques [25] et H. Barucq [9].

— La méthode des potentiels retés] qui associe aux prashes
d’évolution hyperboliques des formulations @gtales espace-temps,
dont la discetisation paglements finis de surface condaities scemas
stables et convergents. Elleé# introduite par A. Bamberger et T. Ha
Duong [7], [8], [23], pour la diffraction d’'une onde acoustique, puis
déevelopee erelectromagatisme par A. Bachelot et A. Pujols [5], [6],
et |. Terrasse [34] pour la diffraction par des obstacles conducteurs, et
par V. Lange [2], [28], [3] pour des obstacles dissipatifs, &lisés par
une condition d'impgdance.

Le couplage permet de cumuler les avantages de ces déthodes, et
d’éliminer leurs principaux incom@nients. En effet, le maillage volumique
prendra en compte legterogeréites de I'obstacle, sachant qu’on pourra
béréficiera terme de la richesse des érg@ux traies dans les codes indus-
triels utilisant lesélements finis volumiques et les conditions aux limites
absorbantes. D’autre part, le domaine troddans lequel se fait le maillage
sera eduit au volume rdame des métiaux de I'obstacle, sur la frogtie
duquel leséquations irgrales joueront ledte d’'une condition aux lim-
ites absorbante “exacte”, puisqu’elle retranscriracpement le caraére
de I'onde diffracée dans le milieu egtieur. Ce type de athode n’est pas
nouveau, puisquegjh en 1980, C. Johnson et J.Cadilec [26] ont ealig

I étude tieorique d’un tel couplage pour le prébhe du Laplacien en dimen-
sion 2. Par la suite, M. Costabel [16EtudE le cas gréral d'un oerateur
elliptique du second ordre dai®€', présentant un couplageésggfique qui
conduita une formulation variationnelle syatrique. Cette faon de proéder
aéte reprise dans les articles de M. Costabel et E. Stephan [17], [18] pour un
probleme d’ondetlastique, mais aussi par V. Levillain [29] pour le &yak

de Maxwell harmonique (ce dernier s’est aus®iasga deux autres formu-
lations variationnelles quéalisent le couplage). Cessultats nous seront
utiles en vue du lietroit entre les domaines&guentiel et temporel. Sig-
nalons de plus étude mege par M. Filipe, A. Forestier, T. Ha Duong [22],
qui a analyé un probéme d'interaction fluide-matre en egime transi-
toire, et celle de V. Lubet [4] sur le couplage de potentiels réaedec des
eléments finis pour lagsolution d’'un prol#me de diffraction d’onde.
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La seconde partie psente le cadre fonctionnel utéisainsi que I'analyse
des potentiels enégimes stationnaire et instationnaire. En effet, nous
écrirons des&sultats en frEquence et entemps, etles solutions des probs
de diffraction seront repsenges par ces potentiels.

La troisikme partie traite de la @hode de couplage @ements finis
volumiques avec desquations irgrales espace-temps. Natsblissons
d’abord quatre formulations variationnelles, qui Eg@ntent quatre faos
de coupler le sysime de Maxwell avec les deéxjuations irégrales issues
des formules de repsentation du chan@ectromagatique diffracé dansle
domaine exérieur. EnreprenantI'iee de T. Ha Duong [23], une transfozm
de Fourier-Laplace en temps nous transporte dans le domaqeefitiel, a
nous considrons le prol@me harmoniquéquivalent et ses 4 formulations
variationnelles. Pour la deuwine formulation, nougcrirons un esultat
de coercivié de la forme sesquilgaire assoée, ainsi que I'existence et
I'unicité d’'une solution au probme harmonique. Par leébeme de Paley-
Wiener et la formule de Parseval, nousddirons I'existence et l'unidt
d’'une solution, et une relation de coercivitlans un cadre fonctionnel
adequat pour uneégularieé en temps dxifigue. Ce dernierésultat sera
essentiel pouétablir la stabilie et la convergence de laéthode. Nous
donnerons de plus des estimations d'err@l@boEesa partir de celles
relatives auxelements finis utiligs: leselements finis courbes conformes
dansH (rot, (21), les éléments finis de Raviart-Thomas conformes dans
H*%(dz’v,F), et ceux de typeP, k € N, sur I'axe des temps positifs.
Nous écrirons ensuite de mame plus succinte degsultats relatifs aux
trois autres formulations variationnelles.

RemerciementsLes auteurs souhaitent remercier les professeurs A. Bendali, T. Ha Duong
et J-M. Thomas pour de fructueuses conversations eét&htju’ils ont poré a ce travail.

2. Résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, oefihit les oferateurs qui interviennent dans les
équations irkgrales, en fFquence et en temps. Les pr@ties des oprateurs
en temps se@&uisent, via les #oemes de Paley-Wiener et Parseval, de
cellesécrites dans le domainegfijuentiel. C'est ce raisonnement qui sera
utilisé par la suite pour obtenir l&gularieé en temps des solutions de notre
probleme,a partir des puissances ¢le| dans les iggaliés dénergie en
frequence. Avant tout, nous rappelons les espaces fonctionnels qui inter-
viendront dans cettétude et desésultats de trace et de égement qui
servironta determiner les puissances fdg dans les estimations futures.
Dans ce qui suit{? repesente un ouvert boende fronterel” reguliere,
et on consiére un nombre complexe non nul [w| > ¢y > 0.
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2.1. Rappel des espaces fonctionnels et des normeseslex

La convention suivante sera adeetpar la suite: la notation | désignera
les normes usuelles, tandis gue|| fera eference aux normes indess.

2.1.1. Cadre fonctionnel harmoniqueSoit  un reel quelconque. Soi?
un ouvert boré régulier de frongre I". Nous utiliserons les espaces de
SobolevH" (£2) ou H"(I") dans létude du proleime de Helmholtz. Ces
espaces seront munis de leur norme natufellg- ) ou| - |+ (r)-
Pour I'electromagatisme, nous consialerons le cadre fonctionnel clas-

siguement B au probdme de Maxwell, c’esé-dire:

H(div, 2) = {v € L?>(22)?,divv € L*(2)}

H(rot, 2) = {v € L?(£2)3, rotv € L?(2)3}
Cependant, nous utiliserons sur ces espaces des normes dit€empaxun
parangtre complexe non nul, qui sontéquivalentes aux normes usuelles.

Définition 2.1. — Pour tout f dansD’({2), on appellef* la distribution
dilatée def par w dansC*, définie par:

w 1 y
welole o =7 ()
jwl ™ \ |l
— Yw € C*,Vr € R, on c&finit une norme sul " ({?2) par:

T 1 w
Ve H(2), 1700 = =10

|wl

Remarques.

— Pourr = 0, pour toutw dansC*, les normes usuelle et index cdnci-
dent, i.e.:

I low.e =12
— Si|w| = 1, alors pour tout réel, les deux normes wident.

— Cette @finition est encore valable en rempat le domaing? par la
surfacel".

Les normes indedes sur les espacél div, 2) et H (rot, {2) sont donges
par:

2 1 2 2
[Vllow,dive = ( [IVI[§.w,.0 + WHdWVHO,w,Q

2 1 2 2
IVllowrote = | V15 w0 + WHrOtVHO,w,Q

Comme elles sonéquivalentes aux normes usuelles, elles emft aux
espacedd (div, §2) et H(rot, £2) une structure d’espace de Hilbert.
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Les proprétés de trace sur ces espaces nousr@rons consi@rer les
deux espaces suivants:

H™3(div, I') = {v e H3(I)3,v-n=0,divyv € H—%(F)}
H_%(Tot,F) = {v € H_%(F)?’,v ‘n=0,rotrv € H_%(F)}

ou divr etrotr sont respectivement la divergence et le rotationnel scalaire
surfacique. lls seront munis de deux types de normes, les normes usuelles:

_ 2 ; 2
|V|H—%(dw,r) o <|V|H—%(F) + |dwFV‘H‘%(F)>

_ (12 2
|v|H_%(mt7F) = <|V|H%(r) + |rotrv|H%(F)>

et les normes indées:

D=

1 .
Mgy = (V2 g+ laiorvI?y )

N[

1
Mg = (V2 g+ lrotevi? )

Nous utiliserons dans I'expésles relations de duaditentre ces deux es-
paces, ainsi que les formules de Green qui leur sont relatives (voir [34] page
106, page 120 et 127 en ce qui concerne les normeséeadix

2.1.2. Cadre fonctionnel en tempsSoit £ un espace de Hilbert quel-

conque, on appell®’, (E) I'espace des distributions causales Bufi.e.

a support inclus dan& ™) a valeurs dan€’ et S’ (E) le sous espace de

D' (E) formé des distributions tengmees. Pour tout dansR, on cefinit:
LT(0,E)={f € D\ (E),e "'f € S\ (E)}

Définition 2.2. On appelle ensemble de distributions Laplace trans-
formables suiR a valeurs dans® I'ensemble:
LT(E)={f¢€ DQF(E), doeR/feLT(o,E)}

RemarqueSi f € LT (o, E), alorsVo' > o, f € LT(¢', E).

Définition 2.3. Pour f € LT(E), on cEfinit sur le demi-plan complexe

{w € C; Sw > 0} la transformee de Fourier-Laplace de f, ré f ou £(f),
de la mangére suivante:
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—+00

f(w) = Fle=t)(n) = / e f(t)dt sie "t f € LY(R™, E)

—00

avecw = 1 + io etF la transfornée de Fourier en temps non norméks

Lorsqu’on aura besoin de la transformation inverse, on utilisera&tméme
suivant dont la @monstration figure par exemple dans [19] chapitre 16 para-
graphe 2.2.

Théoreme 2.1 (de Paley-Wiener)f(w) est la transforrde de Fourier-
Laplace d’'une fonctiorf € LT'(F) si et seulement siil existe des constantes
09, 01 > 09, C > 0 etk € N* telles que:

f(w) est holomorpha valeurs dang” sur le demi-plan complexgy €
C;Sw > 0p}
| (W)le < C(1+ |w|)* surle demi-plan{w € C; Sw > o7}

Plus particukerement, pour les agaliés dénergie que nouscrirons dans
les domaines &quentiel et temporel, nous utiliserons la relation suivante:

Proposition 2.1 (Formule de Parseval)vf,g € L, .(R,E) N LT(E),

Yo > max(U(f)a'U(g))a
1 +oo+io

2

+o0

(F(@), §(w)) pdw = / 2 (1), g(t)) pdt

—oo+io —00

ou (-, -)p désigne le produit hermitien sut.

Les espaced{:(RT, E). Soients et o deux €els,c > 0. Préesentons la
définition des espaces fonctionnels temps-espacesdgar T. Ha Duong
dans [23]:
My (RY, E) = {f € LT(0,E); e "'A°f € L*(R, E)}

0l A°f (w) = (—iw)* f(w).
RemarquePours entier naturel, I'oprateurA® n’est autre que I'oprateur
de cerivation en temps d’'ordre

Ce sont des espaces de Hilbert munis de la norme:

_ oo —20t| AS 2 %
(2) \flo,s.2 = </_ e 27t A f(t)|Edt>

La formule de Parseval permet de donner une autre éaisation de cette
norme en fonction d’une iggrale en fequence:

1 +oo+io 9a1 3 9 %
© owe = (5 [ WPl
T J—co+io

Cette caradrisation induit l'iregalie suivante, avec l'inclusion qui en
découle:
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|f’a,s,E < US_S/|f’U,s’,E‘ avecs’ > s
HY (R*, ) C H3(R, )

Les espaced/s (R, E). On peut épeter le néme processus quegeedem-
menten consigrant cette fois les normes indms. LElaboration des espaces
obtenus estétaillee dans [34] page 29. Nous nous limiteronsidie brefs
rappels.

La motivation de ces espaces e6tl I'énergieglectromagatique:

£(t) = /Q (ol B(t, ) + o [H(t, 2)|?)de

En exhibant 'image par Fourier-Laplace de cette expression, et en utilisant
leséquations de Maxwell harmoniques dans le dom&men obtient:
. 1 .
E(w) = 50/ (]E(w,:v)|2 + 2]rotE(w,:v)|2> dx
) |wl
Pour aleger les notations, nous avoasrit w pour le rapport?. Cette
intégrale @finit une norme que I'on veut coller. Il suffit d’appliquer
la transfornée de Fourier-Laplace inverse pour s’apercevoir que la division
par le module dev impose querotE pos&de un dedr de Egularié en
temps de moins quE. En effet:

E(t) = /Q (solE(t,x)Q + ol /Ot rotE(s,x)dsP) dx

Aussi ces espaces auront-ils la cagaistique suivante: toutedivation en
espace entiaera la perte d’'un ordre dégularie en temps. Nous intro-
duirons ces espaces d’'abord pdue= H™({2), avecm entier naturel, puis
nousétendrons cetteainition a d’autres espaces de Sobolev.

Soients € R etm € N*, on cEfinit de proche en proche les espaces
suivants:

H3(RT,L*(02)) = Ho(RT, L*(02))
Hy (R, H™(2)) = {f € Hy(R*, H""1(2));
VfeH; (R, H™H(02)*)}

La formule de Parseval permet d’obtenir une camasation similairex (3) .
1

1 +oo+io ) . ) 2
@ oo ( [ Suf<w>um,w,gdw)

2m —oo+io
ou Hf(w)”mw& est c.fini de proche en proche par:
£ (@)llow,2 = |f(W)lr2(0)
. . 1 .
G I @lhwe=1f@hwe+ 5l VAl 10.e

jwl?
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On verifie facilement que cettexdinition cdncide avec celle dorae en 2.1
pourr = m entier. En effet, lors de chaquénivation en espace, la dilatation
fait apparidtre |w| en facteur. En utilisant la formule déaurrence (5), on
obtient la caraérisation de la normg - [, ;. gm0y

2

1 oo 20t S 2
P lmimier = | 5z [ €S0 CRIATD 1Oyt
oo =
(6)
ou DP est la érivee p-eme en espace qui satisfait la relation @eurrence:
D% =u

DPy =VDP 1y, VpeN

RemarqueEn comparant avec la formule (2) qui donne la caasation de
la norme introduite par T. Ha Duong, on voit qu’ici l&rivation en temps
et la cerivation en espace soatroitement lges.

Consicerons maintenantle cas & = H"({2), r étant un éel. Pour tout
s réel, on @finit:

Hy (R, H'(2)) = { f € LT(o, H"(£2)),

+oo+io gan 3 )
[ @) ade < o

—oo+io

Ces espaces sont munis d’une structure hilbertienne pour la norme:
1 “+oco+io

@) T{Sp—— / WP F @) o

27 —o0+10

Consicerons maintenant le cas des espacelnid sur la surfacd” de
I'obstacle. On note:

Hy(RT, H'(I') = { feLT(o, H(I)),

—o0o+10

+oo+io 5 . )
| P @ e < oo
Ces espaces sont munis de la norme:
2 | 2
1By =55 [ WPl @R rdo

—o0+10
Nous pésentons enfin le cadre fonctionnel qui nouériessera plus partic-
ulierement pour le sysime de Maxwell, c’esé-dire:
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HE(RY, H"(div, T)) = {f € LT (o, H"(div, T)),

“+o0o-+io ) R
/ [ F (@) g e < 0

—o0+10

H:(RT,H"(rot, I')) = {f € LT(o,H"(rot, I)),

+oo+io oell & )
/ ‘w| SHf(w)Hr,w,rotpdw < 400

—00+10

avec leur norme respective:

1 +oo+io o1 £
9 oy = [ WP @i

—oo+1i0

1 +oo+io a1 3 )
1oy = 3 [ Bl oty

—oo+io

Dans ce cas, nous avons:

vf € Hr(divar)7 ||f||r,w,divp = |fw|HT(div,|w|F)

Vf e H (rot,I), = ] " (rot.|w|1)

Nous terminons ces rappels avec lédléme de dualé en temps et en
espace:

Théoreme 2.2.Pour touts réel,
/
<H;(R+,H—%(mt,r))) = H* (R+,H—%(dw,r))
/
(H;(Rt H™3 (div, F))) — H® (R+, H™3 (rot, F))

Preuve. La dualigé en espacé{‘%(rot, r-— H‘%(dz‘v,F) est connue,
celle en temps est une catgience directe degfinitions pecedentes. O

2.2. Resultats de trace et de mlement

Pour le probkme de Maxwell, nous utiliserons les traces:
Yo : D(2)2 — D(I') ~,: D(2)3 — TD(I)?
u——u-n, u»—)u/\n‘F

~¢: D(2)2 — TD(I')?

ur—nA(uAn),
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Leurs majorations de continéiet de surjectivé dans les espaceq div, {2)
etH (rot, £2) munis de leur norme naturelle sont dées, par exemple dans
[30]. Nous aurons besoin désultats similaires pour les normes inées
parw.

Proposition 2.2. L'application ,, se prolonge en une application &éaire
. 1 . . ’
continue deH (div, 2) dansH ~2(I") munis de leur norme indég, et on

a:
. 1
®  VueH(div,2) [wul_i, < C)w2]ulldw.e
De plusYu, € H~2(I'), Ju € H(div, 2)/
1
9) un = et [ullaww.e < O w "2 |unll 1,

Proposition 2.3. L'application~.- se prolonge en une application éaire

continue def (rot, §2) dansH 2 (div, I') munis de leur norme indég, et
ona:

1
(10) Vue H(rot,2) |vrull_1, g, < C)|w|2[[ullrorw,0

De plus,Vyp € H_%(div,F), Ju € H(rot,$2)/
1
1) e=vmu et ||ulorwe < COw 2@l 1 4 g,

Proposition 2.4. L'application ol se prolonge en une application &aire
continue def (rot, §2) dansH ~ (rot I') munis de leur norme indég, et
on a:

1
(12) Yue€ H(rot,2) ||'ytu\|_%7w7mtp < C(D)|wl2 |Jallrot w0

De plus,Vp € H™ (Tot I'),3u € H(rot, $2)/
_1
(13) =7 et HuHTot,w,Q < C(F)’w| 2 ||SO”—%,w,ratp

Preuve.Les trois Esultats pecedents sont morés dans [34] page 120.0
2.3. Definition etétude des potentiels harmoniques
Définition 2.4. Pourp € C>(I") ou (C*(I"))3, on cefinit:

Ly o(x —2/G°"x— (y)dy, YreR*\T

eikvzl|

W —
avecGY (z) = T _ -
Le parangtrek, = % caracgrise le milieu.
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Ce potentiel de volume est appeadotentiel de simple couche assoaila
densiép(y). Il permet de re@senter les solutions du préohe de Maxwell.
Dans le but cétablir dequations iriéigrales sur les interfaces de I'obstacle
nous avons besoin de cofitta les traces sur la frostie I” des potentiels
de simple et double couche, ainsi que celles de legnisé@ks.

Définition 2.5. Les potentiels de surface sont @st

Syp(x) = 2/FG‘;’(96 = y)e(y)dyy
Yz eI pour ¢ € C(T) ou (C=(I))>
Pipla) =2 § V.Gila — o),
Ve eI pour pe C(I)
2e(o) =2 § VGla — 1) Aol
Ve eI pourgc (C(I))>
Remarqueles expressionsy ¢ etQ¥ ¢ sont cefinies comme valeurs prin-
cipales, car leur noyau est %n_lyj En effet,

Zkl/|x - y‘ _ 161'161,\9:71/\ r—1Yy

14 V.GY(z - y) =
a4 =) = = P Ty

Notation. On c&finit les ofgrateurs de traces interieuyg et exterieurey;
sur la surfacd” en posant pout, € I

Y flzo) :=  lim  f(x),

T—x0, TES2

% flzo) == lim _f(a).

x—x0, TED
Lemme 2.1. Les traces des potentiels de voludig sont donies par:

Veel
Y € C®(I') ou (C=(I))3

20 (VoL2p)() = la N
végvxczsox)ag) - —¢(z)n(2) waém)% | v € )

Yo (rot . LYp)(z) = —p(z) An(z) + QL e(x o

Yo (rot.L20)(x) = ¢(z) An(w) + QLp(x) } Vip € (C(D))?

Preuve. Voir par exemple [15] page 224. a
Nous nous iréressons maintenaatla iegularieé des potentiels de sur-
face.

Théoreme 2.3. Pour toutw complexeSY, est un des dgrateur pseudod-
ifférentiel d’ordre -1 sut” et P~ est un oprateur pseudodérentiel d’ordre
Osurl'.
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Preuve. La demonstration est similair& celle du paragraphe 4.4 page 87
de [15]. 0

Pour repésenter la solution des praphes de Maxwell dans le domaine
harmonique, nous avons besoin @&, et d'un nouvel oprateurRY que
nous @finissons maintenant:

Définition 2.6.
Vw € C,Vp € C®(I)3, V€ T,

P (divre(a))

w . w 1
RV(,O(.’IJ) = ZW,UUSV (P(.CE') - iwe

v

RemarqueDans les refsentations des solutions du syse de Maxwell,
cet oferateurRy appardtra plubt sous la formen A R o (2) qui S’écrit de
la manére suivanteVx € I,

A RYpla) = A Giop, S5p(0) — - Va(L (divrp(a)
=0 A (iwpSye(@) — — V(nan(ﬁf(divrso(x)))
+V (LY (divre(2))), )
1

=nA (iwp, Sy e(z) — e, Vr(Sy (divre(z))))

Notation.Par la suite, on noterA - 'opérateur de projection tangentielle
sur la surfacd".

Théoreme 2.4. Pour toutw complexe, les dggateurs/ RY et I1Q% sont
continus def 2 (div, I") dansH 2 (rot, I).

Preuve.Pourllr Ry voir [34] page 43 et poufl Q¥ voir [2] ou [28] page
32. 0

Corollaire 2.1. Les traces du potentiel de volunig sont donges par:
Yo (LL0) = v (LLp) = S¥p  dans H*TY(T) ou (H*TH(I))? pour
¢ € H*(I') ou (H*(I'))?

Y (VLY ) = +en + PYo  dans (H*(I'))? pour ¢ € H*(I')
Yo (rot, LY0) = Fp An+ Q¥¢  dans Hfé(rot, I') pour
e H 3(din,T)

Preuve.Pour touts réel, par densetdeC>°(1") dansH*(I") les tesultats de
trace dulemme 2.1 et la contin@idles oprateur&tablie dans les #oemes
2.3 et 2.4 permettent de conclure. O



270 A. Bachelot et al.

Nous avons besoin désultats plus f@cis sur ces ggrateurs. En parti-
culier, il faut contdler leur norme par rappoéw, dans le caswSw > 0,
afin de éduire la égularie en temps des @pateurs assoes R, etQ,: ces
opérateurs qui seront introduits plus tard sont obtenus par une transformation
de Fourier-Laplace en sur les ograteurs en &quence.

Proposition 2.5. Yw € {Sw > o > 0},Vp € H‘%(dz’v, I
15) A Qy+Id)pll 1 4 iy < CUL )Wl 1 o i

Preuve. Voir [2] ou [28] page 49. a

Proposition 2.6. Yw € {Sw > o > 0},Vyp € H*%(dz’v, I)
(16) TP RERN -1 ot < )]s iy

Preuve. Voir [2] ou [28] page 106. O

2.4, Definition etétude des potentiels retad

Dans ce paragraphe, nous rappelonsdatie des potentiels dans le domaine
temporel. Les potentiels que nous allons introduireéstugent de ceux en
frequence par la transformation de Fourier-Laplace, en saplaans le
cadre fonctionnel @seng au paragraphe 1.1.

Désormais, la valeur absolue ind&par désignera le rapport:

=y
‘x_y‘u =
Cy

ou ¢, represente la vitesse de propagation relative au milieu. Il en sera de
méme poutw indicé parv.

Définition 2.7. Pourp € C®(R;" x ;) ou C>=(R;" x I,) on céfinit:
Vz € R3\ IVt € RT,
Loplt.r) =2 [ Gutoa =) o),

r
t— - 1)
:2/<p( [z —yl y)d%
r drlr —y

ouG,(t,x) = Solt-lzlv) gt |a solutiorelementaire de Bquation des ondes
47|z]

assocgea c,, a support dans le@ne futur.L, » est appet potentiel retaré
de simple et double couche pour la deasit
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Définition 2.8. Pour (t,x) dansR;" x I,
t— |z —
Syt =2 [ Ay,
r 47T|.I —y| r
< D(le_ X Fz) ou (D(Rz'_ X Fz))d,
t— |z —yl,,
}%wwx)zg/ﬁvx<¢( |z y\30>d% .
r 47‘("1‘ — y‘
¢ € DR x I,),
t— o —
Quilt,a) =2 [ rot, (90( [ =yl y)
r dr|z — y|
¢ € DR} x I,)3.

) dry, pour

Remarques.

— Les expression®, ¢ et @, sont cfinies comme valeurs principales.
Cependant, I'expressioli (), a un sens classique si le vecteuest
tangent la surfacd™ (i.e..p € TD(R;" x I')) ; c’est vrai aussi pour le
potentiel en fequencdl Q% ¢ (voir, par exemple [2] ou [28] page 48.

— On peut donner une expression plus explicité)gde(t, z), c’esta-dire:

Qult) =2 | (vx (M) Ap(t = & — Yl )

+47T|I y‘rOtx@( |z —ylv,v) dyy

1
=2/ Vg;()/\ t— |z —yl,
F( ppp— p(t =z =yl y)
~(Gretigy) N Orp(t — |z — y|u,y)>d’Yy

Lemme 2.2. Les traces du potentigl,, sont donges par:

iz(jé% ))(33)75(5( SO))(Z):JrSI;jO(éC)) b EVCOO(I(;): Q;(COO(F))B
T N
ot ety = oy Aoy -Gy Y€ (0
Preuve. Elle est similairea celle du lemme 2.1. ]

Définition 2.9. On c&finit I'analogue en temps de I'épateur R¥ de la
mankgere suivante:
poure € D(RS x I,)3et(t,z) € RS x I,

t
Ryp(t,x) = — S, (Opp(t, x)) + (}Py (/ divpcp(s,x)ds>
v 0
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On peut faire la rame remarque que dans le cajinentiela savoir:

nAR,p(t,z) =nA < — Sy (Orp(t, x))

+;va (sy (/Ot divpcp(s,x)ds)> )

Jusqua maintenant, les @thodes classiques ne permettant patudiier les
potentiels retargs, la transforree de Fourier-Laplace est le seul outil uélis
pour ceduire leur egularié dans des espaces de type Sobolev, qui s’adaptent
a des approximations neriques. Nous allons dor&rire des estimations
de continuié dans les espace fonctionnels munis des normeséedgour
Q. etR,.Lintérét de ces normes visvis des normes usuelléside dans le
fait qu’elles permettent écrire les majorations de contin@idles oprateurs
frequentiels surfaciques avec des puissances|deus faibles. Ainsi, par
transfornee de Fourier-Laplace légularie en temps des @pateurs corre-
spondants sera accrue.

Le lemme suivant est une application directe deothme de Cauchy.

Lemme 2.3. Les oferateurs()y et Ry transforment une fonction holomor-
phe par rapporta w dans{C; Sw > ¢ > 0} en une fonction holomorphe
sur le méme ouvert.

Proposition 2.7. Pour toutw € {w € C;Sw > ¢ > 0}, pour touts €
R, I'opérateur IT-(), se prolonge de maeére unique en une application

linéaire continue dé73 (R, H 2 (div, I"))dansH: H(RT, H 2 (rot,I"))
et \erifie:

Vi € Hy(R™, H™ 2 (div, ), [ 1rQuel|
(17) < C(o, D)l

,s—l,H_%(rot,F)
0,8, H™ 3 (div,I")’
et I'opérateur I11 R, se prolonge de maéie unique en une application
linéaire continue dé7s (R*, i~z (div, I')) dansH: L (R*, H 2 (rot, I"))
et \erifie:

Vi € H3(RT, B2 (div, 1)), | Hr Ryl
(18) <C(o,1)

1
,s—1,H 2 (rot,I")

HCPHO',S,H7% (div,I")

Preuve. Faisons la @monstration pour I'oprateurR,,.

Soity € HE(RT, H2(div, I')) C LT (o, H 2 (div, I')). Il faut d'abord
veérifier que la transforée de Fourier-Laplace inverse B&¢ est bienRk, ¢
ou ¢ est la transforrae inverse de, c'esta-dire:
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(19) LY Ry@) = R(L7H(9))
Avant d'appliquer la transformation de Fourier-Laplace invér$expres-
sion deR¥ ¢, montrons que cette transfoeminverse existe.

p € LT(o, H‘%(dz’v,F)) donc le sensétiproque du teoeme de

Paley-Wiener indique qug est holomorphe dangv € C;Sw > ¢ > 0}
et que pouk fixé dansN* on a:

~ k
N1 o din, < OO+ [w])

Ainsi, I'estimation (16) de la proposition 2.6 donne:
I RGN oot < Clo, Dl (1 + [w])*

et le lemme 2.3 donn& ¢ holomorphe sufw € C;Sw > o > 0}. Le
sens direct du #oreme de Paley-Wiener montre qﬁlﬁp est la transforrae

de Fourier-Laplace d’'une fonction Laplace transformable. Par ailleurs, on
a:

" ezw\x ylv .
Spé(z) = 2/ ﬁw(w,y)d’m

r, 4mlz —y

2/ eiw\m—ylu it ( )d 4
= | ¢ e(ty)dtdy
r, 4z — y| Jr, Y

esz
=2/ / 1o P = |z = ylu, y)dyydT
Ry J Iy mlz — y|

i t— - 1)
— 2/ elwt / SO( |:’U y| y) d’}/y dt
R r, Arlz—y|

On ceduit le eésultat (19) de la relation enti@ et S¥. Enfin, la propo-
sition 2.6 permet deé&tluire quell- R, se prolonge de maéie unique en

une application ligaire continue d&/$ (R*, H~ = (div, I')) dansis | (R,
H2 (rot,I")), avec la majoratior'p € H: (R, Hz (div, I"))

+oo+io 5 1 5
[P R P,

—oo+10

5,w,rotr

~+oo+io 9
<0 D) [T B I g, o < 4o

—oo+1i0

La demonstration est similaire po@):

In A QI g
<N AQE+ Iy gy + 12121 s
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1
< C(o, I)|w|? (1 + ) 1212 1 o dior

jwl?

1

1
< C(U»F)MQH‘PHQ_%M’MUF car 1+ W <1+ o} .

A partir du lemme 2.2 et de la proposition 2.7, nous pouveaisre un
corollaire analogue au corollaire 2.1 dans le domaine temporel.

Corollaire 2.2. Les traces du potentiel,, sont donges par:

Yo (Lvp) = ’YJ(['VSO) = Sup
dans HEHRT, H2(I)) ou HEL(RT, H2 (1))

1

pour € HE(RT, H™2(I)) ou HE(RT, H 2 (1))
14 (VoLop) = ten + Pp
dans HEY(RY, H2(I)?%)
pour € H(RT, H 2(I))
V9 (rotzL,0) = Fo An+ Qe
dans Hi_l(R+,H_%(rot,F))

pour ¢ € Hﬁ(R+,H7%(div,F))

3. Couplageéléments finis volumiques-potentiels retarés
pour la diffraction électromagretique par un obstacle letérogene

Nous reprenons le praine (P) présengé dans lintroduction. Les car-
aceristiqueg ety du maériau delectrique peuvent avoir unépendance
spatiale quelconque. L'application deéments finis de volumeétessite
cependant I'hypothse suivante:

Vo € $21, Fem, e, ms s/ €m < €1(x) <eng et pm < () < pg

3.1. Formulations variationnelles

Leur élaboration Bcessite de condider €paément les milieux?; et (2,
pour ensuite lier ledquations issues de ces domaines. Ce lien ne peut se faire
gu'avec les conditions de transmission qui traduisent la conéiligis traces
tangentielles du cham@ectromagatique totala travers l'interfacd”. La
condition de conducteur parfait siiy sera prise en compte danéduation
volumique, et la causaéit comme pecedemment sera indispensable pour
justifier le produit de convolution en tempada base desquations irégrales
dans(2,.

Nous avons le choix entre deux types de formulations:
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— Sinous voulons limiter le nombre d’inconnues dans leg€s@® venir,
il est possible de combiner l&quations de Maxwell entre elles afin
d’éliminer le champ magrtique dans le milieu?;. On obtient alors
pour I'inconnueE; uneéquation volumique d’ordre 2 en temps et es-
pace, et une formule de Green sur le rotationnel fera afipaa terme
de bord qui fera le lien avec leégjuations irtgrales. Les formulations
variationnelles construites sur cett@é&donnent des semas qui ont
pour inconnued; dansf?;, et les courantglectriques et magiques
surl’,j1 = Hy An).,m; = nAEy .. Enfait, nous verrons que la com-
patibilité desélements finis utiliés pourE; et m; induit 'adéquation
de leurs dedgs de liber sur la frontére de I'obstacle, ce qui autorise
I’ élimination de I'inconnuen;. La formule suivante:

1 t
H(t,x :—/ rotE; (s, z)ds
1(t, 2) () Jo 1(8,2)

permet alors de recomposer le champ néigiue dang?; .

— Lautre possibilie consiste réaliser une formulation variationnelle vo-
lumique directemena partir du systme de Maxwell, le lien avec les
équations irtgrales se faisant toujours par le biais d'une formule de
Green. Les s@mas ainsi obtenus travaillent sur les deux inconities
etH; dansf?;. Du fait de la prise en compte du champ métigue dans
les sclemas nurariques, les systmesa resoudre seront plus lourds que
ceux des formulations predentes. Banmoins, cette fan de proéder
présente un ir@ét a terme. Si on @ésire prendre en compte unepen-
dance temporelle des caradstiques:; et 1, les formulations unique-
ment en chamglectrique ne pourront métiser que des matiaux ai
seule; dépendra du temps, alors que la désme émarche permettra de
consicerer le cas plus@réeral d’'une @pendance temporelle deet ;.
Cette @pendance temporelle intervient dans les relations constitutives,
ou le lien entrdD; etE; d’'une part, eB; etH; d'autre part se fait par un
produit de convolution en temps avec les cagstiques; et ;. Cela
signifie que letat pésent du mdriau cepend de tous ses @&okdents ;
de tels matriaux sont appék dispersifs. Bien(s, les modifications qui
seront appo#esa terme pour cettétude ne porterons que sur la partie
volumique des formulations variationnelles ou dessaas.

3.1.1. Premére formulation. Consicerons le sygtme de Maxwell dans la
couche de métriauf2;:
(20) {rotEl + p1(x)oHy =0

rotHy —e1(x)0E1 =0

On sait que siles champs sont suffisamégtitiers au bord, alors la solution
pos®de la egularié:
Ei(t,-), Hi(t,-) € H(rot, {1) N H(div, 2).
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Bien diir, cette egularit est essentielle, puisqu’elle fixe le choix é&snents
finislors de la dis@tisation, et nous verrons que &aments finis conformes
dansH (rot, £21) sont peferablesa ceux dang (div, £21).

Notations.

— Par la suite, les crochets ) repésenteront la duaét
H 2(rot,I") — H2(div, ).

— D’autre part, la mesuré,t dénoterae—27%dt.

Pour le chamgglectriqueE;, nous introduisons I'espace suivant, afin de
prendre en compte la condition de conducteur parfait:

Ho(TOt, Ql) - {E € H(TOt) ‘Ql)/n A E‘Fc = 0}

La dependance entemps du cadre fonctionnel se fera congtatle@mment,
en se fixant un paradtre €el o strictement positif.s; et s, étant des
réels qu'on éterminera plus tard, une formule de Green sur la demai
équation du sysime (20) induit la relation suivante: Pol£;, H;) dans
H3 (R*, Ho(rot, £21)) x H3'(R*, H(rot, £21)), et pour toute fonction test
E’' dansH?! (R, Hy(rot, {21)), on a:

/ / (—81 (w)(‘)tElE’ + H1T‘0tE/)d:UdUt
R+ J

(21) —/ (j1, IrE") dst = 0.
R+

car IIr, E'=0

avec la notation:
jhi=Hi A n,..
Il faut maintenant coupler cette formulation avecédgsations iregrales
issues du milieu ertrieur. On sait (voir par exemple [1], [10], [14]) que

les équations de Maxwell homeéges dans le milie®; conduisenta une
repesentation irégrale du champlectromagatique diffracé (Eq, Ho) :

2B, (t, x) = —,u2£2(8tj2)t(tv )
+€12V£2(/0 divrja(s,x)ds) — rotLo(my)(t, x),
2H,(t, x) = —e2L2(0ymya)(t, x)

t
1LV Ly( /0 divrma(s, ¢)ds) + rotLa(ia)(t, ),

(22)

avec
jo=Hs /\H‘F, mo = n/\E2|F.
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Les resultats du second paragraphe concernant la trace tangentielle du po-
tentiel de volume de simple couche et de sesvées permettent dtablir
leséquations irégrales sur la surface de I'obstacle:

%(—n VAN Rz(jg) +nA Qz(mg) + mg)
3(—nA 22 Ry(ma) —n A Q2(j2) — Jj2)
En utilisant les conditions de transmission, on obtient les deux relations
suivantesss et s, étant des@&els convenablement choisis:

moy

—J2

sur Rx I’

pour g) € Hy(R*, H™2(div, ) ® H2(div, I))

pour r;11> € H34 (R, H’%(div, I e H’%(div, I))
1
et pour toute fonction test

m/ 1 1
< i ) € H:*(RY,H 2 (div,I") ® H 2 (div, I"))

(23) /R+ (n Amy + ITrQo(my) — I Ra (1), ') dot
= /R+ <n/\f(q,p),j'> dgt
(24) / <n /\j1+HF€2R2(m1)+HpQ2(j1),m’> d,t
R+ M2
= /]R+ (nAg(q,p),m’)dyt

avec les donees du prokime:

f(a,p) =a—nAQ2(q) +nA Ry(p)

(25) g(q,p)=p—nA %Rz(q) —nAQz2(p)

sachant que dans le cas q et p sont les traces tangentielles du champ
incident:
f(a,p) =2q
26 ’
(26) g(a,p) =2p
La formulation variationnelle globale la plus simple consgsteonsi@rer
I’ équation volumique (21) avec&guation ingégrale (23), le couplage se
faisant de marire implicite gacea la relation:

m; :n/\El‘F.

En notantE = E; le champélectrique sur?;, m = m; etj = j;, nous
obtenons la prergre formulation:
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/ 1 /t /
e1(x rotEdsrotE ) dxzd,t
L], e (@ Jo )
v

(j, IITE') d,t =0,
N

(27)
(nAm+IrQs(m) = IrRy(j), J') dot

R+

X (nAf(q,p).i)dst.

3.1.2. Deweme formulation. Nous reprenons lesquations (21), (23) et
(24), afin de les combiner entre elles paogaliser un couplage plus explicite
que peccdemment, puisqu’il agira non seulemaritavers la relation entre
m, etE; surl’, mais aussi gicea I'adéquation entre le terme de bord de
la formule de Green et un des termes dliation (24). En effet, si nous
faisons le choix suivant pour les fonctions tests:
m’' =nAE|
alors nous avons:
<j1,HpE’>dgt_/ (nAji,m’)dgt
+ R+

C’est pourquoi la combinaison déguations (21) et (24) enfree:

1 t

—2/ / (e1(2)0,E1E' + /TotEldsrotE')dxdgt

g+ Joy pa(z) Jo
—/ <n/\j1,m’>d0t

R+

€ .

+/ <HF2R2(m1)+HFQ2<J1)am,> dost

R+ H2

:/ (nAg(q,p),m’)dst
R+

Avec les notation®&€ = E;, m = m; etj = ji, la difference de cette
équation avec &quation inégrale non encore utik® permet d'obtenir la
deuxiarpe formulation variationnelle:

1 t
2 / / (e1(x) ! / rotEdsrotE)dxd,t
R+ J r(z) Jo

-/ <HFR2( )+ Qi)' ) dt
@8) -+ | (TrQalm) — MrRai).d) dot
/}R+(<n/\m_]>+<n/\j,m’>)dgt
- /R (n ALY — (nAgm'))dot.
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Nous verrons plus tard que cette formulation $tebiera des éveloppe-
ments dans le domainesfjuentiel, desquels nouddluirons desasultats de
stabilitt et de convergence pour toute dettsation issue de cette formula-
tion.

3.1.3. Troiseme formulation. Nous voulons maintenagtrire des formu-
lations qui agissent sur les cham@lectrique et magatique. Pour cela,
nous conservons léguations irégrales (23) et (24), mais nous changeons
la formulation volumique.

Remarques. Certaines rathodes deésolution du systme de Maxwell
utilisent les inconnueE, etB;. Cette derrére repesente I'induction mag-
nétique qui erifie la relation constitutive dans le neatau (2, :

Bl(t7 fL') = ,U/l(x)Hl(tv QZ)

Elle a la egularié suivante (idem pouH; si u; est continue)Bi(¢,.) €
H(div, £21). On peut alors pra@dera une approximation paéments fi-
nis conformes dan#l (div, {21 ), tout en conservant I'approximation dans
Hy(rot, £21) pourE;. Malheureusement, lorsqu’oialise un tel couplage
avec lestlements finis conformes damﬁ‘%(div, I'), qui repésentent les
inconnuesn; etj;, on ne peut pas traduire au niveau des égege liberd, la
relation utile;j; = H; An, . Cette non compatibilét deslements finis dans

H(div, {21) etH‘%(dz’v, I') entrdne dans les probmes approds et les
sckemas nurariques une duplication des inconnyet B, pourtant lees
sur la frontereI". Nous retenons donc qu'il estgderable que Blaboration
d’une nethode de couplage en gardant les chalpst B; se fasse avec
la regularie H (rot, £21), quand cela est possible, c’&stire pour des hy-
potheses suffisantes slig. De plus, siu; préesente des discontinag dans
le milieu il faut alors remplaceB; parH;.

Les inconnuesE;,H;), et les fonctions test$E’, H') étant dans
H3 (RT, Ho(rot, £21) x H(rot, 21)), nous avons les formulations faibles
obtenues partir du systme (20):

(29) / / (p1(2)0;Hy + rotE)H'dzdyt = 0
Rt J 2

et
/ / (e1(2)OE1E — HyrotE )dzd,t
R+ J
. / o
(30) —F/R+ <n/\_]1,n/\E|F>dot—0.

En se fixant la relationm’ = n A ETF, la combinaison de &quation (24)
avec (30) donne:
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—2/ / (e1(2)OE1E — HyrotE )dzd,t
R+ J 2
€ . .
+/ <Up232(m1) + IIrQ2(j1) —n/\.ll,m/> dot
R+ H2

:/ <n/\g,m’>d0t
R+

En notantE, H, m, etj les inconnues dan@;, cette relation soustraite aux
équations (23) et (29) donne alors la tréisie formulation cougle:

2/ / (e1(z)OEE' — HrotE')dxd,t
R+ J 2,
+2

(1 (z)0H + rotE)H'dzd,t
R+ J2

(n/\J,m> <n/\m3>)dgt

(<HFR2 ) + HFQ2(j)am/>> dst

IrQo(m) — I Ry(j),§')) dot

(<
? <n/\fJ> <n/\g, >)d0t.

(31)

3.1.4. Quatreme formulation. Avec la néme Egularieé que pecdem-
ment, et en conservant les inconniiset Hy, le syseme (20) donne les
formulations suivantes:

/ / (—e1(2)0E1E' + HyrotE')dzd,t
Rt J

/R+(<H1 An, IIrE'))d,t =0,

et
/ / (u1(2)0H1H' + EqrotH')dzd,t
Rt J2

- /+(<E1 A, IIPH'))det =0
R

En utilisant de nouveau le sgshe (20), on obtient:

1 t
/ / (—e1(2)0, B E' — /rotEldsrotE/)ddet
R+ J oy m(z) Jo

—/ ((1, IPE))dst = 0,
R+
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et

/ / w1 (z)0Hy /rotHldsrotH’)ddet
r+ J o, ( )
/(<m1,HpH'>)d =0,
R+

en rappelant les notationf: = Hy; A n|,. etm; = n A E;,.. Le choix
suivant sur les fonctions tests:

j':H//\n‘F

m =nAE
r

permet de combiner deux par deux Eguations (32), (24) et (32), (23)
comme peccdemment. La diffrence des deldquations obtenues donne la
guatreme formulation cougle:

1 t
2 / / (u1(z)0,HH' + / rotHdsrotH')dxd,t
R+ J 2y e1(z) Jo

1 t
+2 / / (e1(z)0,EE' + / rotEdsrotE)dzd,t
R+ J () Jo

+/ n/\j,m’> —<n/\m,j/>) dxd,t
(32) R

avec la conventionE = E;, H=H;,j = j; etm = m;.

3.2. Resultats en fequence pour la2formulation

Consicerons, en premier lieu, la formulation (28). L'application de la trans-

formée de Fourier-Laplace doae dans la &finition 2.3 permet d’'obtenir
une formulation analogue dans le demi-plan complexe éegsiémcea par-
tie imaginaire strictement positive. Cette formulation peut aussedeice
a partir du prokme:
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rotk, — iwm(:v)fll =0,
rotH; + iwe1 (z)E; = 0,
rotEg — iwugﬂg =0
- N Tood P

rotHy + iweoEoy = 0, ans ez,

nA El nA EQ q

. = R r
<H1/\1’1) (HQAH)+(p> sur
E=H=0 dans {)
(PW) nANE; =0
H1 -n=20
Bs(2) 2 O(1) : Hala) 2 O()
52w(a A EQ) — koHo = O(Hl‘)
,ugw(a A HQ) + koEo = O(ﬁ)
uni formément pour toute direction

o= I%I et avec k% = o f1ow?

dans (24,

sur I,

avecw € C,Sw > o > 0, par une combinaison @¢uations volumiques et
surfaciques similaira celle en temps.

Notation.Nous remplaons la notatiofE,, H,)) par (E,, H,), ce qui est
valable pour tous les autres vecteurs.

Définition 3.1. Appelong,, la forme sesquiligaire suivante:

b ((;E ) : (?’)) - /Q (e (@) BE + wll(x)mtEmtE’)dx

- <Hp”Rs<m> n ans<j>,m'>
12

+(11rQ5 (m) — I R3(j), 1)
(33) +(mAm, i)+ (nAjm)

Il ne faut pas perdre de vue dans cetéfimition quem et m’ sont des
notations repsentanh A |, etn A | , ces relationgtant donges par
la transforngée de Fourier-Laplace sur ceg€mes relations en temps, tandis
que; est une inconnue, gt une fonction test au &éme titre quer et F’.

D’autre part, rappelons que les crochets de deiaglinta prendre au sens
H_%(rot, Ir)— H_%(div, r).

La formulation variationnelle ass@s au prol#me(F,,) s’écrit:
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Pour <Z> € Hfé(div,F) @ Hfé(div,lj),
E _1, ..
trouver <]. ) € Hy(rot, 1) ® H™ 2(div, I")/
/
(34) V<§?,> € Hy(rot, Ql)@Hfé(div,F)

b <(f) ; (’f)) — (nA f(g,p).9)

—(nAg(p,q),m).

Si on noteb la forme biliraire assoéea la formulation espace-temps (28),
alors on reconnait bien dahg I'image par Fourier-Laplace dg ce qui se

traduit par:
! N /
() (5)) =2((5):(5))
J J J J
Proposition 3.1. La formulation (34) eséquivalente au proeime(P,).

Preuve. Le probeme(P,) implique la formulation (34), il reste dornz
montrer la &ciproque. La formule de Green sur le rotationnel donne:

1 _
/ . rotErotE' dx
o W

1 _ 1
_/ rot(_ rotE) E'dm+<_ TotE/\n,n/\(E’/\n)>
o) W1 W

De ce fait, une solutior(?) du probEme (34) erifie les trois relations

suivantes:

1
(35) werE 4+ rot < - rotE) =0, dans )
iwpn

1
2< . rotE A n, HFE'>
iwp

@6)  + <HFZR5<m> T IIQSG) -1 A g, m'> — (Agm')

(37) (IIrQ%(m) — IrRS(5) +nAm,j') = (n A f,j")
Comme

1 1
<, rotE/\n,UpE’>:<n/\(, rotE/\n),m’>
iwp iwp

I’ équation (36) donne:
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1
2<, rotE/\n):j+n/\E2R°2"(m)+n/\Q‘§(j)+g
W1 M2

avec: o
9(g;p) =p—nA @R%J(q) —nAQ3(p).
De plus, lequation (37) €crit:
2m=m+nAQ5(m)—nARy )+ f

avec:
fla,p) =q—nAQ5(q) +n AR5 (p).

On reconnait avec ces deux démgséquations le projecteur de Célwn
exterieur, noé P,,, relatif auxéquations de Maxwell, de sorte que:

m —q m—q o[ m—gq
<wbl7“0tEAn|p—p> 2<J—p> 2<J—p>

(38) :P2< ,omed >

iwmrotE/\n|F —-p

D’autre part, on sait (voir par exemple [1], [14]) que le prabk exérieur
rotEy —iwpoHe = 0
rotHo 4 iwegFo = 0 dans {2
(39) nAFEy,=m-—gq
HyAn=j—p
+ Conditions de radiation

sur I’

admet une unique solutidii,, Hs) dans(H,.(rot, 22))?, et que ce prob-
lemeéquivauta:

n/\E2|F _1 n/\E2|p
(40) (HQ/\HF _2(1_A2> HQ/\I’I|P
avec
nAEy.\ _ [(m—q
HQ/\II|F j—p /)’

A — -nAQ5¥ nARY
27 —nAZR; —nAQy )

et

La difference degéquations (38) et (39) donne:

0
( L rotE/\n|F—p—H2/\n|F>

Wit

-2 L rotE Amj,, —p— Hy An,

Wit

et d’'apes les prop#étes dePs, on en @duit:
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rotE An,. =p+ HyAn =j

Wty
En remplaant cettecgali€ dans (38), et en introduisant le chaiiéfini
dans(?, par:

H = rotlk

iwpy

on céduit la relation (40) qui estquivalente au probme (39). Ainsi, la
formulation (34) implique le syéme:

(35)

H = Z.wlmrotE dans {1

j= Z.wlmrotE/\n|F
m=nA E‘F
(39)

qui repésente le proBime(P,). O

Proposition 3.2. Soitw € C,Sw > o > 0. La forme sesquili@aire b,,

Lo . 1 . .
définie en (33) est continue dad& (rot, £21) ® H~ 2 (div, I") muni de sa
norme indeke.

Preuve. Le terme volumique se majore de lg decsuivante:

_ 1 _
/ <iw€1(m)EE’ + - rotErotE’) dx
o )

(41) < max(e1(2), p(x))|wl|| £]

O,w,rot o, H E | | 0,w,rotg,

et le theoeme 2.4 donne la contingéitde la partie surfacique. Catablit
une majoration de contin@ten fonction des puissances (de, gracea
I'utilisation des propositions 2.5, 2.6, et 2.3:

(5 () cmmornns

1 1
1 . 2 1 . 2
42) < (1214 ) (1B + e
|| ||
ou C ne cepend que de, I, g2, 12, €m €tpps. O

Proposition 3.3. Soitw € C,Sw > ¢ > 0. La forme sesquili@aire b, est

. 1 . . ,
coercive sutHy(rot, 1) @ H ™ 2 (div, I') muni de sa norme indég parw,
etona:

%bw <<?> ; <f‘>> > C(O’,F,EQ,/,L27€m,/,LM)

1

(43) (LRI
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!
Preuve. Sion fixe<?> = <]]E,> alors:

R((nAm,j")+(nAjm))=0

de sorte que:

w((5):(5))
., /Q (?R(z’w&)E‘Q R (Mlm> ]rotElz) da

£ .
—§R< <HFMZR§)(7”) + Q5 (j), m>
(44) +{IrR3(j) — IrQ3(m), j) >
D’une part, comme; ety sont des fonctiona valeurs eelles, nous avons:

1 > ~ Sw 1
|wl? 1

iwpn

R(iwer) = —Qwep etR <

D’autre part, nous avonggh cemontg la coercivié de la partie surfacique
de la relation (44) dans [1] et [14]. En effet, la forme sesq@adine mise en
jeu fait intervenir des potentiels de surface relatifs aux milieugriatr et
exterieur caradrises parn. Il se trouve que la partie de la forme sesquilin-
eaire, qui contient I'information issue du milieu érieur cdncide avec celle
gui nous inéresse, c'est pourquoi nousdlisons directement que:

R (1102 Bym) + Q3 ().m ) + (TR G) — 117Q5 (). )

2 M2 .
@) = e (i g I )

— 5 wa,divp |w2|

De plus, comme les normes iextes par deux parastres complexes dis-
. . . 1 . . . . . .
tincts sonéquivalentes dand ~ 2 (div, I"), onétablit 'estimation suivante:

EN (E . 1
§wa << ] ) ) (] >) Z 2%&]11111’1 <5m; /W) ||E||%,W,7’0t91
1 2 2
+C(o, I, Emﬂz)m (HmH,%,w,diw + HJHf%,w,divJ

Sachant quen = n A E|,, la proprete de la trace tangentielte., établie
en (11) permet de conclure. O
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Théoreme 3.1.Le probEme variationnel (34) admet une unique solution,
et on a l'inégalite suivante:

2
(HEHg,UJﬂ"Oth |w‘ H-]H—wdwp)
1

(46) < Clul (lall s iy + 1P 3 i)

Dans le cas particulier 0 ¢ et p représentent les traces tangentielles du
champ incident, on a:

(HEH%,w,roth | ‘ ”]”wdw1~>
1

1 2
(47) < Clufs (lall? s iy + P12 3 i)

ou C est une constante quegend der, I, €2, 12, €m, €t uas. Side plus,

(Z) est un couple de fonctions analytiques{dec C, Sw > o > 0}

dansH 2 (div, ") @ H™z (div, I") alors la sqution( gj) est une fonction
analytique de{w € C, Sw > o > 0} dansHy(rot, £21) & H‘%(dz’v, r).

Preuve. L'utilisation des propositions 2.5 et 2.6 permet d’estimer le second
membre de la formulation variationnelle (34):

(A flg.p), 5"y — (nAg(q,p),m)|
< C (0, Tz, ) ol (1913 o + 1713 i

(151 tior + 113 i)

En vertu de l'injectionH (rot, £1) C (L?(£21))3, on ecugre la norme
usuelle de’ dansH (rot, £21). On se sert ensuite de la proposition suivante,
demontée dans [34] page 34.

Proposition 3.4. Pourw € C,Sw > o > 0, pourr > 0, nous avons les
relations déquivalence suivantes entre les normes igdexet les normes
usuelles:

C(U)_T+1||f”r,w,rotn < ‘f|H’"(r0t,Q)
< CO) ol ™ f lrwrote
C (@) VN | fll-rwrote < |f (o)

< C(o)  wlll fll-rwrote
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avecC(o) = sup(1,1).
On a exactement les&émes estimations da#s” (div, {2).

Elle permet avec la proposition 2.3&dablir I'estimation suivante:
|(n A f(g,p),5") — (mAg(q,p),m")]
< € (0, e 12) 0] (101 g oy + 1213 tion) 17123 i
+C (0,122, ) [wl? (10013 o + 1P 3 o) 1B lorotay

qui montre la continu& du second membre de (34). Les propositions 3.2
et 3.3 assurent les hypéthes du lemme de Lax-Milgram, did'existence

et 'unicité d’une solution au probme (34). L'estimation (46) qui coritie

la solution en fonction des doaas du prolime est directemenéduite de
(43). Pour finir, on montre I'analytidtde la solution par rappoéw, en
utilisant le treoeme de Steinberg et le fait que l'e@teur assoéi la forme
sesquilireaireb,, est un ograteur de Fredholm d’indice nul. Ce dernier point
se cemontre en exhibant unisomorphisme et une partie compacte composant
cet ogerateur. La preuve est similaigecelle de V. Levillain [29] page 57,
méme si dans son cas,est un eel positif et les caraétistiques:z; (x) et

w1 (z) sont complexes. 0

3.3. Resultats en temps pour |& formulation

L' étude en fequence du paragrapheépgedent va permettre dtablir des
résultats d’existence et d’uniéit’une solution du probme(P), ainsi que
la continui& et coercivié de la forme biligaireb assocéea la formulation
(28).

5
s+2

Théoreme 3.2.Soientc € R™* ets € R tels que(S) € H, 2(R*,

H~2(div, I') @ H™2(div, I)). Alors le systme(P) admet une unigue
. E
solution (j > dans

1
s+3

HET(RT, Ho(rot, 1)) @ Hy 2 (R, H™2 (div, ).

Preuve.Le raisonnement est standart et suit I'approche de Ha Duong reprise
dans [1] et [14]: le@esultat du tBoeme est une coaguence imradiate, via
latransforn@e de Fourier-Laplace, détude du pro@me harmoniquéP,,)

qui estéquivalent au prokime variationnel (34). Leegularieé en temps de

la solution est directemenéduite de I'iregalié (46). 0
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Remarques.
— Siq etp sont les traces tangentielles du champ incident, I'hygsh
(g) € B (RY, B3 (div, ) ® H™ 3 (div, )

suffit pour avoir le néme Eésultat.
— Les majorations (46) et (47) mettent emidence un facteulipl devant

la norme dg au caré. C’est pourquoi I'inconnu& a un demi dedr de
régularie en temps de plus gye

Proposition 3.5. La forme bilireaireb est continue dans
(Hzt1 R Hofrot, @) 0 151 aio. 1))

1 s
X (Hi‘S(W,Ho(rot, ) @ Hs (R+,H—é(div,r))> .

Preuve.En $£parant la partie volumique et la partie compose potentiels
retarces, la forme biligaire sécrit de la marére suivante:

b((?)%(?’)) =) e ((5):(5))

(B, E) = 2/ / <518tEE + — rotEdsrotE’) dxdt
R+ J 2y

avec

Montrons d’abord que pour toutréel, Ia forme biligaireb, est continue
dans

<H§“(R+, Ho(rot, 21)) @ Hy 2 (R*, H~3 (div, r)))
1 s
X (Hi‘S(W, Ho(rot, 1)) ® HE *(R*, H™3(div, r))) .
La proposition (2.7) donne la majoration:

=((5):(3))

< O(o.1) (um\

s+%,U,H7%(div,F) T "J“er;,U,H%(div,F))

/ s/
X <Hm Hl —s,0,H™ Q(dZUF H-] HéS,U’H%(div,F))

La formule de Parseval appligaa la proposition (2.3) fournit la majoration
voulue pour, avec I'inconnuek et la fonction tesk’.
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Pour la continui deb;, on consi@re la forme sesquilgaireb{ définie
par:

_ 1 _
W(E,E") = —2/ (iwelEE' + - rotErotE’) dx
o) iwpiy
Elle correspona I'image par la transforée de Fourier-Laplace de, de
sorte que:
1 +oo+io
b (B, E) = — / b (B, B )duw
27 —oo+io
En appliquant la formule de Parsevalla majoration (41), ajoée a la
propriete d’'injection suivante:
Hg+1(R+, Hg(TOt, Ql)) C Hﬁ(R+, H(](?"Ot, Ql))
on obtient une relation de continéé sur:
‘bl (Ev E/)| < 0(817 Ml)HEHerl,a,Ho(rot,Qﬂ HElulfs,a,Ho(rot,.Ql)

Proposition 3.6. La forme biliréaireb est coercive sur
_1
HORY, Ho(rot, 1)) @ H, * (RT, H2(div, I')).

Preuve. Comme

() (5)) =G ):(5)) = ((5): (7))

et
/ +oo+io /
((5)(5) =5 () (5)
J J 27 ) —cotio J J
nous avons: ot
/ oco+1io /
((5):(3) = L, 2 ((5):(5))
J J 27 —ocotio J J
Le résultat se dduit alors de la relation (43). 0

Théoreme 3.3.Soientc € R™* ets € R tels que<g> € HE(RJF,

H 2 (div, I") & Hz (div, I')). Alors le probBme variationnel:
1
Trouver <]j]> € HY(R*, Hy(rot, 1)) & HZ (RY, H 2 (div, I"))/

! 1
v ( " ) e HA(R*, Hylrot, 1)) @ HE (R+, H- (div, )

/
b <<E> : (E, )) = +/ (<n/\f,j'> — <n/\g,m’>)d0t
J J R+
(48)
admet une unigque solution.

3
L’hypothese: (g) e HZ2(R*,H 2(div,I") & H 2 (div, I')) suffit

dans le cas particulier du probme de scattering.
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Preuve. La proposition (3.5) montre que le préohe (48) est bien pés
le theome (3.2) donne I'existence d’une solution et la proposition (3.6)
donne l'unicié. 0

4. Approximation par élements finis pour la seconde formulation

Dans cette partie, nous nousérgssona la solution nurérique du prob-
Iéme de scattering eagime instationnaire. Les doaes g du probEme

(P) reptesentent donc les traces tangentielles du champ incident, lequel
vérifie le systme de Maxwell dans I'espace libke.

4.1. Approximation en espace

La formulation (28) fait intervenir les espadels—% (div, I") etHy(rot, §21),
que nous appelons respectivemg&net 1. L'approximation pa€léements
finis de I'espacé/ suit la néme @marche que dans [31]. Dans le but de

. = M H 1 . N
construireV, un sous espace d’approximation He 2 (div, I"), ou I est
une varéte reguliere compacte, on prédea une partition de cette surface
enm morceaux ferrasl; tels que:

0 I=Urn

(i) I;NIjpouri# j estsoit duitea I'ensemble vide, sodé une courbe
portee parl”.

(iiiy I3 = ®;(D;) ou D; est un domaine polygonal feéteR? etd; est un
diffeomorphisme d®; surI;.

Pour chaque domain®;, on cfinit une triangulation &guliere 7;,; en
élementsK. On noter;, la triangulation del™: 7, = (J;, 7;. A chaque
élement K est assoé un éléement fini de type Lagrange de classe,
(K,P, Yk), ou P; est 'ensemble des polgmes de deg@r inferieur ou
égalal (I > 1), etX i I'ensemble des de§s de liber, c’esta dire (pour ce
type délements) I'ensemble des valeurs prises palamentP delP; surun
ensembleV! de(I+1)(I1+2)/2 noeuds choisis convenablement &UrOn
consicere alorsl'y le Pi-interpok ded;, qui permet de éfinir la surface ap-
procteel, commel ), = UKGTh Fr(K).SoitK}, I' élement de surface, im-
age de{ par Fx. SoitP la projection orthogonale désur/},. Pourh assez
petit, P établit une bijection entrg), et”, de sorte qu’une fonctiop définie
sur I}, ait pour image suf: ¢ = p o P~1. Si on notel, I'espace des fonc-
tions cefinies sur la surface appraad alord/, = {p = po P~ 1/p € V},}
est le sous espace d’'approximation lorsqu’on garde la surface exacte. C’est
celui que nous utilisons par la suite. Nous choisissons ensuiédeiesnts
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finis mixtes de plus bas ddg(c’esta dire 1) introduits par Raviart-Thomas
dans [33], dont nous rappelons les cagastiques.

Soit K un élement dery,, introduisons un regre orthonorra (v, <,
L) dans le plan du triangl&’, ce qui éfinit un syséme de coordorées
paranetriquesé = (£1,&) € R? du plan deK. Soit k € N* l'ordre
d’approximation en espace de l&thode, on se donne I'espace vectoriel
suivant:

Dy = {P(ff) = p1(OFF + p2(OFS /Tq0, 1. g2 € Prr,

pa(ﬁ) = Qa(g) + gaQO(f% Q= 172}

On note K le triangle curviligne:K' = P o Fi(K). Définissons alors
I'espace delements finis suf’ de dimensionV S, qui repésente le nombre
d’arétes surfaciques.

Vi = {p € C%(K)/Bip = Vi (O +pa(OFF) € Dy,
VK € 1, et RKp'an

+Rrp- nf = 0 sur toute aréte curviligne ﬁff}

/g étant@finipar,/gdé = dy, etdK = PoF (0K;) = PoFk(JL;).Les
deges de libert asso@sa cette famille celements finis sont caraaises
par les deux fonctions:

Li(p) = / p-nfwd j=123 VweP;,
ok,
Ma(p) = / pawdr j=1,2, YwePy_o, sik>1
K

On choisitk = 1, ce qui supprime les degs de libe de typeM,,. Nous
avons donc le tripletK, Dy, {£;},=1,3). LespaceD; peutétre c&fini par
trois fonctions de basgp, }i—1 3 telles queip; € D; et L;(p;) = d;; pour
j=1,3.

Aprés ces quelques rappels, nous sommes en mesénerder les
lemmes d’estimations d’erreuéthontés par A.Bendali dans sagbe.

Lemme 4.1. Soit0 < s < t < 1, il existe une constant€ > 0 indépen-
dante de h, telle que:

(49) Plr-+(r) < Ch* ' plg—e(ry VpE Vi

Preuve. Voir [11] ou [10] page 136. O
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Lemme 4.2. Sip € H!(I")3, il existe une constant€ > 0 indépendante
de h telle que:

_e—1
(50) D~ Pala—s(r) < Ch* =72l
(51) |divrp — divpph|H—s—1(p) < Chs+t_s_%’p|Ht(p)

1 1
pourigtgk, 0<s<k, 0<€§§

(52) |p—pul,, 3, < Clpln avec H = H™3(div, I) N L(T')
Preuve. Voir [11] ou [10] page 144. O
Remarques.

— Pourp € Ht(lj)?’, p, repesente la projection de sur I'espace
d’approximationV/;,.
— Le réele qui appariét dans (50) et (51) provient du fait que l'intergol

dep est ctfini sip € H*(I")? avecs > 1.

Ensuite, pour approcher I'espad€ et établir des estimations d’erreur
relatives au chamglectriqueE, il est recessaire de prendre en compte
exactement le volumé?;, afin de \erifier les relations de traces sii.
C’est pourquoi nous utiliserons pour cedtizide leléments finis courbes
conformes dand{y(rot, £21) qui decoupent exactement le domaine. Ces
derniers sont construitspartir deléments finis mixtes de plus bas degr
droits et conformes dani (rot, {21), dont nous rappelons l&finition.

Définition 4.1. Soit le triplet(K, R!, ), avec:
K un tetraedre

R =PioP}Ax
={ueP{/u(x) =a+pBArx,a,BcP} xR’}

E:{ai:u—mri(u):/ u-Tidl,lgiga}

a;
ol 7; est le vecteur unitaire tangeatla ;"¢ aréteq; de K.

Pour les calcul€lémentaires et les progtes utiles relativea cetélement
fini, nous renvoyona [32]. Signalons simplement qu’il pernipartir d'un
maillage étreedrique de construire un sous espatg de Hy(rot, §21),
de dimensionVT, c’esta dire le nombre total d’@tes. Maintenant, nous
introduisons le€lements finis courbes qui sont constrditpartir de leurs
homologues droits. Lewlaboration est explide dans [20] ou [29]. Mais
d’abord parlons de la triangulatiaf. Celle-ci se constitue:
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— de €traadres courbes, ceux dont I'intersection a®€2; est une a&te ou
une face
— de &tradres droits

et on se fixe les hypo#ses suivantes:

(H1) :Le maillage est assez rafipour que la projection orthogondhg,,
surdf2; soit bien @finie surr, 5, , un ©traédre ne pouvant pasre
en contact avec plusieurs composantes de la fromti

(H2) : 3C > 0,Yh > 0,VK € 74, h(K) < h < Ch(K), h(K) <
Cp(K) avech(K) le diametre deK et p(K) le rayon de la spére
inscrite dangx.

La premere hypotese permet deddinir les aétes, les faces, et lesttaddres
courbes partir de la projection orthogonale $u?;, tandis que la deugme
repesente la maere dont classiqguement le maillage est &ffim fonction
d’un paranétreh.

Un tétraedre courbdy étant @&fini comme 'image duétreedre droit de
referencek, par un diftomorphismée de class&?:

F:K-—K
T—z
nous pésentons Blément fini courbe conforme dais(rot, (2;).

Définition 4.2. Pour K un tetraédre courbe, on notéF'(z) le gradient en
2 de F. On cEfinit alors I'espace vectoriel suivant:

Ri(K) = {@ . K — O3 3p e Ry, Vi e K,
B(F (@) = (‘dF (@)™ - 0(3) }
et I'ensemble des degs de liberé assodis:

Zu(K) = {aa@) - / @-ndl}

a étant une a@te deK qui n'appartient pasa I.

On appellerd¥;, le sous espace de dimensidii’ construita partir de cet
élement fini.
Si on note{p;};=1 nr les fonctions de base darg(rot, {2;), et

1 . . . .
{pi}ti=1,ns celles dandd 2 (div, I"), alors la discetisation des inconnues
s’écrit de la faon suivante:

E(t,z) ~ Ey(t,z) = ZE

jt,x) ~j(t,2) = Z]z )i

ou lesE; et j; sont les dedrs de liber dépendant du temps.
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4.2. Approximation en temps

En reprenant I'analyse mise au point par T.Ha Duong [23], on se donne une
partition eguliere de I'axe des temps positifs en intervalles de longugur

to = 0, t; = lAt, VI > 0. Puis on introduit des entiers positifigi;, ms

qui repésenteront respectivement I'ordre d’approximation en temps des
inconnuesE et j, etms, celui pour les doneesq et p du probeme. Par
ailleurs, les fonctions tests auront le@mes ded¥s d’approximation que

les inconnues du probine.

Dans les formules deédtomposition sur les fonctions de base en es-
pace, les de@s de libe® sont des fonctions du temps qui appartiennent
a H: (R, R) pour le chamglectriqueE, et H52 (R, R) pour la dens
de courantj. Pour tout éel, on peut approcher I'espa¢gs(R™, R) par
H!"(At,R) dont on rappelle la&finition:

H'(At,R) = {f € HP(RY,R)/fi_, 4] € P, V1 > 1}
avecm € Netm > s

RemarqueDans ces espaces, il n’est pluscessaire de faire la distinction
entre normes inexees et normes naturelles, puisqu’ellescaent. Les es-
pacesH: (R, R) introduits dans [23], et les espadd$(R ™, R) construits
de la méme margrea partir des normes indegs (voir [34]) sont donc iden-
tiques. Ainsi, les approximations en temps et espace des inconnues se fait
de la margre suivante:
oo NT
E(t,z) ~ Eh (t,z) Z ZE”QH )pi(z)
it=11=1
oo NS

it.o) =5ut2) = SN sl

it=1 1=1

ou pour chaque indicéet it, E’t ety” sont des scalaires, af;, 5;; sont
respectivement des fonctloﬂi’sn et P,,, sur chaque subdivisiof(it —
1)At, it At[. Quant aux fonctions tests, elles seront choisies comme des
fonctions de base;;p; et 5,1 p; particulieres.

Pour clore ce paragraphe, nous signalons deux lemarastutés dans
[23], qui nous serviront pouré&tude de la convergence.

Lemme 4.3. Soientk, m € N, tels quek > 1, etm > 2, alors il existe une
constante” > 0 telle que:
(53) Vf € Hclf(At,R), ’f‘a,k,R S CAtimLﬂU,k—m,R

Lemme 4.4. Soientk,m € N, tels quek < m etr,, 'opérateur d’in-
terpolation deH™(R*, R) dansH™(At,R), alors il existe une constante
C > 0O telle que:

(54) Vf € Hgn(RJraR)? ’f - TAtf|cr,m,R < CAthrlim‘f‘o,k—l—l,R
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4.3. Existence et unié&td’'une solution approde

L'approximation parélements finis que nous avons choisie con@duiin
probleme approch, issu de la formulation variationnelle (48).

- o
Pour <q~?> € H'(At, Vi, & V)
Py
E! . -
trouver j~th € HM(At, W) @ HI"2 (AL, V3,)/
h

~t/ _ ~
v (E%h, ) € HI"(At, W) @ H'*(At, Vi)
Jn

E! ot ~ o~ ~ o~
b j~th : G:h’ :/ <<2n AdlL 3t > - <2n A ph,m! >) dyt
h Jn R+
\ avec les entiers mi,mo > 1, et mg > 2
(55)

Ces conditions sum, ms, etmg proviennent de laggularie en temps des
donrées et des inconnues du pretvie (48).

Notations.

— La notation~ sur les inconnues, les fonctions tests et les éesrdu
probleme signifie que ces quarit sont issues d’une approximation par
élements finis courbes. _

— Par souci de concision, nous nous accommoderon&detlireU; pour

t ~1
I’inconnue(E%h> etU} pour la fonction test.

In
— Drautre part, nous utiliserons I'espace suivant:

Hi(rot, 1) = H (rot, ;) N W.
— Nous rappelons la notatign| pour les normes usuelles, |et|| pour les
normes indeges.

Le lemme suivant est essentiel pour montrer I'existence et I'initiine
solution au prol#me approcé.

Lemme 4.5.Vpt, € H™(At, V), m > 0, on a:

(56) <ChaA?phy ),
5

St
Ip h||%7g7H*%(dw,r) H™ % (div,I")

Preuve. Voir [2] ou [28] page 68 O
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Théoreme 4.1. Soit (qh> € H™(At,V, ®V,,), alors le probeme ap-
P},

proché (55) admet une unique solutibﬁ dansH" (At, W;,) @ H™ (At,
Vh).
Preuve.La forme bilireaireb est continue dangd ™ (At, Wy,) @ H"? (At,

V1,))?, donc il ne reste q& montrer la coercivt pour conclure. Nous util-
isons pour cela la proposition suivantendontée dans [34]:

Proposition 4.1. Pourw € C,Sw > ¢ > 0, pourr > 0, nous avons les
relations déquivalence suivantes entre les normes ikdexet les normes
usuelles:

C@) " M N flrwrote < | fHr(rot.0)
< C(o) o™ M| fllrwrote
C(o) N Tl ot < [Fla=r@rot0)
< C(o) P wlll £l =rwrote

avecC(o) = sup(1,1).
On a exactement lesémes estimations dads’” (div, 2).

qui induit gtécea la formule de Parseval:
Vpj, € Hy' (At, W), [P} ]lLew < C(0)[Phl10w
et le lemme (4.3), qui permet de varier Egularie en temps des normes
dans les majorations:
Ph|1.0w < CAt? D) 10w
Et en utilisant de nouveau la proposition (4.1), nous avons:
|pz|—l,a,W < C(U)
En combinant ces trois deares iregaligs, on obtient:
(57) Vpj, € HI" (AL, W), () At 2| phllo.0.w

Le lemme (4.5) donne une majoration identique pour I’eslﬁﬁté(div, r:
(88) Vp}, € HY(At, V), [hl1 0y < Ch 2 AL h 1

On ceduit de (57) et (58) la majoration suivante qui donne la coeécilet
la forme bilireaire dandi*t (At, W},) & H2(At, V).

1
2
(VB2 o + 13 )

1
(59) < C@) A2 (B o + h 25,0 )°
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4.4. Stabilié et convergence de laéthode

3 1
Théoreme 4.2. Soit (g) € HZ(RT, V& V).Si <q~?> est une approx-
Pp

3 .
imation consistante d g dansHz (R, V & V), alors la solutionU}

du probEme discetise est stable, i.e.:

(Jei],

Preuve. A partir du probéme approch, la coercivié de la forme biligaire
et la continuié du second membre donne la majoration:

3
+HJhH > < C(o,I'") quand h — 0 et At — 0

0,0,W —*,O’V

VU! dans HJ™ (At, W) & HT? (At, V)

(& )l

Théoreme 4.3.Sila solution< ]JE > du probEme variationnel (48) posse

1

3
<C
oo T HJhH_, av>

o, VoV

O

la régularite suivante:

E ¢ H™T3(R", H (rot, $1))
j e HP PR, HM (div, T)) 0 HY? (R, H)
avec ki > 1, my > 0my > 2 et H = H2(div, I') N LX(I")

Alors pour touts €]0, ], on a:

2

sc(||(sz)—<3>

+hr AL

ki—es
R 3y 1,0, 11 (diw, 1)

LovVev

_1 _
3 (rot,£21) +hT2 A 2HEHm1+27U7W

1 _ _1 —20.
+h2 At™ 2||E||m1+3,a,H5(rot,Ql)+h 2 At™2 2||,]”m1+2,cr,H

ki—e—1 —20s
+hH T2 AL H-]||Ic1+2,a,Hk1(div,F)>
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Preuve.SoitU dansH™ (At, W;,)@H™> (At, V) lasolution du prokéme

~, !
approcle, et/ ,tl une fonction test appartenant aéme espace. La coercigit
de la forme biligaireb donne;:

~ ~ 1

2
Et Et ‘ st st
(H 00’W+ In = Jn é,U,V)
~, !
(60) <v(vp -y, 0t -u)

ou C cépend der, I', 9, 2, €m, €tuas. Or, NOUS avons:
b (uf - Ui v - up)
(61) = (U -v.Up - U )+ (U-Ui 0 - U

avecU la solution du prol#me exact, et la contin@tdu second membre des
problemes continu et disetise fournit une majoration d’'un de ces termes.

‘W@‘“@‘@N

N ~ ~ 7
<2‘%A t—nA’ “t— t
- ( Ph P I,U,H_%(TOt,F) h h —1,0,V
- ~ ~/
62 —|—Hn/\ EL_nA ’ o) |lit — it
(62) n 1 Lo, H™ 3 (rot,I") (o) |3 = 3 LoV

De plus, la continué deb donne l'iregalié:

\NU-@&@-@N

12 2 3
= <HE 1,U,W+HJ_‘]h av>
(63) <HEt Et’ +‘ﬁ§—»~'i )é
1,0,W A
La combinaison desquations (59), ..., (63), ajcga la majoration:
R ] )

donne I'estimation suivante:

1
~ 7112 2
A
0,0,W -0V

<o (I -l; )

1
+max(1,h"2) At 2 E-E | + 15— 3803 ’
s P

[ -

e~
1,0,V qh 4
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1
2 2
%,O‘,V
1
2 ) 2
1
2 70-7V
2

;a2 2
+ |- 31
0,0,W In = In LoV

2
1
2 2
%,U,V
1
2 2
1,0,V

2 75/ 2 2
+ H.] -]
0,0,W h 7%,0',\/

1
2 2
%707‘/

S ! . ! 1
lIresteamajorex|[E—~E} |17,y +Ii=J}, 7,12 aved = 0,1etl’ = +3.

et comme:

(HE —g|’
h

~, !
<(Je -]

4 H g
0,0,W J7dh

2

~/
i

0,0,W

~ ~ 1
+ (HEZ—EZ ’

Nnous avons:
nt
(HE ~E

<o (Jsi-o

2

4 H 3
0,0,W J7dh

2

5
1,0,V + th q‘

+ inf (HE—E‘;"
Ul €HG Y (At W)@ HS 2 (At,W),)

2

1

(64) +h 2 A2 (HE - E;L’(

4 H g/
1,0,W I 7 dh

~/

Pour l'inconnuej, nousétablissons une majoration dg— jj, 7 .1, avec

' = i%, de la néme margre que dans [1], [14], gcea I'utilisation con-

comitante des lemmes (4.2), (4.4), et dmgliivalence des normes ind®s
et usuelles dan&l 2 (div, I'). Cette majoration €crit:

i-3

’ ~ /

oV
1. ki—e |
(65) <C (Atmﬂ 3ll s 2,000 R 5 HJHl’+k1+%7a,H’€1(div,F))

avece €0, 1].

Pour le chamgelectriqueE, on fait intervenir dans une @galig tri-
angulaire l'interpcd r, E de E pour I'élément fini courbe conforme dans
H(rot, (27).

66) |E-E} mE— B

< B = 7Bl o w +

l,o,W

Pour leséléments finis droits conformes dahgrot, (2,), J.C.Necélec a
établi dans [32] une estimation d’erreur entre@lgment def (rot, £2;) et
son interpo, faisant intervenir la norme dafg*+1(2;)3, ol k est le dege

l,o,W
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de I'element fini. Mais pour legléments finis courbes construitpartir de
ces derniers, nous citons kesultat suivant de Dubois dans [20]:

Théoreme 4.4.Sous les hypo#ses (H1) et (H2), pour to@émenty de
H'(rot, §21), il existe une unique interpolatioll;, o dansW}, qui \erifie:

oa(IInp) = o4(p) pour toute aréte a de Ty,
et
(67) lo — n@la@rot,00) < ChlQl 1 (rot, 1)

En citant [29], ce @sultat peut €tendre au casioune partie de la frorére

du domaing?; pos&de une condition de conducteur parfait, cadire que
© appartien I'espacefi} (rot, £2,). On transcrit 'irégali& (67) en norme
espace-temps gcea la proposition (4.1) et la formule de Parseval:

|E - ThEHz,a,W <C(o)h HEHZH,U,H& (rot,21)
Pour le dewéme terme de (66), on choisit de pren(féb:/ = ra(rpE).
Le lemme d’interpolation en temps (4.4) et la proposition (4.1) donne:
~, !
I E — B} 1o < C(0) A™ = ryElpn 41,00
Or
rhElw < |Elw + |E—rE|lw
~—————
SCh|E‘H(1)

(rot,$271)

On recupere alors I'estimation en norme indesx

~ 1
|rE ~ B},

l,o,W
-1
< C@) A" (1,2 00 + 2Bl 00001 ot o))

Ainsi, I'équation (66) devient:

~ 1
HE—E;;

l,o, W
-1
< C(0) (PNl 20,173 oty + AL™

% (1B llms 200 + I Bl oy 30,113 rotsn) ) )

Cette estimation, ajoa@ea la formule (65) donne leesultat voulu pouh et
At proche de 0. O
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5. Commentaires sur les autres formulations variationnelles

Nous avons @monté la stabilie et la convergence de laéthode d’ap-
proximation issue de la&®Zormulation variationnelle. Le point crucial de ce
raisonnement est laétermination d’une relation de coerc®itle la forme
sesquilireaire, assoéee au proldme harmonique. Malheureusement pour la
1™ et la 3 formulation, nous ne pouvons pas exhiber une telle relation. En
effet, consi@rons d’'abord la forme sesquitinire assoéea la ¢ formu-
lation dans le domaineéguentiel. Celle-ci ne pogde que les termes ex-
primés ghce aux oprateurs de surfa@@; et R, issus d’une seulequation
intégrale. Or en reprenant l@chonstration faite dans [1], [14], au sujet de la
coercivié des termes équations iriéigrales, nous voyons bien lagcessi

de I'apport comgmentaire des 2quations irtgrales harmoniques, qui
sont les analogues erefjuence de (23) et (24). Pour lafdrmulation, la
coercivie échoue cette fois-@ cause de la partie volumique qui n’est pas
exploitable. On pourraité@anmoins eggrer obtenir encore deésultats de
convergence et de stabdih I'aide de la teorie de Babuska-Brezzi. Nous
étudierons cette possib@itlans une publicaticavenir Quana la 4 formu-
lation, le traitement sy#@trique subi paE etH rend possible la coercivt

de sorte que le choix d’'une approximation géments finis courbes con-
formes dandd (rot, 21) pour E et H donne un ésultat de stabili et de
convergencéquivalent celui des thoemes (4.2) et (4.3). Nousgsentons
par la suite, les principaugsultats relatifa cette formulation, renvoyaat
[14] pour le cetail des @monstrations.

5
Théoreme 5.1.Soientc € R™* ets € R tels que<g> € HZ(RT,

H 2 (div,I") & Hz (div, I")). Alors le probBme variationnel:

Trouver <I]?I> dans HL(R™, Ho(rot, 21) ® H(rot, 1)) tel que

!/

quel que soit E,) dans HL(RT, Ho(rot, 1) ® H(rot, (21)),

la relation (32) I;IOZ't vérifiée
(68)
admet une unique solution.
L'hypothese: (g) € H(,% (R*,H—%(dz‘v,F) ® H‘%(dz‘v,F)) suffit
dans le cas particulier du probme de scattering.
En appelantX), 'espace qui ealise 'approximation dé7 (rot, £2,) pour

'inconnue H, nous considrons le prol#me approch et les 3 tBoremes
suivants:
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- ] ~

Théoreme 5.2. Soit q~? € H'3(At, Vy, @ V4,), alors le probEme ap-
Py

proche issu de la formulation (32) admet une unique solution dafts(At,

Wy ® Xh).

3 it
Théoréme 5.3. Soit (g) € H}(RT, V& V).Si <q~?> est une approx-
Py
3
imation consistante d g) dansHZ (R*,V @ V), alors la solution du

probleme discetis est stable, i.e.:
~ 2 2
(I

Théoreme 5.4.Sila sqution( g) du probEme variationnel (68) possle

1
2
> < C(o,I') quand h — 0 et At — 0

+[,
0,0,W 0,0,X

la régularite suivante:
E ¢ HM T3 (R, Hl (rot, 1)) et H € H™MT3(RT, H (rot, 1))

avecm; > 0. Alors on a:
1
2 3
O,U,X>

E- Et’
(H h 0,0,W
1 _
+ hz At 2||E||3,U,Hé(’l"0t,91)

t
Py, Y Lovev

1 _ _1 —
+h2 A2 Hl3 6 111 rot, 1) + B2 AT By 420w

_1 _ 1 _
+h7z A™ 2||HHm1+2707X+h2Atml QHEHm1+3,U,H(}(rot,Q1)

2

i

<C

1 _
02 A2 [H iy 13,0, rot, 1)

Dans les casonous n'avons pas la coercigjtc’esta dire pour les formula-
tions (27) et (31), le seuésultat que nous puissioatablir est I'existence et
I'unicité d’'une solution. Il suffit de montrerdguivalence entre le praishe
harmoniqud F,,) et les formulations variationnelles harmoniques, qui sont
images par la transforee de Fourier-Laplace des formulations (27) et (31).
Dans les deux cas, laéthonstration est similaira celle de la proposi-
tion (3.1). Nous en @duisons que les formulations (27), (28), et (31) sont
équivalentes (on peut aussiy inclure la formulation (32)). eetme (3.3)
implique alors le esultat suivant:

5
Théoreme 5.5.Soientc € R™* ets € R tels que<g> € HZ(RT,

H~2(div, I') & H™2(div, T)). Alors les probkmes variationnels:
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1
Trouver (?) € HY(R*, Ho(rot, 1)) ® HZ (RJF,H_%(dz’U,F))/

/ 1
v ( " ) e HA(R*, Hylrot, 2,)) @ HE (R+, H- (div, )

la relation (27) soit vérifiée
(69)
et

Trouver (E) € HY(R*, Hy(rot, 1) © H(rot, (21))/

(70) 3y <IE{> € HI(R*, Ho(rot, 21) & H(rot, 21))/

la relation (31) soit vérifiée
admettent une unique solution.
3
L'hypothese: (g) € H2(R*,H 2(div,I") ® H 2(div,I")) suffit

dans le cas particulier du probme de scattering.

6. Conclusion

Pour le probdme de scattering ekgime instationnaire, nous avoeside
d’un point de vue ma#matique quatre fans de ealiser le couplage entre
desélements finis volumiquea l'intérieur de I'obstacle, et dégquations
intégrales espace-temps regentant le champ diffraetdans le domaine
extéerieur. Dans deux des cas, nous avons obtenu la séabitibnditionnelle

de la neéthode d’approximation, ainsi que la convergence de la solution
approclee vers la solution exacte, lorsque les paraes de dis@tisation

en espace et en temps tendent vén®zNeanmoins, lesésultats de con-
vergence acessitent uneégularieé forte en temps sur les inconnues du
probleme, pour qu'ils puissengtre exploiés nungériqguement. Mais en
dérogeanta cette exigence, c’est dire en fixant une approximation en
temps de typé, ou P; sur les inconnues ou les fonctions tests, on peut
écrire des sadmas constructifs, qui peuvegire soumis une exploitation
numeriqgue. Une prochaine parution en fera I'objel, mous expliciterons
les differents scemas obtenus, ainsi que leur validation sur des cas tests.
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