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Summary. On s’int́eresse au calcul du champélectromagńetique diffract́e
par un obstacle conducteur recouvert d’un matériau h́et́erog̀ene. Ońetudie
une ḿethode nuḿerique consistant̀a coupler une approximation par
éléments finis de volumes avec des potentiels retardés de surface. Plusieurs
formulations variationnelles espace-temps sont présent́ees. Onétablit des
résultats de stabilité et de convergence pour la méthode propośee.
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1. Introduction

Consid́erons un obstacle hét́erog̀ene tridimensionnelΩ compośe d’un con-
ducteur parfaitΩ0 entouŕe d’une couche de matériau díelectriqueΩ1, dont
les caract́eristiquesε1(x) et µ1(x) sont borńees. On note respectivement
Γc etΓ les frontìeres du noyau conducteur et de l’obstacle. Celles-ci sont
suppośees tr̀es ŕegulìeres.

On s’int́eressèa la diffraction parΩ d’une ondéelectromagńetique tran-
sitoire incidente, représent́ee par le champ(Einc,Hinc). Sachant que dans
tout l’espace, le champ total est la somme des champs diffracté et incident,
le ph́enom̀ene est mod́elisé par le probl̀eme de transmission suivant:
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rotE1 + µ1∂tH1 = 0
rotH1 − ε1∂tE1 = 0 dans R ×Ω1

rotE2 + µ2∂tH2 = 0
rotH2 − ε2∂tE2 = 0 dans R ×Ω2(
n ∧ E1
H1 ∧ n

)
=
(

n ∧ E2
H2 ∧ n

)
+
(

q
p

)
sur R × Γ

E = H = 0 dans R ×Ω0
n ∧ E1 = 0
H1 · n = 0 sur R × Γc

Eν = Hν = 0 pour t < 0

(1)

oùΩ2 est l’ext́erieur vide de l’obstacle, de caractéristiques constantesε2 et
µ2, etn est la normale unitaire extérieureàΩ1.

L’inconnue (E1,H1) repŕesente le champ total dans la couche de
mat́eriau, et(E2,H2) le champ diffract́eà l’extérieur de l’obstacle, de sorte
que les donńees(q,p) du probl̀eme sont les traces tangentielles surΓ du
champ incident(n∧Einc|Γ ,Hinc∧n|Γ ). Pour la partiemath́ematique, le cou-
ple(q,p) sera consid́eŕe soit comme une donnéeà part entìere, soit comme
la donńee du champ incident sur la surfaceΓ , auquel cas le problème(P )
mod́elisera un probl̀eme de scattering.

On pourrait montrer l’existence et l’unicité d’une solution de(P ) grâce
à la th́eorie des semi-groupes, mais notre but consisteà calculer nuḿerique-
ment la solution. Nouśetablirons ńeanmoins des résultats d’existence et
d’unicité. La ḿethode que nous proposons consisteà associer une ap-
proximation paréléments finis de volume dans l’ouvert borné Ω1 à des
équations int́egrales espace-temps, qui permettent de réduire la connais-
sance des champs diffractésE2, H2 dans le domaine extérieurà celle de
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leur trace tangentielle sur la frontièreΓ de l’obstacle. Il s’agit donc de
coupler deux ḿethodes distinctes pour la diffraction:

– Les éléments finis de volume utilisés dans un domaine contenant
l’obstacle et borńe par une frontìere artificielle sur laquelle on impose
des conditions aux limites adéquates, qui traduisent au mieux le com-
portement de la solution hors de ce domaine. On peut citer, sans que
la liste soit exhaustive les travaux de A. Bendali et L. Halpern [13], B.
Engquist et A. Majda [21], P. Joly et B. Mercier [27], B. Hanouzet, M.
Sesques [25] et H. Barucq [9].

– La méthode des potentiels retardés, qui associe aux problèmes
d’évolution hyperboliques des formulations intégrales espace-temps,
dont la discŕetisation paŕeléments finis de surface conduità des sch́emas
stables et convergents. Elle aét́e introduite par A. Bamberger et T. Ha
Duong [7], [8], [23], pour la diffraction d’une onde acoustique, puis
dévelopṕee enélectromagńetisme par A. Bachelot et A. Pujols [5], [6],
et I. Terrasse [34] pour la diffraction par des obstacles conducteurs, et
par V. Lange [2], [28], [3] pour des obstacles dissipatifs, modélisés par
une condition d’imṕedance.

Le couplage permet de cumuler les avantages de ces deux méthodes, et
d’éliminer leurs principaux inconvénients. En effet, le maillage volumique
prendra en compte les hét́eroǵeńeités de l’obstacle, sachant qu’on pourra
béńeficierà terme de la richesse des matériaux trait́es dans les codes indus-
triels utilisant leséléments finis volumiques et les conditions aux limites
absorbantes. D’autre part, le domaine tronqué dans lequel se fait le maillage
sera ŕeduit au volume m̂eme des matériaux de l’obstacle, sur la frontière
duquel leséquations int́egrales joueront le rôle d’une condition aux lim-
ites absorbante “exacte”, puisqu’elle retranscrira préciśement le caractère
de l’onde diffract́ee dans le milieu extérieur. Ce type de ḿethode n’est pas
nouveau, puisque déjà en 1980, C. Johnson et J.C. Néd́elec [26] ont ŕealiśe
l’ étude th́eorique d’un tel couplage pour le problèmeduLaplacien endimen-
sion 2. Par la suite, M. Costabel [16] aétudíe le cas ǵeńeral d’un oṕerateur
elliptique du second ordre dansRn, présentant un couplage spécifique qui
conduità une formulationvariationnelle symétrique.Cette fac¸ondeproćeder
aét́e reprise dans les articles deM. Costabel et E. Stephan [17], [18] pour un
probl̀eme d’ondéelastique, mais aussi par V. Levillain [29] pour le système
deMaxwell harmonique (cedernier s’est aussi intéresśeà deuxautres formu-
lations variationnelles qui réalisent le couplage). Ces résultats nous seront
utiles en vue du lieńetroit entre les domaines fréquentiel et temporel. Sig-
nalons de plus l’́etude meńee par M. Filipe, A. Forestier, T. Ha Duong [22],
qui a analyśe un probl̀eme d’interaction fluide-matière en ŕegime transi-
toire, et celle de V. Lubet [4] sur le couplage de potentiels retardés avec des
éléments finis pour la résolution d’un probl̀eme de diffraction d’onde.
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La secondepartie présente le cadre fonctionnel utilisé, ainsi que l’analyse
des potentiels en régimes stationnaire et instationnaire. En effet, nous
écrironsdes ŕesultats en fŕequenceet en temps, et les solutionsdesproblèmes
de diffraction seront représent́ees par ces potentiels.

La troisìeme partie traite de la ḿethode de couplage d’éléments finis
volumiques avec deśequations int́egrales espace-temps. Nousétablissons
d’abord quatre formulations variationnelles, qui représentent quatre fac¸ons
de coupler le système de Maxwell avec les deuxéquations int́egrales issues
des formulesde représentationduchamṕelectromagńetiquediffract́e dans le
domaineext́erieur. En reprenant l’id́ee deT.HaDuong [23], une transformée
deFourier-Laplace en temps nous transporte dans le domaine fréquentiel, òu
nous consid́erons le probl̀eme harmoniquéequivalent et ses 4 formulations
variationnelles. Pour la deuxième formulation, nouśecrirons un ŕesultat
de coercivit́e de la forme sesquilińeaire associée, ainsi que l’existence et
l’unicit é d’une solution au problème harmonique. Par le théor̀eme de Paley-
Wiener et la formule de Parseval, nous déduirons l’existence et l’unicité
d’une solution, et une relation de coercivité dans un cadre fonctionnel
ad́equat pour une régularit́e en temps sṕecifique. Ce dernier résultat sera
essentiel pouŕetablir la stabilit́e et la convergence de la méthode. Nous
donnerons de plus des estimations d’erreur,élaboŕeesà partir de celles
relatives aux́eléments finis utiliśes: leséléments finis courbes conformes
dansH(rot,Ω1), les éléments finis de Raviart-Thomas conformes dans
H− 1

2 (div, Γ ), et ceux de typePk, k ∈ N, sur l’axe des temps positifs.
Nous écrirons ensuite de manière plus succinte des résultats relatifs aux
trois autres formulations variationnelles.

Remerciements.Les auteurs souhaitent remercier les professeurs A. Bendali, T. Ha Duong
et J-M. Thomas pour de fructueuses conversations et l’intér̂et qu’ils ont port́e à ce travail.

2. Résultats pŕeliminaires

Dans ce paragraphe, on définit les oṕerateurs qui interviennent dans les
équations int́egrales, en fŕequence et en temps. Les propriét́es des oṕerateurs
en temps se d́eduisent, via les th́eor̀emes de Paley-Wiener et Parseval, de
cellesécrites dans le domaine fréquentiel. C’est ce raisonnement qui sera
utilisé par la suite pour obtenir la régularit́e en temps des solutions de notre
probl̀eme,à partir des puissances de|ω| dans les ińegalit́es d’́energie en
fréquence. Avant tout, nous rappelons les espaces fonctionnels qui inter-
viendront dans cettéetude et des résultats de trace et de relèvement qui
servirontà d́eterminer les puissances de|ω| dans les estimations futures.

Dans ce qui suit,Ω repŕesente un ouvert borné, de frontìereΓ régulìere,
et on consid̀ere un nombre complexe non nulω, |ω| ≥ c0 > 0.
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2.1. Rappel des espaces fonctionnels et des normes indexées

La convention suivante sera adoptée par la suite: la notation| · | désignera
les normes usuelles, tandis que‖ · ‖ fera ŕeférence aux normes indexées.

2.1.1. Cadre fonctionnel harmonique.Soit r un ŕeel quelconque. SoitΩ
un ouvert borńe ŕegulier de frontìereΓ . Nous utiliserons les espaces de
SobolevHr(Ω) ouHr(Γ ) dans l’́etude du probl̀eme de Helmholtz. Ces
espaces seront munis de leur norme naturelle| · |Hr(Ω) ou | · |Hr(Γ ).

Pour l’électromagńetisme, nous considèrerons le cadre fonctionnel clas-
siquement líe au probl̀eme de Maxwell, c’est-à-dire:

H(div,Ω) = {v ∈ L2(Ω)3, divv ∈ L2(Ω)}
H(rot,Ω) = {v ∈ L2(Ω)3, rotv ∈ L2(Ω)3}

Cependant, nous utiliserons sur ces espaces des normesdites indexées par un
param̀etre complexe non nulω, qui sontéquivalentes aux normes usuelles.

Définition 2.1. – Pour toutf dansD′(Ω), on appellefω la distribution
dilatée def par ω dansC

∗, définie par:

∀y ∈ |ω|Ω, fω(y) =
1
|ω|f

(
y

|ω|
)

– ∀ω ∈ C
∗,∀r ∈ R, on d́efinit une norme surHr(Ω) par:

∀f ∈ Hr(Ω), ‖f‖2
r,ω,Ω =

1
|ω| |f

ω|2Hr(|ω|Ω)

Remarques.

– Pourr = 0, pour toutω dansC∗, les normes usuelle et indexée cöınci-
dent, i.e.:

‖ · ‖0,ω,Ω = | · |L2(Ω).

– Si |ω| = 1, alors pour toutr réel, les deux normes coı̈ncident.
– Cette d́efinition est encore valable en remplac¸ant le domaineΩ par la
surfaceΓ .

Les normes index́ees sur les espacesH(div,Ω) etH(rot,Ω) sont donńees
par:

‖v‖0,ω,divΩ =
(
‖v‖2

0,ω,Ω +
1

|ω|2 ‖divv‖2
0,ω,Ω

) 1
2

‖v‖0,ω,rotΩ =
(
‖v‖2

0,ω,Ω +
1

|ω|2 ‖rotv‖2
0,ω,Ω

) 1
2

Comme elles sont́equivalentes aux normes usuelles, elles confèrent aux
espacesH(div,Ω) etH(rot,Ω) une structure d’espace de Hilbert.
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Les propríet́es de trace sur ces espaces nous amènerons̀a consid́erer les
deux espaces suivants:

H− 1
2 (div, Γ ) =

{
v ∈ H− 1

2 (Γ )3,v · n = 0, divΓv ∈ H− 1
2 (Γ )

}
H− 1

2 (rot, Γ ) =
{
v ∈ H− 1

2 (Γ )3,v · n = 0, rotΓv ∈ H− 1
2 (Γ )

}
où divΓ etrotΓ sont respectivement la divergence et le rotationnel scalaire
surfacique. Ils seront munis de deux types de normes, les normes usuelles:

|v|
H− 1

2 (div,Γ )
=
(
|v|2
H− 1

2 (Γ )
+ |divΓv|2

H− 1
2 (Γ )

) 1
2

|v|
H− 1

2 (rot,Γ )
=
(
|v|2
H− 1

2 (Γ )
+ |rotΓv|2

H− 1
2 (Γ )

) 1
2

et les normes indexées:

‖v‖− 1
2 ,ω,divΓ

=
(
‖v‖2

− 1
2 ,ω,Γ

+
1

|ω|2 ‖divΓv‖2
− 1

2 ,ω,Γ

) 1
2

‖v‖− 1
2 ,ω,rotΓ

=
(
‖v‖2

− 1
2 ,ω,Γ

+
1

|ω|2 ‖rotΓv‖2
− 1

2 ,ω,Γ

) 1
2

Nous utiliserons dans l’exposé, les relations de dualité entre ces deux es-
paces, ainsi que les formules de Green qui leur sont relatives (voir [34] page
106, page 120 et 127 en ce qui concerne les normes indexées).

2.1.2. Cadre fonctionnel en temps.Soit E un espace de Hilbert quel-
conque, on appelleD′

+(E) l’espace des distributions causales surR (i.e.
à support inclus dansR+) à valeurs dansE et S ′

+(E) le sous espace de
D′

+(E) formé des distributions tempéŕees. Pour toutσ dansR, on d́efinit:
LT (σ,E) = {f ∈ D′

+(E), e−σtf ∈ S ′
+(E)}

Définition 2.2. On appelle ensemble de distributions Laplace trans-
formables surR à valeurs dansE l’ensemble:

LT (E) = {f ∈ D′
+(E),∃σ ∈ R/f ∈ LT (σ,E)}

Remarque.Si f ∈ LT (σ,E), alors∀σ′ > σ, f ∈ LT (σ′, E).

Définition 2.3. Pour f ∈ LT (E), on d́efinit sur le demi-plan complexe
{ω ∈ C;�ω > 0} la transforḿee de Fourier-Laplace de f, notéef̂ ouL(f),
de la manìere suivante:
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f̂(ω) = F(e−σtf)(η) =
∫ +∞

−∞
eiωtf(t)dt si e−σtf ∈ L1(R+, E)

avecω = η + iσ etF la transforḿee de Fourier en temps non normalisée.

Lorsqu’on aura besoin de la transformation inverse, on utilisera le théor̀eme
suivant dont la d́emonstration figure par exemple dans [19] chapitre 16 para-
graphe 2.2.

Théorème 2.1 (de Paley-Wiener).̂f(ω) est la transforḿee de Fourier-
Laplace d’une fonctionf ∈ LT (E) si et seulement si il existe des constantes
σ0, σ1 > σ0, C > 0 etk ∈ N

∗ telles que:

f̂(ω) est holomorphèa valeurs dansE sur le demi-plan complexe{ω ∈
C;�ω > σ0}
‖f̂(ω)‖E ≤ C(1 + |ω|)k sur le demi-plan{ω ∈ C;�ω ≥ σ1}

Plus particulìerement, pour les ińegalit́es d’́energie que nouśecrirons dans
les domaines fŕequentiel et temporel, nous utiliserons la relation suivante:

Proposition 2.1 (Formule de Parseval).∀f, g ∈ L1
loc(R, E) ∩ LT (E),

∀σ ≥ max(σ(f), σ(g)),
1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
(f̂(ω), ĝ(ω))Edω =

∫ +∞

−∞
e−2σt(f(t), g(t))Edt

où (·, ·)E désigne le produit hermitien surE.

Les espacesHsσ(R+, E). Soients et σ deux ŕeels,σ > 0. Pŕesentons la
définition des espaces fonctionnels temps-espaces donnés par T. Ha Duong
dans [23]:

Hsσ(R+, E) = {f ∈ LT (σ,E) ; e−σtΛsf ∈ L2(Rt, E)}
où Λ̂sf(ω) = (−iω)sf̂(ω).

Remarque.Pours entier naturel, l’oṕerateurΛs n’est autre que l’oṕerateur
de d́erivation en temps d’ordres.

Ce sont des espaces de Hilbert munis de la norme:

|f |σ,s,E =
(∫ +∞

−∞
e−2σt|Λsf(t)|2Edt

) 1
2

(2)

La formule de Parseval permet de donner une autre caractérisation de cette
norme en fonction d’une intégrale en fŕequence:

|f |σ,s,E =
(

1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s|f̂(ω)|2Edω

) 1
2

(3)

Cette caract́erisation induit l’ińegalit́e suivante, avec l’inclusion qui en
découle:
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|f |σ,s,E ≤ σs−s
′ |f |σ,s′,E avecs′ > s

Hs′σ (R+, E) ⊂ Hsσ(R+, E)

Les espacesHsσ(R
+, E). On peut ŕeṕeter le m̂eme processus que préćedem-

mentenconsid́erant cette fois lesnormes indexées.L’́elaborationdesespaces
obtenus est d́etaillée dans [34] page 29. Nous nous limiterons icià de brefs
rappels.

La motivation de ces espaces est liéeà l’énergiéelectromagńetique:

E(t) =
∫
Ω

(ε0|E(t, x)|2 + µ0|H(t, x)|2)dx

En exhibant l’image par Fourier-Laplace de cette expression, et en utilisant
leséquations de Maxwell harmoniques dans le domaineΩ, on obtient:

E(ω) = ε0

∫
Ω

(
|Ê(ω, x)|2 +

1
|ω|2 |rotÊ(ω, x)|2

)
dx

Pour alĺeger les notations, nous avonsécrit ω pour le rapportωc . Cette
intégrale d́efinit une norme que l’on veut contrôler. Il suffit d’appliquer
la transforḿee de Fourier-Laplace inverse pour s’apercevoir que la division
par le module deω impose querotE poss̀ede un degŕe de ŕegularit́e en
temps de moins queE. En effet:

E(t) =
∫
Ω

(
ε0|E(t, x)|2 + µ0|

∫ t

0
rotE(s, x)ds|2

)
dx

Aussi ces espaces auront-ils la caractéristique suivante: toute dérivation en
espace entraı̂nera la perte d’un ordre de régularit́e en temps. Nous intro-
duirons ces espaces d’abord pourE = Hm(Ω), avecm entier naturel, puis
nousétendrons cette définition à d’autres espaces de Sobolev.

Soients ∈ R etm ∈ N
∗, on d́efinit de proche en proche les espaces

suivants:

Hsσ(R
+, L2(Ω)) = Hsσ(R+, L2(Ω))

Hsσ(R
+, Hm(Ω)) = {f ∈ Hsσ(R

+, Hm−1(Ω)) ;
∇f ∈ Hs−1

σ (R+, Hm−1(Ω)3)}
La formule de Parseval permet d’obtenir une caractérisation similairèa (3) .

‖f‖s,σ,Hm(Ω) =
(

1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

m,ω,Ωdω

) 1
2

(4)

où ‖f̂(ω)‖m,ω,Ω est d́efini de proche en proche par:

‖f̂(ω)‖0,ω,Ω = |f̂(ω)|L2(Ω)

‖f̂(ω)‖2
m,ω,Ω = ‖f̂(ω)‖2

m−1,ω,Ω +
1

|ω|2 ‖∇f̂(ω)‖2
m−1,ω,Ω(5)
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On vérifie facilement que cette définition cöıncide avec celle donnée en 2.1
pourr = m entier. En effet, lors de chaque dérivation en espace, la dilatation
fait apparâıtre |ω| en facteur. En utilisant la formule de récurrence (5), on
obtient la caract́erisation de la norme‖ · ‖s,σ,Hm(Ω):

‖f‖s,σ,Hm(Ω) =

 1
2π

∫ +∞

−∞
e−2σt

m∑
p=0

Cpm‖Λs−pDpf(t)‖2
L2(Ω)3pdt

 1
2

(6)

oùDp est la d́erivée p-ìeme en espace qui satisfait la relation de récurrence:
D0u = u
Dpu = ∇Dp−1u, ∀p ∈ N

Remarque.En comparant avec la formule (2) qui donne la caractérisation de
la norme introduite par T. Ha Duong, on voit qu’ici la dérivation en temps
et la d́erivation en espace sontétroitement líees.

Consid́eronsmaintenant le cas oùE = Hr(Ω), r étant un ŕeel. Pour tout
s réel, on d́efinit:

Hsσ(R
+, Hr(Ω)) =

{
f ∈ LT (σ,Hr(Ω)),

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

r,ω,Ωdω < +∞
}

Ces espaces sont munis d’une structure hilbertienne pour la norme:

‖f‖2
s,σ,Hr(Ω) =

1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

r,ω,Ωdω(7)

Consid́erons maintenant le cas des espaces définis sur la surfaceΓ de
l’obstacle. On note:

Hsσ(R
+, Hr(Γ )) =

{
f ∈ LT (σ,Hr(Γ )),

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

r,ω,Γdω < +∞
}

Ces espaces sont munis de la norme:

‖f‖2
s,σ,Hr(Γ ) =

1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

r,ω,Γdω

Nous pŕesentons enfin le cadre fonctionnel qui nous intéressera plus partic-
ulièrement pour le système de Maxwell, c’est-à-dire:
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Hsσ(R
+, Hr(div, Γ )) =

{
f ∈ LT (σ,Hr(div, Γ )),∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

r,ω,divΓ
dω < +∞

}

Hsσ(R
+, Hr(rot, Γ )) =

{
f ∈ LT (σ,Hr(rot, Γ )),∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

r,ω,rotΓ
dω < +∞

}
avec leur norme respective:

‖f‖2
s,σ,Hr(divΓ ) =

1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

r,ω,divΓ
dω

‖f‖2
s,σ,Hr(rotΓ ) =

1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s‖f̂(ω)‖2

r,ω,rotΓ
dω

Dans ce cas, nous avons:

∀f̂ ∈ Hr(div, Γ ), ‖f̂‖r,ω,divΓ = |f̂ω|Hr(div,|ω|Γ )

∀f̂ ∈ Hr(rot, Γ ), ‖f̂‖r,ω,rotΓ = |f̂ω|Hr(rot,|ω|Γ )

Nous terminons ces rappels avec le théor̀eme de dualit́e en temps et en
espace:

Théorème 2.2.Pour touts réel,(
Hsσ(R

+, H− 1
2 (rot, Γ ))

)′
= H−s

σ

(
R

+, H− 1
2 (div, Γ )

)
(
Hsσ(R

+, H− 1
2 (div, Γ ))

)′
= H−s

σ

(
R

+, H− 1
2 (rot, Γ )

)
Preuve. La dualit́e en espaceH− 1

2 (rot, Γ ) − H− 1
2 (div, Γ ) est connue,

celle en temps est une conséquence directe des définitions pŕećedentes. ��

2.2. Ŕesultats de trace et de relèvement

Pour le probl̀eme de Maxwell, nous utiliserons les traces:
γn : D(Ω)3 −→ D(Γ )

u �−→ u · n|Γ
γτ : D(Ω)3 −→ TD(Γ )2

u �−→ u ∧ n|Γ

γt : D(Ω)3 −→ TD(Γ )2

u �−→ n ∧ (u ∧ n)|Γ
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Leursmajorationsdecontinuité et desurjectivit́e dans lesespacesH(div,Ω)
etH(rot,Ω)munis de leur norme naturelle sont données, par exemple dans
[30]. Nous aurons besoin de résultats similaires pour les normes indexées
parω.

Proposition 2.2. L’applicationγn se prolonge en une application linéaire
continue deH(div,Ω) dansH− 1

2 (Γ ) munis de leur norme indexée, et on
a:

∀u ∈ H(div,Ω) ‖γnu‖− 1
2 ,ω,Γ

≤ C(Γ )|ω| 1
2 ‖u‖div,ω,Ω(8)

De plus,∀un ∈ H− 1
2 (Γ ),∃u ∈ H(div,Ω)/

un = γnu et ‖u‖div,ω,Ω ≤ C(Γ )|ω|− 1
2 ‖un‖− 1

2 ,ω,Γ
(9)

Proposition 2.3. L’applicationγτ se prolonge en une application linéaire
continue deH(rot,Ω) dansH− 1

2 (div, Γ ) munis de leur norme indexée, et
on a:

∀u ∈ H(rot,Ω) ‖γτu‖− 1
2 ,ω,divΓ

≤ C(Γ )|ω| 1
2 ‖u‖rot,ω,Ω(10)

De plus,∀ϕ ∈ H− 1
2 (div, Γ ),∃u ∈ H(rot,Ω)/

ϕ = γτu et ‖u‖rot,ω,Ω ≤ C(Γ )|ω|− 1
2 ‖ϕ‖− 1

2 ,ω,divΓ
(11)

Proposition 2.4. L’applicationγt se prolonge en une application linéaire
continue deH(rot,Ω) dansH− 1

2 (rot, Γ ) munis de leur norme indexée, et
on a:

∀u ∈ H(rot,Ω) ‖γtu‖− 1
2 ,ω,rotΓ

≤ C(Γ )|ω| 1
2 ‖u‖rot,ω,Ω(12)

De plus,∀ϕ ∈ H− 1
2 (rot, Γ ),∃u ∈ H(rot,Ω)/

ϕ = γtu et ‖u‖rot,ω,Ω ≤ C(Γ )|ω|− 1
2 ‖ϕ‖− 1

2 ,ω,rotΓ
(13)

Preuve.Les trois ŕesultats pŕećedents sont montrés dans [34] page 120.��

2.3. D́efinition etétude des potentiels harmoniques

Définition 2.4. Pourϕ ∈ C∞(Γ ) ou (C∞(Γ ))3, on d́efinit:

Lωνϕ(x) = 2
∫
Γ
Gων (x− y)ϕ(y)dγy ∀x ∈ R

3 \ Γ

avecGων (x) = eikν |x|
4π|x| .

Le param̀etrekν = ω
cν

caract́erise le milieu.
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Ce potentiel de volume est appelé potentiel de simple couche associé à la
densit́eϕ(y). Il permet de repŕesenter les solutions duproblèmedeMaxwell.
Dans le but d’́etablir deśequations int́egrales sur les interfaces de l’obstacle
nous avons besoin de connaı̂tre les traces sur la frontièreΓ des potentiels
de simple et double couche, ainsi que celles de leurs dérivées.

Définition 2.5. Les potentiels de surface sont notés:

Sων ϕ(x) = 2
∫
Γ
Gων (x− y)ϕ(y)dγy

∀x ∈ Γ pour ϕ ∈ C∞(Γ ) ou (C∞(Γ ))3

Pων ϕ(x) = 2
∮
Γ

∇xG
ω
ν (x− y)ϕ(y)dγy

∀x ∈ Γ pour ϕ ∈ C∞(Γ )

Qωνϕ(x) = 2
∮
Γ

∇xG
ω
ν (x− y) ∧ ϕ(y)dγy

∀x ∈ Γ pour ϕ ∈ (C∞(Γ ))3

Remarque.Les expressionsPων ϕ etQωνϕ sont d́efinies comme valeurs prin-
cipales, car leur noyau est en1

|x−y|2 . En effet,

∇xG
ω
ν (x− y) =

ikν |x− y| − 1
4π|x− y|2 eikν |x−y| x− y

|x− y|(14)

Notation.On d́efinit les oṕerateurs de traces interieureγ−
0 et exterieureγ+

0
sur la surfaceΓ en posant pourx0 ∈ Γ :

γ−
0 f(x0) := lim

x→x0, x∈Ω
f(x),

γ+
0 f(x0) := lim

x→x0, x �∈Ω
f(x).

Lemme 2.1. Les traces des potentiels de volumeLων sont donńees par:

∀x ∈ Γ
γ−

0 (Lωνϕ)(x) = γ+
0 (Lωνϕ)(x) = Sων ϕ(x) ∀ϕ ∈ C∞(Γ ) ou (C∞(Γ ))3

γ−
0 (∇xLωνϕ)(x) = ϕ(x)n(x) + Pων ϕ(x)
γ+

0 (∇xLωνϕ)(x) = −ϕ(x)n(x) + Pων ϕ(x)

}
∀ϕ ∈ C∞(Γ )

γ−
0 (rotxLωνϕ)(x) = −ϕ(x) ∧ n(x) +Qωνϕ(x)
γ+

0 (rotxLωνϕ)(x) = ϕ(x) ∧ n(x) +Qωνϕ(x)

}
∀ϕ ∈ (C∞(Γ ))3

Preuve.Voir par exemple [15] page 224. ��
Nous nous int́eressons maintenantà la ŕegularit́e des potentiels de sur-

face.

Théorème 2.3.Pour toutω complexe,Sων , est un des oṕerateur pseudod-
ifférentiel d’ordre -1 surΓ etPων est un oṕerateur pseudodifférentiel d’ordre
0 surΓ .
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Preuve. La démonstration est similairèa celle du paragraphe 4.4 page 87
de [15]. ��

Pour repŕesenter la solution des problèmes de Maxwell dans le domaine
harmonique, nous avons besoin deQων , et d’un nouvel oṕerateurRων que
nous d́efinissons maintenant:

Définition 2.6.

∀ω ∈ C,∀ϕ ∈ C∞(Γ )3,∀x ∈ Γ,

Rωνϕ(x) = iωµνS
ω
ν ϕ(x) − 1

iωεν
Pων (divΓϕ(x))

Remarque.Dans les repŕesentations des solutions du système de Maxwell,
cet oṕerateurRων apparâıtra plut̂ot sous la formen∧Rωνϕ(x) qui s’écrit de
la manìere suivante:∀x ∈ Γ,

n ∧Rωνϕ(x) = n ∧ (iωµνSων ϕ(x) − 1
iωεν

∇x(Lων (divΓϕ(x)))

= n ∧ (iωµνSων ϕ(x) − 1
iωεν

(n∂n(Lων (divΓϕ(x)))

+∇Γ (Lων (divΓϕ(x))|x∈Γ
)))

= n ∧ (iωµνSων ϕ(x) − 1
iωεν

∇Γ (Sων (divΓϕ(x))))

Notation.Par la suite, on noteraΠΓ l’opérateur de projection tangentielle
sur la surfaceΓ .

Théorème 2.4.Pour toutω complexe, les oṕerateursΠΓRων etΠΓQων sont

continus deH− 1
2 (div, Γ ) dansH− 1

2 (rot, Γ ).

Preuve.PourΠΓRων voir [34] page 43 et pourΠΓQ
ω
ν voir [2] ou [28] page

32. ��
Corollaire 2.1. Les traces du potentiel de volumeLων sont donńees par:
γ−

0 (Lωνϕ) = γ+
0 (Lωνϕ) = Sων ϕ dans Hs+1(Γ ) ou (Hs+1(Γ ))3 pour

ϕ ∈ Hs(Γ ) ou (Hs(Γ ))3

γ∓
0 (∇xLωνϕ) = ±ϕn + Pων ϕ dans (Hs(Γ ))3 pour ϕ ∈ Hs(Γ )
γ∓

0 (rotxLωνϕ) = ∓ϕ ∧ n +Qωνϕ dans H− 1
2 (rot, Γ ) pour

ϕ ∈ H− 1
2 (div, Γ )

Preuve.Pour touts réel, par densité deC∞(Γ ) dansHs(Γ ) les ŕesultats de
trace du lemme 2.1 et la continuité des oṕerateurśetablie dans les th́eor̀emes
2.3 et 2.4 permettent de conclure. ��
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Nous avons besoin de résultats plus pŕecis sur ces oṕerateurs. En parti-
culier, il faut contr̂oler leur norme par rapportàω, dans le cas òu�ω > 0,
afin de d́eduire la ŕegularit́e en temps des opérateurs associésRν etQν : ces
opérateurs qui seront introduits plus tard sont obtenuspar une transformation
de Fourier-Laplace enω sur les oṕerateurs en fŕequence.

Proposition 2.5. ∀ω ∈ {�ω ≥ σ > 0},∀ϕ ∈ H− 1
2 (div, Γ )

‖(n ∧Qων + Id)ϕ‖− 1
2 ,ω,divΓ

≤ C(Γ, σ)|ω|‖ϕ‖− 1
2 ,ω,divΓ

(15)

Preuve.Voir [2] ou [28] page 49. ��
Proposition 2.6. ∀ω ∈ {�ω ≥ σ > 0},∀ϕ ∈ H− 1

2 (div, Γ )

‖ΠΓRωνϕ‖− 1
2 ,ω,rotΓ

≤ C(Γ, σ)|ω|‖ϕ‖− 1
2 ,ω,divΓ

(16)

Preuve.Voir [2] ou [28] page 106. ��

2.4. D́efinition etétude des potentiels retardés

Dans ceparagraphe, nous rappelons la théorie despotentiels dans le domaine
temporel. Les potentiels que nous allons introduire se déduisent de ceux en
fréquence par la transformation de Fourier-Laplace, en se plac¸ant dans le
cadre fonctionnel présent́e au paragraphe 1.1.

Désormais, la valeur absolue indicée parν désignera le rapport:

|x− y|ν =
|x− y|
cν

où cν repŕesente la vitesse de propagation relative au milieu. Il en sera de
même pourω indicé parν.

Définition 2.7. Pourϕ ∈ C∞(R+
t × Γx) ouC∞(R+

t × Γx)3 on d́efinit:

∀x ∈ R
3 \ Γ,∀t ∈ R

+,

Lνϕ(t, x) = 2
∫
Γ
Gν(·, x− y) ∗ ϕ(·, y)(t)dγy

= 2
∫
Γ

ϕ(t− |x− y|ν , y)
4π|x− y| dγy

oùGν(t, x) = δ0(t−|x|ν)
4π|x| est la solutiońelémentaire de l’́equation des ondes

assocíeeà cν , à support dans le ĉone futur.Lνϕ est appeĺe potentiel retard́e
de simple et double couche pour la densitéϕ.
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Définition 2.8. Pour (t,x) dansR+
t × Γ ,

Sνϕ(t, x) = 2
∫
Γ

ϕ(t− |x− y|ν , y)
4π|x− y| dγy pour

ϕ ∈ D(R+
t × Γx) ou (D(R+

t × Γx))3,

Pνϕ(t, x) = 2
∫
Γ

∇x

(
ϕ(t− |x− y|ν , y)

4π|x− y|
)
dγy pour

ϕ ∈ D(R+
t × Γx),

Qνϕ(t, x) = 2
∫
Γ

rotx

(
ϕ(t− |x− y|ν , y)

4π|x− y|
)
dγy pour

ϕ ∈ D(R+
t × Γx)3.

Remarques.

– Les expressionsPνϕ etQνϕ sont d́efinies comme valeurs principales.
Cependant, l’expressionΠΓQνϕ a un sens classique si le vecteurϕ est
tangent̀a la surfaceΓ (i.e.:ϕ ∈ TD(R+

t × Γ )) ; c’est vrai aussi pour le
potentiel en fŕequenceΠΓQωνϕ (voir, par exemple [2] ou [28] page 48.

– On peut donner une expression plus explicite deQνϕ(t, x), c’est-̀a-dire:

Qνϕ(t, x) = 2
∫
Γ

(
∇x

(
1

4π|x− y|
)

∧ ϕ(t− |x− y|ν , y)

+ 1
4π|x−y|rotxϕ(t− |x− y|ν , y)

)
dγy

= 2
∫
Γ

(
∇x

(
1

4π|x− y|
)

∧ ϕ(t− |x− y|ν , y)

−( x−y
4πcν |x−y|) ∧ ∂tϕ(t− |x− y|ν , y)

)
dγy

Lemme 2.2. Les traces du potentielLν sont donńees par:

∀x ∈ Γ
γ−

0 (Lνϕ)(x) = γ+
0 (Lνϕ)(x) = Sνϕ(x) ∀ϕ ∈ C∞(Γ ) ou (C∞(Γ ))3

γ−
0 (∇xLνϕ)(x) = ϕ(x)n(x) + Pνϕ(x)
γ+

0 (∇xLνϕ)(x) = −ϕ(x)n(x) + Pνϕ(x)

}
∀ϕ ∈ C∞(Γ )

γ−
0 (rotxLνϕ)(x) = −ϕ(x) ∧ n(x) +Qνϕ(x)
γ+

0 (rotxLνϕ)(x) = ϕ(x) ∧ n(x) +Qνϕ(x)

}
∀ϕ ∈ (C∞(Γ ))3

Preuve.Elle est similairèa celle du lemme 2.1. ��
Définition 2.9. On d́efinit l’analogue en temps de l’opérateurRων de la
manìere suivante:
pourϕ ∈ D(R+

t × Γx)3 et (t, x) ∈ R
+
t × Γx

Rνϕ(t, x) = −µνSν(∂tϕ(t, x)) +
1
εν
Pν

(∫ t

0
divΓϕ(s, x)ds

)
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On peut faire la m̂eme remarque que dans le cas fréquentiel,̀a savoir:

n ∧Rνϕ(t, x) = n ∧
(

− µνSν(∂tϕ(t, x))

+
1
εν

∇Γx

(
Sν

(∫ t

0
divΓϕ(s, x)ds

)))
Jusqu’̀a maintenant, les ḿethodes classiques ne permettant pas d’étudier les
potentiels retard́es, la transforḿee de Fourier-Laplace est le seul outil utilisé
pour d́eduire leur ŕegularit́e dans des espaces de typeSobolev, qui s’adaptent
à des approximations numériques. Nous allons doncécrire des estimations
de continuit́e dans les espace fonctionnels munis des normes indexées pour
Qν etRν . L’int ér̂et de ces normes visà vis des normes usuelles réside dans le
fait qu’elles permettent d’écrire lesmajorations de continuité des oṕerateurs
fréquentiels surfaciques avec des puissances de|ω| plus faibles. Ainsi, par
transforḿee de Fourier-Laplace la régularit́e en temps des opérateurs corre-
spondants sera accrue.

Le lemme suivant est une application directe du théor̀eme de Cauchy.

Lemme 2.3. Les oṕerateursQων etRων transforment une fonction holomor-
phe par rapportà ω dans{C;�ω ≥ σ > 0} en une fonction holomorphe
sur le m̂eme ouvert.

Proposition 2.7. Pour toutω ∈ {ω ∈ C;�ω ≥ σ > 0}, pour touts ∈
R, l’opérateurΠΓQν se prolonge de manière unique en une application
linéaire continuedeHsσ(R

+, H− 1
2 (div, Γ ))dansHs−1

σ (R+, H− 1
2 (rot, Γ ))

et v́erifie:

∀ϕ ∈ Hsσ(R
+, H− 1

2 (div, Γ )), ‖ΠΓQνϕ‖
σ,s−1,H− 1

2 (rot,Γ )

≤ C(σ, Γ )‖ϕ‖
σ,s,H− 1

2 (div,Γ )
,(17)

et l’opérateurΠΓRν se prolonge de manière unique en une application
linéaire continuedeHsσ(R

+, H− 1
2 (div, Γ ))dansHs−1

σ (R+, H− 1
2 (rot, Γ ))

et v́erifie:

∀ϕ ∈ Hsσ(R
+, H− 1

2 (div, Γ )), ‖ΠΓRνϕ‖
σ,s−1,H− 1

2 (rot,Γ )

≤ C(σ, Γ )‖ϕ‖
σ,s,H− 1

2 (div,Γ )
(18)

Preuve.Faisons la d́emonstration pour l’oṕerateurRν .
Soitϕ ∈ Hsσ(R+, H− 1

2 (div, Γ )) ⊂ LT (σ,H− 1
2 (div, Γ )). Il faut d’abord

vérifier que la transforḿee de Fourier-Laplace inverse deRων ϕ̂ est bienRνϕ
oùϕ est la transforḿee inverse dêϕ, c’est-̀a-dire:



Couplagéeléments finis-potentiels retardés 273

L−1(Rων ϕ̂) = Rν(L−1(ϕ̂))(19)

Avant d’appliquer la transformation de Fourier-Laplace inverseà l’expres-
sion deRων ϕ̂, montrons que cette transformée inverse existe.

ϕ ∈ LT (σ,H− 1
2 (div, Γ )) donc le sens ŕeciproque du th́eor̀eme de

Paley-Wiener indique quêϕ est holomorphe dans{ω ∈ C;�ω ≥ σ > 0}
et que pourk fixé dansN∗ on a:

‖ ϕ̂ ‖− 1
2 ,ω,divΓ

≤ C(1 + |ω|)k

Ainsi, l’estimation (16) de la proposition 2.6 donne:
‖ Rων ϕ̂ ‖− 1

2 ,ω,rotΓ
≤ C(σ, Γ )|ω|(1 + |ω|)k

et le lemme 2.3 donneRων ϕ̂ holomorphe sur{ω ∈ C;�ω ≥ σ > 0}. Le
sens direct du th́eor̀eme dePaley-Wienermontre queSων ϕ̂ est la transforḿee
de Fourier-Laplace d’une fonction Laplace transformable. Par ailleurs, on
a:

Sων ϕ̂(x) = 2
∫
Γy

eiω|x−y|ν

4π|x− y| ϕ̂(ω, y)dγy

= 2
∫
Γy

eiω|x−y|ν

4π|x− y|
∫

Rt

eiωtϕ(t, y)dtdγy

= 2
∫

RT

∫
Γy

eiωT

4π|x− y|ϕ(T − |x− y|ν , y)dγydT

= 2
∫

Rt

eiωt

(∫
Γy

ϕ(t− |x− y|ν , y)
4π|x− y| dγy

)
dt

On d́eduit le ŕesultat (19) de la relation entreRων et Sων . Enfin, la propo-
sition 2.6 permet de d́eduire queΠΓRν se prolonge de manière unique en
uneapplication lińeaire continuedeHsσ(R+, H− 1

2 (div, Γ ))dansHs−1
σ (R+,

H− 1
2 (rot, Γ )), avec la majoration:∀ϕ ∈ Hsσ(R+, H− 1

2 (div, Γ ))∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2(s−1) ‖ ΠΓRων ϕ̂ ‖2

− 1
2 ,ω,rotΓ

dω

≤ C(σ, Γ )
∫ +∞+iσ

−∞+iσ
|ω|2s ‖ ϕ̂ ‖2

− 1
2 ,ω,divΓ

dω < +∞

La démonstration est similaire pourQων :

‖n ∧Qωνϕ‖2
− 1

2 ,ω,divΓ

≤ ‖(n ∧Qων + Id)ϕ‖2
− 1

2 ,ω,divΓ
+ ‖ϕ‖2

− 1
2 ,ω,divΓ
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≤ C(σ, Γ )|ω|2
(

1 +
1

|ω|2
)

‖ϕ‖2
− 1

2 ,ω,divΓ

≤ C(σ, Γ )|ω|2‖ϕ‖2
− 1

2 ,ω,divΓ
car 1 +

1
|ω|2 ≤ 1 +

1
σ2 ��

A partir du lemme 2.2 et de la proposition 2.7, nous pouvonsécrire un
corollaire analogue au corollaire 2.1 dans le domaine temporel.

Corollaire 2.2. Les traces du potentielLν sont donńees par:

γ−
0 (Lνϕ) = γ+

0 (Lνϕ) = Sνϕ

dans Hs−1
σ (R+, H

1
2 (Γ )) ou Hs−1

σ (R+, H
1
2 (Γ ))3

pour ϕ ∈ Hsσ(R+, H− 1
2 (Γ )) ou Hsσ(R+, H− 1

2 (Γ ))3

γ∓
0 (∇xLνϕ) = ±ϕn + Pνϕ

dans Hs−1
σ (R+, H− 1

2 (Γ )3)

pour ϕ ∈ Hsσ(R
+, H− 1

2 (Γ ))
γ∓

0 (rotxLνϕ) = ∓ϕ ∧ n +Qνϕ

dans Hs−1
σ (R+, H− 1

2 (rot, Γ ))

pour ϕ ∈ Hsσ(R
+, H− 1

2 (div, Γ ))

3. Couplageéléments finis volumiques-potentiels retard́es
pour la diffraction électromagńetique par un obstacle h́etérogène

Nous reprenons le problème (P ) présent́e dans l’introduction. Les car-
act́eristiquesε1 etµ1 dumat́eriau díelectrique peuvent avoir une dépendance
spatiale quelconque. L’application deséléments finis de volume nécessite
cependant l’hypoth̀ese suivante:
∀x ∈ Ω1, ∃εm, εM , µm, µM/ εm ≤ ε1(x) ≤ εM et µm ≤ µ1(x) ≤ µM

3.1. Formulations variationnelles

Leur élaboration ńecessite de considérer śepaŕement les milieuxΩ1 etΩ2,
pour ensuite lier leśequations issues de ces domaines.Ce lien nepeut se faire
qu’avec les conditions de transmission qui traduisent la continuité des traces
tangentielles du chamṕelectromagńetique total̀a travers l’interfaceΓ . La
condition de conducteur parfait surΓc sera prise en compte dans l’équation
volumique, et la causalité, comme pŕećedemment sera indispensable pour
justifier le produit de convolution en tempsà la base deśequations int́egrales
dansΩ2.

Nous avons le choix entre deux types de formulations:
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– Si nous voulons limiter le nombre d’inconnues dans les schémas̀a venir,
il est possible de combiner leśequations de Maxwell entre elles afin
d’éliminer le champ magńetique dans le milieuΩ1. On obtient alors
pour l’inconnueE1 uneéquation volumique d’ordre 2 en temps et es-
pace, et une formule de Green sur le rotationnel fera apparaı̂tre un terme
de bord qui fera le lien avec leséquations int́egrales. Les formulations
variationnelles construites sur cette idée donnent des schémas qui ont
pour inconnuesE1 dansΩ1, et les courantśelectriques et magnétiques
surΓ , j1 = H1 ∧n|Γ ,m1 = n∧E1|Γ . En fait, nous verrons que la com-
patibilité deséléments finis utiliśes pourE1 etm1 induit l’adéquation
de leurs degŕes de libert́e sur la frontìere de l’obstacle, ce qui autorise
l’ élimination de l’inconnuem1. La formule suivante:

H1(t, x) = − 1
µ1(x)

∫ t

0
rotE1(s, x)ds

permet alors de recomposer le champ magnétique dansΩ1.
– L’autre possibilit́e consistèa ŕealiser une formulation variationnelle vo-
lumique directement̀a partir du syst̀eme de Maxwell, le lien avec les
équations int́egrales se faisant toujours par le biais d’une formule de
Green. Les sch́emas ainsi obtenus travaillent sur les deux inconnuesE1
etH1 dansΩ1. Du fait de la prise en compte du champmagnétique dans
les sch́emas nuḿeriques, les systèmes̀a ŕesoudre seront plus lourds que
ceux des formulations préćedentes. Ńeanmoins, cette fac¸on de proćeder
présente un int́er̂et à terme. Si on d́esire prendre en compte une dépen-
dance temporelle des caractéristiquesε1 etµ1, les formulations unique-
ment en chamṕelectrique ne pourront modéliser que des matériaux òu
seulε1 dépendra du temps, alors que la deuxième d́emarche permettra de
consid́erer le cas plus ǵeńeral d’une d́ependance temporelle deε1 etµ1.
Cette d́ependance temporelle intervient dans les relations constitutives,
où le lien entreD1 etE1 d’une part, etB1 etH1 d’autre part se fait par un
produit de convolution en temps avec les caractéristiquesε1 etµ1. Cela
signifie que l’́etat pŕesent du matériau d́epend de tous ses antéćedents ;
de tels mat́eriaux sont appelés dispersifs. Bien sûr, les modifications qui
seront apport́eesà terme pour cettéetude ne porterons que sur la partie
volumique des formulations variationnelles ou des schémas.

3.1.1. Premìere formulation. Consid́erons le syst̀eme de Maxwell dans la
couche de matériauΩ1:{

rotE1 + µ1(x)∂tH1 = 0
rotH1 − ε1(x)∂tE1 = 0(20)

On sait que si les champs sont suffisament réguliers au bord, alors la solution
poss̀ede la ŕegularit́e:

E1(t, ·), H1(t, ·) ∈ H(rot,Ω1) ∩H(div,Ω).
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Bien ŝur, cette ŕegularit́eestessentielle, puisqu’elle fixe lechoixdeséléments
finis lorsde ladiscŕetisation, et nousverronsque leséléments finis conformes
dansH(rot,Ω1) sont pŕeférables̀a ceux dansH(div,Ω1).

Notations.

– Par la suite, les crochets〈·, ·〉 repŕesenteront la dualité
H− 1

2 (rot, Γ ) −H− 1
2 (div, Γ ).

– D’autre part, la mesuredσt dénoterae−2σtdt.

Pour le chamṕelectriqueE1, nous introduisons l’espace suivant, afin de
prendre en compte la condition de conducteur parfait:

H0(rot,Ω1) = {E ∈ H(rot,Ω1)/n ∧ E|Γc
= 0}

Ladépendanceen tempsducadre fonctionnel se fera commepréćedemment,
en se fixant un param̀etre ŕeel σ strictement positif.s1 et s2 étant des
réels qu’on d́eterminera plus tard, une formule de Green sur la deuxième
équation du système (20) induit la relation suivante: Pour(E1,H1) dans
Hs1σ (R+, H0(rot,Ω1))×Hs1σ (R+, H(rot,Ω1)), et pour toute fonction test
E′ dansHs1σ (R+, H0(rot,Ω1)), on a:∫

R+

∫
Ω1

(−ε1(x)∂tE1E′ + H1rotE′)dxdσt

−
∫

R+

〈
j1, ΠΓE′〉 dσt︸ ︷︷ ︸
car ΠΓcE′=0

= 0.(21)

avec la notation:
j1 = H1 ∧ n|Γ .

Il faut maintenant coupler cette formulation avec leséquations int́egrales
issues du milieu extérieur. On sait (voir par exemple [1], [10], [14]) que
les équations de Maxwell homogènes dans le milieuΩ2 conduisent̀a une
repŕesentation int́egrale du chamṕelectromagńetique diffract́e (E2,H2) :

2E2(t, x) = −µ2L2(∂tj2)(t, x)

+ 1
ε2

∇L2(
∫ t

0
divΓ j2(s, x)ds) − rotL2(m2)(t, x),

2H2(t, x) = −ε2L2(∂tm2)(t, x)

+ 1
µ2

∇L2(
∫ t

0
divΓm2(s, x)ds) + rotL2(j2)(t, x),

(22)

avec
j2 = H2 ∧ n|Γ , m2 = n ∧ E2|Γ .
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Les ŕesultats du second paragraphe concernant la trace tangentielle du po-
tentiel de volume de simple couche et de ses dérivées permettent d’établir
leséquations int́egrales sur la surfaceΓ de l’obstacle:

m2 = 1
2(−n ∧R2(j2) + n ∧Q2(m2) + m2)

−j2 = 1
2(−n ∧ ε2

µ2
R2(m2) − n ∧Q2(j2) − j2)

sur R × Γ

En utilisant les conditions de transmission, on obtient les deux relations
suivantes,s3 ets4 étant des ŕeels convenablement choisis:

pour

(
q
p

)
∈ Hs3σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ) ⊕H− 1
2 (div, Γ ))

pour

(
m1
j1

)
∈ Hs4σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ) ⊕H− 1
2 (div, Γ ))

et pour toute fonction test(
m′
j′

)
∈ Hs4σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ) ⊕H− 1
2 (div, Γ ))

∫
R+

〈
n ∧ m1 +ΠΓQ2(m1) −ΠΓR2(j1), j′

〉
dσt(23)

=
∫

R+

〈
n ∧ f(q,p), j′

〉
dσt∫

R+

〈
n ∧ j1 +ΠΓ

ε2
µ2
R2(m1) +ΠΓQ2(j1),m′

〉
dσt(24)

=
∫

R+

〈
n ∧ g(q,p),m′〉 dσt

avec les donńees du probl̀eme:

f(q,p) = q − n ∧Q2(q) + n ∧R2(p)
g(q,p) = p − n ∧ ε2

µ2
R2(q) − n ∧Q2(p)(25)

sachant que dans le cas où q et p sont les traces tangentielles du champ
incident:

f(q,p) = 2q
g(q,p) = 2p(26)

La formulation variationnelle globale la plus simple consisteà consid́erer
l’ équation volumique (21) avec l’équation int́egrale (23), le couplage se
faisant de manière implicite gr̂aceà la relation:

m1 = n ∧ E1|Γ
.

En notantE = E1 le champélectrique surΩ1, m = m1 et j = j1, nous
obtenons la première formulation:
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∫
R+

∫
Ω1

(ε1(x)∂tEE′ +
1

µ1(x)

∫ t

0
rotEdsrotE′)dxdσt

+
∫

R+

〈
j, ΠΓE′〉 dσt = 0,∫

R+

〈
n ∧ m +ΠΓQ2(m) −ΠΓR2(j), j′

〉
dσt

=
∫

R+

〈
n ∧ f(q,p), j′

〉
dσt.

(27)

3.1.2. Deuxìeme formulation. Nous reprenons leśequations (21), (23) et
(24), afin de les combiner entre elles pour réaliser un couplage plus explicite
que pŕećedemment, puisqu’il agira non seulementà travers la relation entre
m1 etE1 surΓ , mais aussi gr̂aceà l’adéquation entre le terme de bord de
la formule de Green et un des termes de l’équation (24). En effet, si nous
faisons le choix suivant pour les fonctions tests:

m′ = n ∧ E′
|Γ

alors nous avons:∫
R+

〈
j1, ΠΓE′〉 dσt =

∫
R+

〈
n ∧ j1,m′〉 dσt

C’est pourquoi la combinaison deséquations (21) et (24) entraı̂ne:

−2
∫

R+

∫
Ω1

(ε1(x)∂tE1E′ +
1

µ1(x)

∫ t

0
rotE1dsrotE′)dxdσt

−
∫

R+

〈
n ∧ j1,m′〉 dσt

+
∫

R+

〈
ΠΓ

ε2
µ2
R2(m1) +ΠΓQ2(j1),m′

〉
dσt

=
∫

R+

〈
n ∧ g(q,p),m′〉 dσt

Avec les notationsE = E1, m = m1 et j = j1, la différence de cette
équation avec l’́equation int́egrale non encore utilisée permet d’obtenir la
deuxìeme formulation variationnelle:

2
∫

R+

∫
Ω1

(ε1(x)∂tEE′ +
1

µ1(x)

∫ t

0
rotEdsrotE′)dxdσt

−
∫

R+

〈
ΠΓ

ε2
µ2
R2(m) +ΠΓQ2(j),m′

〉
dσt

+
∫

R+

〈
ΠΓQ2(m) −ΠΓR2(j), j′

〉
dσt

+
∫

R+
(
〈
n ∧ m, j′

〉
+
〈
n ∧ j,m′〉)dσt

=
∫

R+
(
〈
n ∧ f , j′

〉− 〈n ∧ g,m′〉)dσt.

(28)



Couplagéeléments finis-potentiels retardés 279

Nous verrons plus tard que cette formulation se prête bieǹa des d́eveloppe-
ments dans le domaine fréquentiel, desquels nous déduirons des ŕesultats de
stabilit́e et de convergence pour toute discrétisation issue de cette formula-
tion.

3.1.3. Troisìeme formulation. Nous voulons maintenantécrire des formu-
lations qui agissent sur les champsélectrique et magńetique. Pour cela,
nous conservons leséquations int́egrales (23) et (24), mais nous changeons
la formulation volumique.

Remarques.Certaines ḿethodes de résolution du système de Maxwell
utilisent les inconnuesE1 etB1. Cette dernìere repŕesente l’induction mag-
nétique qui v́erifie la relation constitutive dans le matériauΩ1:

B1(t, x) = µ1(x)H1(t, x)

Elle a la ŕegularit́e suivante (idem pourH1 si µ1 est continue):B1(t, .) ∈
H(div,Ω1). On peut alors proćederà une approximation paŕeléments fi-
nis conformes dansH(div,Ω1), tout en conservant l’approximation dans
H0(rot,Ω1) pourE1. Malheureusement, lorsqu’on réalise un tel couplage
avec leśeléments finis conformes dansH− 1

2 (div, Γ ), qui repŕesentent les
inconnuesm1 etj1, on ne peut pas traduire au niveau des degrés de libert́e, la
relation utile:j1 = H1∧n|Γ .Cette non compatibilit́e deśeléments finis dans
H(div,Ω1) etH− 1

2 (div, Γ ) entrâıne dans les problèmes approch́es et les
sch́emas nuḿeriques une duplication des inconnuesj1 etB1 pourtant líees
sur la frontìereΓ . Nous retenons donc qu’il est préférable que l’́elaboration
d’une ḿethode de couplage en gardant les champsE1 etB1 se fasse avec
la régularit́eH(rot,Ω1), quand cela est possible, c’est-à-dire pour des hy-
poth̀eses suffisantes surJs. De plus, siµ1 présente des discontinuités dans
le milieu il faut alors remplacerB1 parH1.

Les inconnues(E1,H1), et les fonctions tests(E′,H′) étant dans
Hs1σ (R+, H0(rot,Ω1) ×H(rot,Ω1)), nous avons les formulations faibles
obtenues̀a partir du syst̀eme (20):∫

R+

∫
Ω1

(µ1(x)∂tH1 + rotE1)H′dxdσt = 0(29)

et ∫
R+

∫
Ω1

(ε1(x)∂tE1E′ − H1rotE′)dxdσt

+
∫

R+

〈
n ∧ j1,n ∧ E′

|Γ
〉
dσt = 0.(30)

En se fixant la relation:m′ = n ∧ E′
|Γ , la combinaison de l’équation (24)

avec (30) donne:
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−2
∫

R+

∫
Ω1

(ε1(x)∂tE1E′ − H1rotE′)dxdσt

+
∫

R+

〈
ΠΓ

ε2
µ2
R2(m1) +ΠΓQ2(j1) − n ∧ j1,m′

〉
dσt

=
∫

R+

〈
n ∧ g,m′〉 dσt

En notantE,H,m, etj les inconnues dansΩ1, cette relation soustraite aux
équations (23) et (29) donne alors la troisième formulation couplée:

2
∫

R+

∫
Ω1

(ε1(x)∂tEE′ − HrotE′)dxdσt

+2
∫

R+

∫
Ω1

(µ1(x)∂tH + rotE)H′dxdσt

+
∫

R+

(〈
n ∧ j,m′〉− 〈n ∧ m, j′

〉)
dσt

−
∫

R+

(〈
ΠΓ

ε2
µ2
R2(m) +ΠΓQ2(j),m′

〉)
dσt

+
∫

R+

(〈
ΠΓQ2(m) −ΠΓR2(j), j′

〉)
dσt

=
∫

R+
(
〈
n ∧ f , j′

〉− 〈n ∧ g,m′〉)dσt.

(31)

3.1.4. Quatrìeme formulation. Avec la m̂eme ŕegularit́e que pŕećedem-
ment, et en conservant les inconnuesE1 etH1, le syst̀eme (20) donne les
formulations suivantes:∫

R+

∫
Ω1

(−ε1(x)∂tE1E′ + H1rotE′)dxdσt

−
∫

R+
(
〈
H1 ∧ n, ΠΓE′〉)dσt = 0,

et ∫
R+

∫
Ω1

(µ1(x)∂tH1H′ + E1rotH′)dxdσt

−
∫

R+
(
〈
E1 ∧ n, ΠΓH′〉)dσt = 0

En utilisant de nouveau le système (20), on obtient:∫
R+

∫
Ω1

(−ε1(x)∂tE1E′ − 1
µ1(x)

∫ t

0
rotE1dsrotE′)dxdσt

−
∫

R+
(
〈
j1, ΠΓE′〉)dσt = 0,
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et ∫
R+

∫
Ω1

(µ1(x)∂tH1H′ +
1

ε1(x)

∫ t

0
rotH1dsrotH′)dxdσt

+
∫

R+
(
〈
m1, ΠΓH′〉)dσt = 0,

en rappelant les notations:j1 = H1 ∧ n|Γ etm1 = n ∧ E1|Γ . Le choix
suivant sur les fonctions tests:

j′ = H′ ∧ n|Γ

m′ = n ∧ E′
|Γ

permet de combiner deux par deux leséquations (32), (24) et (32), (23)
comme pŕećedemment. La diff́erence des deux́equations obtenues donne la
quatrìeme formulation couplée:

2
∫

R+

∫
Ω1

(µ1(x)∂tHH′ +
1

ε1(x)

∫ t

0
rotHdsrotH′)dxdσt

+2
∫

R+

∫
Ω1

(ε1(x)∂tEE′ +
1

µ1(x)

∫ t

0
rotEdsrotE′)dxdσt

+
∫

R+

(〈
n ∧ j,m′〉− 〈n ∧ m, j′

〉)
dxdσt

+
∫

R+

(〈
ΠΓQ2(m) −ΠΓR2(j), j′

〉)
dσt

−
∫

R+

(〈
ΠΓ

ε2
µ2
R2(m) +ΠΓQ2(j),m′

〉)
dσt

=
∫

R+

(〈
n ∧ f , j′

〉− 〈n ∧ g,m′〉) dσt,

(32)

avec la convention:E = E1,H = H1, j = j1 etm = m1.

3.2. Ŕesultats en fŕequence pour la 2e formulation

Consid́erons, en premier lieu, la formulation (28). L’application de la trans-
formée de Fourier-Laplace donnée dans la d́efinition 2.3 permet d’obtenir
une formulation analogue dans le demi-plan complexe des fréquences̀a par-
tie imaginaire strictement positive. Cette formulation peut aussi se déduire
à partir du probl̀eme:
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(Pω)



rotÊ1 − iωµ1(x)Ĥ1 = 0,
rotĤ1 + iωε1(x)Ê1 = 0,

dans Ω1,

rotÊ2 − iωµ2Ĥ2 = 0,
rotĤ2 + iωε2Ê2 = 0,

dans Ω2,(
n ∧ Ê1

Ĥ1 ∧ n

)
=
(

n ∧ Ê2

Ĥ2 ∧ n

)
+
(

q̂
p̂

)
sur Γ

Ê = Ĥ = 0 dans Ω0

n ∧ Ê1 = 0
Ĥ1 · n = 0

sur Γc

Ê2(x) ∞= O( 1
|x|) ; Ĥ2(x) ∞= O( 1

|x|)
ε2ω(α ∧ Ê2) − k2Ĥ2

∞= o( 1
|x|)

µ2ω(α ∧ Ĥ2) + k2Ê2
∞= o( 1

|x|)
uniformément pour toute direction

α = x
|x| et avec k

2
2 = ε2µ2ω

2

avecω ∈ C,�ω ≥ σ > 0, par une combinaison d’équations volumiques et
surfaciques similairèa celle en temps.

Notation.Nous remplac¸ons la notation(Êν , Ĥν) par (Eν , Hν), ce qui est
valable pour tous les autres vecteurs.

Définition 3.1. Appelonsbω la forme sesquilińeaire suivante:

bω

((
E
j

)
;
(
E′
j′

))
= −2

∫
Ω1

(iωε1(x)EĒ′ +
1

iωµ1(x)
rotErotĒ′)dx

−
〈
ΠΓ

ε2
µ2
Rω2 (m) +ΠΓQ

ω
2 (j),m′

〉
+
〈
ΠΓQ

ω
2 (m) −ΠΓR

ω
2 (j), j′〉

+
〈
n ∧m, j′〉+

〈
n ∧ j,m′〉(33)

Il ne faut pas perdre de vue dans cette définition quem et m′ sont des
notations repŕesentantn ∧ E|Γ etn ∧ E′

|Γ , ces relationśetant donńees par
la transforḿee de Fourier-Laplace sur ces mêmes relations en temps, tandis
quej est une inconnue, etj′ une fonction test au m̂eme titre queE etE′.
D’autre part, rappelons que les crochets de dualité sontà prendre au sens

H− 1
2 (rot, Γ ) −H− 1

2 (div, Γ ).

La formulation variationnelle associée au probl̀eme(Pω) s’écrit:
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Pour

(
q
p

)
∈ H− 1

2 (div, Γ ) ⊕H− 1
2 (div, Γ ),

trouver

(
E
j

)
∈ H0(rot,Ω1) ⊕H− 1

2 (div, Γ )/

∀
(
E′
j′

)
∈ H0(rot,Ω1) ⊕H− 1

2 (div, Γ )

bω

((
E
j

)
;
(
E′
j′

))
= 〈n ∧ f(q, p), j′〉
− 〈n ∧ g(p, q),m′〉 .

(34)

Si on noteb la forme bilińeaire associéeà la formulation espace-temps (28),
alors on reconnait bien dansbω l’image par Fourier-Laplace deb, ce qui se
traduit par:

bω

((
E
j

)
;
(
E′
j′

))
= b̂

((
E
j

)
;
(

E′
j′

))
Proposition 3.1. La formulation (34) est́equivalente au problème(Pω).

Preuve. Le probl̀eme(Pω) implique la formulation (34), il reste donc̀a
montrer la ŕeciproque. La formule de Green sur le rotationnel donne:∫

Ω1

1
iωµ1

rotErotĒ′dx

=
∫
Ω1

rot

(
1

iωµ1
rotE

)
Ē′dx+

〈
1

iωµ1
rotE ∧ n,n ∧ (E′ ∧ n)

〉

De ce fait, une solution

(
E
j

)
du probl̀eme (34) v́erifie les trois relations

suivantes:

iωε1E + rot

(
1

iωµ1
rotE

)
= 0, dans Ω1(35)

2
〈

1
iωµ1

rotE ∧ n, ΠΓE′
〉

+
〈
ΠΓ

ε2
µ2
Rω2 (m) +ΠΓQ

ω
2 (j) − n ∧ j,m′

〉
=
〈
n ∧ g,m′〉(36)

〈
ΠΓQ

ω
2 (m) −ΠΓR

ω
2 (j) + n ∧m, j′〉 =

〈
n ∧ f, j′〉(37)

Comme〈
1

iωµ1
rotE ∧ n, ΠΓE′

〉
=
〈
n ∧ (

1
iωµ1

rotE ∧ n),m′
〉

l’ équation (36) donne:
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2
(

1
iωµ1

rotE ∧ n
)

= j + n ∧ ε2
µ2
Rω2 (m) + n ∧Qω2 (j) + g

avec:
g(q, p) = p− n ∧ ε2

µ2
Rω2 (q) − n ∧Qω2 (p).

De plus, l’́equation (37) s’́ecrit:
2m = m+ n ∧Qω2 (m) − n ∧Rω2 (j) + f

avec:
f(q, p) = q − n ∧Qω2 (q) + n ∧Rω2 (p).

On reconnait avec ces deux dernièreséquations le projecteur de Caldéron
ext́erieur, not́eP2,, relatif auxéquations de Maxwell, de sorte que:(

m− q
1
iωµ1

rotE ∧ n|Γ − p

)
= P2

(
m− q
j − p

)
= P 2

2

(
m− q
j − p

)
= P2

(
m− q

1
iωµ1

rotE ∧ n|Γ − p

)
(38)

D’autre part, on sait (voir par exemple [1], [14]) que le problème ext́erieur
rotE2 − iωµ2H2 = 0
rotH2 + iωε2E2 = 0 dans Ω2

n ∧ E2 = m− q
H2 ∧ n = j − p

sur Γ

+ Conditions de radiation

(39)

admet une unique solution(E2, H2) dans(Hloc(rot, Ω̄2))2, et que ce prob-
lèmeéquivautà:(

n ∧ E2|Γ
H2 ∧ n|Γ

)
=

1
2
(1 −A2)

(
n ∧ E2|Γ
H2 ∧ n|Γ

)
(40)

avec (
n ∧ E2|Γ
H2 ∧ n|Γ

)
=
(
m− q
j − p

)
,

et

A2 =
( −n ∧Qω2 n ∧Rω2

−n ∧ ε2
µ2
Rω2 −n ∧Qω2

)
.

La différence deśequations (38) et (39) donne:(
0

1
iωµ1

rotE ∧ n|Γ − p−H2 ∧ n|Γ

)
= P2

(
0

1
iωµ1

rotE ∧ n|Γ − p−H2 ∧ n|Γ

)
et d’apr̀es les propríet́es deP2, on en d́eduit:
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1
iωµ1

rotE ∧ n|Γ = p+H2 ∧ n|Γ = j

En remplac¸ant cettéegalit́e dans (38), et en introduisant le champH défini
dansΩ1 par:

H =
1

iωµ1
rotE

on d́eduit la relation (40) qui est́equivalente au problème (39). Ainsi, la
formulation (34) implique le système:

(35)
H = 1

iωµ1
rotE dans Ω1

j = 1
iωµ1

rotE ∧ n|Γ
m = n ∧ E|Γ
(39)

qui repŕesente le problème(Pω). ��
Proposition 3.2. Soitω ∈ C,�ω ≥ σ > 0. La forme sesquilińeaire bω
définie en (33) est continue dansH0(rot,Ω1) ⊕ H− 1

2 (div, Γ ) muni de sa
norme index́ee.

Preuve.Le terme volumique se majore de la fac¸on suivante:∣∣∣∣∫
Ω1

(
iωε1(x)EĒ′ +

1
iωµ1(x)

rotErotĒ′
)
dx

∣∣∣∣
≤ max
x∈Ω1

(ε1(x), µ1(x))|ω|‖E‖0,ω,rotΩ1
‖E′‖0,ω,rotΩ1

(41)

et le th́eor̀eme 2.4 donne la continuité de la partie surfacique. Ońetablit
une majoration de continuité en fonction des puissances de|ω|, grâceà
l’utilisation des propositions 2.5, 2.6, et 2.3:∣∣∣∣bω ((Ej

)
;
(
E′
j′

))∣∣∣∣ ≤ C max (1, |ω|) |ω|2

×
(
‖E‖2 +

1
|ω|‖j‖

2
) 1

2
(
‖E′‖2 +

1
|ω|‖j

′‖2
) 1

2

(42)

oùC ne d́epend que deσ, Γ , ε2, µ2, εm etµM . ��
Proposition 3.3. Soitω ∈ C,�ω ≥ σ > 0. La forme sesquilińeairebω est
coercive surH0(rot,Ω1)⊕H− 1

2 (div, Γ ) muni de sa norme indexée parω,
et on a:

#bω
((

E
j

)
;
(
E
j

))
≥ C (σ, Γ, ε2, µ2, εm, µM )

×
(
‖E‖2

0,ω,rotΩ1
+

1
|ω|‖j‖

2
− 1

2 ,ω,divΓ

)
(43)
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Preuve.Si on fixe

(
E
j

)
=
(
E′
j′

)
alors:

# (〈n ∧m, j′〉+
〈
n ∧ j,m′〉) = 0

de sorte que:

#bω
((

E
j

)
;
(
E
j

))
= −2

∫
Ω1

(
#(iωε1)|E|2 + #

(
1

iωµ1

)
|rotE|2

)
dx

−#
(〈

ΠΓ
ε2
µ2
Rω2 (m) +ΠΓQ

ω
2 (j),m

〉

+ 〈ΠΓRω2 (j) −ΠΓQ
ω
2 (m), j〉

)
(44)

D’une part, commeε1 etµ1 sont des fonctions̀a valeurs ŕeelles, nous avons:

#(iωε1) = −�ωε1 et#
(

1
iωµ1

)
=

−�ω
|ω|2

1
µ1

D’autre part, nous avons déjà d́emontŕe la coercivit́e de la partie surfacique
de la relation (44) dans [1] et [14]. En effet, la forme sesquilinéaire mise en
jeu fait intervenir des potentiels de surface relatifs aux milieux intérieur et
ext́erieur caract́eriśes parν. Il se trouve que la partie de la forme sesquilin-
éaire, qui contient l’information issue dumilieu extérieur cöıncide avec celle
qui nous int́eresse, c’est pourquoi nous déduisons directement que:

−#
(〈
ΠΓ

ε2
µ2
Rω2 (m) +ΠΓQ

ω
2 (j),m

〉
+ 〈ΠΓRω2 (j) −ΠΓQ

ω
2 (m), j〉

)
≥ C(Γ )�ω

(
ε2
|ω2|‖m‖2

− 1
2 ,ω2,divΓ

+
µ2

|ω2|‖j‖
2
− 1

2 ,ω2,divΓ

)
(45)

De plus, comme les normes indéxées par deux param̀etres complexes dis-
tincts sont́equivalentes dansH− 1

2 (div, Γ ), onétablit l’estimation suivante:

#bω
((

E
j

)
;
(
E
j

))
≥ 2�ωmin

(
εm,

1
µM

)
‖E‖2

0,ω,rotΩ1

+C(σ, Γ, ε2, µ2)
1
|ω|
(
‖m‖2

− 1
2 ,ω,divΓ

+ ‖j‖2
− 1

2 ,ω,divΓ

)
Sachant quem = n ∧ E|Γ , la propríet́e de la trace tangentielleγτ , établie
en (11) permet de conclure. ��
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Théorème 3.1.Le probl̀eme variationnel (34) admet une unique solution,
et on a l’inégalit́e suivante:(

‖E‖2
0,ω,rotΩ1

+
1
|ω|‖j‖

2
− 1

2 ,ω,divΓ

) 1
2

≤ C|ω| 3
2

(
‖q‖2

− 1
2 ,ω,divΓ

+ ‖p‖2
− 1

2 ,ω,divΓ

) 1
2

(46)

Dans le cas particulier òu q et p représentent les traces tangentielles du
champ incident, on a:(

‖E‖2
0,ω,rotΩ1

+
1
|ω|‖j‖

2
− 1

2 ,ω,divΓ

) 1
2

≤ C|ω| 1
2

(
‖q‖2

− 1
2 ,ω,divΓ

+ ‖p‖2
− 1

2 ,ω,divΓ

) 1
2

(47)

où C est une constante qui dépend deσ, Γ , ε2, µ2, εm, etµM . Si de plus,(
q
p

)
est un couple de fonctions analytiques de{ω ∈ C, �ω ≥ σ > 0}

dansH− 1
2 (div, Γ )⊕H− 1

2 (div, Γ ) alors la solution

(
E
j

)
est une fonction

analytique de{ω ∈ C, �ω ≥ σ > 0} dansH0(rot,Ω1) ⊕H− 1
2 (div, Γ ).

Preuve.L’utilisation des propositions 2.5 et 2.6 permet d’estimer le second
membre de la formulation variationnelle (34):∣∣〈n ∧ f(q, p), j′〉− 〈n ∧ g(q, p),m′〉∣∣

≤ C (σ, Γ, ε2, µ2) |ω|
(
‖q‖− 1

2 ,ω,divΓ
+ ‖p‖− 1

2 ,ω,divΓ

)
×
(
‖j′‖− 1

2 ,ω,divΓ
+ ‖m′‖− 1

2 ,ω,divΓ

)
En vertu de l’injectionH(rot,Ω1) ⊂ (L2(Ω1))3, on ŕecup̀ere la norme
usuelle deE′ dansH(rot,Ω1). On se sert ensuite de la proposition suivante,
démontŕee dans [34] page 34.

Proposition 3.4. Pour ω ∈ C,�ω ≥ σ > 0, pour r ≥ 0, nous avons les
relations d’́equivalence suivantes entre les normes indexées et les normes
usuelles:

C(σ)−r+1‖f‖r,ω,rotΩ ≤ |f |Hr(rot,Ω)

≤ C(σ)r+1|ω|r+1‖f‖r,ω,rotΩ
C(σ)−(r+1)|ω|−r‖f‖−r,ω,rotΩ ≤ |f |H−r(rot,Ω)

≤ C(σ)r+1|ω|‖f‖−r,ω,rotΩ
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avecC(σ) = sup( 1
σ , 1).

On a exactement les mêmes estimations dansHr(div,Ω).

Elle permet avec la proposition 2.3 d’établir l’estimation suivante:∣∣〈n ∧ f(q, p), j′〉− 〈n ∧ g(q, p),m′〉∣∣
≤ C (σ, Γ, ε2, µ2) |ω|

(
‖q‖− 1

2 ,ω,divΓ
+ ‖p‖− 1

2 ,ω,divΓ

)
‖j′‖− 1

2 ,ω,divΓ

+C (σ, Γ, ε2, µ2) |ω| 3
2

(
‖q‖− 1

2 ,ω,divΓ
+ ‖p‖− 1

2 ,ω,divΓ

)
‖E′‖0,ω,rotΩ1

,

qui montre la continuit́e du second membre de (34). Les propositions 3.2
et 3.3 assurent les hypothèses du lemme de Lax-Milgram, d’où l’existence
et l’unicité d’une solution au problème (34). L’estimation (46) qui contrôle
la solution en fonction des données du probl̀eme est directement déduite de
(43). Pour finir, on montre l’analyticité de la solution par rapportà ω, en
utilisant le th́eor̀eme deSteinberg et le fait que l’opérateur associéà la forme
sesquilińeairebω est un oṕerateur deFredholmd’indice nul. Ce dernier point
se d́emontre enexhibant un isomorphismeet unepartie compacte composant
cet oṕerateur. La preuve est similaireà celle de V. Levillain [29] page 57,
même si dans son cas,ω est un ŕeel positif et les caractéristiquesε1(x) et
µ1(x) sont complexes. ��

3.3. Ŕesultats en temps pour la 2e formulation

L’ étude en fŕequence du paragraphe préd́edent va permettre d’établir des
résultats d’existence et d’unicité d’une solution du problème(P ), ainsi que
la continuit́e et coercivit́e de la forme bilińeaireb assocíeeà la formulation
(28).

Théorème 3.2.Soientσ ∈ R
+∗ et s ∈ R tels que

(
q
p

)
∈ H

s+ 5
2

σ (R+,

H− 1
2 (div, Γ ) ⊕ H− 1

2 (div, Γ )). Alors le syst̀eme(P ) admet une unique

solution

(
E
j

)
dans

Hs+1
σ

(
R

+, H0(rot,Ω1)
)⊕H

s+ 1
2

σ (R+, H− 1
2 (div, Γ )).

Preuve.Le raisonnement est standart et suit l’approche deHaDuong reprise
dans [1] et [14]: le ŕesultat du th́eor̀eme est une conséquence imḿediate, via
la transforḿee deFourier-Laplace, de l’étude du probl̀emeharmonique(Pω)
qui estéquivalent au problème variationnel (34). La régularit́e en temps de
la solution est directement déduite de l’ińegalit́e (46). ��
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Remarques.

– Si q etp sont les traces tangentielles du champ incident, l’hypothèse:(
q
p

)
∈ H

s+ 3
2

σ (R+, H− 1
2 (div, Γ ) ⊕H− 1

2 (div, Γ ))

suffit pour avoir le m̂eme ŕesultat.
– Les majorations (46) et (47) mettent enévidence un facteur1|ω| devant
la norme dej au carŕe. C’est pourquoi l’inconnueE a un demi degŕe de
régularit́e en temps de plus quej.

Proposition 3.5. La forme bilińeaireb est continue dans(
Hs+1
σ (R+, H0(rot,Ω1)) ⊕H

s+ 1
2

σ (R+, H− 1
2 (div, Γ ))

)
×
(
H1−s
σ (R+, H0(rot,Ω1)) ⊕H

1
2−s
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ))
)
.

Preuve.En śeparant la partie volumique et la partie composée de potentiels
retard́es, la forme bilińeaire s’́ecrit de la manìere suivante:

b

((
E
j

)
;
(

E′
j′

))
= b1

(
E,E′)+ b2

((
E
j

)
;
(

E′
j′

))
avec

b1(E,E′) = 2
∫

R+

∫
Ω1

(
ε1∂tEE′ +

1
µ1

∫ t

0
rotEdsrotE′

)
dxdσt

Montrons d’abord que pour touts réel, la forme bilińeaireb2 est continue
dans(

Hs+1
σ (R+, H0(rot,Ω1)) ⊕H

s+ 1
2

σ (R+, H− 1
2 (div, Γ ))

)
×
(
H1−s
σ (R+, H0(rot,Ω1)) ⊕H

1
2−s
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ))
)
.

La proposition (2.7) donne la majoration:∣∣∣∣b2((E
j

)
;
(

E′
j′

))∣∣∣∣
≤ C(σ, Γ )

(
‖m‖

s+ 1
2 ,σ,H

− 1
2 (div,Γ )

+ ‖j‖
s+ 1

2 ,σ,H
− 1

2 (div,Γ )

)

×
(
‖m′‖ 1

2−s,σ,H− 1
2 (div,Γ )

+ ‖j′‖ 1
2−s,σ,H− 1

2 (div,Γ )

)
La formule de Parseval appliquéeà la proposition (2.3) fournit la majoration
voulue pourb2 avec l’inconnueE et la fonction testE′.
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Pour la continuit́e deb1, on consid̀ere la forme sesquilińeairebω1 définie
par:

bω1 (E,E′) = −2
∫
Ω1

(
iωε1EĒ

′ +
1

iωµ1
rotErotĒ′

)
dx

Elle correspond̀a l’image par la transforḿee de Fourier-Laplace deb1, de
sorte que:

b1(E,E′) =
1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
bω1 (E,E′)dω

En appliquant la formule de Parsevalà la majoration (41), ajoutée à la
propríet́e d’injection suivante:

Hs+1
σ (R+, H0(rot,Ω1)) ⊂ Hsσ(R

+, H0(rot,Ω1))
on obtient une relation de continuitée surb1:

|b1(E,E′)| ≤ C(ε1, µ1)‖E‖s+1,σ,H0(rot,Ω1)‖E′‖1−s,σ,H0(rot,Ω1)

��
Proposition 3.6. La forme bilińeaireb est coercive sur

H0
σ(R

+, H0(rot,Ω1)) ⊕H
− 1

2
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ )).

Preuve.Comme

bω

((
E
j

)
;
(
E′
j′

))
= bω

((
E′
j′

)
;
(
E
j

))
= bω

((
E
j

)
;
(
E′
j′

))
et

b

((
E
j

)
;
(

E′
j′

))
=

1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
bω

((
E
j

)
;
(
E′
j′

))
dω

nous avons:

b

((
E
j

)
;
(

E′
j′

))
=

1
2π

∫ +∞+iσ

−∞+iσ
#bω

((
E
j

)
;
(
E′
j′

))
dω

Le résultat se d́eduit alors de la relation (43). ��
Théorème 3.3.Soientσ ∈ R

+∗ et s ∈ R tels que

(
q
p

)
∈ H

5
2
σ (R+,

H− 1
2 (div, Γ ) ⊕H− 1

2 (div, Γ )). Alors le probl̀eme variationnel:

Trouver

(
E
j

)
∈ H1

σ(R
+, H0(rot,Ω1)) ⊕H

1
2
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ))/

∀
(

E′
j′

)
∈ H1

σ(R
+, H0(rot,Ω1)) ⊕H

1
2
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ))

b

((
E
j

)
;
(

E′
j′

))
= +

∫
R+

(
〈
n ∧ f , j′

〉− 〈n ∧ g,m′〉)dσt
(48)
admet une unique solution.

L’hypoth̀ese:

(
q
p

)
∈ H

3
2
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ) ⊕ H− 1
2 (div, Γ )) suffit

dans le cas particulier du problème de scattering.
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Preuve. La proposition (3.5) montre que le problème (48) est bien posé,
le théor̀eme (3.2) donne l’existence d’une solution et la proposition (3.6)
donne l’unicit́e. ��

4. Approximation par éléments finis pour la seconde formulation

Dans cette partie, nous nous intéressons̀a la ŕesolution nuḿerique du prob-

lème de scattering en régime instationnaire. Les données

(
q
p

)
du probl̀eme

(P ) repŕesentent donc les traces tangentielles du champ incident, lequel
vérifie le syst̀eme de Maxwell dans l’espace libreR3.

4.1. Approximation en espace

La formulation (28) fait intervenir les espacesH− 1
2 (div, Γ ) etH0(rot,Ω1),

que nous appelons respectivementV etW . L’approximation paŕeléments
finis de l’espaceV suit la m̂eme d́emarche que dans [31]. Dans le but de
construireṼh, un sous espace d’approximation deH− 1

2 (div, Γ ), où Γ est
une varíet́e ŕegulìere compacte, on procèdeà une partition de cette surface
enm morceaux ferḿesΓi tels que:

(i) Γ =
⋃m
i=1 Γi

(ii) Γi ∩Γj pouri $= j est soit ŕeduiteà l’ensemble vide, soit̀a une courbe
port́ee parΓ .

(iii) Γi = Φi(Di) oùDi est un domaine polygonal fermé deR2 etΦi est un
diff éomorphisme deDi surΓi.

Pour chaque domaineDi, on d́efinit une triangulation ŕegulìere τhi en
élémentsK. On noteτh la triangulation deΓ : τh =

⋃m
i=1 τhi. A chaque

élémentK est associé un élément fini de type Lagrange de classeC0,
(K,Pl, ΣK), où Pl est l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou
égalà l (l ≥ 1), etΣK l’ensemble des degrés de libert́e, c’est̀a dire (pour ce
type d’́eléments) l’ensemble des valeurs prises par unélémentP dePl sur un
ensembleN lK de(l+1)(l+2)/2 noeuds choisis convenablement surK. On
consid̀ere alorsFK lePl-interpoĺe deΦi, qui permet de d́efinir la surface ap-
proch́eeΓh commeΓh =

⋃
K∈τh FK(K). SoitKh l’ élément de surface, im-

age deK parFK . SoitP la projection orthogonale deΓ surΓh. Pourh assez
petit,P établit une bijection entreΓh etΓ , de sorte qu’une fonctionϕ définie
surΓh ait pour image surΓ : ϕ̃ = ϕ ◦P−1. Si on noteVh l’espace des fonc-
tions d́efinies sur la surface approchée, alors̃Vh = {ϕ̃ = ϕ ◦P−1/ϕ ∈ Vh}
est le sous espace d’approximation lorsqu’on garde la surface exacte. C’est
celui que nous utilisons par la suite. Nous choisissons ensuite leséléments
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finis mixtes de plus bas degré (c’està dire 1) introduits par Raviart-Thomas
dans [33], dont nous rappelons les caractéristiques.

SoitK un élément deτh, introduisons un rep̀ere orthonorḿe (xK , fK1 ,
fK2 ) dans le plan du triangleK, ce qui d́efinit un syst̀eme de coordonńees
paraḿetriquesξ = (ξ1, ξ2) ∈ R

2 du plan deK. Soit k ∈ N
∗ l’ordre

d’approximation en espace de la méthode, on se donne l’espace vectoriel
suivant:

Dk =
{
p(x) = p1(ξ)fK1 + p2(ξ)fK2 /∃q0, q1, q2 ∈ Pk−1,

pα(ξ) = qα(ξ) + ξαq0(ξ), α = 1, 2
}

On noteK̃ le triangle curviligne:K̃ = P ◦ FK(K). Définissons alors
l’espace d’́eléments finis surΓ de dimensionNS, qui repŕesente le nombre
d’arêtes surfaciques.

Ṽh =
{
p ∈ C∞(K̃)/RKp ≡ √

g(p1(ξ)fK1 + p2(ξ)fK2 ) ∈ Dk,

∀K ∈ τh et RKp · nKi
+RLp · nLj = 0 sur toute arête curviligne ∂K̃

}
√
g étant d́efini par

√
gdξ = dγ, et∂K̃ = P◦FK(∂Ki) = P◦FK(∂Lj). Les

degŕes de libert́e assocíesà cette famille d’́eléments finis sont caractériśes
par les deux fonctions:

Lj(p) =
∫
∂K̃j

p · nKj ωdl j = 1, 2, 3, ∀ω ∈ Pk−1

Mα(p) =
∫
K̃
pαωdx j = 1, 2, ∀ω ∈ Pk−2, si k > 1

On choisitk = 1, ce qui supprime les degrés de libert́e de typeMα. Nous
avons donc le triplet(K,D1, {Lj}j=1,3). L’espaceD1 peutêtre d́efini par
trois fonctions de base{ϕ̃i}i=1,3 telles que:̃ϕi ∈ D1 etLj(ϕ̃i) = δij pour
j = 1, 3.

Après ces quelques rappels, nous sommes en mesure d’énoncer les
lemmes d’estimations d’erreur démontŕes par A.Bendali dans sa thèse.

Lemme 4.1. Soit0 ≤ s ≤ t ≤ 1, il existe une constanteC > 0 indépen-
dante de h, telle que:

|p|H−s(Γ ) ≤ C hs−t|p|H−t(Γ ) ∀p ∈ Ṽh(49)

Preuve.Voir [11] ou [10] page 136. ��
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Lemme 4.2. Sip ∈ Ht(Γ )3, il existe une constanteC > 0 indépendante
de h telle que:

|p − ph|H−s(Γ ) ≤ C hs+t−ε−
1
2 |p|Ht(Γ )(50)

|divΓp − divΓph|H−s−1(Γ ) ≤ C hs+t−ε−
1
2 |p|Ht(Γ )(51)

pour
1
2

≤ t ≤ k, 0 ≤ s ≤ k, 0 < ε ≤ 1
2

|p − ph|
H− 1

2 (Γ )
≤ C |p|H avecH = H− 1

2 (div, Γ ) ∩ L2(Γ )(52)

Preuve.Voir [11] ou [10] page 144. ��
Remarques.

– Pour p ∈ Ht(Γ )3, ph repŕesente la projection dep sur l’espace
d’approximationṼh.

– Le réelε qui apparâıt dans (50) et (51) provient du fait que l’interpolé
dep est d́efini sip ∈ Hs(Γ )3 avecs > 1

2 .

Ensuite, pour approcher l’espaceW et établir des estimations d’erreur
relatives au chamṕelectriqueE, il est ńecessaire de prendre en compte
exactement le volumeΩ1, afin de v́erifier les relations de traces surΓ .
C’est pourquoi nous utiliserons pour cetteétude leśeléments finis courbes
conformes dansH0(rot,Ω1) qui découpent exactement le domaine. Ces
derniers sont construits̀a partir deśeléments finis mixtes de plus bas degré,
droits et conformes dansH(rot,Ω1), dont nous rappelons la définition.

Définition 4.1. Soit le triplet(K,R1, Σ), avec:
K un t́etraèdre

R1 = P
3
0 ⊕ P

3
0 ∧ x

=
{
u ∈ P

3
1/u(x) = α + β ∧ x,α,β ∈ P

3
0,x ∈ R

3}
Σ =

{
σi : u → σi(u) =

∫
ai

u · τ idl, 1 ≤ i ≤ σ

}
où τ i est le vecteur unitaire tangentà la iième arêteai deK.

Pour les calculśelémentaires et les propriét́es utiles relatives̀a cetélément
fini, nous renvoyons̀a [32]. Signalons simplement qu’il permetà partir d’un
maillage t́etràedrique de construire un sous espaceWh deH0(rot,Ω1),
de dimensionNT , c’est à dire le nombre total d’arêtes. Maintenant, nous
introduisons leśeléments finis courbes qui sont construitsà partir de leurs
homologues droits. Leuŕelaboration est explicitée dans [20] ou [29]. Mais
d’abord parlons de la triangulatioñτh. Celle-ci se constitue:
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– de t́etràedres courbes, ceux dont l’intersection avec∂Ω1 est une ar̂ete ou
une face

– de t́etràedres droits

et on se fixe les hypothèses suivantes:

(H1) : Lemaillage est assez raffiné pour que la projection orthogonaleP∂Ω1

sur∂Ω1 soit bien d́efinie surτ̃h|∂Ω1 , un t́etràedre ne pouvant pasêtre
en contact avec plusieurs composantes de la frontière.

(H2) : ∃C > 0,∀h > 0,∀K ∈ τ̃h, h(K) ≤ h ≤ Ch(K), h(K) ≤
Cρ(K) avech(K) le diam̀etre deK et ρ(K) le rayon de la sph̀ere
inscrite dansK.

La premìere hypoth̀ese permet de définir les ar̂etes, les faces, et les tétràedres
courbes̀a partir de la projection orthogonale sur∂Ω1, tandis que la deuxième
repŕesente la manière dont classiquement le maillage est affiné en fonction
d’un param̀etreh.

Un tétràedre courbeK étant d́efini comme l’image du t́etràedre droit de
référenceK̂, par un diff́eomorphismeF de classeC2:

F : K̂ −→ K

x̂ −→ x

nous pŕesentons l’́elément fini courbe conforme dansH(rot,Ω1).

Définition 4.2. PourK un t́etraèdre courbe, on notedF (x̂) le gradient en
x̂ deF . On d́efinit alors l’espace vectoriel suivant:

R̃1(K) =
{
ϕ̃ : K → C3; ∃ϕ ∈ R1,∀x̂ ∈ K̂,

ϕ̃(F (x̂)) = (tdF (x̂))−1 · ϕ(x̂)
}

et l’ensemble des degrés de libert́e assocíes:

Σa(K) =
{
σa(ϕ̃) =

∫
a
ϕ̃ · ndl

}
a étant une ar̂ete deK qui n’appartient pas̀a Γc.

On appelleraW̃h le sous espace de dimensionNT construità partir de cet
élément fini.

Si on note{pi}i=1,NT les fonctions de base dansH(rot,Ω1), et
{ϕi}i=1,NS celles dansH− 1

2 (div, Γ ), alors la discŕetisation des inconnues
s’écrit de la fac¸on suivante:

E(t, x) * Ẽh(t, x) =
NT∑
i=1

Ei(t)pi(x)

j(t, x) * j̃h(t, x) =
NS∑
i=1

ji(t)ϕi(x)

où lesEi et ji sont les degŕes de libert́e d́ependant du temps.
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4.2. Approximation en temps

En reprenant l’analyse mise au point par T.Ha Duong [23], on se donne une
partition ŕegulìere de l’axe des temps positifs en intervalles de longueur∆t:
t0 = 0, tl = l∆t, ∀l ≥ 0. Puis on introduit des entiers positifs:m1, m2
qui repŕesenteront respectivement l’ordre d’approximation en temps des
inconnuesE et j, etm3, celui pour les donńeesq et p du probl̀eme. Par
ailleurs, les fonctions tests auront les mêmes degŕes d’approximation que
les inconnues du problème.

Dans les formules de décomposition sur les fonctions de base en es-
pace, les degrés de libert́e sont des fonctions du temps qui appartiennent
àHs1σ (R+,R) pour le chamṕelectriqueE, etHs2σ (R+,R) pour la densit́e
de courantj. Pour tout ŕeel, on peut approcher l’espaceHsσ(R

+,R) par
Hmσ (∆t,R) dont on rappelle la d́efinition:

Hmσ (∆t,R) = {f ∈ Hmσ (R+,R)/f|[tl−1,tl] ∈ Pm, ∀l ≥ 1}
avecm ∈ N etm ≥ s

Remarque.Dans ces espaces, il n’est plus nécessaire de faire la distinction
entre normes ind́exées et normes naturelles, puisqu’elles coïncident. Les es-
pacesHsσ(R+,R) introduits dans [23], et les espacesHsσ(R

+,R) construits
de la m̂ememanìereà partir des normes indexées (voir [34]) sont donc iden-
tiques. Ainsi, les approximations en temps et espace des inconnues se fait
de la manìere suivante:

E(t, x) * Ẽ
t
h(t, x) =

∞∑
it=1

NT∑
i=1

Eiti αit(t)pi(x)

j(t, x) * j̃
t
h(t, x) =

∞∑
it=1

NS∑
i=1

jiti βit(t)ϕi(x)

où pour chaque indicei et it, Eiti et jiti sont des scalaires, etαit, βit sont
respectivement des fonctionsPm1 et Pm2 sur chaque subdivision[(it −
1)∆t, it∆t[. Quant aux fonctions tests, elles seront choisies comme des
fonctions de baseαitpi etβitϕi particulìeres.

Pour clore ce paragraphe, nous signalons deux lemmes démontŕes dans
[23], qui nous serviront pour l’étude de la convergence.

Lemme 4.3. Soientk,m ∈ N, tels quek > 1, etm > 2, alors il existe une
constanteC > 0 telle que:

∀f ∈ Hkσ(∆t,R), |f |σ,k,R ≤ C∆t−m|f |σ,k−m,R(53)

Lemme 4.4. Soientk,m ∈ N, tels quek < m et r∆t l’opérateur d’in-
terpolation deHmσ (R+,R) dansHmσ (∆t,R), alors il existe une constante
C > 0 telle que:

∀f ∈ Hmσ (R+,R), |f − r∆tf |σ,m,R ≤ C∆tk+1−m|f |σ,k+1,R(54)
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4.3. Existence et unicité d’une solution approch́ee

L’approximation paréléments finis que nous avons choisie conduità un
probl̀eme approch́e, issu de la formulation variationnelle (48).

Pour

(
q̃th
p̃th

)
∈ Hm3

σ (∆t, Ṽh ⊕ Ṽh)

trouver

(
Ẽth
j̃th

)
∈ Hm1

σ (∆t, W̃h) ⊕Hm2
σ (∆t, Ṽh)/

∀
(

Ẽth
′

j̃th
′

)
∈ Hm1

σ (∆t, W̃h) ⊕Hm2
σ (∆t, Ṽh)

b

((
Ẽth
j̃th

)
;

(
Ẽth

′

j̃th
′

))
=
∫

R+

(〈
2n ∧ q̃th, j̃

t
h

′〉−
〈
2n ∧ p̃th, m̃

t
h

′〉)
dσt

avec les entiers m1,m2 ≥ 1, et m3 ≥ 2
(55)
Ces conditions surm1,m2, etm3 proviennent de la régularit́e en temps des
donńees et des inconnues du problème (48).

Notations.

– La notation∼ sur les inconnues, les fonctions tests et les données du
probl̀eme signifie que ces quantités sont issues d’une approximation par
éléments finis courbes.

– Par souci de concision, nous nous accommoderons de l’écritureŨ th pour

l’inconnue

(
Ẽth
j̃th

)
et Ũ th

′
pour la fonction test.

– D’autre part, nous utiliserons l’espace suivant:

H1
0 (rot,Ω1) = H1(rot,Ω1) ∩W.

– Nous rappelons la notation| · | pour les normes usuelles, et‖ · ‖ pour les
normes index́ees.

Le lemme suivant est essentiel pour montrer l’existence et l’unicité d’une
solution au probl̀eme approch́e.

Lemme 4.5. ∀p̃th ∈ Hmσ (∆t, Ṽh),m > 0, on a:

‖p̃th‖ 1
2 ,σ,H

− 1
2 (div,Γ )

≤ C h− 1
2∆t−2‖p̃th‖− 1

2 ,σ,H
− 1

2 (div,Γ )
(56)

Preuve.Voir [2] ou [28] page 68 ��
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Théorème 4.1.Soit

(
q̃th
p̃th

)
∈ Hm3

σ (∆t, Ṽh ⊕ Ṽh), alors le probl̀eme ap-

proch́e (55) admet une unique solutioñU th dansHm1
σ (∆t, W̃h)⊕Hm2

σ (∆t,
Ṽh).

Preuve.La forme bilińeaireb est continue dans(Hm1
σ (∆t, W̃h)⊕Hm2

σ (∆t,
Ṽh))2, donc il ne reste qu’à montrer la coercivit́e pour conclure. Nous util-
isons pour cela la proposition suivante démontŕee dans [34]:

Proposition 4.1. Pour ω ∈ C,�ω ≥ σ > 0, pour r ≥ 0, nous avons les
relations d’́equivalence suivantes entre les normes indexées et les normes
usuelles:

C(σ)−r+1‖f‖r,ω,rotΩ ≤ |f |Hr(rot,Ω)

≤ C(σ)r+1|ω|r+1‖f‖r,ω,rotΩ
C(σ)−(r+1)|ω|−r‖f‖−r,ω,rotΩ ≤ |f |H−r(rot,Ω)

≤ C(σ)r+1|ω|‖f‖−r,ω,rotΩ

avecC(σ) = sup( 1
σ , 1).

On a exactement les mêmes estimations dansHr(div,Ω).

qui induit gr̂aceà la formule de Parseval:
∀pth ∈ Hm1

σ (∆t, W̃h), ‖pth‖1,σ,W ≤ C(σ)|pth|1,σ,W
et le lemme (4.3), qui permet de varier la régularit́e en temps des normes
dans les majorations:

|pth|1,σ,W ≤ C∆t−2|pth|−1,σ,W

Et en utilisant de nouveau la proposition (4.1), nous avons:
|pth|−1,σ,W ≤ C(σ)‖pth‖0,σ,W

En combinant ces trois dernières ińegalit́es, on obtient:
∀pth ∈ Hm1

σ (∆t, W̃h), ‖pth‖1,σ,W ≤ C(σ)∆t−2‖pth‖0,σ,W(57)

Le lemme (4.5) donneunemajoration identiquepour l’espaceH− 1
2 (div, Γ ):

∀pth ∈ Hm2
σ (∆t, Ṽh), ‖pth‖ 1

2 ,σ,V
≤ Ch− 1

2∆t−2‖pth‖− 1
2 ,σ,V

(58)

On d́eduit de (57) et (58) la majoration suivante qui donne la coercivité de
la forme bilińeaire dansHm1

σ (∆t, W̃h) ⊕Hm2
σ (∆t, Ṽh).(

‖Ẽth‖2
1,σ,W + ‖j̃th‖2

1
2 ,σ,V

) 1
2

≤ C(σ)∆t−2
(
‖Ẽth‖2

0,σ,W + h− 1
2 ‖j̃th‖2

− 1
2 ,σ,V

) 1
2

(59)

��
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4.4. Stabilit́e et convergence de la méthode

Théorème 4.2.Soit

(
q
p

)
∈ H

3
2
σ (R+, V ⊕ V ). Si

(
q̃th
p̃th

)
est une approx-

imation consistante de

(
q
p

)
dansH

3
2
σ (R+, V ⊕ V ), alors la solutionŨ th

du probl̀eme discŕetiśe est stable, i.e.:(∥∥∥Ẽth∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j̃th∥∥∥2

− 1
2 ,σ,V

) 1
2

≤ C(σ, Γ ) quand h −→ 0 et ∆t −→ 0

Preuve.A partir du probl̀eme approch́e, la coercivit́e de la forme bilińeaire
et la continuit́e du second membre donne la majoration:

∀Ũ th dans Hm1
σ (∆t, W̃h) ⊕Hm2

σ (∆t, Ṽh)(∥∥∥Ẽth∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j̃th∥∥∥2

− 1
2 ,σ,V

) 1
2

≤ C

∥∥∥∥∥
(

q̃th
p̃th

)∥∥∥∥∥
3
2 ,σ,V⊕V

��

Théorème 4.3.Si la solution

(
E
j

)
du probl̀eme variationnel (48) possède

la régularit́e suivante:

E ∈ Hm1+3
σ (R+, H1

0 (rot,Ω1))
j ∈ Hk1+2

σ (R+, Hk1(div, Γ )) ∩Hm2+2
σ (R+, H)

avec k1 > 1, m1 > 0m2 > 2 et H = H− 1
2 (div, Γ ) ∩ L2(Γ )

Alors pour toutε ∈]0, 1
2 ], on a:

(∥∥∥E − Ẽth
∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j − j̃th

∥∥∥2

− 1
2 ,σ,V

) 1
2

≤ C

(∥∥∥∥∥
(

q̃th
p̃th

)
−
(

q
p

)∥∥∥∥∥
1
2 ,σ,V⊕V

+ hk1−ε‖j‖k1+1,σ,Hk1 (div,Γ )

+h
1
2∆t−2‖E‖3,σ,H1

0 (rot,Ω1) + h− 1
2∆tm1−2‖E‖m1+2,σ,W

+h
1
2∆tm1−2‖E‖m1+3,σ,H1

0 (rot,Ω1) + h− 1
2∆tm2−2‖j‖m1+2,σ,H

+hk1−ε− 1
2∆t−2‖j‖k1+2,σ,Hk1 (div,Γ )

)
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Preuve.SoitŨ th dansH
m1
σ (∆t, W̃h)⊕Hm2

σ (∆t, Ṽh) la solutionduprobl̀eme

approch́e, etŨ th
′
une fonction test appartenant aumêmeespace. La coercivité

de la forme bilińeaireb donne:

C

(∥∥∥Ẽth − Ẽth
′∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j̃th − j̃th

′∥∥∥2

− 1
2 ,σ,V

)
≤ b

(
Ũ th − Ũ th

′
, Ũ th − Ũ th

′)
(60)

où C d́epend deσ, Γ , ε2, µ2, εm, etµM . Or, nous avons:

b
(
Ũ th − Ũ th

′
, Ũ th − Ũ th

′)
= b

(
Ũ th − U, Ũ th − Ũ th

′)
+ b

(
U − Ũ th

′
, Ũ th − Ũ th

′)
(61)

avecU la solution du probl̀eme exact, et la continuité du secondmembre des
probl̀emes continu et discrétiśe fournit une majoration d’un de ces termes.∣∣∣b(Ũ th − U, Ũ th − Ũ th

′)∣∣∣
≤ 2

(∥∥∥n ∧ p̃th − n ∧ p
∥∥∥

1,σ,H− 1
2 (rot,Γ )

∥∥∥m̃t
h − m̃t

h

′∥∥∥
−1,σ,V

+
∥∥∥n ∧ q̃th − n ∧ q

∥∥∥
1,σ,H− 1

2 (rot,Γ )
C(σ)

∥∥∥j̃th − j̃th
′∥∥∥

− 1
2 ,σ,V

)
(62)

De plus, la continuit́e deb donne l’ińegalit́e:∣∣∣b(U − Ũ th
′
, Ũ th − Ũ th

′)∣∣∣
≤
(∥∥∥E − Ẽth

′∥∥∥2

1,σ,W
+
∥∥∥j − j̃th

′∥∥∥2

1
2 ,σ,V

) 1
2

×
(∥∥∥Ẽth − Ẽth

′∥∥∥2

1,σ,W
+
∥∥∥j̃th − j̃th

′∥∥∥2

1
2 ,σ,V

) 1
2

(63)

La combinaison deśequations (59), ..., (63), ajoutéeà la majoration:∥∥∥m̃t
h − m̃t

h

′∥∥∥
−1,σ,V

≤ C(Γ )
∥∥∥Ẽth − Ẽth

′∥∥∥
− 1

2 ,σ,W

donne l’estimation suivante:(∥∥∥Ẽth − Ẽth
′∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j̃th − j̃th

′∥∥∥2

− 1
2 ,σ,V

) 1
2

≤ C

((∥∥∥p̃th − p
∥∥∥2

1,σ,V
+
∥∥∥q̃th − q

∥∥∥2

1,σ,V

) 1
2

+ max(1, h− 1
2 )∆t−2

(∥∥∥E − Ẽth
′∥∥∥2

1,σ,W
+ ‖j − j̃th

′‖2
1
2 ,σ,V

) 1
2

)
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et comme: (∥∥∥E − Ẽth
∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j − j̃th

∥∥∥2

1
2 ,σ,V

) 1
2

≤
(∥∥∥E − Ẽth

′∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j − j̃th

′∥∥∥2

1
2 ,σ,V

) 1
2

+
(∥∥∥Ẽth − Ẽth

′∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j̃th − j̃th

′∥∥∥2

− 1
2 ,σ,V

) 1
2

nous avons:(∥∥∥E − Ẽth
∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j − j̃th

∥∥∥2

1
2 ,σ,V

) 1
2

≤ C

(∥∥∥p̃th − p
∥∥∥2

1,σ,V
+
∥∥∥q̃th − q

∥∥∥2

1,σ,V

) 1
2

+ inf
Ũt

h

′∈Hm1
σ (∆t,Wh)⊕Hm2

σ (∆t,Wh)

{(∥∥∥E − Ẽth
′∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥j − j̃th

′∥∥∥2

− 1
2 ,σ,V

) 1
2

+h− 1
2∆t−2

(∥∥∥E − Ẽth
′∥∥∥2

1,σ,W
+
∥∥∥j − j̃th

′∥∥∥2

1
2 ,σ,V

) 1
2

}
(64)

Il resteàmajorer(‖E−Ẽth
′‖2
l,σ,W+‖j−j̃th

′‖2
l′,σ,V )

1
2 avecl = 0, 1etl′ = ±1

2 .

Pour l’inconnuej, nousétablissons une majoration de‖j − j̃th
′‖2
l′,σ,V , avec

l′ = ±1
2 , de la m̂eme manìere que dans [1], [14], grâceà l’utilisation con-

comitante des lemmes (4.2), (4.4), et de l’équivalence des normes indexées
et usuelles dansH− 1

2 (div, Γ ). Cette majoration s’écrit:∥∥∥j − j̃th
′∥∥∥
l′,σ,V

≤ C
(
∆tm1+ 1

2−l′ ‖j‖m1+2,σ,H + hk1−ε ‖j‖l′+k1+ 3
2 ,σ,H

k1 (div,Γ )

)
(65)

avecε ∈]0, 1
2 ].

Pour le chamṕelectriqueE, on fait intervenir dans une inégalit́e tri-
angulaire l’interpoĺe rhE deE pour l’élément fini courbe conforme dans
H(rot,Ω1).∥∥∥E − Ẽth

′∥∥∥
l,σ,W

≤ ‖E − rhE‖l,σ,W +
∥∥∥rhE − Ẽth

′∥∥∥
l,σ,W

(66)

Pour leséléments finis droits conformes dansH(rot,Ω1), J.C.Ńed́elec a
établi dans [32] une estimation d’erreur entre unélément deH(rot,Ω1) et
son interpoĺe, faisant intervenir la norme dansHk+1(Ω1)3, oùk est le degŕe
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de l’élément fini. Mais pour leśeléments finis courbes construitsà partir de
ces derniers, nous citons le résultat suivant de Dubois dans [20]:

Théorème 4.4.Sous les hypoth̀eses (H1) et (H2), pour tout́elémentϕ de
H1(rot,Ω1), il existe une unique interpolationΠhϕ dansW̃h, qui v́erifie:

σa(Πhϕ) = σa(ϕ) pour toute arête a de τh

et

|ϕ−Πhϕ|H(rot,Ω1) ≤ Ch|ϕ|H1(rot,Ω1)(67)

En citant [29], ce ŕesultat peut s’́etendre au cas où une partie de la frontière
du domaineΩ1 poss̀ede une condition de conducteur parfait, c’està dire que
ϕ appartient̀a l’espaceH1

0 (rot,Ω1). On transcrit l’ińegalit́e (67) en norme
espace-temps grâceà la proposition (4.1) et la formule de Parseval:

‖E − rhE‖l,σ,W ≤ C(σ)h ‖E‖l+2,σ,H1
0 (rot,Ω1)

Pour le deuxìeme terme de (66), on choisit de prendre:Ẽth
′
= r∆t(rhE).

Le lemme d’interpolation en temps (4.4) et la proposition (4.1) donne:

‖rhE − Ẽth
′‖l,σ,W ≤ C(σ)∆tm1+1−l|rhE|m1+1,σ,W

Or

|rhE|W ≤ |E|W + |E − rhE|W︸ ︷︷ ︸
≤Ch|E|

H1
0(rot,Ω1)

On ŕecup̀ere alors l’estimation en norme indexée:∥∥∥rhE − Ẽth
′∥∥∥
l,σ,W

≤ C(σ)∆tm1+1−l
(
‖E‖m1+2,σ,W + h ‖E‖m1+3,σ,H1(rot,Ω1)

)
Ainsi, l’ équation (66) devient:∥∥∥E − Ẽth

′∥∥∥
l,σ,W

≤ C(σ)
(
h‖E‖l+2,σ,H1

0 (rot,Ω1) +∆tm1+1−l

×
(
‖E‖m1+2,σ,W + h‖E‖m1+3,σ,H1

0 (rot,Ω1)

))
Cette estimation, ajoutéeà la formule (65) donne le résultat voulu pourh et
∆t proche de 0. ��
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5. Commentaires sur les autres formulations variationnelles

Nous avons d́emontŕe la stabilit́e et la convergence de la méthode d’ap-
proximation issue de la 2e formulation variationnelle. Le point crucial de ce
raisonnement est la détermination d’une relation de coercivité de la forme
sesquilińeaire, associée au probl̀eme harmonique. Malheureusement pour la
1re et la 3e formulation, nous ne pouvons pas exhiber une telle relation. En
effet, consid́erons d’abord la forme sesquilinéaire associéeà la 1re formu-
lation dans le domaine fréquentiel. Celle-ci ne possède que les termes ex-
primés gr̂ace aux oṕerateurs de surfaceQ2 etR2, issus d’une seuléequation
intégrale. Or en reprenant la démonstration faite dans [1], [14], au sujet de la
coercivit́e des termes d’équations int́egrales, nous voyons bien la nécessit́e
de l’apport compĺementaire des 2́equations int́egrales harmoniques, qui
sont les analogues en fréquence de (23) et (24). Pour la 3e formulation, la
coercivit́e échoue cette fois-cìa cause de la partie volumique qui n’est pas
exploitable. On pourrait ńeanmoins esṕerer obtenir encore des résultats de
convergence et de stabilité à l’aide de la th́eorie de Babuska-Brezzi. Nous
étudierons cette possibilité dans une publicatioǹa venir Quant̀a la 4e formu-
lation, le traitement syḿetrique subi parE etH rend possible la coercivité,
de sorte que le choix d’une approximation paréléments finis courbes con-
formes dansH(rot,Ω1) pourE etH donne un ŕesultat de stabilit́e et de
convergencéequivalent̀a celui des th́eor̀emes (4.2) et (4.3). Nous présentons
par la suite, les principaux résultats relatifs̀a cette formulation, renvoyantà
[14] pour le d́etail des d́emonstrations.

Théorème 5.1.Soientσ ∈ R
+∗ et s ∈ R tels que

(
q
p

)
∈ H

5
2
σ (R+,

H− 1
2 (div, Γ ) ⊕H− 1

2 (div, Γ )). Alors le probl̀eme variationnel:
Trouver

(
E
H

)
dans H1

σ(R
+, H0(rot,Ω1) ⊕H(rot,Ω1)) tel que

quel que soit

(
E′
H′

)
dans H1

σ(R
+, H0(rot,Ω1) ⊕H(rot,Ω1)),

la relation (32) soit vérifiée
(68)

admet une unique solution.

L’hypoth̀ese:

(
q
p

)
∈ H

3
2
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ) ⊕ H− 1
2 (div, Γ )) suffit

dans le cas particulier du problème de scattering.

En appelantX̃h l’espace qui ŕealise l’approximation deH(rot,Ω1) pour
l’inconnueH, nous consid́erons le probl̀eme approch́e et les 3 th́eor̀emes
suivants:
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Théorème 5.2.Soit

(
q̃th
p̃th

)
∈ Hm3

σ (∆t, Ṽh ⊕ Ṽh), alors le probl̀eme ap-

proch́e issu de la formulation (32) admet une unique solution dansHm1
σ (∆t,

W̃h ⊕ X̃h).

Théorème 5.3.Soit

(
q
p

)
∈ H

3
2
σ (R+, V ⊕ V ). Si

(
q̃th
p̃th

)
est une approx-

imation consistante de

(
q
p

)
dansH

3
2
σ (R+, V ⊕ V ), alors la solution du

problème discŕetiśe est stable, i.e.:(∥∥∥Ẽth∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥H̃t

h

∥∥∥2

0,σ,X

) 1
2

≤ C(σ, Γ ) quand h −→ 0 et ∆t −→ 0

Théorème 5.4.Si la solution

(
E
H

)
du probl̀eme variationnel (68) possède

la régularit́e suivante:
E ∈ Hm1+3

σ (R+, H1
0 (rot,Ω1)) et H ∈ Hm1+3

σ (R+, H1(rot,Ω1))

avecm1 > 0. Alors on a:(∥∥∥E − Ẽth
∥∥∥2

0,σ,W
+
∥∥∥H − H̃t

h

∥∥∥2

0,σ,X

) 1
2

≤ C

∥∥∥∥∥
(

q̃th
p̃th

)
−
(

q
p

)∥∥∥∥∥
1
2 ,σ,V⊕V

+ h
1
2∆t−2‖E‖3,σ,H1

0 (rot,Ω1)

+h
1
2∆t−2‖H‖3,σ,H1(rot,Ω1) + h− 1

2∆tm1−2‖E‖m1+2,σ,W

+h− 1
2∆tm1−2‖H‖m1+2,σ,X + h

1
2∆tm1−2‖E‖m1+3,σ,H1

0 (rot,Ω1)

+h
1
2∆tm1−2‖H‖m1+3,σ,H1(rot,Ω1)

Dans les cas òu nous n’avons pas la coercivité, c’est̀a dire pour les formula-
tions (27) et (31), le seul résultat que nous puissionsétablir est l’existence et
l’unicit é d’une solution. Il suffit de montrer l’équivalence entre le problème
harmonique(Pω) et les formulations variationnelles harmoniques, qui sont
images par la transforḿee de Fourier-Laplace des formulations (27) et (31).
Dans les deux cas, la démonstration est similairèa celle de la proposi-
tion (3.1). Nous en d́eduisons que les formulations (27), (28), et (31) sont
équivalentes (on peut aussi y inclure la formulation (32)). Le théor̀eme (3.3)
implique alors le ŕesultat suivant:

Théorème 5.5.Soientσ ∈ R
+∗ et s ∈ R tels que

(
q
p

)
∈ H

5
2
σ (R+,

H− 1
2 (div, Γ ) ⊕H− 1

2 (div, Γ )). Alors les probl̀emes variationnels:
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Trouver

(
E
j

)
∈ H1

σ(R
+, H0(rot,Ω1)) ⊕H

1
2
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ))/

∀
(

E′
j′

)
∈ H1

σ(R
+, H0(rot,Ω1)) ⊕H

1
2
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ))

la relation (27) soit vérifiée
(69)
et 

Trouver

(
E
H

)
∈ H1

σ(R
+, H0(rot,Ω1) ⊕H(rot,Ω1))/

∀
(

E
H

)
∈ H1

σ(R
+, H0(rot,Ω1) ⊕H(rot,Ω1))/

la relation (31) soit vérifiée

(70)

admettent une unique solution.

L’hypoth̀ese:

(
q
p

)
∈ H

3
2
σ (R+, H− 1

2 (div, Γ ) ⊕ H− 1
2 (div, Γ )) suffit

dans le cas particulier du problème de scattering.

6. Conclusion

Pour le probl̀eme de scattering en régime instationnaire, nous avonsétudíe
d’un point de vue math́ematique quatre fac¸ons de ŕealiser le couplage entre
deséléments finis volumiques̀a l’intérieur de l’obstacle, et deśequations
intégrales espace-temps représentant le champ diffracté dans le domaine
ext́erieur. Dans deux des cas, nous avons obtenu la stabilité inconditionnelle
de la ḿethode d’approximation, ainsi que la convergence de la solution
approch́ee vers la solution exacte, lorsque les paramètres de discŕetisation
en espace et en temps tendent vers zéro. Ńeanmoins, les résultats de con-
vergence ńecessitent une régularit́e forte en temps sur les inconnues du
probl̀eme, pour qu’ils puissent̂etre exploit́es nuḿeriquement. Mais en
dérogeant̀a cette exigence, c’està dire en fixant une approximation en
temps de typeP0 ou P1 sur les inconnues ou les fonctions tests, on peut
écrire des sch́emas constructifs, qui peuventêtre soumis̀a une exploitation
numérique. Une prochaine parution en fera l’objet, où nous expliciterons
les différents sch́emas obtenus, ainsi que leur validation sur des cas tests.
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techniques. Masson, 1985

20. F. Dubois. Discrete vector potential representation of a divergence-free vector field in
three-dimensional domains : numerical analysis of a model problem. SIAM J. Numer.
Anal.27, 1103–1141 (1990)



306 A. Bachelot et al.

21. B. Engquist, A. Majda. Absorbing conditions for the numerical simulation of waves.
Math. of Comp.31(139), 629–651 (1977)

22. M. Filipe, A. Forestier, T. Ha Duong. A time dependent acoustic scattering problem.
Mathematical and numerical aspects of wave propagation. In G. Cohen, editor, Third
International Conference onMathematical andNumerical Aspects ofWavePropagation
Phenomena, 140–150. SIAM-INRIA, 1995
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3. Thèse d’́etat, Universit́e Paris 6, 1987
24. T. Ha Duong, P. Joly. A principle of images for absorbing boundary conditions. Numer.

Methods Partial Differential Equations10(4), 411–434 (1994)
25. B. Hanouzet, M. Sesques. Influence des termes de courbure dans les conditions aux
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