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Modelle uDd Unterrichtskonzepte aus kognitionstheoretischer Perspektive 

Zusammenfassung 

1m Fokus des Beitrags steht die Darstellung von kognitionstheoretischen Ansatzen und For
schungsergebnissen zu dem Themenbereich ProblemlOsen. Dabei wird insbesondere auf Aspekte 
eingegangen, welche auch fUr Fragestellungen in der Mathematikdidaktik bedeutsam sind. Des 
Weiteren werden ausgewahlte F6rderprogramme fur die individuelle ProblemlOsekompetenz vor
gestellt und die Thematik im mathematischen und auBermathematischen Kontext diskutiert. 

Abstract 

This article reviews different aspects of the research on problem solving. Based on a perspective 
from mathematics education, the presentation focuses on relevant approaches and results from 
cognitive theory. Moreover, some programs to foster individual mathematical problem solving 
competence are presented and the topic of problem solving is discussed in a mathematical and non 
mathematical context. 

1 Einleitung 

ProblemlOsen und Mathematik ist ein Begriffspaar, das aufvieWiltige Weise Eingang in 
die kognitionspsychologische und mathematikdidaktische Literatur gefunden hat. Dabei 
geht es nicht nur darum, dass mathematisches Arbeiten das Losen von Problemen um
fasst, sondem insbesondere auch darum, dass die Mathematik anscheinend gut dazu 
geeignet ist, die Fiihigkeit zum ProblemlOsen zu entwickeln bzw. zu fOrdem. Entspre
chend wird ProblemlOsen als wichtiges Ziel des Mathematikunterrichts angesehen (z.B. 
Winter, 1995). Zwar ist der Enthusiasmus der 1980er Jahre, die als Reaktion auf die 
Neue Mathematik der 1970er Jahre zum Jahrzehnt des Problemlosens (NCTM, 1980) 
ausgerufen wurden, wieder etwas gewichen, doch auch heute findet sich die Forderung 
der Problemlosekompetenz als Ziel in vielen LehrpHinen sowie in den von der Kultusmi
nisterkonferenz verabschiedeten Bildungsstandards flir das Fach Mathematik (Kultusmi
nisterkonferenz, 2003, 2004). Probleme werden dabei in der Regel im Sinne von Polya 
(1949) als eine Form von Aufgabenstellungen verstanden, bei denen notwendige Schritte 
zur Losung unbekannt sind (vgl. Abschnitt 2 flir eine genauere Definition). Es geht also 

An dieser Stelle sei den Gutachter/innen fur ihre Hinweise gedankt. 
Eine Kurzfassung dieses Beitrags mit dem Titel "Problem solving revisited - UberJegungen zu 
einem Kemthema der Mathematikdidaktik" findet sich in Kaune, Schwank & Sjuts (2005). 
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nicht urn die Tatigkeit Losen von Problemen, sondem urn eine Fahigkeit Problemlosen, 
die sich aufbestimmte Problemtypen bezieht (vgl. Schoenfeld, 1992). 

In der Kognitionspsychologie hat es Ende der 1 970er Jahre auf Basis des informa
tionsverarbeitenden Ansatzes (Newell & Simon, 1972) eine Differenzierung in zwei 
Strange der ProblemlOseforschung gegeben. Zum einen ist es die traditionelle Problem
loseforschung, die auf statischen Problemen basiert und damit Problemsituationen um
fasst, die sich nur durch Handlungen des Problemlosers verandem konnen. Zum anderen 
wird verstarkt die ProblemlOsekompetenz von Probanden bei der Bearbeitung dynami
scher Probleme untersucht. Bei diesen Problemen kann sich der Problemzustand auch 
ohne Handlungen des Problem lOsers andem. Diese Forschung basiert insbesondere auf 
Problemsituationen, die durch Computersimulationen vorgegeben werden. Ein bekanntes 
Beispiel darur ist das Lohhausen-Szenario, bei dem der Proband die Funktion des Biir
germeisters der fiktiven Kleinstadt Lohhausen iibemimmt (Domer, Kreuzig, Reither & 
Staudel, 1983). In der Mathematikdidaktik kommt dem dynamischen Problem lOs en bis
her nicht die Bedeutung zu, die das traditionelle statische ProblemlOsens erreicht har. 
Die folgenden Abschnitte beschranken sich deshalb auf das statische Problemlosen (vgl. 
Funke, 2003, rur einen Literaturiiberblick zum ProblemlOsen). 

Dieser Beitrag strebt an, wesentIiche Aspekte der mathematikbezogenen ProblemlO
seforschung aus kognitiver Sicht darzustellen. Aufgrund der Komplexitat des Themas 
ProblemlOsen und der Fiille an vorhandener Literatur kann selbstverstandlich nur eine 
Auswahl an Forschungsarbeiten behandelt werden. So wird beispielsweise der Fokus auf 
eine Beschreibung des ProblemlOseprozesses gelegt; der Stand der Forschung zu Ein
flussfaktoren wie Metakognition und Einstellungseffekten (beliefs) kann aber nicht um
fassend aufgezeigt werden. Es sei angemerkt, dass es alternativ zur klassischen kogniti
onstheoretischen Perspektive natiirlich auch andere Sichtweisen in der ProblemlOsefor
schung gibt. So ware etwa der Ansatz "models & modeling perspectives" zu nennen 
(vgl. Lesh & Sriraman, 2005) oder die in Abschnitt 2.6 nur kurz skizzierten Forschungs
ansatze aus der UdSSR und DDR. 

2 (Mathematisches) Problemlosen aus kognitiver 
Sicht 

Betrachtet man die Literatur zum Thema ProblemlOsen, so findet man eine Reihe unter
schiedlicher expliziter sowie impliziter Charakterisierungen des Begriffs "Problem" (vgl. 
auch Pehkonen, 2001). Fallt in einigen Beitragen scheinbar jede Form von Aufgaben 
unter die Kategorie "Problem", werden in anderen Aufsatzen zwar keine klassischen 

Wie Ergebnisse der PISA-Studie 2003 andeuten, sind die Beziehungen des dynamischen Pro
blemlOsens zur mathematischen Kompetenz nicht so eng wie beim traditionellen Problemlosen 
(PISA-Konsortium Deutschland, 2004). Dies bestatigt im Grunde den Ansatz von Domer, der 
die ProblemlOseforschung als eigene Dimension ansieht, die sich insbesondere von der Intelli
genzforschung klar unterscheidet. Seine Kritik an der Intelligenzforschung resultiert gerade aus 
den hohen Korrelationen zwischen Intelligenz und Schulerfolg und den eher maJ3igen zwischen 
den Ergebnissen klassischer Intelligenztests und dem ProblemlOsen in dynamischen Umgebun
gen (Domer et aI., 1983). 
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arithmetischen Routineaufgaben daw aber alle Textaufgaben ("word problems") dazu
gezahlt. Ein weitreichender Konsens in der Mathematikdidaktik und auch der Psycholo
gie und den Erziehungswissenschaften ordnet Problemen die Eigenschaft zu, dass eine 
Person bei der Problemlosung einen flir sie nieht bekannten Losungsweg besehreiten 
muss. 1st der Losungsweg unmittelbar bekannt, so wird von einer (Routine-) Aufgabe 
gesprochen (vgl. Pehkonen, 2001). Diese spezifische Eigenschaft von Problemen weist 
darauf hin, dass der Problemcharakter nicht alleine von der speziellen Frage- oder Auf
gabenstellung abhiingig ist, sondern auch der Wissensstand einer als Problembearbeiterin 
angenommenen Person mit einbezogen werden muss3

. Diese starke individuelle Kompo
nente wirft eine Reihe von Schwierigkeiten flir die Forschungs- und namrlich auch 
Schulpraxis auf. Deshalb wird beim Umgang mit Lernenden hiiufig implizit ein be
stimmter Wissenstand als vorhanden angenommen, um somit eine Aufgabenstellung als 
Problem ansehen zu konnen. 

Neben der o.g. Eigenschaft von Problemen, dass der Losungsweg flir den Problem
bearbeiter unbekannt ist, gibt es speziell in der Mathematikdidaktik weitere Forderun
gen, die in gewisser Weise den Anforderungsgrad des Problems spezifizieren. Hinter
grund ist hier die Tatsache, dass auch ein unbekannter Losungsweg vergleichsweise 
leicht sein kann und somit kaum Anforderungen an den Problemlosenden stellt. Entspre
chend wird in der Mathematikdidaktik zusatzlich die Forderung nach einer "Barriere" 
(im Sinne von Domer, 1976) erhoben, welche eine einfaehe Losung verhindert. Domer 
(1976) differenziert die individuell erlebten Barrieren in verschiedene Typen und be
schreibt damit die verschiedenen Problemloseanforderungen. So sind bei der Interpolati
onsbarriere zwar die einzelnen Losungssehritte bekannt, nicht aber deren Kombination. 
Bei der Synthesebarriere sind dagegen einzelne Losungsschritte unbekannt und miissen 
erst generiert werden. Die dialektische Barriere zeichnet sieh dadurch aus, dass Zielzu
stand und Losungsschritte nicht klar sind, sondern nur vage Vorstellungen existieren. 

Die Differenzierung in Barrieretypen weist darauf hin, dass bereits die Charakterisie
rung von Problemen nieht unabhangig von einer Analyse des Problemloseprozesses 
betrachtet werden kann. Der Ansatz, die kognitiven Tatigkeiten beim ProblemlOsen ge
nauer zu untersuchen und dabei insbesondere Modelle men taler Operationen wahrend 
des Problemloseprozesses abzuleiten, hat sich vor aHem in der nachbehavioristischen 
Ara entwickelt. Selbstverstandlich gab es auch schon zuvor im Umfeld der Arbeiten von 
Piaget bzw. der Gestaltpsychologie alternative Sichtweisen, aber der Behaviorismus mit 
seiner Fokussierung auf das von auBen beobachtbare individueHe Verhalten dominierte 
die wissenschaftliche Ausrichtung. Erst spater setzte sich mit dem informationsverarbei
tenden Ansatz eine andere Sichtweise auf die Problem16seprozesse durch. 

1m folgenden Abschnitt 2.1 werden Aspekte eines kognitiven Modells des Problem-
16seprozesses beschrieben (vgl. Anderson, 1996; Steiner, 2001) und anschlieBend auf die 
Bedeutung der Problernreprasentation (2.2), Hindernisse beim Problemlosen (2.3) sowie 
den Transfer von bereichsspezifischen Problemlosekompetenzen (2.4) eingegangen. 
Anzumerken ist, dass keine Differenzierung nach Altersgruppen vorgenommen wird. 

Damit ist nicht nur der Problemcharakter sondem auch der Routinecharakter einer Aufgaben
stellung abhangig vom Individuum. Entsprechend sind beispielsweise einfache Arithmetikauf
gaben wie 7+8 fijr bestirnmte Erstkliissler ein Problem, fijr andere dagegen eine Routineaufgabe. 
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Zwar sind viele der dargestellten kognitiven Ansatze im Allgemeinen fur Individuen 
vom Grundschul- bis zum Erwachsenenalter giiltig, doch gibt es selbstverstandlich ge
rade im Kindesalter spezifische Einschrankungen fur den Problemloseprozess, welche 
aus entwicklungspsychologischer Perspektive genauer zu betrachten waren. Viele der im 
Folgenden angefuhrten empirischen Untersuchungen beziehen sich auf Probanden im 
Sekundarstufenalter. 

2.1 Aspekte eines kognitiven Modells des ProblemlOseprozess 

Der Problem16seprozess kann in seiner Grundstruktur als Transformation eines An
fangszustandes in einen gewunschten Endzustand beschrieben werden, wobei eine Bar
riere zu uberwinden ist. Dies geht in der Regel uber verschiedene Teilschritte, durch die 
jeweils ein intermediarer Zustand (Zwischenzustand) erreicht wird. Die Transformation 
von einem Zustand zum nachsten erfolgt mittels Operationen. Sie sind durch Operatoren 
bestimmt, die zur Wissensbasis des Problemlosers gehOren bzw. noch generiert werden 
mussen. Ziel eines Problemlosers ist es demnach, eine Sequenz von Operatoren zu fin
den, die einen vorliegenden Anfangszustand in den gewunschten Endzustand uber
fuhren. Die beim Problemloser aktivierten Operatoren und die damit erreichbaren Zwi
schenzustande werden auch als Problemraum oder Suchraum bezeichnet. Dieser Such
raum kann insbesondere durch Heuristiken eingeschrankt werden. 

Bereits an diesem einfachen Modell des Problemloseprozesses wird deutlich, dass bei 
erfolgreichem Problemlosen verschiedene Arten von Wissen nicht nur vorhanden, son
dem auch aktivierbar sein mussen. Man muss einerseits uber die notwendigen Operato
ren verfugen, also eine gesicherte Wissensbasis fur die problemspezifische Domiine 
haben, oder in der Lage sein, diese Operatoren zu generieren. Andererseits muss eine 
Losungsstrategie und damit eine Ziel flihrende Sequenz von Operatoren entwickelt wer
den konnen. Dariiber hinaus muss der Problemlosende uber metakognitive Strategien 
verfligen, urn den Prozess zu kontrollieren und gegebenenfalls zu andem. 

Wie bereits erwahnt, wird zur Auswahl der Operatoren im Problemloseprozess auf 
Strategien zuriickgegriffen. Diese sind in ihrer Anwendung durch das MaB der Bereichs
spezifizitat des Problems teilweise beschrankt. Allgemeine Strategien sind beispiels
weise das Anstreben der starksten Unterschiedsreduktion (also der Minimierung der 
Differenz zwischen Endzustand und jeweils erreichtem Zwischenzustand), das Suchen 
nach Analogien (also das Anwenden einer bei einem ahnlichen Problem erfolgreichen 
Strategie), das Zerlegen eines komplexen Problems in einfachere Teilprobleme und die 
Mittel-Ziel-Analyse (sie ist durch ein Ruckwartsarbeiten gekennzeichnet, wobei mogli
che Operatoren zum Erreichen von Teilzielen uber das Antizipieren dieser Teilziele i
dentifiziert werden). Problemloser sind in der Regel je nach Problemschwierigkeit in der 
Lage, verschiedene Strategien einzusetzen, also auch nicht erfolgreiche Strategien durch 
andere Strategien zu ersetzen. In den 1980er lahren wurde dies vor allem bei gut be
schreibbaren Problemstellungen mit einer klaren Losungsstruktur untersucht wie bei
spielsweise dem "Turm von Hanoi". So zeigten etwa Kotovsky, Hayes und Simon 
(1985), dass Probanden bei diesem Problem haufig mit der Strategie der Unterschiedsre
duktion begannen, dann aber zur Mittel-Ziel-Analyse wechselten und Teilziele erstellten. 
Nicht auszuschlieBen ist auch ein Wechsel zwischen eher analytischen Phasen und eher-
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spielerischen Probierphasen. Haussmann und Reiss (1990) modellierten Losungen des 
Problems "Turm von Hanoi", bei denen neben Ziel gerichtetem, analytischem Arbeiten 
auch eher zufallsgesteuerte Prozesse nicht ausgeschlossen waren. Damit wurden Pro
blemloseprozesse simuliert, wie sie vorher experimentell bei 12 bis 15 Jahre alten Schti
lerinnen und Schtilem beobachtet wurden. 

Wird eine Problemlosestrategie wiederholt angewendet, so fuhrt dies zu einer Proze
duralisierung dieser Strategie, die zunachst eher als deklaratives Wissen vorlag. Bei
spielsweise konnte Anderson (1982) in einer Untersuchung zum Losen von geometri
schen Beweisaufgaben die Prozeduralisierung der Anwendung von Kongruenzsatzen 
beobachten. Die Speicherung ganzer Losungsverfahren als prozedurales Wissen fuhrt zu 
einer Gedachtnisentlastung, die in allgemeinerer Form auch als chunking bezeichnet 
wird. Dabei sind chunks Muster, die aus verschiedenen Elementen und den dazugehOri
gen Beziehungen zusammengesetzt sind, und die in verschiedenen Problemen immer 
wieder auftreten. Sie haben den Vorteil, dass vorhandenes Wissen verdichtet wird, da 
chunks in gewisser Weise tiber ein Etikett abgespeichert werden. 1m Rahmen des Exper
ten-Novizen-Ansatzes zum Problemlosen zeigte sich, dass Experten umfangreiches Wis
sen in Form von chunks gespeichert haben und diese Informationseinheiten sowie mog
liche Konsequenzen ihrer Anwendung abrufen konnen. 

People abstract and codify their experiences, and their codifications of those experiences 
shape what people see and how they behave when they encounter new situations related 
to the ones they have abstracted and codified (Schoenfeld, 1992, S. 352). 

Novizen sind hingegen darauf angewiesen, bei gleichen Problemen samtliche in den 
chunks enthaltene Schritte einzeln zu durchlaufen (Anderson, 1996). 

2.2 Auswahl einer geeigneten Problemreprasentation 

Die Auswahl von Ziel fuhrenden Operatoren aufgrund einer gewahlten Strategie ist fur 
ein Individuum in bestimmten Fallen erst dann moglich, wenn eine geeignete Reprli
sentation des Anfangszustands des Problems vorliegt. Urn diese zu erreichen, muss ge
gebenenfalls eine Umstrukturierung der Problemsituation vorgenommen werden. Diese 
Umstrukturierungen sind bereits fruh im Rahmen der Gestaltpsychologie untersucht 
worden, wobei auch mathematiknahe Probleme eine nicht unwesentliche Rolle spielten 
(Duncker, 1935; Wertheimer, 1945). Die Idee ist dabei, dass ein Problemloser den Pro
blemraum so umstrukturiert oder erweitert, dass eine neue Gestalt entsteht, die mehr 
Einsicht in die Zusammenhiinge der Problemsituation liefert. Die neuen Beziehungen 
fuhren gegebenenfalls zu einem erfolgreichen ProblemlOsen. Beispiele sind das klassi
sche Neun-Punkte-Problem oder das Schachbrettproblem (vgl. Kaplan & Simon, 1990). 
Beim Neun-Punkte-Problem sind neun Punkte in einem Quadrat in Reihen zu je drei 
Punkten angeordnet. Sie sollen in einem Zug mit vier geraden Linien verl;mnden werden, 
was nur moglich ist, wenn man die Geraden tiber die gegebenen Punkte (also einem 
imaginaren Rahmen) hinaus verlangert. Ein Wechsel in der Perspektive fuhrt hier also 
zur Losung. Beim Schachbrettproblem werden aus einem Schachbrett zwei gegentiber
liegende Eckfelder entfemt. Die Frage ist, ob man die restlichen Felder mit Dominostei
nen auslegen kann. Wenn man sich tiberlegt, dass zwei nebeneinander liegende Felder 
auf dem Brett immer unterschiedliche Farben haben, die diagonal gegentiberliegenden 
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Felder aber gleichfarbig sind, so wird aus dem Problem eine einfache Abzahl- bzw. Re
chenaufgabe. Man muss also die Felder nicht (gedanklich oder real) auslegen, sondem 
einzig und allein eine neue strukturelle Orientierung der Problemsituation vomehmen, 
urn sie erfolgreich zu bearbeiten. 

Dass die Problemreprasentation bzw. ein Reprasentationswechsel rur mathematische 
Probleme von Bedeutung ist, hat Zimmermann (2003a) anhand historischer Beispiele 
aufgezeigt. In der mathematikbezogenen Lehr-Lem-Forschung wurde die Frage der ge
eigneten Reprasentationeines Problems vor allem anhand von mathematischen Sachauf
gaben analysiert. Bei diesem Aufgabentyp ist es essentiell, ein mentales Modell der Pro
blemsituation aufzubauen (z.B. Kintsch & Greeno, 1985). Ein solches Situationsmodell 
reprasentiert die in der Aufgabe beschriebenen Beziehungen zwischen den vorkommen
den Objekten und zwar partiell 10sgelOst yom konkreten Kontext. Damit liegt bereits 
eine Abstraktion der Problemsituation vor; diese kann aber je nach Problem durchaus 
mehr Merkmale (in Form von Beziehungen) enthalten als die ursprungliche Situation. 
Der Aufbau eines Situationsmodells setzt voraus, dass die in der Aufgabe beschriebene 
Situation verstanden worden ist. Wie aus der Beschreibung des mentalen Modells her
vorgeht, handelt es sich hier allerdings nicht mehr unbedingt nur urn eine einfache Um
strukturierung des Anfangszustandes eines Problems, sondem es konnen bereits weitere 
Informationen abgeleitet worden sein (womitschon ein erster Zwischenzustand im Prob
lemlOseprozess erreicht ware). Ein differenzierteres Modell als Kintsch und Greeno 
(1985) liefert Reusser (1990). Er unterscheidet zwischen dem episodischen und dem 
mathematischen Situationsverstandnis und ruckt so den Verstehensprozess der Situation 
in den Vordergrund. Das mathematische Situationsverstandnis entspricht dabei in etwa 
dem Verstandnis zum Aufbau eines Situationsmodells bei Kintsch und Greeno (1985). 
Von groBer Bedeutung ist nach Reusser (1990) aber vor allem das episodische Situati
onsverstandnis. Damit ist ein Verstandnis der in der Aufgabe beschriebenen Situation 
vor dem Hintergrund von Alltagswissen und Alltagsverstandnis gemeint. 

Wie in Stem (1992, 1997) zusammenfassend dargestellt, konnen bereits einfache 
Textaufgaben zur Addition und Subtraktion zweier Zahlen in 16 verschiedene Typen 
eingeteilt werden, denen vier verschiedene Situationsmodelle zugrunde liegen (Kombi
nationsaufgabe, Austauschaufgabe, Vergleichsaufgabe, Ausgleichsaufgaben). Die Er
gebnisse der von ihr angeruhrten empirischen Studien zeigen, dass je nach Situations
modell oder Typ auch stark abweichende Losungsraten zu erwarten sind. Durch Unter
suchungen, in denen die Formulierung von Textaufgaben variiert wurde, konnte nach
gewiesen werden, dass weniger das sprachliche Verstandnis, sondem vor allem das Si
tuationsverstandnis und der Aufbau eines adaquaten Situationsmodells die Schiilerlosun
gen beeinflusst (Stem, 1997). 

2.3 Hindernisse beim Problemlosen 

In jedem ProblemlOseprozess kann es Hindemisse geben, die ein erfolgreiches L6sen 
erschweren oder verhindem. Insbesondere individuelle Vorstellungen (z.B. epistemolo
gische Uberzeugungen), affektive Dispositionen oder auch die Wissensbasis des Pro
blemlOsers konnen die Auswahl einer geeigneten Problemreprasentation oder passender 
Strategien beeinflussen. Bei diesen so genannten EinstellungsefJekten werden mit der 
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Problemstellung deklaratives oder prozedurales Wissen bzw. kontextbezogene beliefs 
oder Dispositionen assoziiert, wodurch der Suchraum eingeschrankt werden kann (An
derson, 1996; Schoenfeld, 1992). Durch gespeicherte Wissenseinheiten, beliefs oder 
affektive Dispositionen wird das ProblemlOseverhalten gerahmt und so eventuell in die 
falsche Richtung gelenkt. Anderson (1996) stellt dar, dass negative Folgen von Disposi
tionen durch Pausen im Problem16seprozess beeinflusst werden konnen (sog. Inkuba
tionseffekt). Da nach einer Pause der Problemloseprozess haufig neu begonnen werden 
muss und dabei nicht selten andere Losungsansatze betrachtet werden, kann dies dazu 
fUhren, dass ein vorher schwierig scheinendes Problem plotzlich leicht zu 16sen ist. Der 
Mathematiker Bartel Leendert van der Waerden (1954, 19733

) nennt es den Einfall, der 
unvermittelt kommt und fUr ihn fast mystische Qualitat hat. Gerade in der Mathematik 
sind viele Beispiele fUr solche p16tzlichen Einsichten geschildert worden. Van der 
Waerden (1954, 19733

) schildert die oft zitierten Erlebnisse von GauJ3 (" ... wie der Blitz 
einschlagt, hat sich das Ratsel gelost"), Hadamard (" ... fiel mir auf einmal eine seit lan
gem gesuchte Losung ein, ohne Oberlegung meinerseits und in eine Richtung ganz ver
schieden von allen Richtungen, in denen ich friiher gesucht hatte") und Poincare (" .. .in 
dem Augenblick, in dem ich meinen Fuss auf das Trittbett setzte, kam mir die Idee, ohne 
dass irgendetwas in meinen friiheren Gedanken diese Idee vorbereitet hatte"). 

Auch individuelle beliefs beispielsweise zum Aufgabenbearbeiten im Mathematik
unterricht leiten das Problemloseverhalten. Dies zeigt sich bei Schiilerbearbeitungen von 
Textaufgaben, die keinen Sinn ergeben (sog. Kapitansaufgaben). Wie in Verschaffel 
(2002) zusammenfassend dargestellt ist, werden die Vorstellungen der Schiilerinnen und 
Schiller vermutlich durch die im Unterricht behandelten Textaufgabentypen und den 
Umgang mit diesen Aufgaben gepragt: 

In sum, the available evidence suggests that students' beliefs about and tactic for word 
problem solving do not develop as a result of direct teaching, but rather emerge from na
ture of the textbook and test problems with which they are confronted and from the per
manent interaction between teacher and students around these problems (Verschaffel, 
2002, S. 72). 

Auch die in Reiss und Thomas (2000) dargestellten Einschrankungen im wissenschaft
lichen Denken bei Oberstufenschiilerinnen und -schiilem im Bereich des Beweisens in 
der Geometrie stellen Hindemisse beim Problemlosen dar. Insbesondere waren hier die 
bereits von Dunbar und Klahr (1989) sowie Tschirigi (1980) beschriebenen Verhaltens
weisen beobachtbar, dass sich die Probanden nicht nur relativ friih fUr die Annahme 
einer Hypothese entscheiden, ohne Altemativen zu betrachten, sondem an dieser Hypo
these auch dann noch festhalten, wenn diese durch empirische Evidenz falsifiziert WUf

de. Auch Heinrich (2004) konnte bei Probanden ahnliche Verhaltensweisen beobachten, 
die er als 16sungshemmendes Steuerungsverhalten bezeichnet. 

Eine ahnliche Beobachtung machte Schoenfeld (1992) in seinen Untersuchungen 
zum Problemloseverhalten von College-Studierenden und Experten bei mathematischen 
Problemen. Experten beginnen damit, in einer Explorationsphase die Problemstellung 
systematisch zu analysieren, urn dann einen Losungsansatz zu generieren: 

As he worked through the problem the mathematician generated enough potential wild 
goose chasers to keep an anny of problem solvers busy. ( ... ) By monitoring his solution 
with care ( ... ) he managed to solve the problem (Schoenfeld, 1992, S. 356). 
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Bei Studierenden wurde dagegen oft ein eher unsystematisches Explorationsverhalten 
beobachtet, das zu einer schnellen Annahme eines (nicht unbedingt korrekten) Losungs
ansatzes fUhrte. 

Roughly 60% of the solution attemtpS are of the ,read, make a decision quickly, and pur
sue that direction come hell or high water' variety (Schoenfeld, 1992, S. 356). 

Aber auch ein systematisches Herangehen von Experten auf einem Gebiet fUhrt nicht 
unbedingt zum Ziel. Eine Untersuchung des Problemloseverhaltens von 16 promovierten 
Mathematikern bei Problemen, fUr die es keine algorithmischen bzw. schematisierten 
Losungswege gab, zeigte, dass nur die acht international renommierten Probanden auch 
ProblemlOseexperten waren (DeFranco & Hilton, 1999). Zwar war bei den acht iibrigen 
Mathematikern zweifelsohne fachwissenschaftliche Expertise vorhanden, sie stiitzten 
sich aber beim Bearbeiten des Problems nur auf mechanische ("mechanical") Losungs
ansatze, die bei dies en Problemen nicht Ziel fUhrend waren, und liel3en eine flexible 
Anwendung von Problemloseheuristiken vermissen. Es ist zu vermuten, dass metakog
nitive Kontrollstrategien iiber das eigene ProblemlOseverhalten hier nicht adaquat einge-
setzt wurden. . . 

Uber die Steuerungsfahigkeit des Individuums in Bezug auf kognitive Operationen 
beim Problemlosen ist relativ wenig bekannt (siehe Ubersicht in Heinrich, 2004). Es 
bleibt somit die Frage, wodurch das individuelle Verhalten im Problemloseprozess be
stimmt wird. Wie Heinrich (1999, 2004) im Bereich des mathematischen Problemlosens 
an Fallstudien aufzeigen konnte, verandern Oberstufenschiiler nach einigen vergeblichen 
Anlaufen z.B. die Betrachtungsweise auf das Problem. Sie verandern damit die Problem
reprasentation und kommen so (ganz im Sinne der Gestaltpsychologie) unter bestimmten 
Bedingungen doch noch zu einer erfolgreichen Problem16sung. Ausgelost wird die A.n
derung der Problemreprasentation nach Heinrich (1999) nicht selten durch die metakog
nitive Strategie des "Ausfallens des Gemeinsamen" (vgl. Domer, 1994). Es werden also 
Merkmale identifiziert, die einem aktuellen und einem fiiiheren Problemloseprozess 
gemeinsam und dabei vermeintlich losungshinderlich waren. Domer (1994) weist dieser 
Strategie eine besondere Bedeutung Zll, da sie erfolglose Problemlosestrategien, die auf
grund von individuellen Dispositionen verfolgt wurden, verhindern kann. Vermutlich ist 
diese Strategie des Ausfallens des Gemeinsamen auch am Zustandekommen des Inkuba
tionseffekts beteiligt. 

Die in der o.g. Studie von DeFranco und Hilton (1999) aufgezeigten Problemlose
verhaltensweisen erinnern .an die Betrachtung von verschiedenen kognitiven Stilen beim 
Problem16sen. Hier gibt es unterschiedliche Ansatze der Differenzierung. So haben 
Groner und Groner (1990) in ihren Untersuchungen eine algorithmische und eine heu
ristische Orientierung beim Problemlosen identifiziert. Algorithmisch heil3t in diesem 
Zusammenhang, dass aufbereits vorhandene, eventuell sogar standardisierte Losungsan
satze zUrUckgegriffen wird, wahrend bei der heuristischen Orientierung ein auf die spezi
fische Problemgegebenheit angepasster neuer Weg gesucht wird. Die faktorenanalytisch 
entwickelten Skalen hat Hofmann (1996) auf ihre Verhaltensrelevanz beim Losen von 
Mathematikproblemen durch Schiilerinnen und Schiiler der Klassen 8 und 9 (N = 113) 
untersucht. Er fand einen signifikanten Zusammenhang von r = 0.26 und damit eine 
allein durch diese Disposition aufgeklarte Varianz von knapp 7% der Leistungen beim 
mathematischen Problem los en. Hofinann schliel3t, dass die spezifische Orientierung in 
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Bezug auf einen algorithmischen bzw. einen heuristischen Stil wesentlich beachtet wer
den sollte. Unklar ist allerdings, unter welchen Bedingungen die Entscheidung fur oder 
gegen ein heuristisches Randeln in letzter Konsequenz getroffen wird. Auch die von 
Schwank (1990) herausgearbeitete Unterscheidung zwischen pdidikativen und funktio
nalen Strukturen stellt eine solche Disposition dar. Ihre Umsetzung in geeignete Pro
blemstellungen und damit ihre Beriicksichtigung etwa im Mathematikunterricht ist in 
diesem Zusammenhang als hinderlich bzw. forderlich flir den individuellen ProblemlO
seprozess zu werten. 

2.4 ProblemlOsekompetenzen und Transfer 

Wurden in den vorherigen Abschnitten Aspekte der Forschung zum Prob1emloseprozess 
dargestellt, so solI im Folgenden die Frage nach einem Transfer von bereichsspezifisch 
erworbenen individuellen Kompetenzen zum Problemlosen diskutiert werden. 

Wie zuvor gesehen, sind in einem Problemloseprozess zur Bewaltigung von Proble
men ganz verschiedene Kompetenzen in ihrem Zusammenspiel notwendig. Es ist des
halb mehr als fraglich, ob Problemlosekompetenz als einheitliches Konstrukt angesehen 
werden kann. Fur die PISA-Studie 2003 wurde ProblemlOsekompetenz definiert als die 

Fahigkeit einer Person, kognitive Prozesse zu nutzen, urn sich mit solchen realen, facheruber
greifenden Problemstellungen auseinander zu setzen und sie zu lOsen, bei denen der Losungs
weg nicht unmittelbar erkennbar ist und die zur LBsung nutzbaren Wissensbereiche nicht ei
nem einzelnen Fachgebiet der Mathematik, der Naturwissenschaften oder des Lesens ent
stammen (OECD, 2003, S. 156). 

In diesem Beitrag wird der Begriff Problemlosekompetenzen vergleichsweise pragma
tisch (und synonym mit dem Begriff Problemlosefahigkeiten) verwendet. Darunter wer
den die kognitiven und auch motivationalen und volitionalen Fahigkeiten, Kenntnisse 
bzw. Bereitschaft eines Individuums verstanden, die zur erfolgreichen Bewaltigung von 
Prob1emstellungen erforderlich sind (vgl. Weinert, 2001). Dem Autor ist bisher kein 
theoretisch fundiertes, breit akzeptiertes und empirisch verifiziertes Kompetenzmodell 
zum Prob1emlosen bekannt. Dies betrifft insbesondere auch die Entwicklung von Pro
b1emlosekompetenzen. 

Die Frage des Transfers von ProblemlOsekompetenzen, d.h. inwieweit fachspezifisch 
erworbene Problem16sekompetenzen auf andere auBerfachliche Probleme ubertragbar 
sind, wird schon seit uber einem Jahrhundert diskutiert. Die Auffassung, dass allgemeine 
geistige Fahigkeiten beim Menschen trainiert werden konnen und dann universell ein
setzbar sind; kann sogar bis in das antike Griechenland zurUckverfolgt werden. Insbe
sondere der Mathematik und der Logik wird dabei die Eigenschaft zugesprochen, den 
Geist zu disziplinieren. Dies fand sogar Eingang in Goethes Faust. Rier spricht Mephisto 
zum Famulus (zitiert nach der Reclam-Ausgabe von 1957, S. ~6): 

Mein teurer Freund, ich rat' Euch drum II Zuerst Collegium Logicum.11 
Da wird der Geist Euch wohl dressiert, II In spanische Stiefel eingeschniirt, II 
DaB er bedachtiger so fortan, II Hinschleiche die Gedankenbahn, II 
Dnd nicht etwa, die Kreuz und Quer, II Irrlichteliere hin und her. 
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Diese Doktrin der formalen Disziplin wurde zunachst auch in der Psychologie angenom
men (z.B. Angell, 1908). Sie ging davon aus, dass beispielsweise Problem16sefahigkei
ten, die in Mathematik erworben werden, in gleicher Weise in anderen auBermathemati
schen Bereichen zur Verfugung stehen. Der Doktrin der formalen Disziplin stellte 
Thorndike aufgrund von empirischen Untersuchungen seine Theorie der identischen 
Elemente gegenuber. Thorndike und Woodworth (1901) hatten festgestellt, dass der 
angenommene Transfer nur minimal war. Aus der Theorie der identischen E1emente 
folgt, dass sich das Training einer Tatigkeit nur dann positiv auf eine andere Tatigkeit 
auswirkt, wenn sie gleiche Elemente enthalten. So konnen Lateinkenntnisse helfen, 
Franzosisch zu lernen (Thorndike, 1906). Allerdings war Thorndikes Theorie so ein
schrankend, dass der Transfer auch schon bei Problemen mit gleicher logischer Struktur 
ausgesch10ssen wurde, die sich nur in Elementen der Oberflache unterschieden. 

Die Frage, ob und wie weit ein Transfer von Wissen uberhaupt moglich ist, fuhrte in 
den 1990er lahren vor dem Hintergrund des situated learning Ansatzes (z.B. Lave & 
Wenger, 1991) noch einmal zu einer heftigen wissenschaftlichen Diskussion (zusam
menfassend Klauer, 2001). Nach dem Ansatz des situated learning wird Wissen in einem 
bestimmten sozialen und inhaltlichen Kontext konstruiert und ist somit situativ und kon
textuell gebunden. Probleme beim Transfer von Wissen sind dernnach keine Defizite, 
sondern der Normalfall; auch das Phanomen des "tragen Wissens" (Whitehead, 1929) 
lasst sich vor diesem Hintergrund erklaren (wobei es allerdings auch andere Erklarungs
ansatze gibt, vgl. Renkl, 1996). So lassen sich die Beobachtungen zur Rechenfahigkeit 
bei brasilianischen StraBenkindern ebenfalls mit der Kontextuierung von Wissen deuten. 
Carraher, Carraher und Schliemann (1985) untersuchten die mathematischen Strategien 
von Kindem, die a1s StraBenhandler arbeiteten. Es zeigte sich, dass diese im Kontext des 
StraBenhandels fast aIle vorgegeben Aufgaben korrekt losen konnten (98%). Die glei
chen Aufgaben yom Kontext abgelost (also etwa die Aufgabe 5 . 35 zu losen statt fiinf 
Zitronen zu 35 Cruzeiros zu berechnen) wurden nur zu 37% korrekt bearbeitet. Die Lo
sungsrate stieg aut 74%, wenn die Aufgaben in Form von Textaufgaben gegeben wur
den. Der Kontext der Textaufgaben erlaubte es anscheinend, 'class die Kinder ihre Strate
gien aus dem StraBenhandel anwenden konnten. Die Untersuchung wirft die generelle 
Frage auf, inwieweit Problem16sefahigkeiten aus dem Alltagsleben im Klassenzimmer 
anwendbar sind (vgl. auch Abschnitt 4.1). 

Insgesamt sind die Ergebnisse der Transferforschung als enttauschend anzusehen. 
Transfer konnte bisher nur dann nachgewiesen werden, wenn es sich urn sehr ahnliche 
Probleme im gleichen Kontext handelt (naher Transfer) oder wenn es urn Probleme geht, 
die eine gleiche Struktur aufWeisen (Ubersicht bei Singley & Anderson, 1989). Letzteres 
setzt allerdings voraus, dass notwendiges Wissen dekontextualisiert vorliegt, also durch 
vielseitige Anwendungen aus dem Kontext herausge16st und damit abstrahiert wurde 
(Messner, 1978). Fur die mathematische Problemlosekompetenz heiBt dies, dass die Pro
blemloseoperatoren und -strategien kontextgebunden gelernt und anschlieBend durch 
Dekontextualisierung abstrahiert werden mussen. Es ist fraglich, ob und inwieweit dieser 
Abstraktionsprozess yom Lernenden alleine geleistet werden kann (Steiner, 2001) oder 
ob grundsatzlich eine Anleitung notwendig ist. Ais f6rderlich fur den Abstraktionspro
zess wird eine Flexibilisierung der Wissensstrukturen beispielsweise durch Anwendun
gen in unterschiedlichen Kontexten angesehen. Prenzel und Mandl (1993) schlagen 
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explizit vor, beim Lemen von Inhalten auch ihre Verwendbarkeit fUr andere Ziele kon
kret zu thematisieren. 

2.5 Fazit 

Insgesamt lasst sich festhalten, dass verschiedene individuelle Merkmale die Problemlo
sekompetenz beeinflussen und deren Zusammenwirken gerade die Komplexitat des 
Problem16sens ausmacht. Neben der bereichspezifischen Wissensbasis spielen die vor
handenen Problemlosestrategien und metakognitive Fahigkeiten eine entscheidende Rol
le. Hinzu kommen individuelle Dispositionen in Form von bereichspezifischen beliefs 
sowie auch (was im Rahmen dieser Arbeit nicht angesprochen werden konnte) Interesse 
und Motivation. Die einzelnen Bereiche sind gerade auch wegen ihrer Bereichsspe
zifizitat nicht unabhiingig voneinander. So beeinflussen Interesse und Motivation fUr das 
Fach Mathematik sicherlich auch die beliefs tiber Mathematik sowie den Aufbau einer 
mathematischen Wissensbasis. Die Frage ist, wie diese verschiedenen Bereiche zusam
menspielen bzw. ob ein zugrunde liegender Mechanismus identifiziert werden kann. 
Aktuell schlagt Schoenfeld (2005) diesbeztiglich ein theoretisches Modell fUr das "prob
lem-solving-in-action" vor, welches die Elemente knowledge (= Wissensbasis + Pro
blemlosestrategien), goals, beliefs und decision-making (umfasst u.a. Metakognition) 
enthiilt. Er geht davon aus, dass die beliefs eines Individuums die individuellen Ziele des 
Problem16seprozesses beeinflussen sowie die in Abhiingigkeit der Ziele aktivierte Wis
sensbasis bzw. Strategien. Je nach Wissensbasis, Strategien, Zielen und beliefs werden 
dann Entscheidungen getroffen. 

Ein Transfer von Problem16sefahigkeiten scheint nur moglich, wenn diese in Form 
von abstrakten Wissensstrukturen vorliegen, die durch einen Abstraktionsprozess kon
struiert werden. Dies impliziert Bedingungen fUr Problemlosetrainings, von denen im 
Abschnitt 3 einige vorgestellt werden. Genauer zu klaren ist, wie sich die (mathemati
sche) Problem16sefahigkeit im Mathematikunterricht entwickelt und wie der Unterricht 
diese Entwicklung beeinflusst bzw. weJche Unterrichtsvariablen forderlich sind. 

2.6 Andere Forschungsansatze 

Es soll an dieser Stelle erwahnt werden, dass es in der Mathematikdidaktik, der Psy
chologie und den Erziehungswissenschaften namrlich noch andere Perspektiven und 
Forschungsansatze zu dem Themenbereich Problemlosen gibt. Die Darstellung in den 
Abschnitten zuvor beschreibt einen Forschungsstrang, der in den letzten Jahrzehnten vor 
allem in der sog. "westlichen Welt" eine wichtige Rolle spielte. 1m Westen vergleichs
weise wenig rezipiert wurden dagegen die Forschungsansatze sowjetischer Psycho log en, 
deren Ergebnisse beispielsweise auch die Mathematikdidaktik in der DDR beeinflusste 
und die hier kurz angerissen werden sollen. 

Die Grundidee der sowjetischen Psychologie basiert vor allem auf dem Tatigkeits
konzept, das von Rubinstein (1976) in den 1940er Jahren eingefuhrt und von Galperin 
und Leontjew (1966) als Basis fUr eine Charakterisierung des Denkens als Prozess (geis
tige Tatigkeiten) weiterentwickelt wurde. Ahnlich wie die Gestaltpsychologen geht es im 
Falle des Problemltisens hierbei urn die Umstrukturierung eines Ausgangszustandes, 
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wobei aber von einem Rfickkopplungseffekt ausgegangen wird, d.h. vorausgegangene 
Denkresultate beeinflussen immer wieder nachfolgende Denkprozesse. Als wesentliche 
Komponenten insbesondere des mathematischen Denkprozesses werden die Synthese 
und die Analyse in ihrem Zusammenspiel angesehen. Dabei beginnt ein ProblemlOse
prozess zunachst mit einer Synthese in Form einer Gesamtschau auf das Problem. Sind 
die Problemmerkmale erfasst, erfolgt als Orientierung eine Analysephase, in der die 
wesentlichen Aspekte des Problems identifiziert werden, urn zu einer Problem16sung zu 
kommen. Dabei finden immer wieder kurze Synthesephasen statt, in denen neue Er
kenntnisse mit relevantem vorhandenem Wissen integriert werden. 

1m Bereich der sowjetischen Problemloseforschung ist vor allem Krutetskii zu er
wahnen (vgl. Krutetskii, 1976). Er untersuchte in den 1950er und 1960er Jahren eine 
Reihe von Schiilerinnen und Schiilem, die verschiedene mathematische Fahigkeiten 
aufwiesen. Dabei wurde das ProblemlOseverhalten der Lemenden anhand ihrer schriftli
chen Losungen, der aufgezeichneten Erklarungen sowie nachfolgend geflihrter diagnos
tischer Interviews analysiert. Eine wesentliche Erkenntnis Krutetskiis ist, dass sich starke 
und schwache Problem16ser darin unterscheiden, welche Merkmale einer Problemstel
lung sie wahmehmen: Wahrend gute Problemloser eher die Problemstruktur fokussieren, 
verarbeiten schwache Problemloser oft auch wenig nfitzliche Oberflachenmerkmale. 

Die Erkenntnisse der Psychologie fanden Eingang in Lemtheorien und auch Kon
zepte zum Mathematikunterricht. Da nach Galperin und Leontjew (1966) das Wesen der 
geistigen Tatigkeiten in Orientierungstatigkeiten liegt, muss entsprechend eine hinrei
chende Orientierungsgrundlage vorhanden sein, urn Denkprozesse erfolgreich durchflih
ren zu konnen. In der DDR wurde dieser Ansatz beispielsweise von Lompscher (1976) 
sowie SteinhOfel, Reichold und Frenzel (1988) aufgegriffen. 

Als wichtige Arbeiten zu heuristischen Losungsverfahren im Hinblick auf das ma
thematische Problem16sen waren an dieser Stelle noch Danilowa (1964) und Konig 
(1975) zu erwahnen. Auch die Arbeiten von Bruder (2003) sind hier einzuordnen und 
werden mit dem in Abschnitt 3.1 beschriebenen Programm zur Forderung der Problem
lOsefahigkeit genauer beschrieben. 

3 Forderung der mathematischen Problemlosekom
petenzen 

In der Mathematikdidaktik wurde insbesondere seit den 1980er Jahren eine Ffille von 
Vorschlagen gemacht, wie ein flir die Problem16sefahigkeit f6rderlicher Unterricht aus
sehen kann. Viele dieser Vorschlage basieren auf theoretischen Uberlegungen und Er
fahrungen, die in die Konzeption von Unterrichtselementen eingeflossen sind. So gibt 
~eispielsweise Kilpatrick (1985) eine Klassifizierung von Ansatzen zur F orderung von 
ProblemlOsefahigkeiten an. Er analysierte MaBnahmen fiber einen Zeitraum von 25 Jah
fen und teilt die Forderungsansatze in die folgenden Gruppen ein: Osmosis (implizites 
Lemen durch individuelles Losen von Problemen), Memorization (Kennenlemen von 
Teilprozessen des Problemloseprozesses), Imitation (Lemen durch Nachahmen von Ex
perten), Cooperation (Lemen durch kooperatives Arbeiten in Gruppen) und Reflection 
(Lemen durch Reflektion der eigenen Problemlosetatigkeiten). Auch Zech (1998) listet 
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in seinem Standardwerk zur Mathematikdidaktik verschiedene Methoden auf, mit denen 
im Mathematikunterricht die Problem16sefahigkeit gefordert werden soll. Inwieweit die 
vorgeschlagenen Ideen in der Realitat tatsachlich ihr Ziel einer Forderung von Problem-
16seHihigkeiten erreichen, wurde allerdings in den wenigsten Fallen mit standardisierten 
Methoden bei einer groBeren SchUlerstichprobe evaluiert. Aus verschiedenen Grunden 
fand die Evaluation oft nur in Einzelfallen statt. 

Die Schwierigkeiten bei der Ausarbeitung von FordermaBnahmen fur die mathemati
sche Problem16sekompetenz gehen sicherlich auch auf Defizite der Forschung zur Ent
wicklung der mathematischen Problem16sefahigkeit (individuell und im Mathematik
unterricht) zuruck. Es gibt bisher keine elaborierten Theorien zur Entwicklung dieser 
Fahigkeit (insbesondere im Rahmen der sozialen Interaktion des Unterrichtsgeschehens). 
Entsprechend ist es kaum moglich, optimale MaBnahmen fur den Unterricht abzuleiten .. 
Punktuell liegen dagegen Ergebnisse fur die Individualebene vor. So zeigte die Mtinste
raner Studie tiber Problemlosungsprozesse bei un16sbaren Problemen, dass bereits bei 
Grundschulkindem viele der Strategien verfUgbar sind, die auch Erwachsene verwenden. 
Zudem halten sich die Kinder auch an logische Regeln, die allerdings nach einer be
stimmten Hierarchie geordnet sind (Stein, 1996, 1999; Buchartz, 2003). 

Mathematikdidaktische Ansatze zum problem16senden Unterricht orientieren sich 
haufig an einem oder mehreren der Bereiche Wissensbasis, ProblemlOsestrategien, Me
takognition und Dispositionen. So wird fur den Bereich der Wissensbasis diskutiert, in 
welcher Form und auf welchem Niveau Wissen tiber mathematische Begriffe vorliegen 
muss (Vollrath, 1984). Die Fragestellung, wie Mathematik als Werkzeug zur Wissens
reprasentation im Unterricht umgesetzt werden kann, wird in einem langjahrigen For
schungsprogramm an der Universitat Osnabruck untersucht (Cohors-Fresenborg, 1996). 
Empirische Ergebnisse auf Basis von TIMSS-Aufgaben zeigen hier, dass SchUlerinnen 
und SchUler an zwei Versuchsschulen bessere Mathematikleistungen erreichten als eine 
Vergleichsstichprobe im Rahmen der TIMS-Studie (Cohors-Fresenborg & Klieme, 
2000t Wichtiger Aspekt des Osnabrucker Curriculums ist die Hervorhebung metakog
nitiver Elemente im Unterricht. Wie Sjuts (2003) unter Bezug auf Reusser (1998) dar
stellt, kann eine Forderung metakognitiver Kompetenzen nicht inhaltsfrei und unver
bindlich erfolgen. Neben einer didaktisch-fachlichen Einbindung, bei der insbesondere 
adaquate Aufgabenstellungen hervorgehoben werden, ist ebenso eine sozial-unter
richtliche Einbindung notwendig, in der die Lemenden unter Anleitung, Beratung, Un
terstiitzung und Sicherstellung der Lehrkraft den Erwerb mathematischen Wissens mit 
dem Erwerb metakognitiver Kenntnisse und Fertigkeiten verkntipfen. Sjuts (2003) fol
gert, dass die Forderung von Metakognition eines didaktisch-sozialen Vertrags bedarf. 
Entsprechende Vorschlage wurden auf der Grundlage empirischer Ergebnisse auch von 
Schneider und Hasselhom (1988) in Form von Instruktionsprinzipien fur einen metakog
nitionsfOrderlichen Unterricht herausgearbeitet. Dass zur Forderung metakognitiver 
Kompetenzen eine bewusste Wissensbasis notwendig ist, deuten die Ergebnisse von 
Kretschmer (1983) an. In seiner Studie mit zwolfjahrigen SchUlerinnen und SchUlem 
stellte er fest, dass das Steuerungsverhalten im Problem16seprozess eher assoziativ denn 

4 Dies ist insbesondere auch deshalb auffallig, weil den Versuchsklassen aufgrund des Osna

briicker Curriculums Stoff im Umfang von einem Halbjahr fehlt. 
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reflektiert ablief. Entsprechend folgert er, dass zunachst ausreichend Erfahrungen mit 
heuristischen Strategien vorhanden sein mussen, bevor uber diese in einem produktiven 
Sinne reflektiert werden kann. Zimmermann (2003b) schlieBt daraus, dass Heuristiken 
zunachst implizit erlemt werden sollen, bevor sie zu einem spateren Zeitpunkt bewusst 
gemacht werden. 

Auch bei dem vierstufigen Schema zum Problem16sen von Polya (1949) handelt es 
sich urn eine Anleitung, die neben verschiedenen strategischen Hinweisen auch meta
kognitive Aspekte betont. Polya, in gewisser Weise der Vater des Problem16sens (aus 
mathematischer Sicht), unterteilte aufgrund von Beobachtungen an Studierenden sowie 
eigenen theoretischen Uberlegungen den Problem16seprozess in vier Phasen und entwi
ckelte daraus eine Anleitung, die Lemende beim Losen von mathematischen Problemen 
unterstUtzen solI. 1m ersten Schritt geht es zunachst urn das vollstandige Verstehen des 
Problems. Hier geht es zweifellos darum, eine geeignete Problemreprasentation aufzu
bauen und entsprechend ein Situationsmodell abzuleiten, flir das die vorliegende Wis
sensbasis adaquat ist. 1m zweiten Schritt geht es urn die Entwicklung einer Losungsidee. 
Wesentlich ist die Zuruckflihrung der aktuellen Aufgabe auf bekannte Aufgabentypen 
bzw. vorhandenes Wissen. Es geht darum, flir den Problernraum geeignete Operatoren 
zu finden. Explizit sieht Polya auch die Moglichkeit einer Pause VOf, falls man keine 
Losungsidee generieren kann. 1m dritten Schritt geht es schlieBlich urn die Ausarbeitung 
einer Losung und die damit verbundene kritische Prufung jedes einzelnen Losungs
schritts. Der letzte Schritt beinhaltet eine Kontrolle des Ergebnisses sowie die Uberle
gung, wie die Losung bzw. Losungsmethode flir andere Probleme nutzbar gemacht wer
den kann. Dieser Schritt umfasst in gewisser Weise einen moglichen Transfer der Lo
sungsmethode, der durch einen Abstraktionsprozess (Dekontextualisierung von der Uf

sprung lichen Problemsituation) ermoglicht werden solI. 
Obwoh.! mit dem Schema von Polya eine Anleitung zum Problemlosen vorliegt, die 

mit kognitionspsychologischen Modellen konsistent ist,· ist die Implementation dieser 
Idee in Form eines Problemlosetrainings im Mathematikunterricht keinesfalls trivial. Ein 
bekanntes Problem bei Trainingsstudien zum Strategieerwerb ist beispielsweise, dass die 
Lemenden die erwiinschten Strategien zwar erwerben, aber in entsprechenden Situa
tionen nicht verwenden. Dieses Phanomen, das Flavell und Wellman (1977) als Produk
tionsdefizit beschreiben, ist vermutlich darauf zuruckzuflihren, dass die Lemenden mit 
anderen, eventuell auch suboptimalen Strategien besser zurechtkommen oder dass ein 
Aufruf der neu erlemten Strategien zu viele kognitive Ressourcen verbraucht und so flir 
die Lemenden eher hinderlich ist (cognitive load theory, vgl. Sweller, 1994). 

Umstritten ist zudem, ob Problemlosestrategien unabhangig von einer Wissensbasis 
gefordert werden konnen, oder ob diese Strategien nicht immer gleich mit einem Kon
text gebundenen Schema verknupft sind. Letzteres wurde bedeuten, dass erlemte Strate
gien sich mit Elementen des Trainingskontextes zu chunks verbinden, die bei einem 
Problemloseprozess aufgerufen werden. Der Transfer uber den Trainingskontext hinaus 
ware damit nicht moglich (Owens & Sweller, 1989; Lawson, 1990; Sweller, 1990). 

Chinnappan und Lawson (1996) stellen in diesem Zusammenhang eine Klassifikation 
von Strategien vor und unterscheiden sechs Kategorien je nach Grad der Bereichsspezi
fitat (task-specific, domain-specific, domain-related, task-oriented (beliefs), executive 
und metacognitive-heuristic). In zwei Studien mit Zehntklasslem (N = 26 und N = 42) 
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wurde jeweils ein dreiwochiges Training (17 Unterrichtsstunden) von executive strate
gies (planning, allocation of attention, selection and monitoring activity), also bereich
sunspezifischen Strategien, beim Losen von Geometrieaufgaben durchgefuhrt. Das Trai
ning fand im reguUiren Mathematikunterricht auf Basis von Materialien start. Eine Kon
trollgruppe bekam die gleichen Materialien ohne Strategieanweisungen. Der Unterricht 
wurde fur beide Gruppen von einem der Projektleiter ubemomi11en. Die Ergebnisse des 
Vergleichs von Vortest und Nachtest zeigten, dass das Training sowohl fur einen nahen 
Transfer als auch fur einen weiten Transfer im Bereich der Geometrie erfolgreich war, 
ein Transfer bereichsunspezifischer Strategien hier also moglich war. 

Unklar bleibt, ob ProblemlOsetrainings im Mathematikunterricht unter Realbedingun
gen erfolgreich sind, d.h. ohne eine fortlaufende Betreuung von Lehrkraften und/oder 
Schiilem von auBen. In den folgenden Abschnirten werden drei ausgewahlte aktuelle 
Forschungsprogramme zur Forderung der individuellen mathematischen Problemlosefa
higkeit im Mathematikunterricht vorgesteUt. Diese basieren jeweils auf materialgesmtz
ten Lemumgebungen und fokussieren einzelne Teilbereiche der ProblemlOsekompetenz, 
fur die ein naher Transfer angestrebt wird. Die systematische Evaluation in Vor- und 
Nachtest-Designs zeigt, dass eine Forderung der Problemlosefahigkeit im regularen Ma
thematikunterricht gelungen ist. 

3.1 Das Unterricbtskonzept zurForderung von ProblemlOse
kompetenzen nach Bruder 

In der Darmstadter Arbeitsgruppe urn Regina Bruder wurde im Rahmen eines DFG
Projektes ein Unterrichtskonzept zur Forderung von Problemlose- und Selbstregulations
kompetenzen ausgearbeitet, implementiert und evaluiert. Das Konzept basiert einerseits 
auf Polya (1949) und greift andererseits auf den Ansatz der geistigen Beweglichkeit von 
Lompscher (1976) zurUck. Geistige Beweglichkeit zeigt sich beim ProblemlOsen mit 
mathematischen Mirteln in verschiedenen Erscheinungsformen, die mit Reduktion, Re
versibilitat, Aspektbeachtung, Aspektwechsel und Transferierung bezeichnet werden. 
Den Erscheinungsformen lassen sich jeweils heuristische Techniken, Hilfsmirtel oder 
Prinzipien zuordnen, wie Aspektwechsel, Strategie des Vorwarts- und Ruckwartsarbei
tens, heuristisches Transformationsprinzip (ausfuhrlich in Bruder, 2003). 

1m Mathematikunterricht sieht Bruder (2003) fur das Erlemen von Heurismen vier 
Etappen vor. Die erste Etappe (Reflektion) sieht zunachst die Gewohnung an heuristi
sche Methoden und Techniken vor. Dabei werden heuristische Techniken implizit ver
wendet, aber nicht von der Lehrperson thematisiert. AnschlieBend folgt das Bewusst
machen einer spezieUen Methode oder Technik anhand eines markanten Beispiels (Stra
tegiebereitsteUung). In der drirten und vierten Etappe (Kontexterweiterung durch flexible 
Strategieanwendung) folgen kurze Ubungen zur neu erlemten Methode bzw. Technik, 
die in verschiedenen Aufgabenvarianten angewendet werden soU, und dann vertiefende 
Ubungen, in denen die "unbewusste" Strategieanwendung, d.h. eine Prozeduralisierung 
angestrebt wird. Ahnlich wie Zimmermann (2003b) vorschlagt, steUt Bruder (2003) 
zunachst eine Phase des impliziten Strategieerwerbs voran, urn diese erst in der zweiten 
Phase explizit zu machen und zu reflektieren. 
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In einer auBerunterrichtlich organisierten Trainingsstudie wurden zunachst Teile des 
Problemlose- und Selbstregulationstraining probiert und optimiert. 1m Anschluss wurde 
dann in einer ersten Interventionsstudie in neun Schulklassen (Jahrgangsstufen 7 bis 10) 
das ausgearbeitete Unterrichtskonzept implementiert. Die beteiligten Lehrkrafte wurden 
uber Fortbildungen in das Konzept eingewiesen und setzten es uber den Zeitraum eines 
Schuljahres urn. Zu Schuljahresbeginn gab es jeweils eine explizite Einflihrung in das 
Problemlosen, wahrend in den folgenden Monaten Problemloseelemente in die Inhalts
bereiche des Unterrichts und der Hausaufgaben integriert wurden (Komorek, Bruder & 
Schmitz, 2004). 1m Zuge der Intervention wurden mittels verschiedener Erhebungsin
strumente zahlreiche Daten gesammelt. Die mathematischen Leistungstests (Vor-Nach
test-Design) zeigten flir sechs der neun Klassen positive Ergebnisse. Auf der Individual
ebene profitierte vor aHem das schwachste Leistungsdrittel von dies em Unterrichtskon
zept, wahrend die ubrigen Leistungsgruppen kaum Veranderungen zeigten. Fur die Klas
senstufen 7 und 8 ergab eine Detailanalyse, dass die Verwendung heuristischer Strate
gien vom Vortest zum Nachtest zugenommen hatte und sich positiv auf die Leistung 
auswirkte (Komorek, Bruder & Schmitz, 2004). Die Aussagekraft dieser ersten Studie ist 
aus verschiedensten Grunden noch beschrankt (z.B. ausgewahlte Lehrkrafte, keine Kon
trollgruppe), eine Feldstudie zur Validierung ist derzeit in Auswertung. 

3.2 Das IMPROVE-Programm von Mevarech und 
Kramarski 

Die Forderung von metakognitiven Fahigkeiten ist ein wichtiger Aspekt der Forderung 
von ProblemlOsekompetenzen. So gelang es beispielsweise Schoenfeld (1989) durch 
Trainingsprogramme, bei denen insbesondere metakognitive Aspekte des Problemlosens 
fokussiert wurden, den Anteil von Lemenden mit unsystematischem Vorgehen von 
durchschnittlich 60% auf etwa 20% zu senken. Anzumerken ist, dass es bei den Trai
nings urn die Forderung metakognitiver Fahigkeiten und bereichsspezifischer Strategien 
ging (Chinnappan & Lawson, 1996). Positive Effekte bei SchUlerleistungen im mathe
matischen Problemlosen durch metakognitive Trainingseinheiten konnten auch in den 
Studien von Lester, Garofalo und Kroll (1989) sowie beim IMPROVE-Programm von 
Mevarech, Kramarski und Kollegen (Mevarech & Kramarski, 1997) gezeigt werden. 
Insbesondere Lester et al. (1989) heben hervor, dass das Training am effektivsten ist, 
wenn es bereichsspezifisch angelegt ist. 

Bei dem in Israel entwickelten IMPROVE-Programm handelt es sich urn eine Unter
richtsmethode, die in der Tradition von Polya (1949) steht und (1) die Forderung von 
Strategieerwerb und metakognitiven Prozessen, (2) das kooperative Lemen in leistungs
heterogenen Gruppen und (3) ein produktives Feedback zu einem Gesamtkonzept inte
griert. IMPROVE ist ein Acronym flir IntroduCing new concepts, Metacognitive ques
tioning, Eracticing, Reviewing and reducing difficulties, Qbtaining mastery, Y..erijication 
und /inrichment. Der Bereich metacognitive questioning ist noch einmal unterteilt in 
Fragetypen (comprehension questions, strategic questions, connection questions), die 
den Lemenden bei der Problemlosung untersllitzen sollen. Metakognitive Aktivitaten 
werden durch prompt cards und andere Lemmaterialien initiiert und untersmtzt. 
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Das IMPROVE-Programm wurde in diversen Interventionsstudien evaluiert, wobei 
in einigen Untersuchungen in verschiedenen Experimentalgruppen nur Teile des Pro
gramms durchgefUhrt wurden (Mevarech & Kramarski, 1997; Mevarech, 1999; Kra
marski, Mevarech & Armani, 2002). Bei den in Mevarech und Kramarski (1997) vorge
stellten Untersuchungen handelt es sich urn Interventionsstudien in Jahrgangsstufe 7, die 
sich inhaltlich vor allem auf die Algebra beziehen. IMPROVE wurde dabei in den regu
laren Mathematikunterricht von drei Klassen (N = 99) implementiert und iiber einen 
Zeitraum von einem Halbjahr mit einer Kontrollgruppe (fUnf Klassen, N = 148) vergli
chen. Der Unterricht wurde von den regularen Lehrkraften erteilt. In einer zweiten Stu
die wurde das Programm fUr ein ganzes Schuljahr in Klasse 7 eingesetzt (sechs Experi
mentalklassen, N = 164 und drei Kontrollklassen, N = 101). In heiden Studien waren die 
Experimentalgruppen den Kontrollgruppen in einem Nachtest deutlich iiberlegen. Starke 
Effekte wurden fUr das mittlere und obere Leistungsdrittel festgestellt, wahrend sich das 
untere Leistungsdrittel nicht signifikant von der entsprechenden Gruppe in der Kontroll
stichprobe unterschied. Besonders stark waren die Leistungsunterschiede zwischen Ex
perimental- und Kontrollgruppe bei Aufgaben zum Beweisen und Begriinden, aber auch 
bei anderen Aufgabentypen (z.B. Textaufgaben) zeigten sich deutliche Effekte. Einge
schrankt werden die Ergebnisse dieser beiden Studien durch das Design. Es gab eine 
Einteilung der Kontrollgruppen in leistungshomogene Gruppen, wahrend die Experi
mentalklassen leistungsheterogen waren. Mevarech und Kramarski (1997) heben aber 
hervor, dass es andere Evaluationsstudien fUr IMPROVE gibt, in denen die Kontroll
und Experimentalgruppen in leistungsheterogenen Klassen unterrichtet wurden. 

3.3 Die Lernumgebung "Heuristische Losungsbeispiele" von 
Reiss und Renld 

Auf Grundlage von empirischen Ergebnissen zu Beweiskompetenzen bei SchUlerinnen 
und Schiilem der Sekundarstufe sowie Videoanalysen zum Unterricht iiber das mathe
matische Beweisen entwickelten Reiss und Renkl (2002) das Konzept der heuristischen 
Losungsbeispiele. Es handelt sich dabei urn eine didaktische Erweiterung der bereits 
erfolgreich evaluierten Lemumgebung Losungsbeispiele (z.B. Renkl, 2001), die sich 
bisher aber nur auf algorithmische Problemstellungen bezog. 

Bei Losungsbeispielen handelt es sich urn fertig geloste Beispielprobleme, die aus 
der Problemstellung, den Losungsschritten und der Losung bestehen. Die Lemenden 
sind beim Lemen aus. Losungsbeispielen angehalten, sich die einzelnen Losungsschritte 
selbst zu erklaren, urn so ein Losungsschema fUr das gegebene Problem zu generieren. 
Die Bearbeitung mehrerer Losungsbeispiele zu gleich strukturierten Problemen sorgt fUr 
eine Dekontextualisierung des erworbenen Losungsschemas. Der Erfolg der Losungsbei
spiele gegeniiber dem problemorientierten Lemen wird mit der cognitive load theory 
(Sweller, 1994) erklart: Wahrend beim problemorientierten Lemen gleichzeitig kogni
tive Ressourcen fUr Aufgabenlosung und Konstruktion eines abstrakteren Losungssche
mas verwendet werden miissen, werden bei Losungsbeispielen keine kognitiven Res
sourcen durch die Aufgaben16sung gebunden. 

1m Gegensatz zu den klassischen Losungsbeispielen wird bei den heuristischen Lo
sungsbeispielen nicht nur der Losungsweg abgebildet, sondem vor aHem auch der 
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Losungsprozess. Damit werden die heuristischen Strategien explizit gemacht und bleiben 
nicht, wie beispielsweise bei einem fertig vorgegebenen Beweis, unerkannt. Die heutisti
schen Losungsbeispiele sind bisher rur geometrische Beweisprobleme der Jahrgangsstu
fen 8 entwickelt worden. Der ~argestellte Beweisprozess basiert auf den Phasen des 
Beweismodells von Boero (1999). 

In einer Interventionsstudie mit 243 Schiilerinnen und Schiilem (zehn Gymnasial
klassen) wurde die Lemumgebung (ein Set aus drei Losungsbeispielen) evaluiert (Hein
ze, Reiss & GroB, 2006). Die Experimentalgruppe umfasste dabei sechs Klassen (N = 
150), die Kontrollgruppe vier Klassen (N = 93). 1m Rahmen des regularen Unterrichts 
zum Beweisen und Begriinden in Klasse 8 wurden in den Experimentalklassen die letz
ten fiinf Unterrichtsstunden durch die Lemumgebung Losungsbeispiele ersetzt. Die 
Schiilerinnen und Schuler bearbeiteten alleine oder in Partnerarbeit die ausgegebenen 
Materialien mit den dargestellten Beweisprozessen zu drei geometrischen Beweispro
blemen. Die Lehrkrafte waren unterstiitzend tatig. Wahrend Kontroll- und Experimen
talgruppe im Vortest keinen signifikanten Unterschied in der Leistung aufuriesen, war 
die Experimentalgruppe im Nachtest signifikant besser. Eine EffektgroBe von 
d = 0.47 weist auf einen mittleren Effekt hin. Bezogen auf die mehrschrittigen Beweis
probleme in den Tests zeigte sich sogar eine Effektstarke von d = 0.59. Damit hat sich 
die Lemumgebung gerade bei der Losungshaufigkeit von mehrschrittigen Beweisaufga
ben hypothesenkonform ausgewirkt. Eine Einteilung der Probanden nach Leistungsdrit
teln (bezogen auf den Vortest) ergab, dass insbesondere das schwache und das mittlere 
Leistungsdrittel bei der Losungshaufigkeit von ein- und mehrschrittigen Aufgaben zu
gelegt haben (vgl. Heinze, Reiss & GroB, 2006). 

3.4 Zusammenfassung 

Insgesamt lasst sich feststellen, dass es in Bezug auf das mathematische Problem16sen 
evaluierte Instrumente gibt, welche die individuelle Problem16sefahigkeit im Rahmen 
des regularen Mathematikunterrichts fdrdem. Auch wenn immer noch urnstritten ist, 
inwieweit ein Transfer von Problem16sestrategien unabhangig von der bereichsspezifi
schen Wissensbasis moglich ist, so zeigt sich in den vorgestellten Programmen, dass 
Transfer innerhalb eines Bereiches (z.B. Kongruenzgeometrie) moglich ist. Es ist zu 
vermuten, dass diese Flexibilitat von Strategien innerhalb eines Bereichs Voraussetzung 
darur ist, dass die Bedeutung dieser Strategien auch ubergeordnet (z.B. in der Mathema
tik) erkannt wird. Dies konnte beispielsweise dadurch passieren, dass durch das Erken
nen von Analogien (die gleiche Strategie wurde bisher unabhangig voneinander in Al
gebra und Geometrie angewendet) Abstraktionsprozesse in Gang gesetzt werden. 

Auch wenn uber die Entwicklung von Problem16sefahigkeiten noch keine stabile 
theoretische Basis vorhanden ist, so ist gesichert, dass diese Fahigkeit zunachst bereichs
spezifisch erworben wird. Genau darauf zielen die vorgestellten Programme ab, sodass 
sich ihre Forderung nicht nur auf generelle Strategien oder Metakognition bezieht, son
dem diese auch mit inhaltlichen Aspekten verknupft wird. Allerdings gibt es in allen 
Programmen auch Hinweise auf eine Generalisierbarkeit der trainierten Strategien. 
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4 Zurn Zusarnrnenhang von inner- und au8errnathe
rnatischer Problernlosekornpetenz 

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, wird die Problem16sekompetenz haufig eng mit 
dem Schulfach Mathematik in Verb in dung gebracht. Die Ursache dafur liegt wohl in der 
Annahme, dass die Mathematik mit ihren abstrakten Strukturen gut dazu geeignet ist, die 
allgemeine Fahigkeit des Problemlosens zu entwickeln, sodass diese auch auf auBerma
thematische Bereiche angewendet werden kann. Entsprechend konnte man auch umge
kehrt vermuten, dass die Problemlosefahigkeiten von Schiilerinnen und Schiilern, die in 
auBermathematischen Bereichen erworben wurden, produktive Wirkung in def Ent
wicklung mathematischer Kompetenzen zeigen. Wie allerdings anhand der zuvor darge
stellten Problematik des Transfers von Problem16sefahigkeiten deutlich geworden ist 
(vgL Abschnitte 2.4 und 3), diirften die Wechselwirkungen von auBer- und innermathe
matischen Problem16sekompetenzen nicht automatisch vorhanden sein, sondern miissen 
entsprechend gefdrdert werden. 

1m Folgenden werden Ergebnisse von PISA 2003 sowie einer eigenen Studie zum 
Zusammenhang des inner- und auBermathematischen Problemlosens vorgestellt und 
diskutiert. 

4.1 Facheriibergreifendes ProblemlOsen bei PISA 2003 

1m Rahmen der PISA-Studie 2003 wurde neben den drei Bereichen Mathematik, Natur
wissenschaften und Lesen im internationalen Teil u.a. auch die analytische Problemlose
kompetenz5 erhoben (PISA-Konsortium Deutschland, 2004). Der Problemlosetest von 
P1SA 2003 umfasst die drei Skalen Entscheidungen treffen, Systeme analysieren und 
entwerfen und Fehler erkennen. Zu den ersten beiden Bereichen gab es jeweils vier Auf
gaben, zu dem letzten Bereich zwei Aufgaben. Da die Aufgaben in einigen Hillen un
terteilt waren, ergaben sich bei der Auswertung insgesamt 27 Items. In allen Problemen 
ging es darum, die Problemsituation zu verstehen, Abhangigkeiten und Beziehungen zu 
erkennen, daraus Handlungsmoglichkeiten zu generieren und schlieBlich eine Handlung 
auszufuhren (fur eine ausfuhrlichere Beschreibung und Beispielaufgaben vgL PISA
Konsortium Deutschland, 2004, Kap. 5). 

Die Ergebnisse fielen fur die deutsche Population (N = 4660) vergleichsweise positiv 
aus. Mit 513 Punkten auf der PISA-Skala befand sich Deutschland bei der Problem16se
kompetenz oberhalb des OECD-Durchschnitts. Wahrend 14% der deutschen Population 
als Risikogruppe eingestuft wurde (bezogen auf eine berufliche Tatigkeit, in der die ge
testeten Fahigkeiten relevant sind), gelten 58% als hinreichend gut vorbereitet. Die Un
terschiede bei den Teilpopulationen aus den verschiedenen Schulformen fallen er
wartungsgemaB aus (PISA-Konsortium Deutschland, 2004). 

Wie in der Einleitung erwahnt, wird hier kein Bezug zur dynamischen (d.h. komplexen) Pro
blemlOsekompetenz genommen. Diese war in einer nationalen Erganzungsstichprobe ebenfalls 
in PISA erhoben worden. 
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Auffallig an den Ergebnissen des Problemlosetest ist nach Ansicht der Autoren, dass 
es einen starken korrelativen Zusammenhang zu den mathematischen Kompetenzen der 
SchUlerinnen und SchUler gibt, wobei die PISA-Ergebnisse in Mathematik absolut gese
hen allerdings nur im internationalen Mittelfeld liegen (503 Punkte). Die latente Korrela
tion zwischen Problemlosekompetenz und mathematischer Kompetenz liegt national wie 
international bei etwa r = 0.90 und bezogen auf die Schulformen in Deutschland zwi
schen r = 0.80 (Gymnasium) und r = 0.88 (Integrierte Gesamtschule). Selbst wenn man 
den Einfluss der kognitiven Grundfahigkeiten und der Lesekompetenz konstant halt, 
bleibt die latente Korrelation noch substanziell (bezogen auf die deutsche Teilstichprobe 
N = 535, fur die Ergebnisse zu kognitiven Grundfahigkeiten vorlagen). Die hohen Werte 
fur die korrelativen Zusammenhange relativieren sich allerdings, wenn man die statisti
schen und testtheoretischen Effekte mit einbezieht. Die PISA-Daten sind mittels des 
Rasch-Modells modelliert worden, wobei fur die Populationsparameter (wie z.B. Korre
lationen) zur Vermeidung von Schatzungenauigkeiten plausible values berechnet wurden 
(vgl. PISA-Konsortium Deutschland, 2004, Kap. 12.2). Es handelt sich also urn mess
fehlerbereinigte modellierte Daten, deren Korrelationen entsprechend hoher ausfallen. 

Unabhangig von der hohen latenten Korrelation zwischen mathematischer Kompe
tenz und Problemlosekompetenz bleibt ein anderes auffalliges Phanomen bei den PISA
Ergebnissen. Nur in zwei anderen Landern (Japan und Ungarn) ist der Unterschied zwi
schen Problemlosekompetenz und mathematischer Kompetenz groBer als in Deutsch
land, das sich mit Neuseeland den "dritten Platz" teilt (PISA-Konsortium Deutschland, . 
2004, S. 170). Unter der Annahme, dass sich die Problemlosekompetenz zu groBen Tei
len auBerhalb der Schule entwickelt, schlieBen die Autoren, dass das kognitive Potenzial 
der Lernenden im rytathematikunterricht in Deutschland nur mangelhaft ausgeschopft 
wird, urn die individuelle mathematische Kompetenz aufzubauen. Detailanalysen zeigen, 
dass bei der deutschen Population nur im oberen Leistungsquartil die beiden Kompeten
zen ahnlich gut entwickelt sind. Bei den iibrigen SchUlerinnen und SchUlern, darunter 
fast die gesamte Hauptschul- und Realschulstichprobe, ist die Problem16sekompetenz 
z.T. sehr viel besser als die mathematische Kompetenz. 

4.2 "Wer ist der Tiiter? Begriinde!" versus "Zeige, dass a = P!" 
Argumentationsfahigkeit beim Problemlosen in unter
schiedlichen Kontexten 

Der Zusammenhang zwischen Problemlosekompetenzen in inner- und auBermathemati
schen Kontexten ist auch Gegenstand einer Teilstudie eines DFG-Projektes zum Bewei
sen und Begrunden in der Geometrie6

• 1m Gegensatz zu dem Problemlosetest in PISA 
2003 ging es hierbei in der Hauptsache nicht nur darum, Probleme zu 16sen, sondern 
zusatzlich die Losung mit Argumenten zu begrunden. 1m Fokus stand also die Untersu
chung einer moglichen Korrespondenz zwischen der Argumentationsfahigkeit beim 
inner- und auBermathematischen Problemlosen. Die dabei verwendeten Instrumente 
waren zum einen ein Leistungstest zum Argumentieren, Beweisen und Begrunden im 

6 "Beweisen und Begriinden in der Geometrie" (RE 1247/4-1) im DFG-Schwerpunktprogramm 
"Bildungsqualitat von Schule". 
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Bereich der Geometrie und zum anderen ein Test aus drei Detektivaufgaben, bei denen 
gegebene Informationen logisch kombiniert werden mussten, urn den oder die Tater zu 
identifizieren (vgl. die Beispielaufgabe im Anhang). Es handelt sich also urn Aufgaben, 
die in der Kategorisierung von PISA 2003 unter Entscheidungsprobleme fallen. 

Beide Tests wurden in einer Stichprobe von 483 Schiilerinnen und Schiilem der 
Jahrgangsstufe 8 des Gymnasiums vorgelegt. Fiir die drei Items der Probiemioseskaia 
ergab sich eine Reliabilitat von a = 0.66 (Cronbach). Bei der Auswertung des Problem
lOsetests zeigte sich, dass etwa ein Viertel 
der Probanden aIle Tater und etwa die Tabelle 1: Richtigen Tater erkannt 
Halfte bei zwei Aufgaben die Tater richtig 
erkannt hat; knapp 4% haben keinen Tater 
richtig identifiziert (vgl. Tabelle 1). Zieht 
man allerdings die eingeforderten Begriin
dungen hinzu, so verschlechtem sich die 
Ergebnisse drastisch. Bei zwei moglichen 
Punkten pro Aufgabe (ein Punkt fur den 
richtigen Tater und eine teilweise Begriin

Anzahl richtiger 
Tateridentifikationen 

0 

1 

2 

3 

Prozent der kumulierte 
Probanden Prozente 

3,7 3,7 

19,0 22,8 

51,3 . 74,1 

25,9 100,0 

dung, zwei Punkte fur eine vollstandig korrekte Losung) ergab sich fur den Test das 
Gesamtergebnis in Tabelle 2. 

Knapp 39% der 483 Probanden gelingt es nicht, auch nur eine teilweise Begriindung 
fur eine der Tiiteridentifizierungen anzugeben; dabei haben wie zuvor erwahnt knapp 
96% der Probanden mindestens einen Tater richtig erkannt. Es muss dazu gesagt werden, 
dass bei der Korrektur der Begriindungen vergieichsweise "liberal" vorgegangen wurde 
und die Begriindungen der Schiilerinnen und Schuler nur inhaltlich gewertet wurden (es 
wurde also kein Wert auf sprachliche Kriterien, ganze Satze etc. gelegt, sondem auch 
stichwortartige Begriindungen wurden akzeptiert). 

Der Zusammenhang zu den Ergebnis
sen des Mathematiktests zum Beweisen 
und Begriinden ist zwar hochsignifikant, 
aber gering. Es ergibt sich nur eine Kor
relation von r = 0.18. Der korrelative 
Zusammenhang verringert sich noch, 
wenn man bei den ProblemlOseaufgaben 
nur das Erkennen des richtigen Taters 
akzeptiert und die Begriindung vemach
lassigt. 

Eine Auswertung nach Leistungsdrit
teln ergibt, dass das obere und mittlere 
Leistungsdrittel mit 36% bzw. 32% der 

Tabelle 2: Ergebnisse des ProblemlOsetests: 
Identijizierung und Oberfohrung der Tater 

Punktezahl Prozent der kumulierte 
Probanden Prozente 

° 39,1 39,1 
1 11,8 50,9 
2 16,1 67,1 
3 9,1 76,2 
4 14,1 90,3 
5 2,1 92,3 
6 7,7 100,0 

ProblemlOsepunkte etwa gleichauf liegen, wahrend das untere Leistungsdrittel mit 24% 
der Punkte signifikant schwacher im Problemlosetest abschneidet. Umgekehrt ergeben 
sich bei den durch den Problemlosetest definierten Extremgruppen (0 Punkte verso 6 
Punkte) zwar signifikante Untersehiede bei dem Leistungstest, aber auch nieht in dem 
AusmaB, das man erwartet hatte (35% zu 44% Losungshaufigkeit). 
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Insgesamt liisst sich festhalten, dass ein GroBteil der Schulerinnen und SchUler 
durchaus in der Lage ist, bei den Detektivaufgaben den richtigen Tater zu erkennen 
(25,7% bei allen Aufgaben, 77,2% zumindest bei zwei Aufgaben), sie aber erhebliche 
Schwierigkeiten haben, die gedanklich vollzogenen Uberlegungen argumentativ darzu
legen. Starke Zusammenhange zwischen Problemlosekompetenz und mathematischer 
Kompetenz konnten in dieser Untersuchung nicht nachgewiesen werden7

• Der Unter
schied zu den PISA-Ergebnissen ist moglicherweise auf Unterschiede im Untersu
chungsdesign zuruckzufUhren. So beschrankt sich unser Leistungstest auf den Bereich 
des Beweisens und Begrundens in der Geometrie und die Stichprobe auf das Gymna
sium. Des Weiteren wird mit den Detektivaufgaben nur eine der drei PISA-Skalen zur 
Problemlosekompetenz angesprochen und dies nur auf einen Kontext beschrankt. 

5 Disknssioo nod Fazit 

Betrachtet man zusammenfassend die dargestellten Ergebnisse bzw. den Stand der wis
senschaftlichen Diskussion zu dem Thema ProblemlOsekompetenzen, so ist festzustellen, 
dass trotz einer bisher fehlenden empirisch gesicherten Theorie zur individuellen Ent
wicklung dieser Kompetenz eine Reihe von notwendigen, forderlichen bzw. auch hin
derlichen Bedingungen bekannt sind. Eine adaquate Orientierungsbasis bieten hier vor 
all em die Bereiche Wissensbasis, Problem/Osestrategien, Metakognition und affektive 
Dispositionen, die sich sowohl fUr die Entwicklung von Trainingsprogrammen als auch 
fUr die Erklarung von empirischen Ergebnissen heranziehen lassen. 

So konnen bei den differierenden Ergebnissen zur mathematischen und auBermathe
matischen ProblemlOsekompetenz in PISA 2003 Aspekte der Bereiche Wissensbasis und 
Dispositionen als Ursache vermutet werden. Da bei der Losung mathematischer Pro
bleme das Wissen urn mathematische Fakten und Begriffe eine bedeutende Rolle spielt, 
ist es erklarlich, dass bei der Gruppe der Leistungsstarken die Differenz zwischen ma
thematischer und auBermathematischer ProblemlOsekompetenz geringer ausflillt als bei 
den leistungsschwacheren SchUlerinnen und SchUlem. Auch durfte die Motivation bei 
den auBermathematischen Problemen hOher sein als bei den mathematischen. Fur einen 
Transfer von auBerschulisch gewonnener Problemlosekompetenz in den Mathematikun
terricht ware zudem eine Analyse der bei den PISA-Aufgaben moglichen und bevorzugt 
verwendeten Problemlosestrategien von Bedeutung. 

In dies em Zusammenhang sind auch die kurz dargestellten Ergebnisse in Abschnitt 
4.2 zu sehen. Die schwachen Korrelationen zwischen den Resultaten eines Leistungstests 
zum geometrischen Beweisen und Begrunden und den Ergebnissen der drei Detektivauf
gaben durften auf eine Reihe von unterschiedlichen Anforderungen bei den beiden Tests 
zuruckzufUhren sein. Gemeinsam ist den Aufgaben die Exploration von Argumenten, 
deren Ziel gerichtete Kombination und schlieBlich die Darstellung der Argumentation. 
Dies geschieht jedoch auf vollkommen unterschiedlichen Wissensbasen, namlich geo
metrisches Faktenwissen des aktuellen und vergangenen Schuljahrs versus Wissen, das 
im Alltag haufig verwendet wird. Auch die individuellen Einstellungen (Motivation, 

Die hier dargestellten Ergebnisse konnten inzwischen in einer neuen, erweiterten Studie repli
ziert werden. Erste Ergebnisse finden sich in Rudolph-Albert und Kessler (im Druck). 
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beliefs) zu den beiden Aufgabenbereichen diirften sich stark unterscheiden (mathemati
sche Begrundungsaufgaben, die schwierig sind, versus Detektivaufgaben, wie sie in 
jedem Krimi vorkommen). Fraglich ist zudem, ob die bei den Detektivaufgaben verwen
deten ProblemlOsestrategien bei den geometrischen Problemen adaquat sind. 

Die laut PISA 2003 unzureichend genutzte Integration von auBermathematischen 
ProblemlOsekompetenzen in den Mathematikunterricht kann unter der Perspektive des 
Transfers von Kompetenzen betrachtet werden. Wie bereits in Abschnitt 2.4 dargestellt, 
ist dieser Transfer alles andere als ein einfacher Ubertragungsprozess, da das Wissen 
kontextualisiert erworben wird. Dies bedeutet, dass fUr den Unterricht zunachst solche 
mathematischen Probleme in Frage kOlI\men, zu denen strukturgleiche auBermathemati
sche Probleme existieren. Bei diesen konnte, eine ausreichende mathematische Wissens
basis und motivationale Einstellung vorausgesetzt, ein Transfer von Problemlosestrate
gien und metakognitiven Kontrollstrategien fUr mathematische Probleme nutzbar ge
macht werden. Nicht zu vemachlassigen sind dabei mogliche Einstellungseffekte durch 
mathematische beliefs der Lemenden, die durch den Mathematikunterricht aufgebaut 
wurden und ProblemlOseprozesse im mathematischen Kontext behindem konnten. 

Es ist nahe liegend, dass im Zusammenhang des Transfers von auBermathematischen 
Fahigkeiten in einen mathematischen Kontext individuelle mentale Modelle von mathe
matischen Begriffen eine bedeutende Rolle spielen diirften. Diese sind in der Mathema
tikdidaktik insbesondere in den letzten zehn Jahren als Grundvorstellungen mathemati
scher Begriffe verstarkt betrachtet worden. Sie beschreiben "Beziehungen zwischen 
mathematischen Strukturen, individuell-psychologischen Prozessen und realen Sachzu
sammenhiingen" (vom Hofe, 1995, S. 98) und dienen einem Individuum somit als Bin
deglied zwischen Mathematik und Realitat. Erganzende Analysen von Mathematikitems 
aus PISA 2000 haben beispielsweise gezeigt, dass den Grundvorstellungen beim Losen 
von Modellierungsaufgaben erhebliche Bedeutung zukommt (Blum, yom Hofe, Jordan 
& Kleine, 2004). Dies lasst vermuten, dass sie auch bei einem Transfer von auBerma
thematischer Problemlosekompetenz in einen mathematischen Kontext eine wesentliche 
Funktion einnehmen. 

Von Interesse ist an dieser Stelle narurlich, wie die vergleichsweise groBe Differenz 
zwischen mathematischer Kompetenz und auBermathematischer ProblemlOsekompetenz 
in der deutschen PISA-Stichprobe erklart werden kann (vgl. Abschnitt 4.1). Hier waren 
vergleichende landerspezifische Analysen bzw. erganzende Untersuchungen wiin
schenswert, urn empirisch gesicherte Anhaltspunkte zu f6rderlichen Bedingungen fUr 
eine erfolgreiche Nutzung von auBermathematischen ProblemlOsekompetenzen in ma
thematischen Lemprozessen zu erhalten. 
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Anhang 

Beispiel einer Detektivaufgabe (vgl. Abschnitt 4.2): Die Aufgabe mit Begriindungsfeld 
befand sich auf einer DIN A4 Seite und ist hier in kompakter Form wiedergegeben. 

In Oldenburg wurde eine Bank uberfallen. Der Vorfall ereignete sich urn 12.00 Uhr. 
Es kommen folgende Personen als Tater in Frage: Tina, Tobi und Tom. 

Zwei Zeugen berichten: 

Zeuge I: "Ich habe entweder Tom oder Tobi kurz nach 10.30 Uhr in Bremen gese
hen. Ich kenne die zwei nicht so gut und bin mir deshalb nicht sicher. Tina 
ist dort erst urn 16.00 Uhr aufgetaucht." 

Zeuge II: "Ich habe Tom urn ca. 13:00 Uhr in Osnabriick gesehen. Tina habe ich dort 
schon eine Stunde fruher gesehen." 

Wer kommt nach den Angaben der Zeugen als Tliter in Frage? 

Tina 0 Tobi 0 Tom o 
Begrundung: 


