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Im Anschluss an eine vorangehende Arbeit 1 wird gezeigt, dass man im Rahmen des 
statistischen Atommodells bei Berª des Weizsiickerschen kinetischen Energie- 
anteils in der Wechselwirkungsenergie der beiden N-Atome die Bindung des l~2-Molekiils 
erkliirert kann. Bei Voraussetzung einer einfachen Superposition der Elektronenwolken der 
Atome ergibt sich fª den Kernabstand ~o = 1,39 A und fª die Bindungsenergie D = 10,9 eV. 
Wiihrend die Bindungsenergic mit der empirischen sehr gut ª ist der Kernab- 
stand ira Verh~iltnis zum empirischen um cca 30% zu gross. Diese Diskrepanz dª sich 
jedoch in den h~heren N/iherungen verringern. 

1. Einleitung und Zusammenfassung 

In  einer  v o rangehenden  kurzen  Mit tei lung 1 wurde  gezeigt ,  dass m a n  ira 
R a h m e n  der  s ta t i s t i schen Theorie  der  A tome  f ª  hom6opola re  Molekª so 
insbesondere  f ª  das N2-Molekª eine B indung  erh/ilt, sofern m a n  in der  
Wechselwirkungsenergie  die Weizsiickersche Inhomogen i t / i t skor rek t ion  der  
kinetischer~ Energie  ber ª  Die dor t  e rhahenen  Resu l t a t e  k6nnen  n u r  
als vor lauf ig  b e t r a c h t e t  werden,  denn es wurde  erstens fiir die E lek t ronen-  
dichte  der freien N - A t o m e  - -  aus der wir  durch  einfache Superposi t ion  die 
E lek t ronend ich t e  des Molekª au fgebau t  haben  - -  nur  eine grobe N/iherung 
angese tz t  und  zweitens wurde zur  Berechnung  der Wechselwirkungsenergie  
de r  beiden N - A t o m e  ein N/ iherungsausdruck  herangezogen.  Es  ergab sich so 
fiir die Bindungsenergie  des N2-Molekª rund  20 eV, die rund  u m  das Doppe l te  
gr5sser  ist als die exper imente l le  [man  vgl.  (21)]. Uns k a m  es dor t  nicht  so 
sehr  auf  den genauen  Wer t  der Bindungsenergie ,  sondern  hauptsi ichl ich d a r a u f  
ah  zu zeigen, dass m a n  bei Ber ª  der Weizs/ ickerschen Energie  
f ª  das N2-Molekª eine Bindung  erh/ilt, die vorauss icht l ich  auch von  den 
genaueren  Berechnungen  best~itigt wird.  Dass  dies tats~ichlich zutr i f f t ,  soll 
h ier  gezeigt  werden.  

Die E lek t ronend ich te  des N2-Molekª wird auch hier als e infache Super-  
posi t ion der E lek t ronend ich ten  der be iden freien N-Atome  angese tz t  ; f ª  die 
E lek t ronenve r t e i lung  der freien N - A t o m e  wird jedoch  nicht  m e h r  eine N~he- 

1 P. GoMB�93 ZS. f. Phys. 152, 397, 1958. 
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rungsverteilung sondern die exakte Verteilung zugrunde gelegt. Weiterhin 
wird die Wechselwirkungsenergie der beiden N-Atome nicht mit dem in der 
vorangehenden Arbeit gebrauchten N~iherungsausdruck sondern auf numeri- 
schem Wege exakt berechnet. 

Die Berechnung der Wechselwirkungsenergie wird fª mehrere Kern- 
abstiinde durchgefª ; das Minimum der Wechselwirkungsenergie entspricht 
der stabilen Gleichgewichtslage. Demnach 1/isst sich aus der Wechselwirkungs- 
energie als Funktion des Kernabstandes der Kernabstand in der Gleich- 
gewichtslage, sowie die Bindungsenergie, d. h. der Betrag der Wechselwir- 
kungsenergie in der Gleichgewichtslage sofort feststellen. Die so erhaltene 
Bindungsenergie stimmt mit der experimentellen sehr gut ª der Kern- 
abstand ergibt sich jedoch um cca 30% als zu gross. Diese Abweichung dª 
haupts~ichlich darauf zurª252 sein, dass wir die Elektronendichte des 
Molekª hier grob als einfache Superposition der Elektronendichten der 
freien Atome ansetzten. Ein besserer Ansatz fª die Elektronendichte wird 
den Kernabstand aller Wahrscheinlichkeit nach verkleinern, w~hrend sich 
ira Wert  der Bindungsenergie nicht riel ~indern dª da die Energie in bezug 
auf die zugrunde gelegte Dichteverteilung der Elektronen nicht sehr empfind- 
lich ist. 

2. Die Elektronendichte im freien N-Atom 

Da wir die Elektronendichte im N2-Molekª als einfache Superposition 
der Elektronendichten in den beiden freien N-Atomen ansetzen, mª wir 
in ers/er Linie die Elektronendichte ~ des freien N-Atoms festlegen. Diese 
bestimmen wir aus der mit der vollen Weizs~ickerschen Korrektion erweiterten 
Grundgleichung des statistischen Atoms, die folgendermassen lautet 

4~, A~ - -  3-~R5 ~ 7 / 3  + 4 ~_ ~~~5/3 + (V -- V0)e V ~-0 (1) 

und die man, da die Elektronendichte und das Potential  nur von der Ent- 
fernung r voto Kern abh~ingen, in folgender Forro 

4~,(~, , �91 2 / 5 4 
--r ~v' --  3 ~ k  ~v 7/3 § ~- x, ~v 5/3 + (V -- V0) ev -- 0 (2) 

schreiben kann. Hier ist 
v 2 = e 1/2 , (3) 

~', ~" die erste, bzw. zweite Ableitung von ~ nach r und V das Gesamtpotential  
des Atoms 

V= ze ~ ~~ (~') 
- -  - -  e - -  d v '  = Z e g ( r )  , (4) 

," J I~'-~:~ 
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wo Z die Ordnungszahl, Zeg(r) die effektive Kernladung am Ort r, r bzw. r' 
Ortsvektoren, e die positive Elementarladung und dv" das Volumenelement 
bezeichnet ; V 0 bedeutet eine Konstante,  die aus der Normierungsbedingung 

S ~~dv= N (5) 

festgelegt ist, in der N die Bedeutung der Elektronenzahl hat  ; ~i, ~k und x~ 
sind die folgenden Konstanten 

~i  = - -  es a 0 '  ~k = (37t2) 2/3 e 2 a o ,  ~~ - ~  - -  e 2 (6),  
8 ~ 4 ' 

wo a 0 den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnet. 
Die LSsung der Gleichung (1), bzw. (2) hat  mit den fª das freie Atom 

geltenden Randbedingungen 

(o )  = c o n s t . ,  (7), 

( ~ )  = 0, (a~ 

,p' ( ~ )  = 0 (9) 
zu erfolgen. 

Die LSsung fª das freie N-Atom wurde auf numerischem Wege mit  
demselben Verfahren festgestellt, das wir in einer frª Arbeit 2 fª andere 
Atome schon benutzten. Die L5sung, genauer die Funktion y(r)= r~(r), 
sowie die ' radiale  Elektronendichte D----4~ty ~ ist tabellarisch ira Anhang 
dargestellt. 

3 .  B e r e c h n u n g  d e r  W e c h s e l w i r k u n g s e n e r g i e  

Wie schon gesagt, setzen wir die Elektronendichte v des N2-Molekª 
als einfache Superposition der Elektronendichte Q1, bzw. Q2 der beiden freien 
N-Atome an. Wir setzen also 

v : e l  + Q~. (10} 

Ffir diesen Fall kann man die Wechselwirkungsenergie der beiden N-Atome, 
d. h. die Energie/inderung, die bei der Ann~iherung der beiden neutralen 
N-Atome zufolge der • der Elcktronenwolken entsteht, einfach 
berechnen 3. Diese besteht aus mehreren Anteilen, die wir einzeln in Betracht 
ziehen wollen. Die Indices 1 und 2 weisen durchweg auf die beiden Atome 
hin. 

z p. GOMBŸ Acta Phys. Hung. 5, 483, 1956. 
a H. JENSErr ZS. f. Phys. 77, 722, 1932 ; P. GoM]3�93 ZS. f. Phys. 152, 397, 1958. Mar~ 

vgl. auch P. Go~in~Ÿ Die statistische Theorie des Atoms und ihre Anwendungen, 
S. 143 ff., Springer, Wien, 1949. 



464 P. GOMB~$ 

Wir beginnen mit der elektrostatischen Wechselwirkungsenergie. Diese 
besteht aus zwei Teilen. Der eine Teil entsteht daraus, dass jeder der beiden 
Kerne in die Elektronenwolke des anderen Atoms eindringt und dort unter 
die Wirkung eines nicht-Coulombschen PotentŸ V von der effektiven Kern- 
ladung Zeg kommt. Hieraus resuhiert die Energie 

u n = 2ZeV(6) .  (11) 

Der andere Teil der potentiellen Energie resultiert daraus, dass bei der 
• der Elektronenwolken die Abstossungsenergie der Elektronen- 
wolken nicht mehr Z3e3/6 ist, sondern vermindert wird, denn die ª 
Teile der Elektronenwolken tragen zur Abstossung nicht bei. Daraus ergibt 
sich die Energie 

u e =  - - Z e V ( 6 ) - - 2 e f  V ~ o ~ d v - - 1 e f  V20:dv,  (12) 

die man aus Symmetriegrª auch in der einfacheren Forro 

Ue --  --  ZeV(6) --  e S Vi 02 dv (13) 

schreiben kann. 
Der kinetische Anteil der Wechselwirkungsenergie besteht ebenfalls aus 

zwei Teilen, aus dem Fermischen und aus dem Weizs/ickerschen Anteil. Der 
Fermische Anteil gestaltet sich folgendermassen 

[�91 : xk Y [(01 -~- 02) 5/3 -- 051,3 -- ~,3] dv. (14) 

Fª den Weizsackerschen Anteil ergibt sich 

" j (gradQ1) 3 ~  u i = x ,  (grad01) 3 d v - - x  i d v §  
0i § 02 0i 

f (grado3)3 dv + (15) §  (grad03) 3 dv--  x i 
01 "~- 02 02 

§ f (gradQt' gradQ3) dv .  

Da 01 und 02 kugelsymmetrisch sind, ist grad 0i = aOi/Ori ( i  = 1 ,  2), wo r 
die Entfernung voto Kern i bezeichnet. 

Zu diesen Energieanteilen hat  man noch die aus dem Elektronenaus- 
tausch resultierende Wechselwirkungsenergie zu addieren, fª die man 

(16) 
erhiilt. 



STATISTISCHE BEHANDLUNGSWEISE DES I~~-MOLEK• 4 ~ ~  

F ª  die gesamte Wechselwirkungsenergie der beiden N-Atome ergibt  
sich also in dieser N~iherung 

u = up ~ uk ~- ui ~- un. (17) 

Zu dieser k~ime noch die Korrela t ionsenergie  hinzu ; diese ist  jedoch klein 
und kann  in dieser N~iherung vernachl~issigt werden.  

4. Resultate .  
Kernabstand und Bindungsenergie  des N2-Molekª 

Zur Bes t immung  des Kernabs tandes  und der Bindungsenergie  in der  
stabilen Gleichgewichtslage ha t  man  die Wechselwirkungsenergie u als Funk-  
t ion des Kernabs tandes  ~ zu berechnen  und  das Minimum dieser Funk t ion  
festzustellen. Wenn  man von  der Nul lpunktsschwingung der Kerne  absieht ,  
so ist der Ke rnabs t and  beim Minimum dieser Funk t ion  der Ke rnabs t and  des 
Molekª in der stabilen Gleichgewichtslage und der Be t rag  des Minimums 
von u die Bindungsenergie  des Molekª in der s tabi len Gleichgewichtslage. 
Die Berechnungen  wuxden fª  die in der Tabelle 1 angegebenen Kernabst~inde 
durchgef' ª  die Resul ta te  sind in derselben Tabelle angegeben.  

Tabelle 1 

Die Wechselwirkungsenergie zweier N-Atome, sowie ihre Antcile fª verschiedene Werte des 
Kernabstandes. Der Kernabstand in %- und die Energien in e2/a0-Einheiten 

un 

Ue 

u k  

l t l  

u a  

I�91 

2,25 

1,52 
--1,82 

1,105 
--0,872 
--0,286 
~0,354 

2,43 2,55 

1,09 0,878 
--1,385 --1,14 

0,874 1 0,752 
--0,736 --0,682 
---0,230 --0,205 

--0,387 --0,397 

2,67 

0,705 
--0,936 

0,658 
--0,638 
--0,188 
~0,399 

2,70 

0,669 
--0,894 

0,632 
--0,622 
--0,181 
--0,396 

2,85 

0,506 
--0,702 

0,530 
~0,556 
--0,159 
--0,381 

3,09 

0,319 
--0,474 

0,398 
---0,470 
--0,130 
--0,357 

Mit den in der Tabelle an~egebenen Wer ten  r o n  u ergibt  sich du rch  
eine graphische In terpola t ion,  dass das Minimum r o n  u bei  

S o = 2,62% -- 1,39 A (18) 

liegt und den Wer t  u o - ~  - - 0 , 4 0 0 e 2 / a o  hat .  Der  Be t rag  dieses Wertes  

e 2 
D : -  ]u o ] =  0,400 - -  = 10,9 eV (19)~ 

a0 
ist die Bindungsenergie  des Molekª 

8 Acta Physica IX/4. 
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Die entsprechenden empirischen Werte 4 sind 

d 0 = 1,094X 
und 

D -- 9,762 eV, 

mit denen wir unsere Resultate (18) und (19) vergleichen k6nnen. 

(20) 

(2l) 

5. Diskussion der Resultate 

Die von uns eingeschlagene N~iherung beruht  auf einer einfachen Super- 
position der Elektronenwolken der beiden N-Atome. Dies kann man nur als 
eine grobe erste N~iherung betrachten. Wesentlich ist, dass man schon in 
dieser N~iherung eine Bindung erh~ilt. Dies ist auf die Berª der 
Weizs~ickerschen Energie u~ ira Ausdruck der Bindungsenergie zurª252 
ohne dieser w~re die Wechselwirkungsenergie der beiden N-Atome durchweg 
positiv, d. h. es k/ime keŸ Bindung zustande, die beiden N-Atome wª 
sich abstossen. 

Die ron  uns berechnete Bindungsenergie (19) stimmt mit dem experi- 
mentellen Wert sehr gut ª In Anbetracht der zugrunde liegenden groben 
N~iherung dª diese auffallend gute • zum Teil auf Zufall 
beruhen, Weniger gut ist die • beim Kernabstand und zwar 
erweist sich der theoretische Wert  um cca 30~/o als zu gross. Bei einer genaueren 
Approximation der Elektronendichte des Molekª wird sich der theoretische 
Kernabstand aller Wahrscheinlichkeit nach verkleinern, d. h. die • 
stimmun~ mit dem emvirischen Wert verbessern. Fª  die Bindun~senerzie 
ist in den hfiheren N/iherungen keine gr6ssere ~~~nderung zu erwarten, da die 
Energie in bezug auf die zugrunde gelegte Dichteverteilung der Elektronen 
ziemlich unempfindlich ist ; die gute • der hier berechneten 
Bindungsenergie mit der empirischen dª demnach erhalten bleiben. 

Zusammenfassend l~isst sich also feststellen, dass die auf den Resultaten 
der vorangehenden kurzen Mitteilung beruhende Erwartung, dass man bei 
Berª der Weizs~ickerschen Energiekorrektion fª das N2-Molekª 
eine Bindung erh~ilt, durch die genaueren Berechnungen der vorliegenden 
Arbeit best~itigt wird. Unser weiteres Ziel ist nun die h6heren Niiherungen 
herzuleiten, denn die erzielten Resultate berechtigen zur Hoffnung, dass sich 
auf diesen Grundlagen eine brauchbare erste N~iherung fª die Bindung von 
Molekª entwickeln 1/isst. 

4 Bezª des Kernabstandes vgl. man. LANDOLT-B6muSTEIN, Zahlenwerte u. 
Funktionen, 6. Aufl.,Atom- u. Molekular-Physik, 3. Teil, Molekeln II, S. 10 u. 11, Springer, 
Berlin-GSttingen-Heidelberg, 1951 ; bezª der Dissoziationsenergie vgl. man A. G.GAYDOr% 
Dissociation Energies, 2. Aufl., S. 152 f. u. 228, Chapman u. Hall, London, 1953. 
Die von verschiedenen Autoren auf empirischem Wege festgestellten Werte der Dissozia- 
tionsenergie weisen ron einander gr~ssere Abweichungen auf. Der ira Text angegebene Wert 
.scheint der zur Zeit genaueste empirische Wert zu sein. 
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Anhaug 

LiJsung der Grundgleichung (1) fª N ( Z =  7) 

Die Funktion y = r ~  und die radiale Dichteverteilung der Elektronen D = 4 ~ y  ~. Die 
Funktion y in ~/a~ I~- und D in 1/ao-Einheiten. (Der Parameter V o betriigt V o = 0,16907 e/a o 
und die in der in Fussnote 2 angefª Arbeit definierten Parameter a und y haben die Werte : 

a = 1,5163/a£ und ~ = 0,5815/%.) 

8* 

r y D 

0 
0,002 
0,004 
0,006 
0,008 
0,010 
0,012 

0,016 
0,020 

0,028 
0,036 
0,044 
0,052 
0,060 

0,076 
0,092 
0,108 
0,124 
0,140 
0,156 
0,172 
0,188 
0,204 
0,220 

0,252 
0,284 
0,316 
0,348 
0,380 
0,412 
0,444 
0,476 
0,508 
0,540 
0,572 

0,636 
0,700 
0,764 
0,828 
0,892 
0,956 
1,020 
1,084 

0 
0,01151 
0,02554 
0,03924 
0,05258 
0,06557 
0,07823 

0,10260 
0,12574 

0,16863 
0,20743 
0,24259 
0,27453 
0,30360 

0,35430 
0,39668 
O,43228 
O,46228 
0,48764 
0,51009 
0,52826 
0,54365 
0,55665 
0,56760 

0,58446 
0,59596 
0,60335 
0,60757 
0,60930 
0,60908 
0,60731 
0,60431 
0,60034 
0,59559 
0,59021 

0,57810 
0,56477 
0,55074 
O,53635 
0,52184 
O,5O738 
0,49308 
0,47902 

0 
0,001665 
0,008197 
0,01935 
0,03475 
0,05402 
0,07691 

0,13229 
0,19869 

0,35734 
0,54069 
0,73953 
0,94709 
1,1583 

1,5775 
1,9774 
2,3483 
2,6854 
2,9882 
3,2697 
3,5068 
3,7141 
3,8938 
4,0485 

4,2926 
4,4632 
4,5745 
4,6388 
4,6653 
4,6619 
4,6349 
4,5891 
4,5291 
4,4577 
4,3775 

4,1997 
4,0083 
3,8115 
3,6150 
3,4221 
3,2350 
3,0553 
2,8835 
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r y 

1,212 0,45182 
1 ,340 0,42598 
1,468 0,40155 
1 ,596 0,37851 
1,724 0,35681 
1,852 0,33637 
1 ,980 0,31711 
2 ,108 0,29895 
2 ,236  0,28181 
2 ,364 0,26562 
2 ,492 0,25032 
2 ,620  0,23585 

2 ,876 0,20920 
3,132 0,18532 
3 ,388 0,16391 
3 ,644 0,14474 
3 ,900  0,12759 
4 ,156  0,11228 
4 ,412 0,098648 
4 ,668 0,086526 
4 ,924  0,075775 
5,180 0,066262 
5 ,436 0,057864 
5,692 0,050466 
5 ,948 0,043961 
6 ,204  0,038253 
6 ,460 0,033253 
6 ,716 0,028881 
6,972 0,025064 
7 ,228 0,021735 
7 ,484 0,018836 
7,740 0,016313 
7 ,996 0,014121 
8 ,252 0,012217 
8 ,508 0,010566 
8 ,764 0,0091341 
9 ,020  0,0078934 
9 ,276 0,0068190 
9 ,532 0,0058890 
9,788 0,0050844 

10,044 0,0043886 
10,300 0,0037870 
10,556 0,0032671 
10,812 0,0028178 
11,068 0,0024296 
11,324 0,0020942 
11,580 0,0018044 
11,836 0,0015549 
12,092 0,0013399 
12,348 0,0011545 

2,5653 
2,2803 
2,0262 
1,8004 
1,5998 
1,4218 
1,2637 
1,1276 
0,99799 
0,88661 
0,78741 
0,69901 

0,54997 
0,43158 
0,33761 
0,26327 
0,20457 
0,15842 
0,12229 
0,094081 
0,072155 
0,055175 
0,042075 
0,032004 
0,024286 
0,018388 
0,013896 
0,010482 
0,0078942 
0,0059365 
0,0044584 
0,0033440 
0,0025057 
0,0018757 
0,0014029 
0,0010484 
0,00078296 
0,00058433 
0,00043580 
0,00032485 
0,00024203 
0,00018021 
0,00013413 
0,000099777 
0,000074179 
0,000055112 
0,000040915 
0,000030382 
0,000022560 
0,000016750 
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CTATHCTHqECKAY[ TPAKTOBKA MOJ-[EKYJ-IBI N~ 

Ii. r'OMBAIII 

P e 3 ~ o M e  

B cs~aH c o~Hofi H3 npe~b~~ymHx pa60T ~oKa3h]saeTc~, ~TO CTaTHCTHu, ecKo~ Te0pIie¡ 
aToMa MC;h'ZH0 HCTOJIKOBaTb CB~[3b MO~eKyJ]bl N~, ec.rlvl B 9HepFHH B3flHM0~e¡ 0‰ aTOMOB 
N ~p~HHMaeTc~ a0 BHHMaHHe ~~ nonpaB~a Be~t~3e~Kepa. r lp~ II[30CTO~ cynepno3aRH~ aJleK- 
Tp0nH0r0 06~aKa o6oHx flTOMOB N ~yIFI paccTo~nH~ Me>~s ~]IpaMH nony~aeT~ ~o ~ 1,39 Jx, a 
~IŸ aHeprHI4 CB~3H D ~ 10,9 eV. 3neprH~ CB~I3H OqeHb xopoItI0 cor .~acyeTc~ c aKcnepa- 
MeHTa.rlbHBIM 3HaqeHIIeM aHeprHH, HO paCCT0~HHe Me>K~y fl~paM~t npllMepHo Ha 30% 60~btue. 
B BblCIIIeFO nop~nKa IIpH6~H)KeHH~X ~~~I paccT0~HIi9 Me>~~y n~paMH MO)KH0 0)Kll]~aTb 3Ha- 
qeHH~, F~pfl3~0 ~yqme cor~acy~t~Hec~ c DKCIqepHMeHTaY]bHblMH L~aHHblMH. 


