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�91 1. EinIeitung und Zusammenfassung 

Die A.nwendung statistischer Ans~itze zur Erkl/irung der Eigenschaften 
und Gesetzm~issigkeiten der Atomkerne reicht ziemlich weit zurª Als erster 
versuchte Mojorana ~ die statistische Theorie auf die Atomkerne anzuwenden, 
wobei aber nur einige qualitative - -  allerdings wesentliche - -  Resultate erzielt 
wurden. Die wichtigsten Grundlagen zur Weiterentwicklung der statistischen 
Kerntheorie wurden einerseits von Heisenberg 2 durch die explicite BerechnurLg 
der _&ustauschenergie fª verscKiedene Anziehungspotentiale und anderseits 
ron  IVeizsiicker 3 durch die Einfª der kinetischen Energiekorrektion, 
der sogennanten Irthomogenit~itskorrektion gegeben. Die weiteren Berechnun- 
gen 4 erfolgten dann aufdiesen Grundlagen, wobei als A, nziehungsenergie zwischen 
zwei Nucleonen meistens die Ans/itze rol1 der Form --"fe--rij/ro und --~,e--(rij/ro)~ 
zugrunde gelegt wurden, wo ti1 die gegenseitige Entfernung der beiden Nucleo- 
nen ist und 7 sowie ro Konstante bezeichnen. Mit Ausnahme der zitierten Axbeit 
-con Flª hat man diese Berechnungen mit sehr vereinfachenden Annahmen 

1 Acta Physica 



330 P. GO~B�93 

durchgefª indem man fª die Dichteverteilung der Nucleonen einen stark 
vereinfachten 2rusdruck benutzte, oder aber die Dichte bei Vernaclfl~issigung 
der Inhomogenit~itskorrektion als vollkommen konstant ansetzte. In dieser 
Beziehung bedeutet die schon erw~ihnte &rbeit von Fliigge einen Fortschritt, 
indem in dieser fª die Dichteverteilung keinerlei vereinfachende A, nnahmen 
gemacht wurden, sondern der Dichteverlauf und die Kernenergie fª die leichten 
Kerne bis Si ~s mit dem Ritzschen Verfahren ermittelt wurden. -&llen diesen 
Berechnungen ist gemein, dass man mit diesen die Energie der Kerne nur in 
der Weise darstellen kann, dass sich je nach der Wahl der frei verfª 
Parameter entweder fª die leichten, oder fª die schweren Kerne merkliche 
Abweichungen vom empirischen Befund ergeben. So ergibt sich z. B. bei F;ª 
wo die Wahl der frei verfª Parameter auf die ganz leichten Kerne abge- 
stimmt ist, schon beim schwersten von Flª behandelten Kern, Si ~s, eine 
Abweichung der Energie von der empirischen um 12~ . Eine A.usnahme bilden 
natª diejenigen Berechnungen, bei denen das Ziel die 2~uffindung einer mit 
der Erf• m~glichst gut ª Formel ist, die drei, vier oder 
mehr empirische Parameter enthMt ; mit einer solchen Formel kann man natª 
lich die empirischen Resultate von den leichtesten bis zu den schwersten Kernert 
in ausgezeichneter • mit der Erfahrung darstellen 5. Dies 
ist aber mehr eine formelm~issige Beschreibung des empirischen Befundes, 
nicht aber eine Zurª252 c[er empi¡ Tatsachen auf  allgemeine 
Grundgesetze, demzufolge c[iese Berechnungen von diesem Gesichtspunkt aus 
betrachtet von geringerem Interesse sind, womit natª der grosse heuristische 
Wert dieser Verfahren nicht in AbrecIe gestellt wercIen soll. 

Das Ziel der vorliegenden &rbeit ist die BŸ der Kerne, sowie 
die Lage der stabilen Isobare auf Grund der statistischen Theorie und der 
Anrmhme eines skalaren Yukawaschen A.nziehungspotentials zwischen den 
Nucleonen aus dem allgemeinen Prinzip r Minimumsforderung der Energie 
mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens ohne jegliche willkª /knnahmen zu 
berechnen. Hierbei wird zwischen Neutronen-Protonen, Neutronen-Neutronen 
und Protonen-Protonen der nur ron der gegenseitigen Entfernung der Teilchert 
abh~ingige Anteil der Wechselwirkur~gsenergie als gleich vorausgesetzt. Im &us- 
druck der Wechselwirkungsenergie zweier Nucleonen wird nur eine Konstante 
als frei ver fª Parameter betrachtet, der den einzigen frei verfª 
Parameter in der ganzen Theorie darstellt. Es wird gezeigt, dass man durch 
eine entsprechende Wahl dieses einen Parameters fª die Bindungsenergie der 
Kerne Resultate erh~ilt, die ron den leichtesten Kernen bis zu den schwersten 
sehr gut mit der Erfahrung ª Die _A_bweichungen von cien empi- 
rischen Werten liegen abgesehen von den ganz leichten Kernen innerhalb 7~o ; 
fª die sehr leichten Kerne,deren Bindungsenergie als Funktion der Teilchen- 
zahl keinen monotonen Verlauf zeigt, kann natª die statistische Theorie 
nur einen Mittelwert der stark schwankenden empirischen Werte liefern, was. 
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durch die statistische Theolie auch tats~ichlich geleistet wird. Die Lage der 
stabilen Isobare wird ebenfalls in sehr befriedigender Weise dargestellt. 

Dass die hier entwickelte statistische Theorie, deren Anwendungsgebiet 
ihrem Charakter nach doch in erster Linie die Kerne mit grosser Teilchenzahl 
ist, auch fª leichte Kerne so gute Resultate liefert, ist dem Umstand zuzuschrei- 
ben, dass wir zwei Korrektionen einfª und zwar brachten wir eine Korrek- 
tion an der Austausch-Wechselwirkungsenergie der Nucleonen ah, wodurch die 
aus dem Selbstaustausch der Teilchen resuhierende Energie ausgeschahet wird, 
weiterhin haben wir auch fª die kinetische Energie eine Korrektion eingefª 
wodurch die statistische kinetische Energie fª den Kern l~e 4 und fª leicbtere 
Kerne in den exakten wellenmachanischen Ausdruck ª Durch diese 
Korrektionen wird erreicht, dass der statistische Ausdruck der Gesamtenergie 
der leŸ Kerne den wellenmechanischen gut approximiert und einen guten 
Mittelwert der empirischen Resuhate liefert. 

Die statistische Theorie des Atomkerns grª sich ira wesentlichen auf  
das Verhalten eines Nucleonengases am absoluten Nullpunkt der Temperatur 
und auf die Wechselwirkung der Nucleonen. Wir befassen uns daher im folgenden 
zun~ichst mit den allgemeinš Grundlagen der statistischen Behandlungsweise 
eines freien Nucleonengases und im Anschluss hieran mit der ki~etischen Energie 
eines freien Nucleonengases. Danach folgen die allgemeinen Grundlagen der 
Wechselwirkung ron  Nucleonen und die statistische Berechnung der Wechsel- 
wirkungsenergien. Auf diesen Grundlagen wird dann das statistische Kernmodell 
mit Hitfe des Variationsverfahrens entwickelt, und die Energie sowie ~tie Dichte- 
verteilung der Nucleonen von den leichtesten bis zu den schwersten Ker~en, 
sowie die Energie einiger Isobare berechnet. 

2. Grundlagen der statistischen Behandlungsweise eines ]reien Nucleonengases 

Im statistischen Modell des Atomkerns werden die Nucleonen als ein 
Nucleonengas am absoluten Nullpunkt c[er Temperatur betrachtet und statis- 
tisch behandelt. Die statistische Theorie eines Neutronen- oder Protonengases 
grª sich auf die Statistik von Fermi und Dirac, die auf der Nichtunter- 
scheidb” der Teilchen und auf dem Pauli-Prinzip beruht. Das Pauli-Prinzip 
besagt bekanntlich, dass in einem vollst~indig gequ” System jeder Quan- 
tenzustand h~chstens von einem Teilchen besetzt werden kann. Der Quanten- 
zustand ist hierbei durch den Zustand der Bahnbewegung und das Vorzeichen 
des Spins definiert. Die Brª zwischen Quantentheorie und Statistik wird 
durch den bekannten Satz gegeben, dass auf das Volumen h 3 des Phasenraumes 
bei Berª des Spins 2 Neutronen-Quantenzust~nde mit antiparalle- 
l em Spin und 2 Protonen-Quantenznstande ebenfalls mit antiparallelem Spir~ 
entfallen ; wobei h die Planksche Konstante bezeichnet. Eine ZeUe voto Volumen 

1, 
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h 3 des Phasenraumes kann also hfichstens durch die Bildpunkte ron 2 Neutroneu 
und 2 Protonen besetzt werden. 

Wir befassen uns im folgenden mit einem freien Nucleonengas ron Q, 
~qeutronen und Qp Protor~en, die sich im Volumen ~ befinden, ron dessen W/inden 
wir annehmen, dass sie fª Nucleonen undurchlassig sind. Das Nueleonengas 
betrachten wir, wie gesagt, als frei, d. h. wir nehmen ah, dass in ~ ein konstantes 
Potential herrscht, das wir gleich 0 setzen kSnnen. Wir kSnnen uns hier auf 
sehr tiefe Temperaturen, d. h. auf den Fall beschr~inken, dass die Teilchen die 
mfiglichst tiefsten Energieniveaus besetzen. Bei sehr tiefen Temperaturen 
entstehen grosse Vereinfachungen, da in diesem Fall die Fermi-Diracsche 
Statistik nur durch die Bedingung zur Anwendung gelangt, dass eine Elementar- 
zelle voto Volumen h ~ hSchstens durch die Bildpunkte zweier Neutronen und 
zweier Protonen besetzt werden kann. 

Die energetisch tiefsten Energieniveaus k~nnen wir folgendermassen 
beschreiben. Nach unseren Annahmen ist der Raum, in dem sich die Nucleonen 
befinden, potentialfrei, die Energie eines Nucleons ist daher eine rein kinetische, 
fª die sich 

p~ 
u - ( 1 )  

2M 

ergibt, wo p den Betrag des Impulses und M die Masse des Nucleons bezeichnet ; 
M kann hier fª Neutronen und Protonen als gleich gross angenommen und 
mit dem Mittelwert der Neutronen- und Protonenmasse gleichgesetzt werde'n. 
u ist also eine Funktion von p und h~ingt vom Ort nicht ab. Man kann sich daher 
auf den Impulsraum beschr/inken. 

Wir befassen uns zun~chst mit den Neutronen, fª Protonen verl~uft 
dann alles ganz analog. Wegen der Kraftefreiheit des Raumes sind alle Bewe- 
gungsrichtungen der Neutronen gleiehberechtigt ; da ausserdem die Energie 
der Neutronen nur vom Betrag p des Impulses abh~ingt, ron der Impulsrichtung 
aber unabh~ingig ist, sind die energetisch tiefsten Quantenzust~inde in einer 
Kugel des Impulsraumes enthalten, deren Zentrum der Origo des Impulsraumes 
ist und deren Radius pgn den Betrag des maximalen Impulses der Neutronen 
darstellt. Jeder dieser energetisch tiefsten Quantenzust~inde ist aro absoluten 
Nullpunkt der Temperatur maximal mit einem Neutron besetzt, alle Q~anten- 
zust~inde ausserhalb der Kugel sind leer. 

Die Bestimmung ron p/~, kann folgendermassen geschehen. Das Volumen 
8 der Impulskugel ist 4~pgn/3. Den Neutronen ira Volumen ~ entspricht also das 

Phasenraumvolumen ~4z~p~n/3. Die Anzahl der Quantenzust~inde erhalt 
man durch Division mit h8/2. Da jeder dieser Quantenzust/inde 1 Neutron 
enth~ilt, folgt 

2 4~rp~n~__ Qn. (2) 
3h .~ 
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Hieraus ergibt sich fª p~n 
I / 3 )  1/3 

Plxn = ~ hd¡ (3) 

WO 

~n =- - -  (4) 

die Dichte des Neutronengases bezeichnet. 
Fª Protonen gilt alles in ganz entsprechender Weise. Wenn wir den 

Betrag des maximalen Impulses der Protonen mit Pttp bezeichnen, so besteht 
der Zusammenhang 

1 ;3~1/a 
- h 1ja P"P=-2  (~t ~v , (5) 

xr162 
QP op = ~- (6) 

die Dichte des Protonengases bedeutet. 

3. Die kinetische Energie des Nucleonengases 

Wir gehen nun zur Berechnung der kinetischen Energie eines Nucleonen- 
gases ª und befassen uns zuniichst mit dem schon im vorangehenden Para- 
graphen beschriebenen freien Nucleonengas, das sich im Volumen D befindet 
und aus Qn Neutronen und Qp Protonen besteht. Wir ziehen zuniichst das 
Neutronengas in Betracht. Solange man die Neutronen als vollkommen frei 
betrachten kann, ist die kinetische Energie des Neutrongases U~ die sogenannte 
Fermische kinetische Energie, die man durch den Ausdruck 

uT~ = f u a~ (7) 

darstellen kann ~, wo wir u als eine Funktion ron p auffassen und dementspre- 
chend dn die Anzahl der Neutronen-Quantenzustiinde bedeutet, denen ein 
Impulsbetrag zwiscken p und p + dp entspricht ; die Integration ist auf alle 
mit Neutronen besetzten Quantenzustiinde auszudehnen. Mit Rª auf (1) 
und den Zusammenhang 

8~r~ 
ah - p ~ @  (8) 

h ~ 

ergibt sich fª die Fermische kinetische Energie der Neutronen 

Ptm 

U ~ - -  4rcD f __ 4~r~J p5 . 
Mh ~ p4dp 5Mh ~ ,'~ 

O 

(9) 
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Nach Einsetzen des Ausdruckes fª Pt, n aus (3) erh~ilt man 

wo ~K die Konstante 

(10) 

3 i 3 2~3 h2 
I (11) 

bezeichnet. 
Fª das Protonengas gilt all' dies in ganz analoger Weise, dementsprechend 

erh/ilt man fª die Fermische kinetische Energie der Protonen den Ausdruck 

UŸ 5,~ (12) 

Die Fermische kinetische Energie des gesamten Nucleonengases wird also 

, ~13 513, ~ (13) U = UT< + UŸ = ~K ~~n + ~v / ,z.  

All' dies gilt fª ein g~inzlich freies Nucleonengas, d. k. fª eirt Nucleonen- 
gas mit konstanter Dichteverteilurtg. Es erkebt sich nun zun~ichst die Frage, 
wie sich die Fermische kinetische Energie fª ein nicht freies Nucleonengas 
gestaltet? Zur Herleitung dieses Ausdruckes unterteilen wir das Volumen des 
Nucleonengases mit einem System von Scheidew/inden in Teilvolumina in der 
Weise, dass sich in jedem Volumenelement dv noch viele Neutronen und Proto- 
nen befinc[en, und in den Volumenelementen das Potential praktisch konstant 
sei. Man kann dann die Nucleonen in den einzelnen Volumenelementen als ein 
freies Nucleonengas betrachten. Werm wir die Neutronen- und Protonendichte 
in dv mit Qn bzw. #p bezeichnen, so ergibt sich nach (10) und (12) fª die Fer- 
mische kinetische Energie des Neutron- und Protonengases in dv der Ausdruck 

5/3~ 5/3~ ~'K~n av, bzw. ~KQp av. Die Fermsiche kinetische Ertergie aller Neutronen bzw. 
aller Protonen erh~ilt man durch Integration dieser Ausdrª ª das ganze 
Volumen. Es wird also 

n " 5 1 3 .  i" ~/3 UK = ~K. ~n av, UPK = ~Ÿ ~p dv. (14) 

Fª die Fermische kinetische Energie des gesamten Nucleonengases folgt also 
der Ausdruck 

U K =  U'K -}- U ~ =  X K f  (~5n/3 -}- ~~/3) dv. (15) 

Fª ein g/inzlich freies Nucleonengas, d. h. ira Fall konstanter Dichtevertei- 
lungen gehen natª diese Ausdrª in die entsprechenden Ausdrª 
(10), (12) und (13) ª 

Der Ausdruck (15) gibt nur dann die volle kinetische Energie des Nucleo- 
nengases, wenn die Nucleonen in den Volumenelementen dv vollkommen frei 
sincI. Wenn man die Nucleonen in den Volumenelementen dv nicht als vollkom- 
men frei betrachten kann, dann hat man diesen kusdruck noch mit der sogenann- 
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ten Weizs/ickerschen Inhomogenit/itskorrektion zu erg/inzen. Diese wurde von 
FVeizsticker ausfª begrª worauf wir hier aber nieht n/iller eingehen 
wollen. Statt dessen w/ihlen wir hier einen sehr stark vereinfackten Weg zur 
Herleitung dieser Korrektion, der gerade wegen seiner Einfaehkeit das Wesent- 
liehe ah der Saehe sehr gut hervortreten l/isst. 

Wir ziehert zun/iehst wieder die Neutronen in Betraeht. Ohne das Pauli- 
Prinzip, also ira Falle der Bose-Statistik, wª die Neutronen im Gleich- 
gewieht alle den energetiseh m6gliehst tiefsten Qu.antenzustand besetzen. Wenn 
wir die Eigenfunktion dieses Zustandes mit ~v bezeieknen, so ergibt sieh in 
diesem Fall fª die Diehte 9n und die Sehr~idingersehe kinetisehe Energie U~ 
der Neutronert 

~, -- Q, I ~ 12, (16) 

U.~ = Qn 8~2M.  I grad ~pl2 dv. (17) 

Durch Elimination von ~p folgt 

f (grad ~n) 'z vy -- ~j av, (18) 
~n 

wo nj die Konstante 
h ~ 

~j -- (19) 
32~~M 

bezeichnet ; fª M kann man auch hier einen Mittelwert der Neutron- und 
Protonmasse einsetzen. U~ ist die Weizs/ickersche Inhomogenit~itskorrektion 
fª Neutronen. 

Auf ganz /ihnlicke Weise erhMt man fª die Inkomogenit/itskorrektion 
der Protonen 

j ' (grad ep) ~ 
Uy = x i  dv.  (20) 

. ep 

Die Inhomogenitiitskorrektion des gesamten Nucleonengases ~vird also 

Uj ----- Uy + u f .  (21) 

Wie zu sehen ist, verschwindet Uj fª eine konstante Nucleonenverteilung. 
Wie aus der Herleitung folgt, ist Uj die kiaetische Energie eines Nueleonen- 

gases, fª dessen Teilchen das Pauli-Prinzip nicht besteht. Die Berª 
des Pauli-Prinzips, demzufolge rncht alle Teilcken den energetisch tiefsten 
Quantenzustand besetzen kSnnen, geschieht in der Weise, dass man neben 
Uj auch die Fermische kinetische Energie U K in Rechnung zu stellen hat, die 
eine alleinige Folge des Pauli-Prinzips ist. Durch die Energie U K werden dann 
die Teilchen gem/iss dem Pauli-Prinzip in die energetisck kSheren Quanten- 
zustiinde gehoben. Hierbei wird die Annahme gemacht, dass grad On und grad 9p 
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voto Impulsvektor, d .h .  vom Quantenzustand unabhiingig sind. All' dies zeigt 
sehr anschaulich die RoUe der beiden kinetischen Energieanteile. 

Bei der gleichzeitigen Berª der beiden kinetischen Energie- 
anteile U K und Uj begeht man jedoch einen Fehler, was man am einfachsten 
fª den Fall ron  2 Neutronen und 2 Protonen sehen kann. In diesem Fall befinden 
sich n~imlich sowohl die beiden Neutronen, wie die beiden Protonen im ener- 
getisch tiefsten Quantenzustand~ so dass der Energieanteil Uj genau die volle 
kinetische Energie der Teilchen clarstellt, der Energieanteil U K muss also in 
diesem Fall verschwinden. Dies folgt auch dar” dass in diesem Fall das Pauli- 
Prinzip keinerlei Rolle spielt, da keine Teilchen in energetisch h~ihere Quanten- 
zust~inde zu heben sind, demzufolge der d~trch das Pauli-Prinzip bedingte 
Energieanteil U K verschwinden muss. Tats~ichlich verschwindet jedoch U K 
nicht. Dies liegt im Wesen der statistischen Behandlungsweise, bei welcher im 
Phasenraum bzw. im Impulsraum auch ron einem einzelnen Teilchen ein endli- 
ches Volumen beansprucht wird, und somit die kinetische Energie der beiden 
Teilchen im tiefsten Quantenzustand nicht nur in U K sondern auch in Uj 
enthalten ist. Hieraus ist zugleich zu sehen, dass dieser Fehler natª nicht 
nur fª den Fall von 2 Neutronen und 2 l~rotonen, sondern auch fª alle anderen 
Teilchenzahlen besteKt. Allerdings ist er nur fª kleine Teilchenzahlen bedeutend, 
fª grosse Teilchenzahlen ist er ira Verh~iltnis zur gesamten kinetischen Energie 

klein. 
Es fragt sich nun, wie man diesen Fehler mfiglichst einfach korrigieren 

kann? s Ein Weg hierzu besteht darin, dass man die Fermische kinetische Energie 
eines Teilchens ira energetisch tiefsten Quantenzustand der mittleren Fermischen 
kinetischen Energie eines Teilchens gleichsetzt und diese fª die ira tiefsten 
Energiezustand befindlichen beiden Neutronen und Protonen in Abzug bringt. 
Die mittlere Fermische kinetische Energie eines Neutrons und eines Protons 
ist U~</Qn bzw. UPK/Qp. Die Korrektion besteht also nach unseren Annahmen 
darin, dass man die Energie 2 U~</Q, -}- 2 U~/Qp ron  U K in Abzug bringt, oder 

2 
was dasselbe ist, in (15) U~< mit dem Faktor kn = 1 - -  - -  und U~ mit dem Fak- 

2 Qn 
tor  kp = 1 - - - -  muhipliziert. Die gesamte kinetische Energie unseres Nuc- 

Qp 
leonengases wird also 

UK = knU~< q-- kpUŸ -~- Uj . (22) 

Die Faktoren k n und kp sind fª Qn = 2 und Qp = 2 gleich Null, dem- 
zufolge irt diesem Fall UK verschwindet, die Korrektion fª also hier zum 
exakten Wert der kinetischen Energie. Weiterhin muss knU~ < auch fª Q.n = 1 
und kpUŸ auch fª Qp = 1 verschwinclen, was durch die Korrektionsfaktoren 
nicht geleistet wird, man muss also die Zusatzvorschrift machen, dass der 
Korrektionsfaktor k n auch fª Qn < 2 u n d d e r  Korrektionsfaktor kp auch fª 
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Qp < 2 gleich 0 zu setzen ist. Die kinetische Energie ist also dann auch in diesen 
FMlert mit dem A.usdruck Uj gleich, der auctt in diesen F/illen tats~ichlich den 
exakten Ausdruck der kinetischen Energie darstellt. Fª grosse Teilchenzahlen 
wird die Korrektion ungenau, was aber unwesentlich ist, da fª grosse Teilchen- 
zahlen die Korrektion ira Verh/iltnis zur gesamten kinetischen Energie unbe- 
deutend wird. 

ff 4. Allgemeine Grundlagen der Berechnung der Wechselwirkung von Nucleonen 

Zur statistischen Berechnung der Wechselwirkungsenergie von Nucleonen 
ist es wesentlich, dass wir uns zun~ichst auf Grund der Wellenmechanik ganz 
allgemein mit der Berechnung der Wechselwirkung von Nucleonen befassen. 
Wir wollen annehmen, dass unser Nucleonengas wieder aus Qn Neutronen un4 
Qp Protonen besteht. Zur wellenmechanischen Beschreibung des Gesamtsystems 
gehen wir ron der Hartree-Fockschen N~iherung aus, d. h. wir besehreiben das 
System durch Einteilcheneigenfunktionen, und zwar nehmen wir an, dass die 
Qn Eigenfunktionen der Qn Neutronenzustande ~01, ~0~ . . . .  , ~0Q~ und die Qp 
Eigenftmktionen der Qp Protonenzustande ~ol, ~p, . . . .  v2% seien. Mit Rficksicht 
auf das Pauli-Prinzip kann man dann die Eigenfunktion des Gesamtsystems 
in folgender Form darstellen g 

1 ~ 2 Q~ ~ 2 Qp ~~(q.) ~~(q.) ---e~(q. ) ~~(q~) ~ , , ( q A - . -  ~~(qp)  

_ /~~(q.)  ~ , (q , )  . . . ~ ~ ( q . )  . 1 ~ Q 

r  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
[To~(q-) q~Qn(q.)." "q~Q.(q. ) ~ ~ Q 

, ( 2 3 )  

�9 ~n(xn, Yn, z~n) und der Spinkoordinate wo q~ statt der raumlichen Koordinaten i i i 
a / des/-ten Neutrons sowie q~ statt der r/iumlichen Koordinaten ~ip(xip, y~, z~) 
und der Spinkoordinate a~ des /-ten Protons steht ; ~~n und r~ bezeichnen den 
Ortsvektor des/-ten Neutrons bzw. des/-ten Protons. Von den Einteilcheneigen- 
funktionen qi und ~o i kSnnen wir ohne Einschr~inkung der Allgemeinheit anhela- 
men, dass sowohl die Neutronen-Eigenfunktionen ~o i unter sich, wie die Protonen- 
Eigenfunktionen ~o i unter sich orthogonal sin& Wir setzen ausserdem voraus, 
dass sie auch normiert sind, es ist dann auch W normiert. 

Bei der im folgenden zu gebenden Herleitung des allgemeinen Ausdruckes 
der Wechselwirkungsenergie der Nucleonen sehen wir zunachst ron der Coulomb- 
schen Wechselwirkung der Protonen ab und ziehen zun~ichst die Nucleonen- 
wechselwirkung allein in Betracht. Zur Herleitung des allgemeinen Ausdruckes 
der Wechselwirkungsenergie der Nucleonen brauchen wir einen Ansatz fª die 
Nucleonenwechselwirkung. Dieser ist unter Berª der experimentellen 
Befunde zu w~ihlen, dass erstens diese Weehselwirkung einen Abs~ittigungs- 
charakter aufweist und zweitens, dass die Kernkr~ifte von sehr kurzer Reich- 
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weite sind. Der ersten Tatsaehe kann man dureh eine entsprechende Wahl des 
Meehanismus der Weehselwirkung und zwar dureh Voraussetzung einer Aus- 
tausehweehselwirkung zwisehen den Nueleonen (man vgl. w 6) und der zweiten 
dureh einen entspreehenden Ansatz fª das Weehselwirkungspotential der 
blueleonen Rechnung tragen. Fª die Wechselwirkungsenergie der ~queleonen 
maehen wir zun~ehst den ganz allgemeinen Ansatz,  dass sieh diese aus der 
paarweisen Wechselwirkung je zweier Teilchen folgendermassen zusammensetzt 

Qn Qp 1 ~~ Qn I %. %, 
: - .Ÿ _.. Nik(qn, qn) �91 -- .~. %' ~~.~'- Pik(q~, qpS, (24) 

i = 1  k = l  2 i = 1  k # i  2 i = 1  k r  

wo Gi~ die Wechselwirkungsenergie des /-ten Neutrons und k-ten Protons, Nik 
die Wechse!wirkungsenergie des/- ten und k-ten Neutrons und Pik die des /-ten 
und k-ten Protons bezeichnet. Die Faktoren 1/2 vor der zweiten und dritten 
Summe auf  der rechten Seite stehen zur Vermeidung der doppelten Ziihlung 
der Neutronen- und Protonenpaare. 

Mit dem Ausdruck (24) und der Eigenfunktion (23) erfolgt dann die Berech- 
nung des wellenmechanischen Erwartungswertes der Wechselwirkungsenergie 
VeA der Nueleonen ganz analog zur Wechselwirkungsenergie der Elektronen in 
Atomen mit mehreren Elektronen? ~ Man erh/ilt 

tVA ~ * * = . Ti(qn)'pk(qp)Gik(qn, qV)cpi(qn)~pk(qp) d'cn d'cp + 
i,=~--1 k = l  

] Qn Qn ~~" 

i (q,,)Cpk(qn)Nik( qn)cpi(qn)Tk(qn) d'rn d 'rn--  2~ - -  q t l ~  

� 9 1  ~ k # i  

1 Q,, Q. f f  Z * * ," z l z 
~" k( q .)q~i ( q.) Ni  k( + - - - -  . .-. qn, q.)q~i(q.)qJk(qn) dTn dzn JJ~ 

2 i=1 k# i  
(25) 

Qp Qp ff~p 
- i(qp),pk(qp)Pik(qp, qp)'p~(qp)~pk(qp) d'rp d~; - -  

+ 2  i=l k # i  

1 QP Q'~" I I  * * ,~" vk(qp)Vi (q'p)Pi k(qp, q'v)vi(qp)v2k(q~) d'rp d'r" v , 
2 i=~ k=/=i.JJ 

wo die Integrati0n ª zn, zp usw. ausser einer Integration ª die r/iumlichen 
KoordŸ der Neutronen und Protonen auch eine Summation ª die 
Spinkoordinate bedeutet. Von den fª Doppelsummen ist die erste die gegen- 
seitige Wechselwirkungsenergie der Neutronen und der Protonen, die zweite 
und dritte die Wechselwirkungsenergie der Neutronen und schliesslich die vierte 
und fª die Wechselwirkungsenergie der Protonen. Es sei noch bemerkt, 
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dass die dri t te  und f ª  Doppelsumme die sogenannte )rustauschenergie der 
Neutronen bzw. Protonen darstellt  ; diese t r i t t  nur zwisehen gleiehen Teilehen 
auf  und result iert  aus der Determinantendarstel lung der Eigenfunkt ion dieser 
Teilchen. 

Wie sich zeigen l~isst (man vgl. hierzu w 6), kann man dem Abs/ittigungs- 
eharakter  der zwischen den Nucleonen wirkenden Kr~ifte dadureh Reehnung 
tragen, dass man fª  die Weehselwirkung der Nueleonen eine reine Austauseh- 
wechselwirkung voraussetzt.  Dementspreehend setzen wir f ª  Gik eine Aus- 
tauschweehselwirkung an und zwar w/ihlen wir fª  diese eine Wechselwirkung 
voto Majoranasehen Typ  11, d. h. wir nehmen an, dass beim Platzweehsel eines 
Protons und Neutrons der Spin an der Ladung haftet .  Dureh den Operator  
Gik werden also nur  die Ortskoordinaten de s / - t en  Neutrons und k-ten Protons 
vertauscht ,  l~an hat  also 

Gik(qn, qp) : Jnp(rnp)H( 1; n, ?~p), (26) 

wo II(m, rp) den Permutat ionsopera tor  bezeiehnet, der nur  die Ortskoordinaten 
des Neutrons und Protons ver tauseht ,  die Spinkoordinaten aber unver~indert 
l~isst, Jnp(rnv) ist eine nur  von der gegenseitigen Ent fe rnung  rnp= Ir, n--r,p] des 
Neutrons und Protons  abh~ngige gew6hnliehe Funkt ion,  auf  die wir sp~tter zu 
spreehen kommen.  Mit diesem Ausdruck f ª  Gik folgt 

Gik(qn, qp)qgi(En, O'n)~Ok(Ep, O'p) = qgi(~p,O'n)~3k(En, O'p)Jnp(rnp ). (27) 

Werm wir den Zustand der Bahnbewegung voto Spinzustand in erster 
N~iherung als unabhangig betraehten,  dann kSnnen wir die Eigenfunkt ionen 
~i und ~0i als P roduk te  einer nur  ,con den Ortskoordinaten und einer nur  von 
der Spinkoordinate abh/ingigen Spinfunktion folgendermassen darstellen 

Ti = ui(r)~(o-) ,  ~Pi = wi(r)~(o').  (28) 

l:Iier ist ui(~ ) und wi(r) der nur  r o n  den Ortskoordinaten abh~ingige Anteil der 
~Neutronen bzw. Protoneneigenfunkt ion ; ~(a) bedeutet  die Spinfunktiort, die 
wir f ª  die beiden Wer te  der Spinkoordinate a = + 1/2 und  a = - -  1/2 mit  ~7+ 
bzw. mit  7 -  bezeichnen. Mit t t i lfe von (27) und (28) 1/isst sich die Summation 
ª  die Spinkoordinaten im ersten Integral  im Ausdruck von (25) einfach 
durchf ª  und man erhMt f ª  die gegenseitige Wechselwirkungsenergie des 
/-ten Neutrons und  k-ten Protons 

np * * 
~,k = JJ  u,(tn)Wk(rp)ui(rp)wk(r..)Jnv(rnp)dvn dvp, (29) 

wo dvn und dvp die Raumelemente in den entspreehenden Koordinatenri iumen 
bezeiehnen. Wie man sieht, ist e np von der Form einer ~ustausehenergie,  die 
aus der Vertausehung des Neutrons und Protons resultiert.  

Wir kommen nun auf  die Neut ron-Neut ron  und Pro ton-Proton  Weehsel- 
wirkung, d. h. auf  die zweite bis f ª  Doppelsumme im Ausdruek (25) zu spre- 
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chen. Fª diese Weehse!wirkung der gleichen Teilchen kann man entweder 
eine spinabh~ingige oder eine spinunabh/ingige Wechselwirkung ansetzen, wobei 
nochmals betont sei, d” wir hier zun~ichst von der spinunabh~ingigen Coulomb- 
schen Wechselwirkung absehen. Ira Falle einer spinunabhiingigen Wechselwir- 
kung wª r~eben der Austauschwechselwirkungsenergie der Teilchen auch 
noch die g› Wechselwirkungsenergie auftreten, was bei den Atom- 
kernen zu einer g/inzlich feklgehenden Abh~ingigkeit der Bindungsenergie ron  
der Teilchenzahl fª Wª Man muss daher fª die Wechselwirkung gleicher 
Teilchen eine Spinabh/tngigkeit voraussetzen. Es erweist sich als zweckm/issig 
folgenden Ansatz zu machen 

1 
Nik(qn,  q~) - -  Jn.(r , .~.)  (S ,  S ' ) ,  (30) 

3 

1 
Pik(qp, q'p) - -  Jpv(rvv,) (S, S'). (31) 

3 

Hier bezeichnen qn und qn die Koordinaten des/- ten uncl k-ten Neutrons und 
zwar ist in qn, qn auch die Spinkoordinate der Teflchen inbegriffen, rnn,bezeichnet  
die gegenseitige Entfernung der beiden Neutronen, d. h. es ist rnn, = Ir, n--r, n l, 
schliessIich bezeichnet S bzw. S' den Paulischen Spinoperator bezogen auf die 
beiden Teilchen. Die in (31) stehenden GrSssen mit den Indices p, p'  beziehen 
sich aufdas  i-te und k-te Proton und haben fª diese eine ganz analoge Bedeutnng. 
Der Faktor - -  ~/s wurde eingefª una zu erreichen, dass die Wechselwirkung 
zwischen zwei Neutronen mit entgegengesetzter Spinrichtung sowie zwischen 
zwei Protonen mit ebenfalls entgegengesetzter Spinrichtung gleieh Jnn bzw. 
Jpp wird. Dass dies tats/ihlich erreieht wird, ist sofort zu sehen, da in diesem 
Fall S + S' gleich Null ist und somit der Zusammenhang 

2(S, S')  = (S  + S')  2 -  S 2 -  S "~ = --  6 (32) 
besteht. 12 

Zur Berechnung der Wechselwirknngsenergie gleicher Teilchen setzen 
wir die Eigenfunktion der Teilchen wieder als Produkt einer nur ron den Orts- 
koordinaten abh/ingigen Funktion und einer Spinfunktion in der Form (28) 
voraus. Des Weiteren halber sei erwahnt, dass die Spinfunktionen den folgenden 
Beziehungen genª 

S x ~ +  =~?_  , S x ~ _  = ~ + ,  (33) 

Sy~?+ ----- i~q_ , Sy~?_ = - - i ~ + ,  (34) 

Sz~) + = ~q + ,  Sz~_ = --  ~7- �9 (35) 

Es ist also z. B. 

und 

(s,  s')~q + (~)~  +(~') = ~ + (~ )v  +(~') (36) 

(S,S')v+(~r)~?_(~') = -  ~+((r)~_(c~') -k 2~?_(~r)~+(cr'). (37) 
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Die Berechnung der Wechselwirkungsenergie gleicher Teilchen kann auf 
Grund dieser Beziehungen sehr einfach erfolgen. Wir fª hier die Berechnun- 
gen fª Neutronen durch ; fª Protonen verliiuft alles ganz analog. Wir berechnen 
zunachst die Wechselwirkungsenergie eines Neutrons mit positivem Spin im 
Zustand qt -~  uifl+ mit zwei Neutronen in den beiden Zustiinden qkl ~ uk~/+ 
und qk~ ~ uk~--, die sich nur in der Spinrichtung unterscheider~. 

Die gewiihnliche Wechselwirkungsenergie der beiden Neutronpaare wird 
gemiiss der zweiten Zeile in (25) dur~h die Summe der folgenden beiden Integrale 
dargestellt 

1 
f f  [ ui(~) I~1 uk(r') f~v + (~) ~ +(~') (S, S') ~ +(o-) ~1 +(O")Jn~(rnn') d~rn d~rn, 

3 (38) 
1 [ [  ]3 , , 
3 J~' l ui(r) luk(~') ['z~q+(o-)~?-(o-') (S,S')  ~?+(O')~?_(O-)2nn(r~n,) d'rn d'rn, 

(39) 

wo zu beachten ist, dass die Integration auch eine Summation ª die Spin- 
koordinate bedeutet. Mit Rª auf (36) und (37) und darauf, dass die Spin- 
funktionen 7+ und ~_auf einander orthogonal sind, ergibt die Summation ª 
die Spinkoordinaten ira ersten Integral -F 1 und im zweiten ~ 1. Da die ª 
Teile der beiden Integrale identisch sind, heben sich die beiden Integrale in der 
zweiten Doppelsumme in (25) weg. Somit verschwindet die ganze zweite Doppel- 
summe in (25), d.h.  die gewSknliche Wechselwirkungsenergie der Neutronen. 

Die Austausckenergie der beiden Neutronenpaare erhiilt man entspreckend 
der dritten Zeile in (25) als Summe der folgenden beiden Integrale 

I ~  �9 �9 t t t t 1 u~(~)u~(~)u~(r)u~(r)~+(o-)~+(o-')(s,s') ~+(o-)~+(o-)J,~(~,~.)�91 
(40) 

1 
jtu*k(r)u*~(r')u~(r)uk(r ') 7 -  (~) ~ +(~') (S, S') ~ +(~) ~1- (o-')J.~(r. ~,) d.rn d~r;. +~ 

(4i) 

Auf dieselbe Weise wie ira vorangeker~den Fall erhiilt man hier durch die Sum- 
mation ª die Spinkoordinaten beim ersten Integral -~ 1 und beim zweiten 

2. Da die ª Teile der Integrale auch hier identisck sind, ergibt sich fª 
die Summe der Austauschenergie der beiden Neutronenpaare, d .h .  fª die 
Summe ron (40) und (41) 

uk(r)ui(r )ui(r,)uk(r )J~,(r~n,) dv dv'. (42) 

Dies ist die Austauschenergie eines Neutrons ira Zustand qi = ui~+ mit zwei 
:Neutronen ira Zustand qkl = uk~+ und q~~ = u~~_, d. h. mit zwei Neutronen, 
die sich im selben Bahnzustand mit antiparallelen Spins befinden. Die mittlere 
Austauschenergie zwischen den beiden Neutronen i und k ist also 

~o x [ f "  " '  
ei~ = ~ o u~(r)ui(r )ui(r)u~(r')J,~(rnn') dv dv'. (43) 



342 v ao~sxs 

Mit dem Ansatz (31) verl~iu ft  f ª  Pro tonen alles ganz analog, die gew6hn- 
liche Wechselwirkungsenergie verschwindet auch im Falle r o n  Protonen,  und  
man  erh/ilt f ª  die mitt lere Austauschenergie zwischen den beiden Pro tonen  
i und k 

ePiP= 1 .Ii" w*k(r)w*(r')wi(r)wk(r')Jpp(r pp,) dv dv'. (44) 

F ª  die aus der Neut ron-Pro ton  Weehselwirkung result ierende Gesamt- 
energie IV,~ v, sowie fª  clie aus der Neutron-Neutron und P ro ton-Pro ton  Weehsel- 
wirkung resultierende Gesamtenergie. W~, n bzw. W'PA p erh/ilt man also 

Q n Qp W~'~ rt 1 Qn Q n W~ p ~_, ~L" ,w W�93 p 1 Qv Qp 
i=1 k#i 2 i=t k~si 2 i=a k~i 

Somit ergibt sieh fª  die aus der Wechselwirkung aller Nueleonen resultierenden 
Gesamtenergie 

]~Ÿ : ~~P 2u ~/.ffn ~_ W�93 (4 0 

Wir mª hier nun noeh den nur  r o n  der gegenseitigen En t fe rnung  
der Nueleonen abh/ingigen Anteil der Nueleonenweehselwirkung, el. h. die 
Funkt ionen  Jnp(rnp), ,]nn(rnn) und Jpv(rpp)naher definieren. Gemass dem 
experimentellen Befund, dass die Kernkraf te  eine sehr kurze Reichweite und  
zwar eine Reichweite r on  der GrSssenordnung 10-13cm besitzen, setzt man  fª  
Jnp, Jnn und Jpp mit wachsender gegenseitiger Ent fernung der Nucleonen sehr rasch 
abklingende Funkt ionen an. Wir  setzen hier f ª  die Wechselwirkung der Nucleo- 
nen ein skalares zentrales Yukawa-Potent ia l  an, d. h. wir nehmen an, dass die 
Austauschwechselwirkung der Neutronen mit den Protonen durch den Aus- 
tausch elektrisch geladener Mesonen und zwar ~-Mesonen und die Austausch- 
wechselwirkung zwischen gleichen Nucleonen durch den Austausch elektrisch 
neutraler  Mesonen von der gleichen Masse erfolgt. Weiterhin nehmen wir ah,  
dass der nur  r o n  der gegenseitigen Ent fe rmmg der Nucleonen abh/ingige Antei l  
der Wechselwirkung zwischen Neutronen-Protonen,  Neutronen-Neutronen und 
Pro tonen-Pro tonen  gleich sei, d. h. wir setzen 

I --I~--r'l/r~ (47) J n p = J n n = J p p = J = ' Y  I r - - U !  e 

wo I r - - t '  I die gegenseitige Ent fernung der betreffenden beiden Nucleonen und 3t 
eine Kons tan te  von der Dimension einer Energie mal L/inge bezeichnet ; r o 
ist ebenfalls eine Konstante  und zwar ergibt sich aus der Yukawasehen Theorie, 
dass man  r o mit  der durch 2~r divŸ Compt0nschen Wellenl/inge der ~-Mesonen 
gleichzusetzen hat. Wenn wir f ª  die Masse der Ÿ Mx,  den Wert  von 
285 Elektronenmassen setz'en la, so ist 

h 
ro - -  1,355 �9 10 -13 cm, (48) 

2~r M,tc 
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wo c die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. • die einstweilen nicht niiher 
definierte Konstante y werden wir spiiter verfª 

Es sei hier erw~ihnt, dass in den bisherigen Anwendungen der statistischen Theorie 
auf Atomkerne fª die Wechselwirk¨ zweier Nucleonen fast ausschliesslich die 
Ansiitze 

J - -  -- e~  -I~-~'l/r~ (49) 

und 
J :  --  ee ~(Ir-r'l/r~ (50) 

gemacht wurden, wo e eine Konstante ron  der Dimension einer Energie und r o wieder eine: 
L~inge ron  der GrSssenordnung 10 - 1 3  era bezeichnet. 

Ausser der hier besprochenen Wechselwirkung der Nucleonen besteht 
zwischen den Protonen noch eine Coulombsche elektrostatische Wechselwirkung 
zufolge der elektrischen Ladung der Protonen. Diese Wechselwirkung setzt 
sich bekannterweise ebenfalls aus einer paarweisen Wechselwirkung der Teil- 
chen zusammen, ganz iihnlich wie wir dies bei der vorhin behandelten Nucleonen- 
wechselwirkung vorausgesetzt und Ÿ Ansatz (24) formelm~issig zum Ausdurck 
gebracht haben. W~ihrend sich in dieser Beziehung die beiden Wechselwirkungen 
gleich verhalten, besteht in einer anderer Beziehung ein wesentlicher Unter- 
schied, wiihrend niimlich die ober~ behandelte Wechselwirkung zwischen gleichen 
Nucleonen als spinabhiingig vorausgesetzt werden musste, ist c[ie elektrostatische 
Eoulombsche Wechselwirkung der Protonen spinunabhiingig. Dementsprechend 
tritt  dann hier nicht nur die Austauschenergie, sondern auch die gew8hnliche 
Wechselwirkungsenergie (ter Teilchen auf. Zur Berectmung der Coulombschen 
Wechselwirkungsenergie h a t  man ira Ausdruck (25) fª Pik die Coulombsche 
Wechselwirkungsenergie zweier Protonen e2/]~--~'[ zu setzen, wo e die positive 
Elementarladung bezeichnet. Man erhiilt so fª die gewShnliche elektrostatische 
Coulombsche Wechselwirkungsenergie der Protonen 

Qv Qp f ;  1 e 2 . ~  . ~  [~Pi(qp) I2]~k(qp)r z 1 , dr dTp (51) 

und fª die aus der elektrostatischen Wechselwirkung resultierende A.ustausch- 
energie 

~ f~  * * ' ' 1 dTpdz~. (52) 1 eS ~k(qp)Vi(qp)~i(qp)~k(qp) I rp --~p' [ 

Mit der Annahme (28) folgt fª W c der Ausdruck 

-21e~,Q~=lQvff= lwi(rp) I" 1 dvpdvp. (53) Wc = k~~~'~ q l ~ l - - ' r p  - -  ~p I ' 

Bei WR ergibt sich mit der Annahme (28), dass nur diejenigen Irttegrale nicht 
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verschwinden, in denen die Integration auf Zust/inde mit parallelem Spin aus- 
zudehnen ist. Man erhMt 

Qp Qp ~~ 1 , ir'== le = ~ ~ J J  * * ' " , d v ~  d v ~ ,  (5~) - -  wkO:Awi(~Aw~(rp)wk(~A t r p -  ~pl 
2 i=1 k~i 

ir k =ir i 

wo die Doppelsumme nur auf je solche zwei Zust/inde auszudehnen ist, die 
parallelen Spin besitzen. Dass in IV R im Gegensatz zu IVPA p (oder W~4 n) die Aus- 
tauschwechselwirkung nur aus der Wechselwirkung ron Teilchen mit parallelem 
Spin resultiert, folgt daraus, dass die Coulombsche Wechselwirkung im Gegen- 
,satz zu der Nucleonenwechselwirkung Pik bzw. Nik spinunabh~ingig ist. 

Hiermit sind wir im Besitz der wellenmechanischen Ausdrª der Wechsel- 
wirkungsenergien zwischen den Nucleonen. • die gewShnliche Coulombsche 
Wechselwirkungsenergie 1V c ist nichts weiteres zu sagen; wir mª uns 
jer noch mit der Berechnung der Austauschenergie, insbesondere der Aus- 
tauschenergie eines freien Nucleonengases ausfª befassen. 

Hierbei sei erw~ihnt, dass wir bis jetzt noch nicht gezeigt haben, wie 
durch die Austauschwechselwirkung der Abs~ittingungscharakter der Kern- 
kr~ifte zum/kusdruck kommt ; wir kommen hierauf im ª Paragra- 
phen zu sprechen, wo wir dies ah Hand von expliciten Ausdrª der Aus- 
tauschenergie leicht zeigen k6nnen. 

5. IVechselwirkungsenergie eines Nucleonengases 

Wir befassen uns in diesem Paragraphen mit der expliciten Berechnung 
der Wechselwirkungsenergie der Teilchen des schon im vorangehenden behandel- 
ten freien Nucleonengases, das aus Qn Neutronen und Qp Protonen besteht 
und sich in einem Volumen D befindet. Wir setzen wieder voraus, dass sich das 
Gas am absoluten Nullpunkt der Temperatur, d. h. ira tiefsten Energiezustand 
bes Dies bedeutet, dass jeder Neutronen-Bewegungszustand durch je 2 
Neutronen mit antiparallelem Spin und jeder Protonen-Bewegungszustand 
ebenfalls durch je 2 Protonen mit antiparallelem Spin besetzt ist. 14 Den k-ten 
Bewegungszustand eines freien Neutrons oder Protons k6nnen wir bzw. durch 
die ebenen Wellen 

1 2 ~ i .  . 1 e -  ~-(~k,~) (55)  

beschreiben, wo Pk den Impulsvektor des Neutrons bzw. Protons bezeichnet. 
Diese Wellenfunktionen erfª die Randbedingungen, wonach die Eigenfunktio- 
nen an den Berandungsfl/ichen des Volumens D verschwinden mª nicht. 
Wenn man aber annimt dass D sehr gross ist, so kann man diese Randbedingun- 
gen schon durch eine kleine Modifikation der Wellenfunktionen erfª indem 
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man die Wellenfunktionen ª einen infinitesimalen Bereich des Ausbreitungs- 
vektors integriert, wodurch erreicht werden kann, dass die Wellerffunktionen 
ira Unendlichen verschwinden. Weiterhin mª die Eigenfunktionen der 
verschiedenen Neutronenzust~inde urtter sich~ sowie die der verschiedenen Pro- 
tonenzust/inde unter sich orthogonal sein. Dies wird in unserer kier folgendert 
Betrachtungsweise z. B. fª Neutronen ctadurch zum Ausdruck gebracht, dass 
dert [mpulsvektoren 9i und Pk im Phasenraum verschiecIene Zellen des Impuls- 
raumes entsprechen mª 

Zur Berechnung der Austauschenergie W A unseres freien Nucleonengases 
fª wir der Einfaehkeit halber die folgenden Bezeichnungen ein 

np * * u~(0u~(r), e~P(~) * ~ik (t) (56) ~~k(r)  = ~~(r)w~(~) ,  "~ = = w ~ ( 0 w ~ ( r ) .  

np Mit diesen kann man ~ik, en~ und e~~ in folgender Forro schreiben 

~~~ = f f  q ~ f ( t )  eTf*(~')J(l r - r ' l )  dv av', (57)  

~.t ng ~t  ~ik = oP2(r )  e~~*(~ ' ) J ( l  r - -  I) dv dv', (58)  

~~' = .Ii' ef~(~)qf~'*(t')J(I r -  ~' t)dv dv' .  (59) 

Zur Bereehnung ron IF A haben wir diese drei Integrale auszuwerten, indem 
wir in die • np &k, eTff und ~~k p ebene Wellen von der Forro (55) 
einsetzen. 

Wir beginnen mit der Bereehmmg von enk p, d. h. der Austausehenergie 
des/-ten Neutrons und k-ten Protons, die sieh mit Rª auf (47) in folgender 
Forro sehreiben l~isst 

f f  --Ir--r'l/r" 
np ny* , e dv dv" (60) FHIr = - - ' Y  Qik(~�91 (?~ ) [ 1 : - -  E ' [  

mit 

Man kann nun 

2Ÿ 
] -~-  (~k--~i, r) 

o~V(t) = ~ e (61) 

f --lr--r'ilro 
~p,,r,~ e dv' (62) 

V ~ ~ ( r ) =  Q~k ~ / I r - - ~ ' I  

als das Potential der Verteilung ~n~'(l:)betraehten tmd mit Hilfe dieses Potentials 
~~ª in der Form 

"P f 
darstellen. 

Die Bereehnung des Potentials Vik ist sehr einfaeh. Ganz ~tmlieh n~mlieh 
wie das Potential einer r~umliehen elektrisehen Ladwtgsverteilung mit Coulomb- 
sehen Kr~ften die Poissonsehe Gleiehung erfª genª das Potential Vik der 

2 Acta Physiea 
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Verteilung 0~~* mit Yukawaschen Kr~iften der erweiterten Poissonsclaen Gleiclaurtg 
von der Form 

1 V/k = -- 4~ e,"~* 
A E k  - -  r~ " (64~ 

Die Lgsung dieser Gleiciaung ist 

h ~ 1 
E k ( r )  - "~* ~ik (65) 

~ =  P l  + t ~ i -  ~kl ~ 

mit h 1 
Po -- (66) 

2~ ro 

Nach Einsetzen von (65) in (63) folgt 

en~ -- 5"h2 1 �9 (67) 

~ ~  P~o + I P~ - -  ~kl ~ 

Die aus der Austausehweehselwirkung der Neutronen und Protonen 
resultierende gesamte Austausehenergie W~ p erh~ilt man naeh (45) in der Weise, 
dass man en[ ª alle vollbesetzten Neutronen- und Protonenzust/inde, d. h. 
ª alle ~Ieutronenimpulse Pi und Protonenimpulse 9k summiert. 

Die Herleitung des Ausdruekes fª enk p erfolgte ira vorangehenden Para- 
graphen auf Grund der Welleumeehanik, die Bereehnung ron IF~ p, d. h. die 
Summation ª die Neutronen- und Protonenjmpulse, fª wir auf statisti- 
schen Grundlagen dureh. Dies bedeutet, dass wir die Summation ª ~i und 9k 
dureh eine Integration ersetzen, was folgendermassen geschehen kann. W› 
wir den Betrag ron lJi tmd Pk mit Pi bzw. Pk una den Winkel zwisehen 13 i una Pk 
mit vq bezeiehnen, aann ist 

I ~ i -  ~kl  ~ ~ = Pi § P k - -  2pipk cos t~. (68) 

Wir fª ein Polarkoordinatensystem ein, als dessen Aehse wir Pi w~ihlen. 
Die Anzahl der Neutronen, deren Impulsriehtung zwischen ~ und 0 + dO und 
deren Imp~sbetrag zwisehen Pi und Pi + dPi liegt, ist 

4~rt2 2 . t? dpi dO. (69) dn - -  ~ _Pi sin 

Somit l~isst sieh die Summation ª Pi durch die folgende Integration ersetzen 

P,un 
Q= 4- /  sin $ d~ 
X np__ t dpi p~ 

i='Ÿ h 6 o P~o q-P~ @Pk--2pipkcos �9  

F 1 ~ 2 2 l n (Pgn+Pk)  2¡ @ __ 25' [~--k(p~n__Pk__po ) 
h (Pl~n--Pk) ~ + p2 

+ 2 p g n - -  2po aretg P~n + P ª  2 p o a r c t g P ~ n - - p k ] ,  
Po p 

(70) 
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wo Pgn den Betrag des maximalen Impulses der Neutronen bezeichnet. Dieser 
Ausdruck gibt die Austauschenergie aller Qn Neutronen mit dem Proton mit 
dem Impuls  pg. Die gesamte Energie, die aus der A.ustauschwechselwirkung 
der Qn Neutronen mit allen Qp Protonen resultiert, erhMt man, wenn man diesen 
Ausdruck noch ª  die Protonenimpulse ~~ summiert.  Diese Summierung 
ersetzen wir wieder durch eine Integration. Hierzu haben wir den Ausdruck 
auf  der rechten Seite in (70) mit 8gl'Jp~q 3 zu multiplizieren und ª  Pk ron  0 
bis zu PI~P zu integrieren, wo pgp den Betrag des maximalen Impulses der 
Protonen bezeichnet, iNach einer ziemlich mª Integration ergibt sich 

Q n  Q p  

t v 2 ~ = 2  " ~ " ,  8 i R  
i = 1  k = , l  

16~y~2 �9 
. + - - % ,  n --P~ +Po) ~u po + (p~,. +pkf 2p~ 

h ~ o 2p~" p2 + (P~n--Pg)'~ j /  

__2poarctg Pgn + P k  
Po 

2poare tg Pl*pZ-oPk]p~,dpk-~ 

16Ÿ {1 3 o 1 
-- h 4 (P,~nP~v + Pt~nPt~P) -- --6 PoPt~nPt~P + (71) 

X 4 2 2 2 2 2 2 - -  
§ ~-~ [Po + 6po(Pgn � 9 1  3(p~n--Ptxv) ] In p~ �91 (Pt~n -4-Pg.;) ~ p~ + ~p~,,,--p~~,)~ 

2 3 3 
-~ Po(Pgn + Plxp) arctg 

P~n �91 Pfxp 2 3 3 
+ ~Po(plxn--P~xp) aretg 

Po 
pgn- -P~p[  

Po ~" 

Wenn wir die dimensionslosen Funkt ionen 

(.O n Pgn : (3zt~)l13ro0¡ und ~o v -- P/~"-- (3~r~)'13roe~/~ (72) 
Po Po 

einfª so liisst sich W~Ÿ in folgender Form schreiben 

Wfftv -- yg24 6~o 1 { 3(c0acoP -~- ~OnCOP) - -  COnCOp -I- 
r o 

1 [1 -+- 6(co~ -k co~)--3(co~-- co~) 2] { ln  [1 +(co  n -k- cop) ~] - - ln  [1 +(~On-- wv)~] } - +~ 

- -  4(COn 3 -}- co~) aretg (COn + ~ov) -k 4 (COn 3 - -  co-ª arctg (co n - -  coy) } . (73) 

Die Berechnung von IF,~ n und IF~ p erfolgt auf  eine ganz iihnliche Weise. 
Zuniichst berechnet man auch hier rn~ und e~~, fª die sich formal derselbe 
Ausdruck ergibt, wie fª  ~ ~q [man vgl. (67)], jedoch mit dem wesentlichen 

nn alle beide Impulse, ~i und ~k, Neutro- Unterschied, dass im 2rusdruck von ezk 
nenimpulse und ira Ausdruck von e~~ Protonenimpulse bedeuten.  Alles weitere 

2* 
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verl~iuft ganz analog zur Berechnung ron  W~Ÿ nur hat  man im Fall von W~, n 
bei den Integrationen ª  Pi und Pk beidesmal von 0 bis Pgn und ira Fall  ron  
WPA p beidesmal von 0 bis pgp zu integrieren. Es ergibt sich mit Rª  auf  (45) 

I p  • 4 ~ 
w ~ n  4~ry~2 4 t 2 2 1 4 ~ ~ P o +  'P/%n 

h 4 gn - -  -~ PoPgn ~- ~ (Po  -~ 12poPan) In PO 

~ A  pp = 

4 2 2p/~n ], --~PoP~n aretg Po ] 

2 2 
47r~,~2 [p~ 1 2 2 1  h 4 ~v - -  -6 PoPgp -k (p~-k 12p2p~p) In Po -4- 4pgv 

4 , 2plx p 1 3 PoPp.p arctg . 
q J 

(74) 

lv~n = y~2 1 6CO4n__CO~ + (1+12CO~n)In(1_~ 4COn)__8COn aretg 2COn , 
ro ~ 24~r 3 

(76) 

W�93 p -  3'Ÿ 1 [6CO~--CO~ + 1 (1  + 12co~)ln(1 -~ 4co~)--aco~ arctg 2copl. 
r~ 24~r~ [ 4 J 

(77) 

All' dies gi l t  nur fª  ein freies Nucleonengas, d. h. fª  den Fall, dass die 
Dichteverteilung der Nucleonen konstant  ist. F ª  ein nicht freies Nucleonengas 
kann man die Austauschenergie auf  ~ihnliche Weise berechnen, wie wir dies 
ira Fall der Fermischen kinetischen Energie (15) eines nieht freien Nucleonen- 
gases getan haben. Wir unterteilen also mit einem System ron  Scheidew~inden 
das Volumen des Gases in Teilvolumina dv, in dehen sich noch viele Neutronen 
und Protonen befinden, die man als ein freies Nucleonengas, d. h. als ein Nucleo- 
nengas mit konstanter  Dichte betrachten k” Die  ~ustauschenergie der 
Nucleonen in den einzelnen Teilvolumina 1/isst sich in der Form (73), (76) und 
(77) darstellen mit dem Unterschied, dass s ta t t  g2 ª dv steht. Die gesamte 
Austanschenergie erh~ilt man also durch eine Integration ª  das ganze voto 
3/ucleonengas beanspruchte  Volumen. Wenn man zur Abkª  die Bezeichnung 

1 {3(ta~cop + tanco~)- concop + f(con, cop) -- 24~r 3 

1 [1 ~- 6(con-4- cop)~-- 3(co2n -- COp)2] {In [1 ~-(con ~- tap)2l - - In  [1 q- (con--cop) 2] } --  +~ 
--4((o~ -4- cop) aretg (COn q- COp) + 4 ( t a ~ -  cop) aretg ( t a n -  tap)} 

(7a) 

Wenn man auch hier die dimensionslosen Funkt ionen ~on und COp einfª 
so erh~ilt man 

(75) 
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einfª so ergibt sicb 

W~p 4~ f f(con, ~V) dv , (79) 

w ~  ~ - ~'~~ fs(~., ~o~. d~,  ( 8 o )  

w�93 -- ~/r~ f f(o~~, r dv . (81) 

W/ihrend Ÿ (45) ira •usdruck von W�93 p und W~ p die aus dem Selbstausch 
der Neutronen bzw. Protonen resultierertden Glieder durch Ausschliessen der 
Glieder k = i in den Doppelsummen eliminiert sind, enthalten (80) und (81) 
sowie die entsprechenden vorangeKenden Ausdrª auch die aus dem Selbst- 
austausch resuhierende Energie, da in beiden F~illen ª  dasselbe Impulsinter-  
rai l  zweimal integriert wird. Mangels eines genaueren Verfahrens zur Korrek- 
tion des SelbstaustausChes kann man so vorgehen, dass man die aus dem Setbst- 
austausch eines Neutrons oder Protons resuhierende Energie der mittleren 
Austauschenergie eines Neutrons bzw. Protons, d. h, W~tn/Q~n bzw. w�93 
gleichsetzt. Die aus dem Selbstaustausch aller Neutronen und Protonen resul- 
tierende Energie ist also W~'~/Qn bzw. w�93 Zur Korrektion des Selbstaus- 
tausches h a t m a n  also diese Energien von (80) bzw. (81) in Abzug zu bringen, 
d. h. die Korrektion des Selbstaustausches besteht darin, dass man  die A.us- 

drª (80) und  (81) einfach mit  den Faktoren s n = 1 - -  [-~-bzw. sp = 1 
1 

q. Qp 
muhipliziert.  Man erhMt also fª die gesamte Austauschenergie 

WA = W.~ p + snW~ n + Sp W�93 (82) 

Allerdings ist die auf  diese Weise durchgefª Korrektion sehr grob, es sei 
jedoch hervorgehoben, dass die Korrektion fª den Fall Qn = 1 und  Qv = 1, 
wo die Korrektion relativ aro grSssten ist, den exakten Wert  liefert, da in diesem 
Fall  die Korrektionsfaktoren sn uad sp gleich 0 sind und somit auch cIie korri- 
gierten Ausdrª snW~4 n und spW~ p verschwinden, wie dies auch sein muss. 
Fª  grSssere Teilckenzahlen liefert clie Korrektion nur einen grober~ Naherungs- 
wert, was aber ziemlich belanglos ist, denn - -  wŸ man sieht - -  wird die Korrek- 
tion ron  umso geringerer Bedeutung, je gr6sser die Teilchenzahl ist. 

Wir geben hier noch fª die Wechselwirkungsenergien (49) und (50) die Funktion 
.f(oon, cop) an. Im Falle der Wechselwirkungsenergie (49) ist 

TO ! 2 2 s f(r = ~~-~~ 3 [4wnc~ + 3(r + ~o~)] {ln[1 +(oon§ ]--ln[l+@n--cop) 1}-4- 

(83) 
�91 4(r �91 ~0p) arctg (w n + ~op)- 4(w3n - -  ~~) arctg (e0n--mp) } 
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und ira Falle der Wechselwirkungsenergie (50) findet man 

ro l~-(�91 [ 2 ]__ f((on, (op)  = 6~5[2 

(84) 

wo q}(x) die Gaussche Transzendente 

x 

2 r _u2 ~(~) = ~ j  ~ d~ 
o 

bezeichnet. 

(85) 

Die Herleitung dieser Ausdrª bzw. der Austauschenergien mit den Wechselw:r- 
kungsenergien (49) und (50) erfolgt auf einem etwas anderen Weg, als in dem von uns 
behandelten Fall einr Yukawaschen Wechselwirkung; die Berechnung von enf kann in diesen 
F~llen durch die direkte Auswertung des Integrals (60) ge~chehen tS. Fª de  Wechselwirkungs- 
energ!e (49) karm z. B. die I-Ierleitung von IV~ p, w�93 n lr~4 p, wie aus einem Vergleich ron 
(49) und (47) sofort zu sehen ist, auch so erfjlgen, dass man die fª die Yukawasche Wech- 
selw:rkung (~7) hergeleiteten entsprechenden Ausdrª (71), (76) und (777 nach - -1 / r  o d .h .  
nach --2Z~poq differenziert. 

Die aus der  e lek t ros ta t i schen  Cou lombschen  Wechse lwi rkung  der  P r o t o n e n  
resul t ierende Aus tauschenerg ie  W R l~isst sich f ª  freie P r o t o n e n  mi t  Hilfe des 
A u s d r u c k e s  f ª  ei~ e infach  berechnen,  li Das  Doppel in tegra l  in (54), das  wir 

der  K ª  halber  mi t  e~k bezeichnen,  ist n~imlich f ª  P r o t o n e n  mi t  para l le lem 
Spin mi t  2e~ ff gleich, w e n n  m a n  ira A u s d r u c k  v o n  e~kP f ª  die K o n s t a n t e n  3' 

u n d  1Ir o die Wer te  3' = ea u n d  1Ir o ---- 0, d. h. Po = 0 setzt .  Es geht  d a n n  n~imlich 
J([r--r'!) in die Coulombsche  Wechse lwirkungsenerg ie  e~ / I r - -~ ' l  ª  Es  
ergibt  sich also f ª  P r o t o n e n  mi t  paral le lem Spin 

a e~h~ 1 (86) 

F ª  P r o t o n e n  mit  an t ipar”  Spin ist e/R k ~--0. 

Zur  Berechnung  r o n  W R ha t  m a n  e~  ª  a]le P ro tonenzus t~nde  mi t  
para l le lem Spin zu summieren .  Die S u m m a t i o n e n  k a n n  man  ganz  ana]og  zur  

Berec}mung r o n  ]~Ÿ193 du~ch ]n t eg ra t ionen  ersetzen,  wobei  aber  zu b e a c h t e n  ist,  

dass j e t z t  die S u m m a t i o n ,  d . h .  ]n tegra t ion  nu r  a u f  Protonenzust~inde mi t  
1)ara]]e|en SI)in auszudehnen  ist. Es  ergibt  sich ir 

1 Q~ Q v R 4~e 2~J 4 
w ~ = - ~ ~ ~ ~  ~ ' ~ , ~ -  h, p~~. (87) 

i - I  k=l  
o" k =cr i 

W e n n  m a n  auch  hier s t a t t  p/~n die dimensionslose F u n k t i o n  O)p e inf ª  so folgt  

f ª  ein freies P ro tonengas  
e~~J 1 

IV R -  , 4~aO~p. (88) 
r 0 
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Fª  ein nicht freies Protonengas,  d. h. fª  ein Protoneng• mit  beliebiger 
Dichtevertei lung erh~ilt man ganz ~ihnlich zu (79)--(81) den Ausdruck 

e ~ 1 f , 
IVu - 4 4~3 t o~p dv . ( 8 9 )  

r o  

Gerade so wie in (80) und (81), ist auch in diesem Ausdruck, aus denselben 
Gr ª  wie dort ,  d i e  aus dem Selbstaustausch der Protonen resultierende 
Energie enthal ten.  Den hierdurch begangenen Fehler braucht  man jedoch nicht 
eigenst zu korrigieren, sondern man kann so verfahren, dass man in den gew5hn- 
lichen Coulombschen Energieausdruck W c auch die der elektrostatischen 
Selbstwechselwirkung entsprechenden Glieder aufnimmt,  was bei der st” 
tischen Bekandlungsweise sowieso nicht vermieden werden kann. Dies bedeutet ,  
dass wir im ~kusdruck (53) auch die Glieder mit k = i aufnehmen,  wodurch 
wir fª  ein beliebiges, d. h. sowohl freies als nicht freies Protonengas den Ausdruck 

I % QPff f f  ~7"C = 2 e2~~=1 k=l ~ lWi(~)l~'Ÿ 1 r-"----~l dv dv' =~e*l ev($) ev(r') dvdv" 
, - -  , i r - -  r ' ]  ( 9 0 )  

erhalten,  wo gemfiss der wellenmeehanisehen Definition der Teilchendiehte 

op 
~X ~ [w~(~)[ ~ z Ov(~) (91) 
i = I  

gesetzt wurde. Die Glieder mit k ~ -1  in I r  c sind n~imlich, abgesehen vom 
Vorzeichen, dieselben wie die Glieder mit  k = i in Wn, wie dies aus einem Ver- 
gleich mit (54) sofort zu sehen ist. Da ausserdem cIiese Glieder in W c und W n 
verschiedenes u  haben, ergibt sich, dass sich diese Glieder in der Summe 
r o n  Wr und W R - -  und nur  auf  diese Summe kommt  es im folgenden ah - -  
gerade kompensieren. Allerdings ist die Kompensation nur in den wellenmecha- 
nischen A.usdrª vollkommen, in den statistischen &usdrª  ist sie nur  
eine teilweise. Man kann  sich jedoch damit  vollkommen begnª da diese 
Selbstwechselwirkungsenergien sowieso nur  f ª  kleine Protonenzahlen von 
Bedeutung sind, f ª  diese ist aber - -  wie sich zeigen wird - -  sowohl W c als W n 
im Verhiiltnis zu W A unbedeutend.  

Erg~inzend zum _A.usdruck (90) sei r~och bemerkt ,  dass man IV c au ch  in 
der  Form 

1 J" IVc = ~ e V(~)Ov(r ) dv (92) 

schreiben kann, wo 

I ev(r') dv' V(r)=e Ir--r'[ (93) 
J 

das elektrostatiseKe Potent ial  der Protonen am Ort t bezeiehnet. 
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w 6. Absiittigungscharakter der Austauschkriifle 

Bekanntlich ergibt sich aus dem empirischen Befund, dass die Energie 
der Kerne angen/ihert zur Nucleonenzahl proportional ist. Dies weist darauf 
hin, dass die zwischen den Nucleonen wirkenden A.nziehungskriifte, gerade so 
wie die chemischen Valenzkr~ifte, eine A.bs~ittigung zeigen mª d. la., cIass 
durch diese Kriifte von einem Nucleon nur eine beschriinkte/knzahl von Nucleo- 
nen gebunden werden kann. Wir wollen nun hier zeigen, dass die im vorangehen- 
den beschriebenen Austauschkr/ifte, im Gegensatz zu den gewShnlichen Kr~iften, 
diesen Absiittigungscharakter besitzer~, und zwar wollen wir dies auf einem 
indirekten Weg tun, indem wir untersuchen, wie die Austauschenergie von 
der Teilchenzahl abh~ingt, wobei wir den Korrektionsfaktor s gleich 1 setzen 
k6nnen. 

Wir zieh~n hi~rzu de n schon im vorangehenden behandelten Fall in Betracht, 
bei dem sich Qn Neutronen und Qp Protonen mit konstanter Dichteverteilung 
im Volumen ~ befinden. Wir wollen ausserdem noch die Vereinfachung machen, 
dass die Anzahl der Neutronen und Protonen gleich gross ist, d. h. dass Qn= Qp = 
-- Q/2 ist, wo Q die Gesamtzahl der Nucleonen ist. Mit diesen Vereinfachungen 
wird 

1 Q und un = ~p = ~ --~/'3z2r~]ltSt'Q~113 
Q n = ~ v - - ~  ~ - 2 ~  ~. 2 J t . ~ J  ' (94) 

wo ~ die gesamte Nucleonendichte bezeichnet. 

Fª die Austauschenergie der Nucleonen ergibt sich aus (73), (76) und 
(77) mit Rª auf (94) 

~ 7  A ~-  ~r ~_ ~7~n.~_ ~ z � 9 3  67f(~0 ' ~ ) ~  = 
% (95) 

1 ( 1  12) ] 
_ 3 ~ Q [ 6 ~ - -  1 - 4 - ~  j + ~ - -  l n ( l + 4 0 ~  ~ ) - 8 a r c t g  2~ . 

8 ~  r o L 

Wie man aus diesem Ausdruck sieht, wird fª grosse (o 

9 V Q ~ .  (96) 

I~7 A ist also fª grosse e0 zu Qa~ proportional. Da sich weiterhin £ wegen der hier 
,~1 /3  �9 Q4/8 konstanten Dichte zu ~�91 als proportional erweist, folgt, dass W A zu pro- 

portional ist. 

W~ihrend sich also die gewShnliche Wechselwirkungsenergie der Nucleonen 
zu ~~, d. h. zu Q~ als proportional ergibt, ist W A nur zur 4/s-ten Potenz von Q 
proportional. Hierin kommt der A.bs~ittigungscharakter der A-ustauschkr~ifte 
zum Ausdruck. Allerdings ist hier die/kbs~ittigung keine vollkommene, denn bei 
einer vollst~indigen Abs~ittigung der Wechselwirkungskriifte mª die Wechsel- 
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wirkungsenergie zur Teilchenzahl, d. h. zu Q proportional sein, w~ihrend sich 
in unserem Fall eine Proportionalitat zu Q~[3 ergibt. Dies ist eine Folge dessen, 
dass wir die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Nucleonen in der Form (47) 
angesetzt h” wenn wir diese Wechselwirkungsenergie in der Form (49) 
oder (50) ansetzen wª dann erg~ibe sich fª co �87 die Austauschenergie 
zu Q als proportional, ls die Absattigung w~ire also in diesen F/illen fª co�87 
vollst~indig. 

(JL) IL 

5 10 15 20 25 30 

/ 
3 

~J 2 

t 

9:u.) 
4n 

- 6  I 

Fig. 1. Die auf ein Teilchen entfallende Austauschenergie IVA/Q eines Nucleonengases mit  kon-  
stanter Dichte als Funktion ron  r 

Kurve 1: 1VA/Q aus (95) berechnet in 3t/r0-Einheiten, 
Kurve 2:  IVA/Q aus (97) berechnet in e-Einheiten, 
Kurve 3:  IVA/Q aus (98) berechnet in e-Einheiten. 

Dies kann leicht gezeigt werden. Wir brauchen h;erzu nur  die dem Ausdruck (95), 
entsprechende gesamte Austau~chenergie WA fª die Wechselwirkungsenergien (49)und (50), 
anzugeben. Mit Hilfe von (83) und (84) ergibt sich mit  den Vereinfachungen (94) ira Falle 
der Wechselwirkungsenergie (49) 

/VA : -  8--~ - -  I, co a o~ ) In (1 + 4o/z) + 8 arctg 2~o (97) 

und im Falle der Wechselwirkungsenergie Ÿ 

3 eQ [Ÿ161  (~- 2 / e - - ~ 2  3 2 1 - -  - - -  + ( 9 8 )  
W A = 2~~12 ~,j~ / ~ ~ �9 
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F¡ grosse ~o gehen diese Ausdrª dcr Reihe nach asymptotisch in die folgenden iiber 

liz A e ~ _ ~ e Q 8  arctg 2~o~--  3 ~- ~q, (99) 

~A ~ '~ -  ~~ - - -  2 /~ eQ~II~~@) ~.~ 32 eq. 100) 

In beiden F~illen ist a}so WA fiir sehr grosse co zu Q proportŸ 

W.4/Q als Funktion von r ist fª die Ausdrª (95), (99) und (100) in 
Fig. 1 dargestellt, die die VerhMtnisse deutlich veranschaolicht. 

Ira Verhalten fª grosse 09 besteht also ein wesentlicher Unterschied 
zwischen den Wechselwirkungsenergien (49) und (50) einerseits und der von 
uns zu Grunde gelegten Yukawascken Wecbselwirkungsenergie (47) anderseits 
nnd es dª zum Teil auf diesem Unterschied beruhen, dass die im weiteren 
Verlauf dieser Arbeit durchzufª Berechnungen zu befriedigenderen 
~Resultaten fª als die bisher mit den erw~ihnten anderen Wechselwirkungs- 
energien erziehen Resuhate. 

Die Ursache dieses verschiedenen asymptotischen Verhahens der Wechsel- 
wirkungsenergien liegt offenbar darin, dass F¨ Ir - -  r' I = 0 die Wechselwirkungs- 
energien (49) und (50) in eine Konstante ª wahrend die Yukawasche 
Wechselwirkungsenergie (47) wie 1/l~--~'] unendlich wird. 

7. Dus st~tistische Modell des Atomkerns 

Die statistische Theorie des Atomkerns grª sich auf die Annahme, 
dass man die Nucleonen des Kerns als ein entartetes Neutronen-und Protonen- 
gas aro absoluten NulIpunkt der Temperatur betrachtert kann. Es wird ange- 
nommen, dass in diesem Nucleonengas die Teilchen kontinuierlich verteih sind, 
man betrachtet also die Teflchert als pulverisiert. Das Nucleonengas wird durch 
die in den beiden vorangehenden Paragraptten ausfª besprochenen Aus- 
tauschenergien des Nucleonen zusammengehalten ; die Abstossungsenergien, 
die der Anziehung des Gleichgewicht halten, sind die im w 3 besprochenen kine- 
tischen Energien des Nucleonengases und die im w 4 und am Ende des w 5 be- 
handehe Coulombsche Wechselwiikungsenergie de r  Protonen. Dem Wesen 
der statistischen Betracbtungsweise entsprechend werden ira statistiscben Kernmo- 
dell die individuellen Eigenschaften der Nucleonen verwischt. Aus den 
Grundannahmen der Theorie folgt weiterhin, dass man die Theorie nur auf 
solche Kerrte anwenden kann, in welchen die Anzahl der Neutronen und Pro- 
tonen gross, also die statistische Behandlungsweise gerechtfertigt ist. 

Wir ziehen im folgenden einen Kern in Betracht, der N Neutronen und 
Z Protonen enth~ilt. Die Gesamtzahl der Nucleonen ira Kern, d. h. die Massen- 
zahl bezeichnen wir mit A ; ~s ist also 

A = N q- Z. (101) 
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Zufolge der ira vorangehenden schon besprochenen Korrektionen, die wir ah 
der Fermischen kinetischen Energie und der Austauschenergie gleicher Teilchen 
angebracht haben, kSnnen wir die Beschr~inkung auf schwere Kerne fallen lassen 
und auch leichte Kerne in unsere Betrachtungen aufnehmen. 

Das Grundproblem besteht in der Bestimmung der Energie des Kerns 
ur~d in der Dichteverteilung der Nucleonen ira Kern. Die LSsung dieses Problems 
kann mit Hilfe eines Variationsprinzips geschehen. Zu diesem Variationsprinzip 
gelangt man, indem man den Energieausdruck des Kerns bildet. Zur Herleitung 
dieses Energieausdruckes fª wir ein System ron Scheidew~inden ein, mit 
tienen wir das Nucleonengas, ganz ~ihnlich wie in den Paragraphen 3 und 5, in 
Teilvolumina dv unterteilen und zwar in der Weise, dass jedes r~iumliche Volumen- 
element noch viele Neutronen und Protonen enthalte, die man als ein freies 
Neutronen- bzw. Protonengas betrachten kann. Von der Schwierigkeit, dass 
diese Bedingung in den voto Kernmittelpunkt weit entfernten Gebieten 
wegen der kleinen Nucleonenzahl - -  nicht erfª ist, kfinnen wir zun~ichst 
absehen, da diese Gebiete bei der Berechnung der uns in erster Linie interessieren- 
den Kernenergie "con geringer Bedeutung sind. Die einzelnen Energieanteile 
des Kerns kfinnen wir mit Hilfe der in den Paragraphen 3 und 5 erhaltenen 
Resultate sofort angeben. Bevor wir dies tun, machen wir noch einige zum Teil 
vereinfachende allgemeine Festsetzungen. 

Bei der Berechnung der Energie ist es vorteilhaft alle Energieanteile in 
derselben Energieeinheit auszudrª Wir setzen g = 4e und w~ihlen als 
Energieeinheit 

gZ 
e0 -- -- 2,724 �9 10 -5  erg = 17,01 ~ e V .  (102) 

/ '0 

Dies ist praktisch das Doppelte des mittleren Packungsanteils. 

Weiterhin wollen wir den ~/usdruck fª die Fermische kinetische Energie 
und die &usdrª fª die Austauschenergie gleicher Teilchen" vereinfachen, 
indem wir fª die Korrektionsfaktoren kn, kp sowie Sn und s v die folgenden Ver- 
einfachungen durchfª Diese Korrektionsfaktoren sind nur fª leichte Kerne 
r o n  Bedeutung. Bei den stabilsten leichten Kernen ist nun N = Z ~ A/2. 
Wir k6nnen daher bei der Energieberechnung der stabilsten leichten Kerne 

4 
fª A >= 4 kn = kp = k = 1 - - ~ ,  (103) 

fª  A < 4 kn = kp = k = 0 ,  (104) 

sowie 
2 

fª A ~ 2 sn =- sp = s = 1 A '  (105) 

fª  A < 2  s n = s p = s = - O  (106) 

setzen. Diese vereinfachten Korrektionsfaktoren k und s k6nnen wir auch fª 
die schweren Kerne, fª die N # Z ist, beibehalten, denn bei diesen ist die 
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ganze Korrektion unbedeutend. Die F/ille A < 4 bzw. A < 2 sind nur der 
Vollst/indigkeit halber angegeben, praktisch kommt diesen keine Bedeutung 
zu, da es sich hier um eine statistische Theorie handeh, die bei diesen kleinert 
Teilchenzahlen versagt, und wir in unseren folgenden Berechnungen h~chstens 
noch den schon sehr extremen Fall A = 4 aufnehmen kiinnen. Wir werden 

4 2 
daher im folgenden einfaeh k = 1 ~ und s = 1 - - ~  setzen. 

Sehliesslieh fª wir noeh in den einzelnen Energieanteilen statt  der 
Diehtefunktionen Qn und pp durehweg die dureh (72) definierten dimensionslosen 
Funktionen con und coy ein. 

Mit Berª all' dieser Festsetzungen geben wir nnn die einzelnen 
Energieanteile ah. Wenn wir die Fermisehe kinetisehe Energie der Nueleonen 
mit Ex,  die Weizs/iekersehe Inhomogenit~itskorrektion der kinetisehen Energie 
mit E l ,  die aus der 2qentron-Proton Weehselwirkung resultierende &ustauseh- 
energie mit E ~  p, die aus der ~eutron-Neutron Weehselwirkung resultierende 
Austauschenergie mit E~4 n, die aus der Proton-Proton Wechselwirkung resul- 
tierendeAustauschenergie mit E~, p, die gewiihnliche elektrostatische Coulombsche 
Wechselwirkungsenergie der Protonen mit E c nnd schliesslich die aus derselbe= 
Wechselwirkung resultierende Austauschenergie mit E R bezeichnen, so ist 

I , , , ~ ,  o,3, h~~ j, 
Ex< = k~,,< t e .  ) + ep J av --(3~,)~,3r~ (cos. + co~) av = 

-- ktzK eo [ (co~n + co~p) dv ,  ( 1 0 7 )  

= ~ j f  [ 1  ~d~n'/'~ + 1__ (dop~'~|d v _ 3~ j  (" (d~n'l 2 " 
t d r }  Op t ' -dr- ) ]  ~2r3oJ [~ dv=  E j  

- -  - -  n 2 - ~  COP d v ,  (108) 3/.�91 co ( ~ r )  J 
~ 2 r  o 

4V  
E~ p --  f f(con, r dv --  (109) r~ , ~ co f(con, cop) dv ,  

ET= vsj" zs f r2 f(con, co.) dv - -  ro~ Co f(con, con) dv ,  (110) 

E~,= 7si" zs W , f(cop, cop) dv --  ~ co (cop, cop) dv ,  (111) 
1"o r o  " 

3 3 t 

1 e ~ ~~ Q~ e"(r ') dv av' - -  e'~ (~co~(~)co~(r) av dv' = 
E c =  ~ .)j ]7 ~- t - ,  [ 18zPr06jj I r - -  r'l 

j j 1 e "V(r)co;(r) dv = 1 V(r)co;(t) dv (112) 
- -  23~r~r03  -96~2er~ eo , 
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- -  e2  f £ dv - 1 4 
Ea 4zrap0 64~Pr0a ~o f o~p d v .  (113) 

Hier bezeichnen /z~, /zj und ~ die folgenden dimensionslosen GrSssen 

~K ~J -- 0,1660, Ÿ = Y -- Y (114) /~K-- ~ - -3 ,814 ,  q  2 roeo - -g~-  ; 
ro�91 roEO 

V(r) ist das durch (93) definierte elektrostatische Potential der Protonen ; zu 
ntegrieren ist ª auf alle Gebiete, in welchen On und 0p nicht verschwinden. 

Statt y wurde also Ÿ eingefª ~ ist ein zun/ichst unbestimmter dimensions- 
oser Parameter und zwar der einzige fr ei verfª Parameter, den wir mit 
Hilfe empirischer Daten bestimmen werden. 

Die gesamte Energie E des Kerns ist die folgende 

E ---- E K -4- E j  -4- E ~  p -k  E ~ n ~  - E � 9 3  p -k  E c  -k  E R .  (115) 

Das Problem besteht darin, diejenigen Verteilungsfunktionen On und 0p bzw. 
co n und cop zu bestimmen, die die Energie des Kerns zum l~~nimum maehen, 
wobei zu berª ist, dass fª On und 0p, bzw. fª co n und cop die Neben- 
bedingungen 

f o n d v  - -  1~ a f e ~  n~dv = N ,  (116) 
3~r r o 

f op dv  - -  1 I "~ 3zc~r3 " co p dv  = Z (117 )  
0 

bestehen, durch die die Gesamtzahl der Neutronen bzw. Protonen im Kern 
festgelegt wird. Das Problem 1/isst sich also in der Forro eines Variationsprinzips 
folgendermassen formulieren 

O(E -f- b r i n  ~- bpZ)  =- O,  (118) 

wo bn und bp Lagrangesche Multiplikatoren bezeichnen und die Variation ent- 
weder hinsichtlich On und 0p oder hinsichtlich o n und c% zu erfolgen hat. Ferner 
sei bemerkt, dass fª das elektrostatische Potential der Protonen die Poissonsche 
Gleichung 

4e 3 
A V  = - -  4~reop - -  cop (119)  

3zrr* o 

bestehen muss. 

Es  wª keinerlei Schwierigkeiten bereiten das zur Bestimmung ron 
0n und 0p, bzw. ron o n und cop dienende Differentialgleichungssystem mit den 
Randbedingungen herzuleiten. Die L6sung dieses Gleichungssystems wª 
aber zu sehr ausgedehnten und schwierigen numerischen Rechnungen fª 
die man umgehen kann, wenn man das Variationsproblem mit Hilfe des Ritz- 
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schen Verfahrens direkt 16st~ wie wir dies ira n/ichsten Paragraphen tun wollen. 
In diesem Fall genª es neben den Bedingungen (116) und (117) die folgenden 
Randbedingungen zu berª Erstens muss aus Symmetriegrª der 
Anstieg der Ricbtungstangente von On und Op, bzw. con und COp ira Kernmittel- 
punkt gleich 0 sein, d. h. es mª die Bedingungsgleichungen 

3r )r=o L~-r-)r=o = 0,  (120) 

bzw. die Gleichungen 

(aco. ] (aCo~ ] 
"-~--rJr = o = 0 und = 0 (121) Or )r=o 

bestehen, wo r die Entfernung voto Kernmittelpunkt bezeichnet. Zweitens 
muss On und 0p, bzw. co n und cop in unendlicher Entfernung voto Kern verschwinden. 

w 8. Der statistische Kern mit konstanter Nucleonendivhte 

Bevor wir die L~isung des Variationsproblems mit Hilfe des Ritzschen 
Verfahrens in Angriff nehmen, m6chten wir vorerst noch die nullte N/iherung 
besprechen, deren exakte Li~sung eine durchweg konstante Dichteverteilung ist. 
Zu dieser nullten N/iherung gelangt man, wenn man Ÿ Ausdruck der Gesamt- 
energie (115) nur die wichtigsten Energieanteile berficksichtigt; diese sind 
EK und EA--E'�93 E~4n-k E~ p. Wenn wir ron den ganz leichten Kernen absehen, so 
sind alle ª Energieanteile ira Verh~ltni~ zu diesen beiden nur Korrektions- 
gr6ssen und kSnnen in nullter N/iherung vernachl/issigt werden. Konsequenter- 
weise wird man dann auch die Korrektionsfaktoren k und s gleich 1 setzen. 
Ausserdem machen wir noch die vereinfachende Annahme, dass die Anzahl 
der Neutronen und Protonen gleich ist, d. h. dass N = Z --= A/2 ist. Es wird 
dann 

1 
~ n =  ~ p = ~  ~ und C0n=COp--CO, (122) 

WO ~ die gesamte Nucleonendichte bezeŸ 

Fª die Energie dieses vereinfachten Kernmodells erh~lt man 

E - -  2/zKso fcoSdv 62.eo f f(co, co) dv, (123) 
(37r*)51Sro ~ r~ 

wobei co der N ebenbedingung 

? 2 
J ~dv --3Ÿ J Co3dv = A (124) 

zu genª hat. 
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Das Variationsprinzip lautet  nun 

a(E + bA) = 0, (125) 

wo b einen Lagrangeschen Multiplikator bezeichnet. 

Aus (125) erh~ilt man den Zusammenhang 

0-~  o 3 = 0.  (126) lO/'�91176 CO 4 -  6~.So -+- b 2 

Mit Rª darauf, dass 0 ~  eine Funktion ron  co allein ist und der Lagrangesche 

Muhiplikator b eine Konstante  ist, ergibt sich hieraus, dass co, d. h. ~, konstant  
ist. 

Dieses Resul tat ,  das wir hier aus dem Variationsprinzip hergeleitet haben, 
h~itten wir auch ohne jede Rechnung erhalten k6nnen. Aus dem Energieaus- 
druck (123) der null ten N~iherung ergibt sich n/imlich, dass die Energiedichte, 
d. h. die Energie pro Volumeneinheit an jedem Punkt  nur  r o n  der Teilchen- 
dichte ah diesem Punk t  selbst abh~ingt und von der Dichteverteilung der Um- 
gebung des fraglichen Punktes v511ig unabh~ingig ist. Es ist also ira Kern kein 
Punkt  energetisch ausgezeichnet, es wird sich daher - -  ;n •  
mi t  unserem welter oben erhaltenen Resultat  - -  ira ganzen Kern  ª 
dieselbe Dichte einstellen und zwar diejenige, dic zur tiefsten ErLergie f ª  

Mit der konstanten Nucleonendichte folgt aus der Normierungsbedingung 
(124), dass sich die Dichte nur •  eine Kugel erstreckt und ausserhalb der 
Kugel ª Null ist. Wenn man das Volumen dieser Kugel mit  s bezeichnet, 
so ergibt sich aus (124) die Beziehung 

2 A 
- - ~ ~  (127) 

= 3~z~r~ : ~ .  

Mit Riicksicht darauf, dass co konstant  ist, erhfilt man mit  Hilfe von 
(127) aus (123) fª die Energie des Kerns 

E : 2txKe~ co5~2 6~.e. f(co, co)s 
(3~~)~'3ro 3 r~ (128) 

{ 3)~ 1 1 
---- Aso /~K o~* [£ + (ld-12co2) ln(l+4co*) - 

(3~~) ~l~ 8~ co~ 4 

- -  8co 3 arctg 2co)] }. 

Der einzige frei verfª Parameter  in diesem Ausdruck ist ~. Wenn man 

Ÿ = 3,31 (129) 

setzt, so erh~ilt man fª  das Energieminimum die Beziehung 

E0 = --  0,50 Aso = --  8,5 A 1V[eV, (130) 
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die abgesehen von den leichtesten Kernen, dureh den empirischen Befund Ÿ 
Mittel gut bestatigt wird. 

Das Energieminimum liegt beim folgenden Wert von co 

co = 2,39, (131) 
dem die Dichte 

1 (132) e = 0,922 r--~~ 

entspricht. 

Fª den Grenzradius R, bis zu welchem die Dichte ausl~iuft, erhMt man 
mit co = co 0 aus (124) 

R -  (9~)113Al~3ro = 0,637 Al~3ro . (133) 
20~ o 

Der Grenzradius ergibt sich also in dieser Naherung in • mit 
dem empirischen Kernradius zu A 1/a proportional und hat auch die richtige 
Gr5ssenordnung. Darauf, inwiefern es zul~issig ist diesen Grenzradius mit dem 
empirischen Kernradius unmittelbar zu vergleichen, kommen wir aro Ende 
des w 9 zu sprechen. 

9. Berechnung der Dichteverteilung im Kern und der Energie des Kerns mit dem 
Ritzschen Verfahren 

Wir wenden uns rmn der LSsung des vollst~indigen Variationsproblems 
(64) mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens zu. Das Ritzsche Verfahren besteht 
darin, dass man die unbekannten Funktionen - -  in unserem Fall die Dichte- 
verteilungen Qn und Qp bzw. 0~ n und COp I in einer den Randbedingungen ge- 
nª Forro mit zun/ichst unbestimmten Parametern ansetzt. Mit diesem 
Ansatz berechnet man dann die Energie als Funktion dieser Parameter und 
bestimmt die Parameter aus der Minimumsforderung der Energie, womit sich 
das ganze Verfahren auf ein gewShnliches Minimumproblem reduziert. Zur 
exakten Bestimmnng der gesuchten Funktionen h~itte man unendlich viele, 
zun/ichst ~nbestimmte Parameter einzufª indem man z. B. die gesuchte 
Funktion nach zweekm~ssig gew/ihIten Funktionenfi mit zun~ichst unbestimmten 
Koeffizienten in eine Reihe entwickelt, also die gesuchte Funktion in der Forro 
~cJi  ansetzt. Die Funktionen li  mª dieselben Randbedingungen erfª 

wie die gesuchte Funktion, k5nnen aber ansonsten beliebig gew~ihlt werden. 
Da man im allgemeinen den Verlauf der gesuchten Funktion ungeflihr kennt, 
geht man praktisch in der Weise vor, dass man die gesuchte Funktion in einer 
Forro ansetzt, die der exakten mfiglichst nahe kommt und kann so meistens 
schon mit einer kleinen Anzahl von Parametern die unbekannte Funktion gut 
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ann~ihern. Das Integral ,  dessen Minimum man aufsucht - -  ira vorliegenden Fall  
die Energie - -  niihert sich relativ rasch dem exakten Wert  und zwar bedeutend 
scbneller als die approximierenden Funktior~en sich der exakten  LSsung an- 
passen. Die Energiewerte,  die man  mit  den N/iherungslSsungen des Ritzschen 
Variat ionsverfahrens erhMt, liegen naturgem~iss h6her als der exakte  Energie- 

wert.  
Unser Problem ist kugelsymmetriseh,  so dass wir nur  eine unabhiingige 

Variable, n~imlieh die Ent fernung voto  Kernmi t te lpunkt  r haben. Es erweist 
sieh als zweekm~issig s ta t t  r die dimensionslose Variable 

1 r 
x - - ~ -  a - -  (134) 

31~~ ro 

einzufª wo a einen Variat ionsparameter  bezeiehnet, lo 
Fª  (o n und (op maehen wir nun folgenden Ansatz 

m rn 

(on ~ ~ e - x '  __  ~ '  'Yni  x 2 i  , (op = (opo e - x "  ~ "~' "Ypi x 2 i ,  (135) 
i = 0  i = 0  

wo ~ und (opo Normierungsfaktoren sind und die Koeffizienten ")/ni, sowie 
"Ypi weitere Variat ionsparameter  bezeichnen;  die Koeffizienten "~n0 und ~/p0 
sind gleich i zu setzen. Die Normierungsfaktoren sind dureh die Normierungs- 
bedingungen (116) und (117) festgelegt. Die Variat ionsparameter  a ,  ")'ni und "Ypi 

werden aus der Minimumsforderung der Energie best immt.  Diese Ansiitze 
erfª die Randbedingungen,  denr~ einerseits genª die Funkt ionen (135), 
wie sofort zu sehen ist, den Bedingungsgleichungen (121) und anderseits garan- 
t ier t  der Fak tor  e - x ~  in (on und (op das Verschwinden dieser Funkt ionen  ira Un- 
endliehen. 

F ª  m = 1, 2, 3, . . . ,  d. h. bei Berª  von 1, 2, 3, . . . Gliedern 
der Summen in den Ausdrª  (135) erhiilt man einen schrittweise waehsenden 
Grad der Niiherung. Wir besehriinken uns hier auf den einfachsten Fall, bei 
dem aUe Koeffizienten "Yni und "Ypi, mit Ausnahme von "In0 und 7p0, gleieh Null 
sin& Man hat  dann 

-x, x' (135) (on ~ -  (ono e , (op - - -  (opo e -  �9 

])ies bedeutet ,  dass wir die Diehteverteilung der Neutronen und Protonen als 
gleich ansetzen und einen Unterschied in den Dichtefunktionen nur  insofern 
zulassen, dass wir diese gemiiss der versehiedenen Anzahl der Neutronen und  
larotonen verschieden normieren. 

Die Ans~itze (136) enthal ten nur  einen einzigen Variat ionsparameter ,  
n~mlieh den Paramete r  a, der gemiiss (134) implicite in x enthal ten ist und der 
naturgem~ss auch in die Normierungsfaktoren (ono und copo eingeht, fª  die sieh 
aus (116) und (117) die folgenden Ausdrª  ergeben 

(orto ---- (9=)l/6N1/3a, (op0 = ( 9 ~ r ) z " z ~ ' a a .  (137) 

3 Acta  Physica  
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Der folgenden halber erweist es sich zur Abkª  und  zur Verein- 
fachung einiger Formeln als zweckm~issig die folgenden Bezeichnungen ein- 
zufª  

Cn = 2COno = 2(9~)1/6N"a, (138) 

cp = 2COpo = 2(9~)1~6Z~13a, (139) 

c = 2(9~) ~~e a = 2(9~) xI8 [-~-) a, (140) 

1 
c~ = ~ (c~ § %), (141) 

1 
cal = ~ (cn - -  %).. (142) 

Es ist weiterhin zweckmassig o~ n und O~p sowie ~n und Qp mit  den Para- 
metern  Cn bzw. % weiterhin ~n und ~p auch noch als Funkt ionen r o n  r darzu- 

stellen. Es ist 
1 1 

a~n = ~ cae -x~" , cop = ~ cpe -~~ (143) 

und 

1 ~ 1 ~ ~~~ N a3e_a~r~q (144) 
= O n - -  � 9 1  - -  - -  C n e - -  - -  

3~r~r~ 24~r2r~ ~3,~r~ 

1 ~ 1 cpe_~X ~. Z a3e_~~~~/C (145) 
~ p  -- Cdp -- = - - - -  . . 

3~2ro ~ 24~r2r~ ~r~t2r~ 

Nach all' diesea Vorberei tungen kommen wir nun auf unser ursprª 
Ziel, auf  die Berechnung der Energie als Funkt ion  des Variat ionsparameters 
zu sprechen und zwar erweist es sich als zweckm~issig s ta t t  a die zu a propor- 
t ionale Gr5sse c als Varia t ionsparameter  einzufª Wir gehen von den Formeln 
(107)--(113) aus. Die Energieanteile E K ,  E , ,  E c und E R kann man nach der 
Durchf ª  elementarer Integrat ionen sehr einfach als Funkt ion  von c angeben. 

F ª  E K ergibt sich 
c o  

~ 

E K - - 4 " 3 a / 2 n n  Kk I 5 
(3~2)5q a3 t (6~ n ~- cop)x 2 dx  = 

o 

3 (3] 1/2 fL K 22/3 N 3 / a � 9 1  5/a 

- 20 ~5j ( 3 ~ ~ ,  ~ A~, 3 kAc2~~ 
(146) 

Der Ausdruck 22J3(NS/a + Z~IS)/A 518, der f ª  N = Z gleick 1 ist, liisst sich ver- 
einfachen. Wenn man den Neutronenª  mit  n bezeichnet,  d. h. 

n = N - -  Z (147) 

setzt und  den Ausdruck nach n / A  in eine Reike entwickelt,  so erh~ilt man  
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2~/3 N ~ I 3 + Z  ~/a 5 (~_)z+ 5 (A)  ~ - ~ + + (~48) ,~~,~ ~ ~ . . . .  

Wenn man diese Reihe nach dem zweiten Glied abbricht und den so gewonnenen 
Ausdruck in (146) einsetzt, so ergibt sich 

2-03 [5j[3] iI2(3~~ j~p'/< [1 + 5 f " / 1  

5 

Fª E j  erhMt man 

12 �9 3112xj 
Ej-- 

~r~ 

3~j 

_ [ (e~.-l, + [do~.],t~,= 1 1" co. w v dx 
a ,  L d x )  Ldx )  J 

O 

A1/~c'%o = 0,1297 A~l~c%o. (i5o) 

Den Energieanteil E c kann man nach einfacher Rechnung in folgender 
Form darstellen 

Co 

i e----~~ = (32)4,3 (72~,)~j61 (2�93 Ec --  3~r3o2e b V(x)¨237176 

wo V(x) das durch (93) definierte elektrostatische Potential der elektrischen 
e 3 Ladungsdichte e Op --  3~z~r~ c~ an der Stelle xist. Wenn mart den Faktor 2Z/A mit 

Hilfe ron (147) und des Zusammenhanges A = N �91 Z mit A und n ausdrª 
so ergibt sich 

2Z n 
- ] . ( ] 5 2 )  

A A 

Nach Einsetzen in (151) folgt 

E c =  1 [ 1 - - 2  n (~-) ] 
(32) 4~3(72~P) ~q - A - ?  n ~ A5 %e ~ = 

= 0,002250 [ 1 - - 2  n _? (~_n] z] ASr (153) 
L A ~.A) J 

(154) 

_Fª E R er}t~[t matx 
o o  

En --  opx dx -- - -  Z413a = 
~2ro a a 32~ r o 

0 

27 (2Z~%r 
= - -  2048 - 3 "  "re [ A) 

3* 
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Den Faktor  (2Z/A)  4~3 kann man nach n/A  in eine Reihe entwickeln. Mit Rª  
sicht auf  den Zusammenhang (152) ergibt sich 

(_2~_) 4/3 4 n 2 (~_)2 
= 1 + -{- . . . .  (155) 

3 A 9 

Wenn man diese Reihe nach dem drit ten Glied abbricht  und den so gewonnenen 
Ausdruck in (154) einsetzt, so folgt 

E ~ = - -  27 [1 4 n + 2 (A)2 ] 
2048 �9 31/2 �9 TŸ 3 A -9- Aceo ~- 

=--0,00~.423[1 4 n 2 (~_12 J 
3 A + 9 Aceo. 156) 

Wir haben nun noch die Austauschenergien E~P, E ~  und E Ÿ  p als Funkt ionen 
von c zu berechnen, was etwas umstiindlicher ist. Aus (109), (110) und (111) 
ergibt sich mit Rª  auf  (78) mit d en  Bezeichnungen (138)4(142) 

oo 
E~ p : - -  16 �9 33/2~T Y 1 [" ro aa  . f ( c o . ,  ~p) x 2dx = 

0 

( 3 )  1 ,  3~rl/~ 3 1 (~r ~1/2 
_ 24 l l~Ake~ c --~ 1512 (c~% + c.cv) - -  -~  (-~] % %  + 

(157) 
1 3 2 

-~ --~ [L(cs) .~L(ca)]  4- ~ (c~ + %) [K(c s ) - -K(cd ) ]  - -  

3 
( C  n - -  2 2 4 - -  - -  " 2CnCp -+- %) [H(cs) - -  H(cd) ] - -  

64 
1 } 

-- 12 (c~ -F %) M(c~) -Ÿ 2 (c~-- c~) M(cd) , 

o o  

ro a 3 f ( ~  (158) 
0 

_ _  6 I / 2 S A Ÿ  _ _  Cn  _ _  _ _  ~ -  

c 3 [512 32 �89 } " 

i L(cn)-F 3 2 3 ] -F 4 -~ cnK(cn) - cnM(cn)~, 

E � 9 3  p = _ _ 4 . 3 3 2 ~  r y s 

O 

_ 6 I/2sA)~e~ - -  cP ~ 1 2 )  p + c ~ -51-2 1 t~  l''-c~ 

1 3 ~ 3 ] 
! 4 L(cp) + 8 c-vK(cp)-- cpM(%) ]' 
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wo L, K, H und M die folgenden 

L(q) ~- 

K(q) -~ 

H(q) = 

M(q) = 

Integrale 

x21n(1 �91 q'Ze-2'~') dx, (160) 
0 

O o  

.I x2e-~X' ln(1 �91 q% -2x~) dx, (161) 
o 

O o  

f x2e -4x2 In (1 ~- qZe--~x') dx, (162) 
0 

O o  

f x2e -a;d arctg (1 ~- qe -x~) dx (163) 
0 

bezeichnen und der Parameter q statt  %, ca, c n und cp steht. 

Fª q > 1 kann man diese I~tegrale geschlossen nicht auswerten, sondern 
man muss zu ihrer Answertung numerische oder graphische Methoden anwenden. 

Wir haben die Integrale L(q), K(q) und M(q) in (Iem fª unsere Berech- 
nungen wichtigen Intervall 1 ,3 -<q  < 11 fª 18 verschiedene q-Werte und 
das Integral H(q), das - -  wie wir sehen werden - -  in dem Ausdruck (157) nur 
eine untergeordnete Bedeutung besitzt, fª 8 verschiedene q-Werte auf nume- 
rischen Wege sehr genau bestimmt. Die Resultate sind ira mathematischen 
Anhang in der Tabelle 4 dargestent. Fª die Integrale K(q), H(q) und M(q) 
kann man einfache N~ihermigsformeln herleiten, fª die in dem fª die Rech- 
nungen wichtigsten q-Intervall der maximale Fehler 0,7% betr~igt ; das Integral 
L(q) l~sst sich durch einen brauchbaren N~iherungsausdruck darstellen. Wir 
kommer~ hierauf ebenfalls im Anhang zu sprechen. 

Fª q --< 1 kann man die Integrale durch die folgenden Reihen darstellen 

o o  

~rl"z Z 1 q2k 
L(q) = -2-k = 1 (--1)k--1 (2k)5/-----~ ' 

o o  

~~jz ~ 1 q2k 
K(q) -: ~-~=~ (--1) k-1 k(2kA-2) 3j2 , 

r 

H(q) = ~:'~.~~, (--1) k - '  1 q2~, 
4 k = 1 k(2k~_4)312 

~ 3  

M(q) : ~4--~-1~~Ÿ 1 (--1) k-1 1 
(2k--  1) (2k -~ 2) a/~ 

(164) 

(165) 

(166) 

q2k-1 . (167) 

Wir kehren nun zu den Ausdrª (157)--(159) zurª Unser Ziel ist 
diese Ausdrª ttmzuformen und E~4 p, E~4 n, sowie EPA v als Funktionen von c 
darzustellen. Dies kann schrittweise folgendermassen geschehen. 
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Wir befassen uns zuerst mit E ~  und wollen im A.usdruck von E~4 p statt 
c n und cp zuniichst die Parameter Cs und ca einfª Mit Rª auf (138), 
(139), (141) und (142) bestehen die Beziehungen 

Cn - -  Cs �91 ca und cp = Cs - -  ca (168) 

mit denen man die in (157) vorkommenden naehstehenden Ausdrª folgender- 
massen umformen kann 

3 8 4 
CnCp + CnCp --  2 C s -  2c• 

2 2 
C r i c  p = C 8 - - C d ,  

2 2 2 
cn + c ,  = 2cs + 2c~, 

, , , ~ ~ ~ (169) 
- -  : 16CsCd, cn q- cp 2cn% 

3 3 3 
Cn + Cp = 2Cs �91 6csc~ 

3 3 2 3 
e n -  cp : 6CsCa + 2Ca. 

Wenn man zur Abkª die Bezeichnungen 

F(q)  36 ( 3 ] ~ / ~ 1  [6~r z/2 q4 1 (2)1I~q ,, 1 
= ~ I z o }  q~ L -5~- -- ~ + T L ( q ) + 

3 ] (170) 
+ ~ -  q~K(q) - -  qaM(q) , 

S(q)=72~_ [~--)[3 ]1/31~ [ 1  s 1 ] 
q4H(q) -[- q M ( q ) - - ~ - q ' 2 K ( q )  (171) 

einfª so kann man E~v mit den Zusammenhiingen (169) wie folgt schreiben 

�91 c__aa (Cs ]2S(cd)] A2.eo. (172) 
r \ C )  J 

Eine wesentliehe Vereinfaehung dieses /kusdruekes kann mit Rª 
auf die folgenden beiden Umst~inde erfolgen. Ersterts ist ron den in diesen Aus- 
drttek eingehenden Parametern c, c.. urtc[ c a der Parameter c a ron kIeinerer 
Gr6ssenordnung als Cs und c, die ron gleicher GrSssenordnung sirtd; ~~ und 
zwar ist durehweg ca/c -~ 1/10 ; fª N = Z verschwindet c a. Zweitens ist in dem 
fª die weiteren Bereehnungen wiehtigen Bereich (c ~ 6,5) der Parameter 
ca stets kleiner als 1. Mit Rª auf all' das l~isst sieh E~, p nach Potenzen 
von ca/c in eŸ rasch konvergierende Reille entwickeln, die man, wie sieh zeigt, 
ohne einen merklichen Fehler zu begehen schon nach dem Glied mit (ca/c) 2 

abbrechen kann. 
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Wie man sich leicbt ª ist das wesentliche Glied in (172) das erste 
Glied, die drei nachstehenden Glieder sind Korrektionsglieder. zl Wir wollen 
nun  zuniichst diese Korrektionsglieder nach ca/c entwickeln. 

Beim zweiten Glied in (172) geht die Entwicklung ron  F(ca) auf  die Ent-  
wicklung von L(c• K(ca) und M(ca) zurª die an Hand  der Formeln (164), 
(165) und  (167) vorgenommen werden kann.  Es ergibt sich, dass in F(ca) das 
erste nieht verschwindende Glied ron  der Gr6ssenordnung c~ ist. Mit Rª 
hierauf wird das zweite Glied in (172) ron  der Gr6sseiaordnung da(ca/c) ~ und 
ist neben dem ersten Glied g~inzlich unbedeutencl, kann also gestrichen werden. 

Das drit te Glied in (172) muss nieht eigenst nach cd/c entwickelt werden, 
da es ca nur in dem Faktor  (ca~c) ~ enthMt. Man kann aber hier ~ da es sich nur 
u m  ein KorrektionsglŸ handelt  - -  noch die Vereinfachung durchfª dass 
man in diesem Glied s ta t t  c~ ª c setzt. Die Differenz ron  es und c ist n~imlich 
ira wesentlichen zu c~ proportional, ~~ der Unterschied zwischen es und c wª 
sich also in diesem KorrektionsglŸ nur in einer zu (cale)* proportionalen Kor- 
rektion /iussern, die vernachl/issigt werden kann. Wir haben also 

C 

Ira vierten Gliecl in (172) kann man die Integrate K(ca), H(ca) und ~~i(ca) 
wieder mit  Hilfe der Formeln (165)--(167) naeh ca entwiekeln. Mit Rª 
darauf,  dass man aueh hier, gerade so wie ira dri t ten GliecI in (I72) Cs = c setzen 
kann,  ergibt sich naeh einfaeher Reehnung 

rait 

c S(cd) = ~c (174) 

72 (3 )1 /23~  tla 2 7 . 3  t/~ 
T . . . . . .  0,93037. (175) 

128 16~t 

Das n~ichste nicht versehwindende Glied in der Entwicklung des auf  der linken 
Seite ron  (174) stehenden Ausdruekes w/ire das Glied mit (cale)', das aber neben 
dem auf  der reehten Seite ron  (174) stehenden Glied unbedeutend ist. 

Mit Berª all' dieser Resultate ergibt sieh also aus (172) 

E~p 2 3 (Y�91 3F(cs )A~ 'e~  [S(c) - - ' rc]  (-~-)2AXeo. (176) 

Bevor wir in diesem Ausdruck F(cs) r o n  der Variable c~ auf  die Variable c 
transformieren,ist  es zweckm/issig aueh die Energieanteile E~" und E ~  p in Betraeht 
zu zieben und diese Transformation dann im Ausdruck der gesamten Austausch- 
energie durehzufª 
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Die durch (158) und (159) definierten Energieausdrª  E~t n und EP4P 
lassen sich mit der Bezeichnung (170) in folgender Form schreiben 

En4n s (c~_] E�93 p -  s (C--Pc)3F(cp)A~e o (177) 6 ~ c J  aF(cn)A2"e~ 6 " 

Mit Hilfe der Beziehungen (168) kann man diese Ausdrª  -con den Variablen 
c n und c m auf  die Variable Cs transformieren und zugleich E~ n und f E ~  nach 
c• in eine Reihe entwickeln, die wir wieder nach dem Glied mit  (ca~c) ~ ab- 
brechen.  Nach einfacher Rechnung folgt 

S 

(178) 

hier ist wieder das erste Glied das wesentliche und das zweite das Korrekt ions-  
glied, in dem geradeso wie in (173) und (174) wieder cs = c gesetzt wurde ; 
F '  und  F "  hezeichnet die erste  bzw. zweite Ablei tung r o n  F(c) nach c. Im  
Korrektionsglied wurde der Korrekt ionsfaktor  s mit  1 gleichgesetzt. 

Mit (176) und (178) k6nnen wir nun die gesamte Austauschenergie fol- 
genr darstellen 

l c2F,,(c)]}(__~_)~AŸ (179) + { S ( c ) -  ,rc-- [F(c)  -k cF'(c) + 

Wir mª also das erste Glied noch von der Variable cs auf  die Variable c 
t ransformieren.  

Bevor  wir diesen le tz ten Schritt  tun  und mit  Hilfe der Identi t / i t  Cs = c ~- 
-k ( C s -  c) das erste Glied auf  der rechten Seite in (179) nach der kleinen 
Gr6sse ( C s -  c)/c in eine Reihe entwickeln und zugleich s ta t t  Cs die Variable 
c einfª  ist es zweckmassig c,~/c und ( C s -  c)/c mit  dem Neutronenª  
schuss n = N - - Z  und der Massenzahl A = N -k Z darzustellen, was in einer 
sehr einfachen Form geschehen kann. 

Hierzu drª wir N und Z durch n und A aus ; man hat 

N = - 1 (A -k n), Z = -1 ( A -  n).  (180) 
2 2 

Wenn man  diese Ausdrª  in (138) bzw. (139) einsetzt,  N 1/a bzw. Z ~/3 naeh 
n/A in eine Reihe etwickelt und die Reihe nach dem in n/A l inearen Glied 
abbricht ,  so folgt f ª  c,~/c 

ca__ e n - - % _ _  1 n (181) 
c 2c 3 A 
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Das niichste nichtverschwindende Glied der Entwicklung wiire r o n  der GrSssen- 
ordnung ( n / A )  ~ und kann vernachliissigt werden. 

Zur Berechnung ron  (cs--c) /c  entwickeln wir ganz iihnlich wie zuvor cs 
nach n / A  in eine Reihe. Wenn man die Reihe nach dem Glied mit  ( n / A )  ~ ab- 
bricht, so hat  man 

i 1(~)~ 
Cs ---- -~ (Cn + %) = c - -  c - , (182) 

9 

c s - - C _ c  91 ( A )  ~ :  -- ~c(Cd ,1~. (183) 

Das n~ichste nichtverschwindende Glied der Entwicklung ist zu ( n / A )  4 propor- 
tional und kann vernachl~issigt werden. W/ihrend also Cd/C zu n / A  proportional 
ist, erweist sich (%- -c ) / c  zu ( n / A )  ~ proportional. 

Mit Rª hierauf und auf  unsere Festsetzung, d” wir ira Er~ergie- 

ausdruck Glieder von kleinerer GrSssenordnung als (ca/c) 2 N 1 ( n / A )  ~ ver- 
1O 

nachlassigen, kSnnen wir die Entwicklu.ng des Energieausdruckes (179) nach 
cs ~ c nach dem in cs - -  c linearen Glied abbrechen. Es 1/isst sich also der von 
cs abhangige Anteil  des ersten Gliedes in (179) folgendermassen darstellen 

In diesem Ausdruck.is t  das erste Glied das wesentliche, die Glieder, die ( n / A )  z 
enthalten, sind Korrektionsglieder. 

Nach Einsetzen dieses )~usdruckes in (179) kann man ira Korrektionsglied 
wiedš den Korrektionsfaktor s mit  1 gleichsetzen. Wenn man weiterhin in dem 
so gewonnenen Ausdruck c,~/c mit Hilfe von (181) durch n / A  ausdrª  so 
erhiilt man schliesslich fª EA als Funkt ion von c den Ausdruck 

1 [ S ( c ) - - ' r c A - 2 F ( c ) - -  1 c 2 n 2 

(185) 

Die fª diese Energie ausschlaggebende Funkt ioa  F(c)  ist  f'dr 18 verschiedene 
c -  Werte bis zu 4 Stellen genau in der Tabelle 4 im Anhang angegeben. 

Durch einige orientierende Bereclmungen liisst sich leicht feststellen, dass 
die aus der Minimumsforderung der Energie zu best immenden c -Werte von 
den ganz leichten bis zu den schwersten Kernen alle in das Intervall  

5,4 < c < 7,5 (186) 

fallen ; wir k6nnen uns also im folgenden auf  die c -Werte dieses Intervalles 
beschriinken. Zur Vereinfachung der Rechnungen kann man nun so vorgehen, 
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dass man die Funktionen F(c) und S(c), die die Integrale (160)--.(163) ent- 
hahen, in diesem Intervall durch mtiglichst einfache Funktionen approximiert. 
Die Approximation ron F(c) h a t m a n  mit besonderer Sorgfalt clurchzufª 
denrt durch F(c) wird der weserttliche Anteil ron  E A  dargestellt. Es zeigt sieh 
nun, dass gerade diese Approximatiort sehr einfach durchzufª ist ; da F(c) 
im Intervall (186) angen~ihert linear verl~iuft. Man vgl. hierzu Fig. 2, in der 

1,4 

1,0 

~(C) 0,6 

0,4 /~  
(1.2 ~ 

/ 
O 

0 2 4 6 8 10 

C'----- 

Fig. 2. Verlauf der Funktion F(c). 

F(c) graphisch dargestellt ist. Man findet, dass man - -  ohrte einen merklichen 
Fehler in den Resultaten zu begehen- -  die beiden Funktionen ih folgender Form 
darstellen kann 

F(c)  = alc ~ -q- a2c -~- a3 , (187) 

S(c) = blc ~ + bac. (188) 

Fª die Koeffizienten. ergibt sich mit der Methode der kleinsten Quadrate 

al = 0,006238, bl = 0,05375, I 
a~ = 0,09723, b~ = 0,93456. [ (189) 

! 

a3 = --0,1858, ! 
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Mit dieser Wahl  der Koeffizienten approximieren im Interval l  (186) beide 
Polynome die exak ten  Funkt ionen ganz ausgezeichnet ;'3 der maximale Fehler 
ist in beiden F/illen kleiner als 0,2~o. Es sei noch erw~ihnt, dass im Korrektions- 
glied von EA die zweite Ableitung von F(c) eingeht, und f ª  diese die Approxi- 
mat ion naturgem/iss schlechter ist als f ª  F(c). Dies ist jedoch - -  da es sich 
nur  ttm ein Korrekt ionsglied handel t  - -  nicht  r o n  Bedeutung.  

Mit den Funkt ionen  (187) und (188) und  nack Einsetzen des Wertes 

1 2  s =  f ª  den Korrekt ionsfaktor  ergibt sich nun EA Jm Interval l  (186) 
A 

in folgender endgª  Forro 

E A = - - { (  1 -  23A -91 [ (~  ) ) (axc 2 ~ a2r -~- a3) - -  a ~  ~ b, c '~ + 

1(~;1 -f- (2a~ + b~ - -  "t') c -Ÿ 2a 3 - ~ ~ ~ n  = 

(19o) 
= -- [ (I -- ~ ) (0 ,006238  c'~ + 0,09723 c--0,1858) - 

--(0,007127 c~ + 0,02208c--0,04129 (A)  2 ] A~.e,. 

Durch Summat ion  der Energieausdrª  (149), (150), (153), (156) und 
(190) kann man die Gesamtenergie E des Kerns als Funkt ion  von c in folgender 
Forro darstellen 

E ----- E K + Ej + EA ~- Ec + En = (Plc "~- P2c + Pa) Aeo, (191) 

wo P1, P~ und P3 nur  von der Massenzahl A und vom VerhMtnis n/A abhangige 
Kons tan ten  von der folgenden Forro sind 

(~)2 Ah [~_)2 (A)2 P1=ao-+-a~ , P2=flo+flx--:-+fl2 , P3-=3"o-~-3"~ , (192) 

1 
1 (0 ,1852--  0,004159 2.) ~-, a0 ---- 0,04630 - -  0,0062380 Ÿ A- 0,1297 ~.,/--~ - -  

1 
a2 -~ 0,02572 + 0,007127 Ÿ - -  0,1029 -~--, 

1 
q ---- 0,09723 ~ + 0,002423 - -  0,002250 A ~ /3 -  0,06482 ~ - - ,  

A 
q ~ - -  0,003231 -~ 0,004500 A ~I8, 

q ~- - -  0,02208 ~ -Ÿ 0,00054 - -  0,002250 A 2/3 , 
1 

3"~ ~ 0,1858 ~ - -  0,1239 ~ ~-, 

3'2 -= 0,04129 Ÿ 

(193) 
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4 
wobei bemerkt sei, dass wir fª  den Korrektionsfaktor k den Wert  k -~ 1 - - - -  

A 
einsetzen. Die GrSssen a0, a~, rio, r l ,  r~, 3'o und  T~ sind a l soFunkt ionenvon-4  

allein. In den Ausdrª P1, P2 und Pa sind die Glieder, die n/A oder (n/A) z 
enthalten,  wieder KorrektionsgrSssen, die mit  versckwindendem Neutroaen- 
ª verschwinden. 

Die Best immung des Variationsparameters c geschieht aus der Minumums- 
forderung ron  E also aus der Gleichung 

dE 
: 2PLC--P~ : 0, (194) 

dc 

aus dcr 
P.2 

Co --  (195) 
2P1 

folgt. 

Mit diesem Wert  ron  c erh~ilt man fª das Minimum ron  E den Kusdruck 

E o = - -  --  P~ A eo, 

der geradeso wie c o nock eine l~unktion von A und n/A ist. 

(196) 

10. Resuhate f ª  die Kernenergie und j ª  die Dichteverteilung im Kern 

Die Energie des Kerns wird r E 0 dargestellt. Nach Einsetzen der 
Ausdrª (192) und (193) in (196) erkMt man E 0 als Funkt ion  der Massenzakl 
A = N -4- Z und des Neutronenª n = N - - Z .  Fª  ein vorgebenes 
A ist also die Kernenergie immer noch eine Funkt ion  von n, die die Energie 
der Isobaren mit  der Massenzah! A darstellt. Das Minimum dieser Funkt ion  
entspricht dem stabilsten Isobar mit  der Massenzahl A. 

Die Reihe dieser stabilsten Kerne, d. h. diejenigen n -  oder Z -Werte, 
bei denen fª die vorgegebenen A-Werte das Minimum r Energie liegt, erhMt 
man aus der Forderung 

( ‰ = 0. (197) 
~ n  JA 

Um hieraus Z als Funkt ion r o n  A zu berechnen, entwickeln wir E o nach n/A 
in eine Reih% die wir nach clem Glied mit  (n/A) 2 abbrechem Es ergibt sich 

--4a0y,) (A)  ~] Aeo. (198) 
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Wenn man diesen Ausdruck in (197) einsetzt, die Differentation nach n aus- 
fª  ~nd nachher statt  n definitŸ N- -Z  setzt, so erhalt man 
fª die Ordnungszahl der stabilsten Kerne den Ausdruck 

Ze/1 = 1 -?ao~~+ 2ao~oq 2 " 
(199) 

Da die so berechnete Ordnungszahl Ze~f nicht ganzzahlig ist, wird man als 
Ordnungszahl Z des stabilsten Kerns mit der Messenzahl A die zu dieser Zahl am 
n/ichsten liegende ganze Zahl und als Neutronenª den mit diesem 
ganzzahligen Z aus der Beziehung n ~ A - -  2Z berechneten n-Wert betrachten. 

Mit Hilfe dieses Zusammenhanges k~innen wir fª jeden A-Wert fª den 
stabilsten Kern die Ordnungszald Z oder den Neutronenª n ~ A--2  Z 
berechnen. Die Energie E00 der stabilsten Kerne erhMt man, wenn man fª 
jedes vorgegebene A die Energie mit den so bestimmten auf ganze Zahlen 
abgerundeten n-Werten aus (196) mit Hilfe von (192) und (193) berechnet. 

Allerdings kann man diese Berechnungen nur dann durchfª wenn 
man die noch immer tmbestimmte Konstante Ÿ festlegt. Wir babea diese so 
gew~ihIt, dass die berechneten Energien der stabilsten Kerne von den ganz 
leichten Kernen bis zu den sehwersten die mSglichst kleinste &bweichung ron  
den entsprechenden empirischen Werten zeigten. Wir wahlten fª ~ den Wert 

= 4,140 (200) 

mit dem unsere Forderung in sehr befriedigender Weise erfª wird. Dass der 
hier erhaltene ~-Wert gr~sser ist, als der fª das Kernmodell mit konstanter 
Dichte ira w 8 erhaltene, ist eine Folge dessen, dass dort die Abstossungesener- 
gien Ej und E c vernachlassigt wurden, wahrend diese bei der hier durchge- 
fª genaueren Berechnung in Betracht gezogen sind, demzufolge man 
diese durch eine gr/issere Anziehungsenergie, d.h. einen gr~sseren ~.-Wert kom- 
pensieren muss. 

Die auf ein Teilchen entfallenden berechneten mittleren Energien Eooq 
der Kerne, die fª ein vorgegebenes A die tiefste Energie besitzen (stabilste 
lsobare), sowie die entsprechenden empirischen Werte, 2~ weiterhin die c0-Werte 
fª diese Kerne, die wir mit %o bezeichnen, sind in der Tabelle 1 zusammen- 
gestellt ; Eooq als Funktion von A ist ausserdem in Fig. 3 zusammen mit den 
empirischen Werten auch graphisch dargestellt. Als empirische mittlere Kern- 
energie fª ein vorgegebenes A haben wir die auf ein Teilchen er~tfallerLde mittlere 
Energie des stabilen Kerns mit tiefster Energie angegeben; fª solch' einen 
A-Wert, fª den keine stabilen Kerne existieren, ist die auf ein Teilchen ent- 
fallende mittlere Energie des instabilen Kerns mit tiefster Energie angefª 
Wie man atts einem Vergleich sieht, stimmen die berechneten Energien mit 
de~ empirischen sebr gut ª Fª die mittelschweren und schweren Kerne 
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ist die maximale Abweichung der berechneten Energie von der empirischen 
durchweg kleiner als 7o/o ; fª die leichten Kerne kann die statistische Theorie 
naturgemiiss nur einen 1Vfittelwert der stark schwankenden empirischen Resul- 
tate liefern, was von der Theorie auch tats/ichlich vorzª geleistet wird. 
Durch die welter oben erw/ihnte 3~brundung der aus (199) berechneten Zeff 
-Werte machen sich im Energieverlauf bei den ganz leichten Kernen - -  wo 
die Energiedifferenz zwischen den einzelnen Gliedern einer Isobarenreihe relativ 

�91 
. , f .  . . 
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Fig. 3. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie Eoo]A als Funktion von A, fª die Kerne 
die fª ein vorgegehenes A die tiefste Energie besitzen. 

(Ÿ berechnete Werte, 
O empirische Werte fª stabile Kerne, 
~~ empirische Werte fª instabile Kerne. 

gross ist - -  Schwankungen bemerkbar, und zwar liegen die auf ein Teilchen 
entfallenden mittleren Energien E•oq der stabilsten Isobare mit nacheinander 
folgenden A-Werten auf keiner glatten Kurve, sondern sie liegen fª gerade 
Massenzalden etwas tiefer und fª ungerade etwas h6her als es dem glatten 
Yerlauf entsprechen wª 

Die Ursache dessen, dass die Theorie auch fª leichte Kerne zu so guten 
Resultaten fª ist ira wesentlichen darin zu suchen, dass wir einerseits den 
Ausdruck der kinetischen Energie korrŸ wodurch c[ieser fª A "< 4 
in den exakten wellenmechanischen Ausdruck ª u~nd anderseŸ auch an 
der Austauschenergie gleicher Teilchen eine Korrektion anbrachten, die den 
Selbstaustausch der Teilchen eliminiert. 

Bei der Beurteilung der Resultate ist hervorzuheben, dass wir diese mit 
Hilfe nur eines einzigen empirischen Parameters, des Parameters ~., erzielten. 

Mit den Ausdrª (193) hat  die Energieformel (196) nur fª A :> 4 
Gª Man kann aun, mehr zur Orientierung die Berechnungen auch auf 
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TABELLE 1 

Vergleich der berechneten Kernladungszahlen und Kernenergien mit den empiriseherr 
Werten fª die Kerne, die fª ein vorgegebenes A die tiefste Energie besitzen. Sofern fª ein 
vorgegebenes A der Kern mit der empirisch tiefsten Energie mangels experimenteller Daten 
nicht festzustellen ist, sind die Kernladungszahlen aller stabilen Isobare angefª ; die Kern- 
ladungszahlen der instabilen Kerne sind eingeklammert. Dio Energien sind in in MeV-Einheiten 

angegeben. [ Theoretisch Em ~irisch 
A . 

Coo Zes s- Z - -  Eoo lA  

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
2O 
21 
28 
40 
41 
52 
60 
64 
80 
96 

100 
11O 
120 
125 
140 
16O 
170 
180 
200 
209 
215 
22O 
24O 
242 

5,546 
5,254 
5,556 
5,470 
5,680 
5,6605 
5,814 
5,822 
5,938 
5,959 
6,050 
6,077 
6,149 
6,180 
6,316 
6,350 
6,540 
6,803 
6,796 
6,928 
7,010 
7,042 
7,113 
7,150 
7,134 
7,132 
7,157 
7,153 
7,135 
7,105 
7,059 
7,042 
7,005 
6,972 
6,951 
6,941 
6,879 
6,854 

1,97 
2,45 
2,94 
3,42 
3,91 
4,39 
4,87 
5,35 
5,83 
6,30 
6,78 
7,26 
7,73 
8,21 
9,62 

10,09 
13,37 
18,89 
19,35 
24,33 
27,90 
29,67 
36,67 
43,52 
45,21 
49,40 
53,53 
55,58 
61,64 
69,52 
73,39 
77,19 
84,63 
87,90 
90,05 
91,83 
98,78 
99,46 

7 
7 
8 
8 

10 
10 
13 
19 
19 
24 
28 
3O 
37 
44 
45 
49 
54 
56 
62 
7O 
73 
77 
85 
88 
90 
92 

4,769 
4,098 
5,O39 
4,891 
5,516 
5,542 
5,972 
6,072 
6,372 
6,506 
6,718 
6,871 
7,015 
7,177 
7,498 
7,663 
8,203 
8,788 
8,804 
9,040 
9,126 
9,141 
9,130 
9,019 
8,984 
8,873 
8,759 
8,697 
8,494 
8,209 
8,051 
7,907 
7,610 
7,473 
7,384 
7,308 

2 
(2) 
3 
3 

(4) 
4 
5 
5 
6 
6 
7 
7 
8 
8 

10 
10 
14 
18 
19 
24 
28 
28 

34 ; 36 
40; 42;.44 

42 ; 44 
46 ; 48 
50 ; 52 

52 
58 

64 ; 66 
68 ; 7O 
72 ; 74 

80 
83 

(85) 
(86) 

99 
99 

7,014 
6,973 

Z - -  E o o l A  

7,05 
5,48 
5,32 
5,59 
7,039 
6,442 
6,443 
6,709 
7,515 
7,435 
7,477 
7,671 
7,948 
7,724 
7,999 
7,933 
8,426 
8,556 
8,551 
8,830 
8,752 
8,760 

8,202 

7,799 
7,719 
7,669 

(96) 7,496 
(96) 7,488 

die K e r n e  A < 4 a u s d e h n e n ,  wobei  m a n  zu be r ª  ha t ,  dass f ª  A < 4, 

der  durch  (103) u n d  (104) defhfier te  Kor r ek t i ons f a k t o r  k gleich Nu l l  zu se tzen 

ist.  Bemerkenswer te rwe i se  f ª  diese B e r e c h n u n g e n  zu  keinesfal ls  a n s i n -  

n igen  R e s u l t a t e n ,  was  den  wel ter  oben  e rwi ihn ten  be iden  K o r r e k t i o n e n  zuzu-  

schre iben  ist .  
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In  der Tabelle 1 haben wir auch die mi t  Hilfe von (199) f ª  die s tabils ten 
Kerne  berechneten Zez-Werte  angefª  die - -  wie schon erw/ihnt w u r d e -  ira 
a l lgemeinen keine ganzen Zahlen sind. Die theoret ischen Z-Werte ,  d. h. die 
zu Zeff aro n~ichsten s tehenden ganzen Zahlen sind in der vierten Spalte  der 
Tabel le  zu finden. Zum Vergleich haben wir in der Tabelle auch die empir ischen 
Ordnungszahlen ~~ der stabilsten Isobare angegeben ; sofern das stabilste I sobar  
mangels  experimentel ler  Da ten  nicht festzustellen ist, sind die Ordnungs-  
zahlen aller stabilen Isobare  angefª  Ein  Vergleich der theoret ischen 
Z-Wer t e  mi t  den empir ischen f ª  auch hier zu einem sehr befriedigenden 
Resul ta t  ; die maximale  Abweichtmg der berechneten  Ordnungszahlen von  den 
empir ischen betr~igt weniger als 8~o. 

A_usser den hier angegebenen Resuha ten  ist noch die GrSsse der einzelnen 
Energieantei le  r o n  Interesse,  aus denen sich die Energie  der Kerne  zusammen-  
:setzt. Diese sind ebenfalls f ª  die stabilsten Isobare  in der Tabelle 2 zusammen-  
gestellt.  Wie aus diesen Da ten  zu sehen ist, sind mi t  &usnahme der leichtesten 
Kerne  die wesentl ichsten Energieantei le  E A  und EK, die Energieantei le E l ,  E c 

und besonders E R fallen ira VerhMtnis zu diesen bedeutend  geringer ins Gewicht.  
Eine Ausnahme bilden nur  die ganz leichten Kerne ,  f ª  die neben E A nicht  E K, 
sondern E j  das wesentlichste Glied dars te lh .  Es sei noch bemerk t ,  dass von den 
Energieantei len E.I und Ec ,  der erstere fª  leichte und der letztere f ª  schwere 

TABELLE 2 

Die Gesamtenergie der Kerne und die Anteile, aus denen sich diese zusammensetzt fª ver- 
schiedene Kerne. Alle Energien in MeV-Einheiten. 

9 
10 
12 
16 
20 
40 
60 
80 

100 
]20 
140 
160 
180 
200 
220 
240 

A Z 

4 2 
5 2 
6 3 
7 3 
8 44 

8 
10 
i9 
28 
37 
45 
54 
62 
70 
77 
85 
92 
99 

- -  E A  E K E j  E C  - -  E R  - -  Eoo 

128,012 
147,935 
2O5,457 
234,623 
293,192 
328,799 
388,030 
488,073 
699,63 
922,27 

2113,87 
3343,73 
4573,39 
5739,13 
6930,5 
8038,4 
9116,0 

10083,0 
11102,7 
12006,3 
12883,4 

0 
22,227 
48,629 
71,490 

101,638 
127,038 
159,736 
222,170 
357,33 
502,90 

1313,80 
2172,66 
3037,24 
3868,94 
4705,1 
5492,4 
6255,7 
6953,0 
7668,8 
8316,8 
8943,8 

107,726 
104,155 
123,770 
126,266 
142,359 
147,039 
160,673 
178,107 
210,20 
239,00 
349,14 
424,43 
480,87 
521,12 
557,4 
583,2 
604,6 
617,7 
633,1 
641,6 
648,7 

2,140 
1,882 
4,213 
3,940 
6,957 
6,666 

10,328 
14,295 
23,91 
35,63 

109,93 
214,92 
345,95 
476,45 
647,7 
808,6 
981,7 

1132,0 
1324,9 
1489,8 
1660,8 

0,914 
0,804 
1,374 
1,285 
1,873 
1,794 
2,396 
2,937 
4,05 
5,21 

10,47 
15,81 
21,14 
25,78 
30,8 
35,0 
39,2 
42,4 
46,5 
49,6 
52,6 

19,060 
2O,475 
3O,219 
34,212 
44,111 
49,85O 
59,689 
76,438 

112,24 
149,95 
351,47 
547,53 
73O,47 
898,40 

1051,1 
1189,2 
1313,2 
1422,7 
1522,4 
1607,7 
1682,7 
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Kerne  eine relativ gr6ssere Bedeutung besitzt,  wie dies auch aus den Formeln 
(150) und (151) unmit te lbar  zu sehen ist, da hiernach wegen des praktisck 

Al l  3 konstanten  Wertes r o n  c dŸ Energie Ej  zu und dŸ Energie E c zu A 5/8 pro- 

port ional  ist. 

5 6 

Z D 

7 8 9 10 

- 5  

t 

- 6  

-7  

/ 
J 

Fig. 4. Die auf ein Teilehen entfallende mittlere Energie Eo/A als Funktion von A fª die Iso- 
bare A = 16. 

Man kann natª  diese Berechnungen,  die wir hier fª  die stabilsten 
Isobare durchfª  auf  beliebige andere Kerne ausdehnen. Wir k6nnen z. B. 
die Energie der Glieder einer Isobarenreihe berechnen, indem wir ~4 konstant  
hal ten und die Energie f ª  versckiedene vorgegebene Werte  r o n  Z bestimmen. 
Wir haben dies f ª  eine kleine, eine mit t lere u n d  eine grosse MassenzaKl und 
zwar f ª  A = 16, .4 = 80 und A --  200 durchgefª  und die Energiekurven 
in den Figuren 4, 5 und 6 dargestellt.  Wie aus einem Vergleich der 
Kttrven zu sehen ist, verl~uft die Energiekurve der schweren lsobare bedeutend 
flacher als die der leichten. Das Minimum der Energie liegt f ª  die Isobare 

4 Acta Physica 
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A = 1 6  bei Z = 8 f ª  die Isobare  A ~ - 8 0  b e i Z = 3 7  und f ª  die I sobare  

A = 200 bei Z = 86. Dass der letztere Z-Wer t  von dem aus der Formel  (199) 
bes t immten  Z-Wer t  m der in der Tabelle 1 angegeben ist m um rund  1% abweicht ,  

ist eine Folge dessen, dass die Formel  (199) aus der Entwicklung (198) des Ener -  

_ 831 

\ 
Z ~ 
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\ 
t \ 

- 1 0  
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J 

Fig. 5. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie Eo/A als Funktion von A fª die Isoo 
bare .4 = 80. 

Z �9 
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T 
-Z5 ~..... ~ ~ ~ ~  

- 8 , 0  

Fig. 6. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie Eo/A als Funktion von A ~ª dio Iso, 
bare A ~ 200. 

gieausdruckes (196) hergeleitet  wurde,  w~ihrend den hier du~chgefª  Berech- 
nungen der vollst~ir~dige Energieausdruck (196) zugrunde liegt. 

Wir  kommen  nun au f  die Dichtevertei lung der Nucleonen im Kern  zu 
sprechen. Mit den Gleichungen (144) und (145) und  mi t  Rª  au f  die 
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Beziehungen (138)--(140) l~isst sich die Dichtevertei lung aller 
(Neutronen + Protonen)  folgendermassen darstellen 

W O  

= o , ( r ) ,  ~ ~n ~- ~p Po e - 3 x ~ :  ~o e -  To- , 

Nucleonen 

(201) 

3 3 C3 C n -~  Cp 
~Oo - -  1 - -  (202) 

24Ÿ 12~2r~ 

die Nucleonendichte im Kernmi t t e lpunk t  ist. F ª  die P a r a m e t e r  c und a sind 
die dem Energ iemin imum entsprechenden Werte  dieser P a r a m e t e r  c o und a o 
einzusetzen, wo zwischert a 0 und c o gemiiss (140) der Zusammenhang  

2 ~~a Co 
a o - -  - -  (203) 

2(9~)1/e Al13 

besteht .  Nach (202) ist also ~o zu c 3 proport ional  und zwar mi t  einem vort A 
unabh~ingigen universalen Proport ional i t / i tsfaktor .  

Die Wer te  r o n  %0 sind fª  mehrere  stabilste Isobare  in der Tabelle  1 zusam- 
mengestell t .  Wie m a n  sieht, ist %o fª  die mit te lschweren und schweren Kerne,  
d. h. e twa fª  A ~ 50 von  A prakt isch unabh~ingig und zwar zeigt coo fª diese 
Kerne  r o n  dem Wer t  %0 r 7,0 eine max imale - re l a t ive  Abweichung r o n  nur  
cca. 4-20/o. Zufolge dieses Verhaltens.  r o n  %0 fª  A > 50 ergibt  sich, dass f ª  
diese Kerne auch die Nucleonendichte im Kernmi t t e ]punk t ,  Qo, p rak t i sch  kon- 

s tan t  ist und r o n  dem Wer t  

73 1 10 a9 (204) ~ o - -  - -  - -  2 , 9 0 - - ~  1,16 �9 cm 8 
12~r2r 3 r 3 

eine maximale  relat ive Abweichung r o n  nur cca. -4-6% aufweist .  In  dem Gebiet  
A ~- 50 weist eo ein sehr flaches Max imum bei A ~ 120 auf. Von A = 50 bis 
A = 4 ist die Abhiingigkeit  der Nucleonendictlte im K e r n m i t t e l p u n k t  r o n  der  
Massenzahl bedeutend  stiirker und zwar fiillt 0o in Richtung kleinerer  Massen- 
zahlen monoton  ab und erreicht bei A ----4 cca. die Hiilfte des Wertes  (204). 

Man vgl. hierzu die in der Tabelle 3 angegebenen Werte  r o n  0o" F ª  ganz leichte 
Kerrte machen  sich ira Verlauf  r o n  Qo als Funkt ion  von  A Schwankungen 
bemerkbar ,  und zwar liegen die Werte  r o n  ~o fª  gerade A e twas  h6her  und f ª  
ungerade etwas tiefer als es dem gla t ten  Ver lauf  e~tsprechen wª Der Grund 
hierfª  ist derselbe, wie im Falle der auf  S. 374 besprochenen Schwankungen 

der mi t t l e ren  Energien.  
In  der weitgehenden Kons tanz  der  Nucleonendichte ira Ke rnmi t t e l punk t  

f ª  mit telschwere und schwere Kerne  k o m m t  das bekanr~te empirische Kern-  
gesetz zum Ausdruck,  dass f ª  diese Kerne  die Nucleonendicbte ira Kerninneren  

von der Massenzahl unabhiingig ist. 

4* 
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Nach diesen Feststellungen wollen wir uns mit dem Dichteverlauf der 
Nucleorten in verschiedenen Kernen und in Zusammealaang damit mit der 
Berechrtung der Kernradien befassen. Die Dichte 0 als Funktion ron r haben 
wir fª einen leiclaten, eiaen mittelschweren und einen schweren Kern und zwar 
fª die Kerne mit den Massenzahlen 16, 80 und 200 in Fig. 7 dargestellt. 

&usser der Dichte e ist noch die radiale Dichteverteilung 

D = 4rrr2~ (205) 

ron  Wichtigkeit, die wir ebenfalls fª die Kerne mit den Massenzahlen 16, 80 
und 200 in Fig. 8 dargestellt haben. Wiihrend 0 die Anzahl der Nucleonen in der 

oo 

4 3 2 I 0 1 2 3 4 

Fig. 7. D i e  N u e l e o n e n d i c h t e  0 a l s  F u n k t i o n  v o n  r f ª  d i e  K e r n e  A = 16, Z ~ 8 ; A = 80,  
Z = 37 ; A = 200, Z = 85. D i e  n e b e n  d e n  K u r v e n  s t e h e n d e n  Z a h l e n  s i n d  dir  M a s s e n z a h l e n  

d e r  b e t r e f f e n d e n  K e r n e .  

80  

60 i 

~,0 

Fig. 8. D i e  r a d i a l e  N u c l e o n e n d i c h t e  D a ls  F u n k t i o n  v o n  r f ª  d i e  K e r n e  A = 16, Z = 8 ; A = 80,  
Z = 37 ; A = 200, Z = 85. D i e  n e b e n  d e n  K u r v e n  s t e h e n d e n  Z a h l e n  s i n d  d ie  M a s s e n z a h l e n  

d e r  b e t r e f f e n d e r t  K e r n e .  

Volumeneinheit ist, gibt Ddr die Anzahl der Nucleonen, die sich zwisehen dert 
Kagelflnehen mit den Radien r und r q- dr befinden. 

Nachdem wir uns ª den Dichteverlauf und die radiale Dichteverteilung 
der Nucleonen in leichten, mittelschweren und schweren Kernen orientiert 
haben, kommen wir auf den Kernradius zu sprechen, dessen Definition bei 
weitem nicht so einfach ist, wie dies in einigen Arbeiten angenommen wird. 
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l m  Falle einer vo l lkommen kons tan ten  Kerndichte  pf legt  man als Kernradius  
denjenigen Radius zu definieren, bis zu welchem die kons tan te  Kerndich te  
ausl/iuft und der sich nach (133) zu A 1/3 als proport ional  erweist. In  diesem Fall  

ist also der Kernradius  der Radius der mi t  Nucleonen homogen gef ª  Kugel .  
Wenn wir r o n  dieser Definit ion ausgehend als Kernradius  ganz allgemein den- 
jenigen r -Wert  definieren, f ª  welchen - -  bei Ann/iherung an den Kern - -  die 
Kerndichte  betr/ichtliche Werte  anzunehmen beginnt,  so b ie ten  sich in unserem 
Falle, wo die Nucleonendichte - -  ira Gegensatz zum eben erw/ihnten Fall  der  
kons tan ten  Dichte - -  nicht unstetig,  sondern stetig auf  Null abfi i lh zur Defini- 
t ion eines Kernradius  mehrere M6glichkeiten, von denen wir zwei, die uns a m  
besten begr ª  erscheinen, besprechen wollen. 

Die eine M6glichkeit bes teht  in der Annahme,  dass der Kernradius  R zu 
dem statist ischen Mittelwert  von r propor t ional  ist. F ª  den stat is t ischen 
Mittelwert  von r ergibt  sich mi t  Rª  auf  (201), (202) und (140) 

- -  = - -  [ 1 _ 3 _  1 / s l  
- -  ~2~T~J-- -~0 A l l 3 r ~ 1 7 6  -F= 1 f r~ dv 4 ,  f ~ ra dr 4=~0 r~e-a'r'/r: dr = 4 

A A 6 A o (206) 

Wenn wir uns auf  die stabilsten mit te lschweren und schweren Kerne  beschriin- 
ken, so k6nnen wir hier f ª  c o mi t  einem maximalen  Fehler r o n  2 %  den Wer t  

c0o = 7,0 einsetzen, mi t  dem sich 

? - =  0,447 All~ro (207) 

ergibt. F ª  A = 80 und A = 200 erh/ilt man  hieraus ~ ----- 1,92 r o bzw. ~ = 2,61 r 0- 
Wie man  sich an H a n d  der Fig. 7 ª  ist bei diesen Ent fe rnungen  die 
radiale Nucleonendichte bei wei tem nocb nicht abgeklungen,  sondern besi tz t  
noch einen betr/icht]ichen Wert ,  demzufolge ? unserer Defini t ion des Kernradius  
nicht enspr ich t .  Wie m a n  ebenfalls aus der Fig. 7 sieht, wª  aber  unsere 
Definition des Kernradius  eine zu ~propor t ionale  Lange, e twa das 2-fache von ?, 
sehr gut entspreehen. Man ha t t e  darm also 

[ 3 ~  1/3 1 Al13ro, (208) 
= 2-r = 8 L2~ f co 

woraus man  fª  mit te]schwere und sehwere Kerne m i t c  o = %0 r 7,0 den 

Ausdruck  
R - -  0,894 A~~3ro (209) 

erh/ih. Mit Ausnahme der leiehten Kerne  wª sich also der Kernradius  zu 
A lis proport ional  ergeben. F ª  leichte Kerne  bes teht  aber diesc Proport ionali t / i t  

nicht,  da man  dort %0 nicht mehr  als kons tan t  be t rachten  k a n n  ; man  vgl.  
hierzu die in der v ier ten  Spalte der Tabelle 3 zusammenges te lhen  R-Werte ,  
die aus (208) mit  den in der Tabelle 1 angegebenen Coo-Werten berechnet  wurden.  

Die andere MSglichkeit einen K›  ira oben erw/ihnten Sinne zu 

definieren, bes teht  darin, dass man  diesen als den Radius derjenigen Kugel  
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definiert ,  ausserhalb der sich eine f ª  alle Kerne  kons tan te  Nucleonenmenge ~/ 
r o n  der Gr0ssenordnung eines Nucleons bef indet .  Es ist also dann R durch fol- 
gencie Gleichung definiert  

o o  

j D dr ~-- 7 .  (210) 
R 

Wegen des sehr steilen Abfalls r o n  D bei gr0sseren r -Wer ten  ist R geger~ª 
einer -~nderuag von ~? nicht sehr empfindlich.  Man erh~ilt z. B. f ª  den in der 
Tabelle  1 angegebenen Kern  A--~ 120, Z = 54 (%0 = 7,157) mi t  ~7 ~--1 cien 

W e r t R - - - - 4 , 6 3  r o u n d m i t  ~~--1/2 den W e r t R = 4 , 8 8  r o . W i r  haben ~?=1/2  
gesetzt  und  erhiehen so die in der fª  Spalte der Tabelle 3 angef ª  
Resul ta te ,  wobei fª  c00 unci Z die in der zweŸ bzw. v ier ten  Spalte cier Tabelle 1 
angegebenen Wer te  benu tz t  wurden.  

Bei einem u der auf  diese Weise hergelei teten Kernraciien mi t  
den empirischen stSsst man  auf  eine Schwierigkeit,  die nicht nur  hier, sonciern 
immer  auf t r i t t ,  wenn m a n  den Kernradius  in der allgemein ª  Weise als 
denjenigeu Wer t  r o n  r ciefiniert, f ª  welchen - -  bei Ann~ikerung an cien Kern  
die Nucleonenciickte betr~tchtliche Werte  anzunehmen beginnt .  Die Schwierig- 
kei t  en t s teh t  ciaciurch, ciass die empirischen Kernrad ien  aus S t reuversuchen  
mi t  a-Tei lchen und  Neutronen,  sowie aus ciem a-Zerfal l  in der Weise abgeleitet  
sind, dass man  als Kernraciius cienjenigen r -Wer t  be t rach te t ,  bei  welchem sich 
die zwischen den Nucleonen wirkencien .nicht Cgulombschen Kra f t e  b e m e r k b a r  
machen.  Die so def inier ten Kernrad ien  werden nat ª  wegen der sehr kurzen 

TABELLE 3 
Kernradien und Nucleonendichte ira Kernmittelpunkt. R in ro-Einheiten, ~o in 1/r03-Einheiten. 

A 

4 
5 
6 
8 

10 
12 
16 
20 
40 
60 
80 

100 
120 
140 
160 
180 
200 
220 
240 

Theoretisch 

Z Q0 

1,44 
1,22 
1,45 
1,55 
1,66 
1,77 
1,96 

1 2,13 
1 2,66 
2 2,91 
3 3,04 
4 3,07 

3,10 
6 3,07 

3,03 
7 2,95 

2,90 
2,82 

99 2,75 

R 
aus (208) 
berechnet 

1,79 
2,04 
2,04 
2,20 
2,32 
2,41 
2,56 
2,69 
3,14 
3,49 
3,79 
4,07 
4,31 
4,55 
4,78 
5,01 
5,22 
5944 
5,65 

R 
aus (210) 
berechnet 

1,34 
1,59 
1,65 
1,87 
2,03 
2,16 
2,39 
2,56 
3,26 
3,74 
4,17 
4,55 
4,88 
5,21 
5,54 
5,85 
6,13 
6,46 
6,76 

R 
empirisch 

1,67 
1,80 
1,91 
2,10 
2,26 
2,40 
2,65 
2,85 
3,59 
4,11 
4,52 
4,87 
5,18 
5,45 
5,70 
5,93 
6,14 
6,34 
6,53 



DIE STATISTISCHE THEOI%IE ]]ES ATOMKERNB 383 

l~eichweite der Kernkrafte mit den weiter oben definierten theoretischen gr5ssen- 
ordnungsm~issig ª eine genauere • ist aber nicht 
zu erwarten. Man kann jedoch erwarten, d•ss die theoretischen Kernradien 
denselben Gang mit A aufweisen, wie die empirischen. Um zu Kernradien zu 
gelangen, die aus die gleiche Weise definiert sind, wie die empirischen, h~itte 
man das Streuverm6gen einer Nucleonengaskugel mit der hier •estimmten 
Dichteverteilung gegenª a-Teilchen, Protonen oder Neutronen zu berechnen, 
was in einer spiiteren Untersuchung durchgefª werden soll. 

Hier b egnª wir uns mit einem Vergleich der hier berechneten Kern- 
radien mit den e mpirischen, welch' letztere zu A lj3 proportional sind und durch 
die Formel 

R = 1,42 A 1la 10 - l s  cm : 1,05 A1/Sro (211) 

dargeste]lt werden kSnnen. 2~ Die aus dieser Formel fª mehrere A-Werte 
berechneten Kernradien sind in der sechsten Spalte der Tabelle 3 eingetragen. 
Wie zu sehen ist, stimmen die hier erhahenen theoretischen Werte mit diesen 
gut ª Ira Hinb]ick auf das welter oben Gesagte, ist es nicht so sehr 
die gute zahlenm~issige • auf die es hier a n k o m m t ,  sondern 
der Umstand, dass die theoretischen Kernradien praktisch denselben Gang mit 
A zeigen, wie die empirischen. Ein in dieser Richtung besonders befriedigendes 
Verhalten zeigen die aus der l%rmel (210) berechneten Kernradien, die in der 
fª Spalte der Tabelle 3 angegeben sind. Dies ist umsomehr befriedigend, 
als die dr Formel (210) zugrtmde liegende Definition des Kernradins, wegen 
der verhiiltnism/issig starken Unempfindlichkeit ron ~, als physikalisch sehr 
plausibeI erscheint. 

1I.  Fergleich mit  der wellenmechanischen Berechnung des Deuterons 

Es ist noch von Interesse den ira Vorangehenden erhaltenen Parameter- 
wert ~ mit demjenigen zu vergleichen, den man auf Grund der Wellenmechanik 
fª einen ganz leichten Kern, z. B. fª das Deuteron erh~ilt. Hierzu berechnen 
wir mit dem Ansatz (47) die SchrSdingersche Energie des Deuterons. Es ergibt 
sich 

_ _  p,2 dr + 4~ J ( r ) P  ~ dr, (212) 
E = 4zc 8 ~ ' M r  o o 

wo Me = - 1 M ist, weiterhin P das r-fache der auf I normierten Eigenfunktion 
2 

und P '  die Ableitung von P nach r bezeichnet. 

Wir bestimmen aucb hier E, bzw. den Parameterwert ;t mit Hilfe des Ritz- 
schen Velfahrens und machen fª P den Ansatz 
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12:ro)~~X ~ ~ P = ~ re 2ro , (213) 

wo a einen u bezeichnet. 
Mit diesem Ausdruck von P l~isst sich mit Rª auf (47), (19), (114) 

und (102) die Energie in folgender Forro darstellen. 

~_12a2 ~/ a 3 _ [  ~ Ÿ a 3 ] 
E = 2~j  ro 2r0 (1-t-a) z 2/xKa"--~ (l~-a) z e0. (214) 

Man hat nun denjenigen Wert von a zu bestimmen, fª den E ein MŸ 
aufweist und den frei verfª Parameter so zu wiihlen, dass dieses Minimum 
mit dem empi¡ Wert der Bindungsenergie des Deuterons E0-- - -  2,19 MeV 
ª Man erh~ilt 

a---- 1,67 und s ---- 3,228. (215) 

Dieser Ÿ ist nur um weniger als 3% kleiner als derjenige, den wir 
fª das statistische Kernmodell mit konstanter Dichte ira w 8 erhielten. Ira Ver- 
h~iltnis zu dem mit dem vollst~ir~digen Energieausdruck erhaltenen ~,-Wert (200) 
ist der Unterschied gr5sser, betragt aber auch fª diesen nur rund 22~o dieses 
Wertes. Dieser Unterschied wird sich jedoch in der n~ichsten N~iherung des 
statistischen 5Iodetls, bei der die Neutronen- und Protonen6ichte voneirmnder 
unabh~ngig variiert werden, und die Korrelation der Nucleonert Derª 
wird (man vgl. w 10), noch verringern, da hieraus zusatzliche Anziehungen r› 
tieren, was zu einer Verkleinerung des im w 10 erhaltenen s fª 

b~ 12. Diskussion der Resultate und der mi~glichen Erweiterungen 

Die mit der hier entwickelten ersten Naherung des Variationsverfahrens 
erhaltenen Resuhate fª die Kernenergien und Kernradien kann man als sehr 
befriedigend bezeichnen, insbesondere wenn man berª dass nur ein 
empirischer Parameter benutzt wird und das Verfahren von willkª 
Annahmen frei ist. Bemerkenswert ist weiterhin, dass sich der empirische 
Parameterwert ~. fª das statistisclae Modell und fª das wellenmechanische 
Modell des Deuterons nur wenig unterscheidet, und der Unterschied sich in 
den weiteren ~iiherungen noch verringert. 

Es fragt sich nun, wie sich die weiteren N~herur~gen gestalten und was 
man ron diesen erwarten kann? Der n~ichste Schritt w/ire eine voneinander 
unabh~ingige Variation der Neutronen- und Protonendichte, woraus ein IIerabsin- 
ken der Coulombschen Abstossungsenergie resuhiert. Dieses Herabsinken der 
Energie macht sich haupts/ichlich fª schwere Kerne - -  bei welchen die Coulomb- 
sche Energi6 relativ gross ist - -  bemerkbar. Bei dieser zweiten N~iherung kann 
man also eine kleine Vertiefung der Energie erwarten und zwar in einem mit 
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wachsendem A steigendem Masse. Es wird also der Anstieg der Energiekurve 
ron den mittelschweren Kernen bis zu cien schwersten Kernen etwas kleiner. 
Wenn man die so erhaltene Energiekurve in Richtung wachsender Energie 
verschiebt - -  was durch eine Verkleinerung des Parameterwertes 2. erreicht 
werden kann - -  so wird die neue Energiekurve die empirischen Werte noch 
besser approximieren. 

Eine weitere Verbesserung des Dichteverlaufes in den hSheren iN/iherungen 
des Variationsverfahrens wird durch die Erweiterung des Variationsansatzes 
(136) erreicht, indem man im Ansatz (135) in der Summe noch weitere Glieder 
berª und hierdurch der Dichtefunktion die bessere Anpassungs- 
m6glichkeit an den tats~ichlichen Verlauf verschafft. 

Eine andere Weiterentwicklung der hier gegebenen Ans/itze besteht in 
einer Korrektion der Anziehungsenergie, indem man diese mit der aus der 
Korrelation der Nucleonen resuhierenden Energie erweitert, ~7 woraus eine 
zus/itzliche Anziehung resultiert. 

Man k6nnte auch noch an der kinetischen Energie durch die Unter- 
teilung der Nucleonen nach der Nebenquantenzahl eine Verbesserung anbrin- 
gen. 2s 

Weiterhin ksnnte man noch versuchen einen Teil der Nucleonen als fertige 
a-Teilchen in den Kern einzubauen und den Prozentsatz dieser Nucleonea 
ebenfalls aus dem Minumumprinzip bestimmen. 

Abschliessend sei nun noch erw/ihnt, dass. man nach Heisenberg ~9 
annehmen muss, dass die Kernkr~ifte h5chstwahrscheinlich nicht dureh eine 
einzige Teilchensorte, sondern durch ein ganzes Spektrum schwerer Teilchen 
(Mesonen) verschiedenster Masse und Eigenschaften hervorgerufen werden, 
ron denen die ~-Mesonen sich nur dadurch auszeichnen, dass sie die leich- 
testen und somit die durch sie hervorgerufenen Kr~ifte diejenigen von grSsster 
Reichweite sind, wodurch der Ansatz (47) fª nicht zu kleine gegenseitige 
Abst~inde der Teilchen gerechtfertigt wird. Eine Erweiterung der Theorie durch 
Berª dieser zus/itzlichen Kr/ifte mit sehr kurzer Reiehweite wird 
allerdings erst dann mSglich sein, wenn man ª die Eigenschaften dieser 
Kr/ifte naher orientiert ist. 

Auf die weiter oben besprochenen h6heren N/iherungen bzw. Erweite- 
rungen der Ÿ die ohne Weiteres durchgefª werden kSnnen, mSchte ich 
in einigen demn/ichst folgenden Arbeiten zurª 

Mathematischer Anhang 
Berechnung der Integrale L(q), K(q), H(q) und M(q) 

Die Integrale L(q), K(q), H(q) und M(q) sind durch (160)--(163) definiert. 
Fª q < 1 kann man sie geschlossen nicht auswerten. Wir haben die Integrale 
L(q), K(q) und M(q) fª 18 verschiedene q-Werte (q > 1)und das Integral 
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H(q) f ª  8 verschiedene q-Werte (q > 1) auf  numerischem Wege bis auf  4 Stellen 
genau best immt,  und die Integralwerte,  sowie die mit  diesen berechnete  Funk-  
t ion F(q) in der Tabelle 4 zusammengestellt .  Die im w 10 angegebenen Resultate 
haben  wir mit  diesen Integralwerten erha!ten. 

F ª  die Integrale K(q), H(q) urtd M(q) kann  man Niiherungsformeln 
herleiten,  die die exakten Integrale in dem fª  die Berechnungen wichtigsten 
In terval l  r o n  q (5 < q < 8) ausgezeichnet anniihern. Wenn wir uns auf  dieses 
Interval l  r o n  q beschr~inken, so sind die In tegranden in allen drei Integralen 
Produkte  einer Funkt ion  mit  einem schmalen und steilen Maximum voto Ty p  

J(x) = x ~ e -nx2 (n --~ 2, 3, 4), die mit  &usnahme der Umgebung des Maximums 
prakt isch Null ist und einer in der Umgebung des Maximums von J(x) sich 
verhiiltnism/issig langsam veriinderlichen Funkt ion  In (1 + q2 e-2X2) oder 
arctg (1 + q e-X2), fª  die wir zur &bkª die gemeinsame Bezeichnung g(x) 
einfª  Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung kann man ira Integral  
c o  

f f (x)g(x)dx die eine Funkt ion ,  z. B. die f laeh ver laufende Funk t ion  g(x) 
o 

durch einen entsprechend gewiihJten konstanten Wert  ersetzen. Wegen des schon 
beschriebenen Verlaufes r o n  f(x) erhiilt man  f ª  das Integral  einen guten 
31iiherungswert, wenn man fª  den konstanten Wer t  r o n  g(x) denjenigen 

TABELLE 4 
Die auf numerischem Wege .bis auf 4 Stellen genau berechneten Werte der Integrale L(q), 
K(q), H(q) und M(q), sowie die mit diesen Integralwerten ebenfalls bis auf 4 Stellen 
genau berechnete Funktion F(q). Die mit* bezeichneten H(q)-Werte sind mit der Niiherungs- 

formel (222) berecknet ; diese NMaerungswerte sind um cca 0,7~o gr/~sser als die exakten. 

q L(q) K(q) H(q) M(q) F(q) 

1,3355 
1,8951 
2,8427 
3,60oo 
4,0998 
4,7378 
5,4000 
6,0000 
6,6329 
7,1000 
7,5000 
7,7500' 
8,OO0O 
8,2500 
8,5280 
9,0000 
9,3636 

11,9173 

0,2228 
0,3889 
0,6930 
0,9392 
1,099 
1,300 
1,503 
1,682 
1,865 
1,997 
2,107 
2,176 
2,242 
2,310 
2,384 
2,565 
2,601 
3,216 

0,07044 
0,1149 
0,1857 
0,2357 
0,2656 
0,3oo6 
0,3336 
0,3611 
0,3879 
0,4064 
0,4215 
0,4306 
0,4394 
0,4481 
0,4574 
0,4727 
0,4840 
o,554o 

0,03619 
0,05735 
0,08901 
0,1111" 
0,1227 
0,1369 
0,1510" 
0,1619" 
0,1714 
0,1794" 
0,1852" 
0,1888" 
0,1921" 
0,1954" 
0,1990" 
0,2048* 
0,2079 
0,2340 

0,05908 
0,07302 
0,08818 
0,09602 
0,09991 
0,1039 
0,1071 
0,1096 
0,1117 
0,1130 
0,1141 
o,1147 
0,1152 
0,1158 
0,1163 
0,1172 
0,1178 
0,1211 

0,02530 
o,o6126 
0,1526 
0,2464 
0,3164 
0,4131 
0,5205 
0,6229 
0,7349 
0,8203 
0,8945 
0,9416 
o,9891 
1,037 
1,091 
1,183 
1,255 
1,774 

Wer t  von g(x) w~iklt, den g(x) an der Stelle x m des steilen Maximums r o n  f (x)  
annimmt .  Es ergibt sich so 
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mit  

f f ( x ) g ( x ) d x  = g(Xm) I. f ( x ) d x  = g(x,,)~r~'4~ 2 
0 0 

(216) 

1 
x m -  nll~. (217) 

Die Genauigkeit dieser N/ikerung reicht fª unsere Zwecke noch nicht 
aus. Man gelangt jedoch sofort zu einer N/iherungsformel mit  ausreichentler 
Genauigkeit, wenn man in der Formel (216) g(xm) durch ~ [g(x,) + g(xs) ] 
ersetzt, wo x~ und x~ diejenigen Abszissenwerte sind, bei denen f ( x )  den halben 
Wert des Maximums, d. h. den Wert ~ ] ( X m )  anmmmt.  Man hat dann also 

i _ ~:/s f(x)g(x) dx I -- 1 [g  ( X l ) --~ g ( X , ) ] 4n3, s , ( 2 1 8 )  
�9 2 o 

wo xi une[ X 2 die beiden LSsungen der transzendeten Gleichung 

f ( x )  = x~e - n x ' -  - -  1 - f ( x m )  = - -  1 e - 1  
2 2n 

bezeichnen, fª die sich 

(219) 

( 0 , ~ 2 0 )  ~l~ ' = (2,~78) ~~~ 
xi = - -  x~ - - - -  (220) 

ergibt. 

Wenn man in (216) fª J(x) und g(x) die ursprª Funktionen 
wieder einsetzt, so gelangt man fª die Integrale K(q), H(q) und M(q) zu fol- 
genden sehr guten N/iherungsformeln 

mit  

o o  

j K ( q )  = x 2 e - 2 x ' l n  (1 -~ q2e-2X') dx  = 

0 

= 1--16 ( 2 )  11s[ln(1 -4-q~e-2X:)-4-ln(1 + q2e-2X:)] 

X 1 = - -  X 2 = - - - -  ; 

(221) 

mit  

H ( q )  = 

c o  

f x2e -4x2 In (1 -f- qSe-2X~) dx = 
0 

~�91 
= 64 [In (1 + q'e-2Xl) --~ In (1 + q2e-2xl)] 

(0'~_320) 1'~, = (2 '678/1" ' 
X I = - -  X 2 - -  �9 

(222) 
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M(q) = f x2e -3x" arctg (1 ~- qe -x') dx = 
o 

= ~ [aretg (1 + qe-XO + aretg (1 + qe-X,)l 

(02320) ~'2 , , --~ (2 ~78) ~/~ 
@ 

(223) 

Fª die N~iherungsformel fª K(q) ist die maximale Abweichung vom exakten 
Wert im Intervall 5,4 < q < 10 kleiner als 0,6% und im Intervall 4 < q < 5,4 
kleiner als 1,2~ . Bei der N~iherungsformel fª H(q) ist der maximale Fehler 
im Intervall 4 < q < 10 kleiner als 0,7%. Die beste Approximation gibt die 
N~iherungsformel fª M(q), bei welcher der maximale Fehler im Intervall 
1,5 < q < 10 kleiner ist als 0,4%. 

Da das Integral H(q) in den Energieausdruck des Kerns nur in ein Glied 
ron untergeordneter Bedeutung eingeht, kann man fª H(q), statt der exakten 
Werte, die aus der Naherungsformel (222) berechneten Werte gebrauchen. 
Einige mit dieser Naherungsformel berechnete Werte sind in der Tabelle 4 ange- 
geben. 

Fª  das Integral L(q) l~isst sich die hier durchgefª N/iherung natª 
lich nicht anwenden, cia bei L(q) im Integranden der Faktor e -nx' fehlt, der das 
fª unsere Naherung wesentliche rasche Verschwinden von ](x) mit wachsen- 
dem x bedingt. Da L(q) ira eingangs angegebenen Intervall als Funktion ron ~/ 
angen~ihert linear verlauft, lasst sich L(q) in diesem Intervall sehr gut durch 
eine einfache Formel approximieren, deren Koeffizienten man mit der Mzthode 
der kleinsten Quadrate bestimmen kann. Man findet, dass im Intervall 5 < q < 1 0  
die Naherungsformel 

L(q) = - -  0,0051755 q~ + 0,35220 q - -  0,24814 (224) 

die exakten Integralwerte mit einem kleineren Fehler als 1% darstellt. Da dieses 
Integral bei der Berechnung von F(q) neben den ª Gliedern in F(q) nur 
eine untergeordnete Bedeutung besitzt, reicht diese Genauigkeit vollkommen aus. 

Wir haben die Nal~erungsformeln fª K(q), H(q), M(q) und L(q) hier einer- 
seits wegen ihrer Einfackkeit und anderseits aus dem Grunde angegeben um zu 
zeigen, dass das ganze Variationsverfahren mit geringer Mª durclffª 
ist, was fª die Weiterentwicklung des Verfahrens wesentlich ist. 

Die numerischen Rechnungen wurden von meinen Assistenten Frl. 0. 
Kunv• Frl. E. M• Herrn B. Moln• und Frl. E. Szab£ durchgefª ; 
die Figuren wurden ron den Herrn Assistenten G. Knapeez und L. Zelenka 
gezeichnet. Ieh m6chte Ihnen allen, auch an dieser Stelle fª Ihre Arbeit meinen 
Dank aussprechen. 
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CTATHCTHqECIr TEOPHH ATOMH6IX ~,B.EP 

li. FoM6am 

P e z ] o m e  

w 1. BBeAeHI4e. w 2. OCHOB6I CTaTHCTHqeCKOi~ TpaKTOBl{H HyKYleOHOB. w 3. KHHeTHtlecI<a~ 
3HeprHH HyI{~IeOHOB. w 4. O B3aHMoAe~tCTBHH HyI~aeOHOB Boo6nte. w 5. 3HeprHH B3aHMoAei~- 
CTBHH HyI<~eOHOB. w 6. Xapa•Tep HacumeHH~ CH~I, npOHCXOAgnlHX H300MeHHOrO B3aHMo- 
~ei~CTBHH. w 7. CTaTBCTHqecI<aH MoAeYIb aTOMHOrO ~Apa. w 8. CTaTHCTHqecKoe H~lpo C IIOCTO~IH- 
HOi~ HJIOTHOCT610 HyEJIeOHOB. w 9. OHpeAeaeHHe pacnpeAeJleHHH HJIOTHOCTH H 9HeprHH MeTo~ 
AOM PHTI~a. w I0. Pe3yJIbTaTld, OTHOCŸ K 9HeprHH H pacnpeAe.~eHHiO HJIOTHOCTH HApa. 
w 11. CpaBHeHHe pe3yYibTaTOB C pe3y.~],TaTaMH BO~HOBOt~ MexaHHI~H, OTHOCHEI~HXCH K AeBTepHlo. 
w 12. O£ pe3y~mTaTOB H Aa.rlbHe~imHx BO3MOX<HOCTeI~. - -  MaTeMaTitqecKoe npH- 
~IOX(eHHe. 


