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§ 1. Einleitung und Zusammenfassung

Die Anwendung statistischer Ansitze zur Erklirung der Eigenschaften
und Gesetzmissigkeiten der Atomkerne reicht ziemlich weit zuriick. Als erster
versuchte Mojorana® die statistische Theorie auf die Atomkerne anzuwenden,
wobei aber nur einige qualitative — allerdings wesentliche — Resultate etrzielt
wurden. Die wichtigsten Grundlagen zur Weiterentwicklung der statistischen
Kerntheorie wurden einerseits von Heisenberg® durch die explicite Berechnung
der Austauschenergie fiir verschiedene Anziehungspotentiale und anderseits
von Weizsicker® durch die Einfilhrung der kinetischen Energiekorrektion,
der sogennanten Inhomogenititskorrektion gegeben. Die weiteren Berechnun-
gen* erfolgten dann auf diesen Grundlagen, wobei als Anziehungsenergie zwischen
zwei Nucleonen meistens die Ansitze von der Form —-ye—"ij/" und —-ye—(7ij/r)*
zugrunde gelegt wurden, wo r;; die gegenseitige Entfernung der beiden Nucleo-
nen ist und v sowie r, Konstante bezeichnen. Mit Ausnahme der zitierten Arbeit
von Fliigge hat man diese Berechnungen mit sebhr vereinfachenden Annabmen
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durchgefithrt, indem man fiir die Dichteverteilung der Nucleonen einen stark
vereinfachten Ausdruck benutzte, oder aber die Dichte bei Vernachlassigung
der Inhomogenititskorrektion als vollkommen konstant ansetzte. In dieser
Beziehung bedeutet die schon erwihnte Arbeit von Fliigge einen Fortschritt,
indem in dieser fiir die Dichteverteilung keinerlei- vereinfachende Annahmen
gemacht wurden, sondern der Dichteverlauf und die Kernenergie fiir die leichten
Kerne bis Si*® mit dem Ritzschen Verfahren ermittelt wurden. Allen diesen
Berechnungen ist gemein, dass man mit diesen die Energie der Kerne nur in
der Weise darstellen kann, dass sich je nach der Wahl der frei verfiigbaren
Parameter entweder fiir die leichten, oder fiir die schweren Kerne merkliche
Abweichungen vom empirischen Befund ergeben. So ergibt sich z. B. bei Fiiigge,
wo die Wahl der frei verfiigharen Parameter auf die ganz leichten Kerne abge-
stimmt ist, schon beim schwersten von Fliiggé behandelten Kern, Si*®, eine
Abweichung der Energie von der empirischen um 129,. Eine Ausnahme bilden
natiirlich diejenigen Berechnungen, bei denen das Ziel die Auffindung einer mit
der Erfahrung moglichst gut iibereinstimmenden Formel ist, die drei, vier oder
mehr empirische Parameter enthilt ; mit einer solchen Formel kann man natiir-
lich die empirischen Resultate von den leichtesten bis zu den schwersten Kernen
in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit der Erfahrung darstellen’. Dies
ist aber mehr eine formelmissige Beschreibung des empirischen Befundes,
nicht aber eine Zuriickfilhrung der empirischen Tatsachen auf allgemeine
Grundgesetze, demzufolge diese Berechnungen von diesem Gesichtspunkt aus
betrachtet von geringerem Interesse sind, womit natiirlich der grosse heuristische
Wert dieser Verfahren nicht in Abrede gestellt werden soll.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Bindungsenergie der Kerne, sowie
die Lage der stabilen Isobare auf Grund der statistischen Theorie und der
Annahme eines skalaren Yukawaschen Anziehungspotentials zwischen den
Nucleonen aus dem allgemeinen Prinzip der Minimumsforderung der Energie
mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens ohne jeglichz willkiirlichen Annahmen zu
berechnen. Hierbei wird zwischen Neutronen-Protonen, Neutronen-Neutronen
und Protonen-Protonen der nur von der gegenseitigen Entfernung der Teilchen
abhiingige Anteil der Wechselwirkungsenergie als gleich vorausgesetzt. Im Aus-
druck der Wechselwirkungsenergie zweier Nucleonen wird nur eine Konstante
als frei verfiigharer Parameter betrachtet, der den einzigen frei verfiigbaren
Parameter in der ganzen Theorie darstellt. Es wird gezeigt, dass man durch
eine entsprechende Wahl dieses einen Parameters fiir die Bindungsenergie der
Kerne Resultate erhilt, die von den leichtesten Kernen bis zu den schwersten
sehr gut mit der Erfahrung iibereinstimmen. Die Abweichungen von den empi-
rischen Werten liegen abgesehen von den ganz leichten Kernen innerhalb 79 ;
fiir die sehr leichten Kerne,deren Bindungsenergie als Funktion der Teilchen-
zahl keinen monotonen Verlauf zeigt, kann natiirlich die statistische Theorie
nur einen Mittelwert der stark schwankenden empirischen Werte liefern, was.
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durch die statistische Theorie auch tatsichlich geleistet wird. Die Lage der
stabilen Isobare wird ebenfalls in sehr befriedigender Weise dargestellt.

Dass die hier entwickelte statistische Theorie, deren Anwendungsgebiet
ihrem Charakter nach doch in erster Linie die Kerne mit grosser Teilchenzahl
ist, auch fiir leichte Kerne so gute Resultate liefert, ist dem Umstand zuzuschrei-
ben, dass wir zwei Korrektionen einfithrien, und zwar brachten wir eine Korrek-
tion an der Austausch-Wechselwirkungsenergie der Nucleonen an, wodurch die
aus dem Selbstaustausch der Teilchen resultierende Energie ausgeschaltet wird,
weiterhin haben wir auch fiir die kinetische Energie eine Korrektion eingefiihrt,
wodurch, die statistische kinetische Energie fiir den XKern He? und fiir leichtere
Kerne in den exakten wellenmachanischeén Ausdruck iibergeht. Durch diese
Korrektionen wird erreicht, dass der statistische Ausdruck der Gesamtenergie
der leichten Kerne den wellenmechanischen gut approximiert und einen guten
Mittelwert der empirischen Resultate liefert.

Die statistische Theorie des Atomkerns griindet sich im wesentlichen auf
das Verhalten eines Nucleonengases am absoluten Nullpunkt der Temperatur
und auf die Wechselwirkung der Nucleonen. Wir befassen uns daher im folgenden
zuniichst mit den allgemeinen Grundlagen der statistischen Behandlungsweise
eines freien Nucleonengases und im Anschluss hieran mit der kinetischen Energie
eines freien Nucleonengases. Danach folgen die allgemeinen Grundlagen der
Wechselwirkung von Nucleonen und die statistische Berechnung der Wechsel-
wirkungsenergien. Auf diesen Grundlagen wird dann das statistische Kernmodell
mit Hilfe des Variationsverfahrens entwickelt, und die Energie sowie die Dichte-
verteilung der Nucleonen von den leichtesten bis zu den schwersten Kernen,
sowie die Energie einiger Isobare berechnet.

§ 2. Grundlagen der statistischen Behandlungsweise eines freien Nucleonengases

Im statistischen Modell des Atomkerns werden die Nucleonen als ein
Nucleonengas am absoluten Nullpunkt der Temperatur betrachtet und statis-
tisch behandelt. Die statistische Theorie eines Neutronen- oder Protonengases
griindet sich auf die Statistik von Fermi und Dirac, die auf der Nichtunter-
scheidbarkeit der Teilchen und auf dem Pauli-Prinzip beruht. Das Pauli-Prinzip
besagt bekanntlich, dass in einem vollstindig gequantelten System jeder Quan-
tenzustand hochstens von einem Teilchen besetzt werden kann. Der Quanten-
zustand ist hierbei durch den Zustand der Bahnbewegung und das Vorzeichen
des Spins definiert. Die Briicke zwischen Quantentheorie und Statistik wird
durch den bekannten Satz gegeben, dass auf das Volumen h* des Phasenraumes
bei Beriicksichtigung des Spins 2 Neutronen-Quantenzustinde mit antiparalle-
lem Spin und 2 Protonen-Quantenzustinde ebenfalls mit antiparallelem Spin
entfallen ; wobei k die Planksche Konstante bezeichnet. Eine Zelle vom Volumen

1*
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h® des Phasenraumes kann also hochstens durch die Bildpunkte von 2 Neutronen
und 2 Protonen besetzt werden.

Wir befassen uns im folgenden mit einem freien Nucleonengas von
Neutronen und @, Protonen, die sich im Volumen Q befinden, von dessen Winden
wir annehmen, dass sie fiir Nucleonen undurchldssig sind. Das Nucleonengas
betrachten wir, wie gesagt, als frei, d. h. wir nehmen an, dass in Q ein konstantes
Potential herrscht, das wir gleich 0 setzen kénnen. Wir kénnen uns hier auf
sehr tiefe Temperaturen, d. h. auf den Fall beschrianken, dass die Teilchen die
moglichst tiefsten Energieniveaus besetzen. Bei sehr tiefen Temperaturen
entstehen grosse Vereinfachungen, da in diesem Fall die Fermi-Diracsche
Statistik nur durch die Bedingung zur Anwendung gelangt, dass eine Elementar-
zelle vom Volumen h® hochstens durch die Bildpunkte zweier Neutronen und
zweier Protonen besetzt werden kann.

Die energetisch tiefsten Energieniveaus konnen wir folgendermassen
beschreiben. Nach unseren Annahmen ist der Raum, in dem sich die Nucleonen
befinden, potentialfrei, die Energie eines Nucleons ist daher eine rein kinetische,
fiir die sich

u= L (1
2M
ergibt, wo p den Betrag des Impulses und M die Masse des Nucleons bezeichnet ;
M kann hier fiir Neutronen und Protonen als gleich gross angenommen und
mit dem Mittelwert der Neutronen- und Protonenmasse gleichgesetzt werden.
u ist also eine Funktion von p und hingt vom Ort nicht ab. Man kann sich daher
auf den Impulsraum beschrinken.

Wir befassen uns zuniichst mit den Neutronen, fiir Protonen verliuft
dann alles ganz analog. Wegen der Kriftefreiheit des Raumes sind alle Bewe-
gungsrichtungen der Neutronen gleichberechtigt ; da ausserdem die Energie
der Neutronen nur vom Betrag p des Impulses abhingt, von der Impulsrichtung
aber unabhingig ist, sind die energetisch tiefsten Quantenzustinde in einer
Kugel des Impulsraumes enthalten, deren Zentrum der Origo des Impulsraumes
ist und deren Radius py, den Betrag des maximalen Impulses der Neutronen
darstellt. Jeder dieser energetisch tiefsten Quantenzustdnde ist am absoluten
Nullpunkt der Temperatur maximal mit einem Neutron besetzt, alle Quanten-
zustinde ausserhalb der Kugel sind leer.

Die Bestimmung von p,, kann folgendermassen geschehen. Das Volumen
der Impulskugel ist 47p},n/3. Den Neutronen im Volumen Q entspricht also das
Phasenraumvolumen Q 47py,,/3. Die Anzahl der Quantenzustinde erhalt
man durch Division mit h*2. Da jeder dieser Quantenzustinde 1 Neutron
enthiilt, folgt

4aps nQ
2 6’;;; = Qa. (2)
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Hieraus ergibt sich fiir pyn

13\ .
P;m:g(;r—) ho?, (3)
WO Q
en="o" 4

die Dichie des Neutronengases bezeichnet.

Fiir Protonen gilt alles in ganz entsprechender Weise. Wenn wir den
Betrag des maximalen Impulses der Protonen mit p,, bezeichnen, so besteht
der Zusammenhang

1(3\3
Pung(;) he}’ﬂ (5)

Q
e, =4 (6)

die Dichte des Protonengases bedeutet.

§ 3. Die kinetische Energie des Nucleonengases

Wir gehen nun zur Berechnung der kinetischen Energie eines Nucleonen-
gases iiber und befassen uns zuniichst mit dem schon im vorangehenden Para-
graphen beschriebenen freien Nucleonengas, das sich im Volumen Q befindet
und aus @, Neutronen und Qp Protonen besteht. Wir ziehen zunichst das
Neutronengas in Betracht. Solange man die Neutronen als vollkommen frei
betrachten kann, ist die kinetische Energie des Neutrongases Ux die sogenannte
Fermische kinetische Energie, die man durch den Ausdruck

Uk = [udn (7)

darstellen kann®, wo wir u als eine Funktion von p auffassen und dementspre-
chend dn die Anzahl der Neutronen-Quantenzustinde bedeutet, denen ein
Impulsbetrag zwischen p und p + dp entspricht; die Integration ist auf alle
mit Neutronen besetzten Quantenzustinde auszudehnen. Mit Riicksicht auf (1)

und den Zusammenhang
8xQ
dn=— —p'dp (8)

ergibt sich fiir die Fermische kinetische Energie der Neutronen

Pun
47Q 4 Q
U = ‘dp — » 9
k=3 fp p = = Pl )
0
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Nach Einsetzen des Ausdruckes fiir p,, aus (3) erhilt man

Uk = =xon’Q, (10)
wo xx die Konstante
2/3
y _i(i L 1)
K= 40 \ = M

bezeichnet.
Fiir das Protonengas gilt all’ dies in ganz analoger Weise, dementsprechend
erhilt man fiir die Fermische kinetische Energie der Protonen den Ausdruck

Uk = »xg}' Q. (12)

Die Fermische kinetische Energie des gesamten Nucleonengases wird also
U= Uk+ Uk = xx (@ + ¢ )2 (13)

All’ dies gilt fiir ein ginzlich freies Nucleonengas, d. h. fiir ein Nucleonen-
gas mit konstanter Dichteverteilung. Es erhebt sich nun zunichst die Frage,
wie sich die Fermische kinetische Energie fiir ein nicht freies Nucleonengas
gestaltet? Zur Herleitung dieses Ausdruckes unterteilen wir das Volumen des
Nucleonengases mit einem System von Scheidewinden in Teilvolumina in der
Weise, dass sich in jedem Volumenelement dv noch viele Neutronen und Proto-
nen befinden, und in den Volumenelementen das Potential praktisch konstant
sei. Man kann dann die Nucleonen in den einzelnen Volumenelementen als ein
freies Nucleonengas betrachten. Wenn wir die Neutronen- und Protonendichte
in dv mit @, bzw. g, bezeichnen, so ergibt sich nach (10) und (12) fiir die Fer-
mlsche kinetische Energle des Neutron- und Protonengases in dv der Ausdruck
xKgn *dv, bzw. xko5 “3dy. Die Fermsiche kinetische Energie aller Neutronen bzw.
aller Protonen erhilt man durch Integration dieser Ausdriicke iiber das ganze
Volumen. Es wird also

Uk = XK Qnsdv, Uk =x J 50 dw. (14)

Fiir die Fermische kinetische Energie des gesamten Nucleonengases folgt also
der Ausdruck

Uk = Uk + Uk = x| (@ + &) do. (15)

Fiir ein ginzlich freies Nucleonengas, d. h. im Fall konstanter Dichtevertei-
lungen gehen natiirlich diese Ausdriicke in die entsprechenden Ausdriicke
(10), (12) und (13) iber.

Der Ausdruck (15) gibt nur dann die volle kinetische Energie des Nucleo-
nengases, wenn die Nucleonen in den Volumenelementen dv vollkommen frei
sind. Wenn man die Nucleonen in den Volumenelementen dv nicht als vollkom-
men frei betrachten kann, dann hat man diesen Ausdruck noch mit der sogenann-
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ten Weizsickerschen Inhomogenititskorrektion zu erginzen. Diese wurde von
Weizsicker ausfiihrlich begriindet’, worauf wir hier aber nicht niiher eingehen
wollen. Statt dessen wihlen wir hier einen sehr stark vereinfachten Weg zur
Herleitung dieser Korrektion, der gerade wegen seiner Einfachkeit das Wesent-
liche an der Sache sehr gut hervortreten lisst.

Wir ziehen zunichst wieder die Neutronen in Betracht. Ohne das Pauli-
Prinzip, also im Falle der Bose-Statistik, wiirden die Neutronen im Gleich-
gewicht alle den energetisch maglichst tiefsten Quantenzustand besetzen. Wenn
wir die Eigenfunktion dieses Zustandes mit ¢ bezeichnen, so ergibt sich in
diesem Fall fiir die Dichte g, und die Schrodingersche kinetische Energie U}
der Neutronen

Qn:Qrz“PIz? (16)

2
Bn}:M f[ grad piidy. (17)

U;:Qn

Durch Elimination von wu folgt

2
U]:xJJMdv, (18)
On
wo x; die Konstante e
32ntM

bezeichnet ; fiir M kann man auch hier einen Mittelwert der Neutron- und
Protonmasse einsetzen. U’} ist die Weizsickersche Inhomogenititskorrektion
fiir Neutronen.

Auf ganz zhnliche Weise erhilt man fiir die Inhomogenititskorrektion
der Protonen

: 2
Uh =« j (—mg“"‘; 22" gy, (20)
‘ p

Die Inhomogenititskorrektion des gesamten Nucleonengases wird also
U, =U;+ Uf. (21)

Wie zu sehen ist, verschwindet U, fiir eine konstante Nucleonenverteilung.

Wie aus der Herleitung folgt, ist U; die kinetische Energie eines Nucleonen-
gases, fiir dessen Teilchen das Pauli-Prinzip nicht besteht. Die Beriicksichtigung
des Pauli-Prinzips, demzufolge mnicht alle Teilchen den energetisch tiefsten
Quantenzustand besetzen konnen, geschieht in der Weise, dass man neben
U, auch die Fermische kinetische Energie Uy in Rechnung zu stellen hat, die
eine alleinige Folge des Pauli-Prinzips ist. Durch die Energie Ux werden dann
die Teilchen gemiss dem Pauli-Prinzip in die energetisch hgheren Quanten-
zustiinde gehoben. Hierbei wird die Annahme gemacht, dass grad ¢, und grad ¢,
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vom Impulsvektor, d. h. vom Quantenzustand unabhingig sind. All’ dies zeigt
sehr anschaulich die Rolle der beiden kinetischen Energieanteile.

Bei der gleichzeitigen Beriicksichtigung der beiden kinetischen Energie-
anteile Ux und U; begeht man jedoch einen Fehler, was man am einfachsten
fiir den Fall von 2 Neutronen und 2 Protonen sehen kann. In diesem Fall befinden
sich niimlich sowohl die beiden Neutronen, wie die beiden Protonen im ener-
getisch tiefsten Quantenzustand, so dass der Energieanteil U; genau die volle
kinetische Energie der Teilchen darstellt, der Energieanteil Ux muss also in
diesem Fall verschwinden. Dies folgt auch daraus, dass in diesem Fall das Pauli-
Prinzip keinerlei Rolle spielt, da keine Teilchen in energetisch hohere Quanten-
zustinde zu heben sind, demzufolge der durch das Pauli-Prinzip bedingte
Energieanteil Uy verschwinden muss. Tatsichlich verschwindet jedoch Ugk
nicht. Dies liegt im Wesen der statistischen Behandlungsweise, bei welcher im
Phasenraum bzw. im Impulsraum auch von einem einzelnen Teilchen ein endli-
ches Volumen beansprucht wird, und somit die kinetische Energie der beiden
Teilchen im tiefsten Quantenzustand nicht nur in Uk sondern auch in U,
enthalten ist. Hieraus ist zugleich zu sehen, dass dieser Fehler natiirlich nicht
nur fiir den Fall von 2 Neutronen und 2 Protonen, sondern auch fiir alle anderen
Teilchenzahlen besteht. Allerdings ist er nur fiir kleine Teilchenzahlen bedeutend,
fiir grosse Teilchenzahlen ist er im Verhiltnis zur gesamten kinetischen Energie
klein.

Es fragt sich nun, wie man diesen Fehler méglichst einfach korrigieren
kann?® Ein Weg hierzu besteht darin, dass man die Fermische kinetische Energie
eines Teilchens im energetisch tiefsten Quantenzustand der mittleren Fermischen
kinetischen Energie eines Teilchens gleichsetzt und diese fiir die im tiefsten
Energiezustand befindlichen beiden Neutronen und Protonen in Abzug bringt.
Die mittlere Fermische kinetische Energie eines Neutrons und eines Protons
ist Ux/Qn bzw. Uk/Qp. Die Korrektion besteht also nach unseren Annahmen
darin, dass man die Energie 2U%/Q, + 2U%/Q, von Ug in Abzug bringt, oder

was dasselbe ist, in (15) Uk mit dem Faktork, = 1 — — und Uk mit dem Fak-
n

tor k, = 1 — — multipliziert. Die gesamte kinetische Energie unseres Nuc-
P
leonengases wird also

Uk =k, Uk + k, Uk + U; . (22)

Die Faktoren k, und k, sind fir Q, = 2 und @, = 2 gleich Null, dem-
zufolge in diesem Fall Uy verschwindet, die Korrektion fiihrt also hier zum
exakten Wert der kinetischen Energie. Weiterhin muss k,Uk auch fiir @, =1
und k,Uk auch fir Q, = 1 verschwinden, was durch die Korrektionsfaktoren
nicht geleistet wird, man muss also die Zusatzvorschrift machen, dass der
Korrektionsfaktor k, auch fiir Q,, < 2 und.der Korrektionsfaktor k, auch fiir
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Qp, < 2 gleich 0 zu setzen ist. Die kinetische Energie ist also dann auch in diesen
Fiallen mit dem Ausdruck Uj gleich, der auch in diesen Fillen tatsichlich den
exakten Ausdruck der kinetischen Energie darstellt. Fiir grosse Teilchenzahlen
wird die Korrektion ungenau, was aber unwesentlich ist, da fiir grosse Teilchen-
zahlen die Korrektion im Verhiltnis zur gesamten kinetischen Energie unbe-

deutend wird.

§ 4. Allgemeine Grundlagen der Berechnung der Wechselwirkung von Nucleonen

Zur statistischen Berechnung der Wechselwirkungsenergie von Nucleonen
ist es wesentlich, dass wir uns zunichst auf Grund der Wellenmechanik ganz
allgemein mit der Berechnung der Wechselwirkung von Nucleonen befassen.
Wir wollen annehmen, dass unser Nucleonengas wieder aus Q,, Neutronen und
Qp Protonen besteht. Zur wellenmechanischen Beschreibung des Gesamtsystems
gehen wir von der Hartree-Fockschen Niherung aus, d. h. wir beschreiben das
System durch Einteilcheneigenfunktionen, und zwar nehmen wir an, dass die
Q. Eigenfunktionen der Q, Neutronenzustinde ¢, @,, ..., ¢q, und die Q,
Eigenfanktionen der Q, Protonenzustinde 9,, y,, ... ¥q, seien. Mit Riicksicht
auf das Pauli-Prinzip kann man dann die Eigenfunktion des Gesamtsystems
in folgender Form darstellen®

PgD) gn) -+ ouldR”) | palan) walgp) -+ - valg3D)
1 [l pala) o) | leD) wila) - wlaE) | g

90.(97) P07+ - - 90, (457)| |ve,(a5) wo,(45) - - Vo, (45)

wo gh, statt der raumlichen Koordinaten ti(x}, yi, z5) und der Spinkoordinate
o}, des i-ten Neutrons sowie ¢, statt der raumlichen Koordinaten th(x}, yi, z5)
und der Spinkoordinate ¢}, des i-ten Protons steht ; t}, und t}, bezeichnen den
Ortsvektor des i-ten Neutrons bzw. des i-ten Protons. Von den Einteilcheneigen-
funktionen @; und y; kénnen wir ochne Einschrinkung der Allgemeinheit anneh-
men, dass sowohl die Neutronen-Eigenfunktionen ¢; unter sich, wie die Protonen-
Eigenfunktionen %, unter sich orthogonal sind. Wir setzen ausserdem voraus,
dass sie auch normiert sind, es ist dann auch ¥ normiert.

Bei der im folgenden zu gebenden Herleitung des allgemeinen Ausdruckes
der Wechselwirkungsenergie der Nucleonen sehen wir zunéchst von der Coulomb-
schen Wechselwirkung der Protonen ab und ziehen zumiichst die Nucleonen-
wechselwirkung allein in Betracht. Zur Herleitung des allgemeinen Ausdruckes
der Wechselwirkungsenergie der Nucleonen brauchen wir einen Ansatz fiir die
Nucleonenwechselwirkung. Dieser ist unter Beriicksichtigung der experimentellen
Befunde zu wiblen, dass erstens diese Wechselwirkung einen Absittigungs-
charakter aufweist und zweitens, dass die Kernkriifte von sehr kurzer Reich-
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weite sind. Der ersten Tatsache kann man durch eine entsprechende Wahl des
Mechanismus der Wechselwirkung und zwar durch Voraussetzung einer Aus-
tauschwechselwirkung zwischen den Nucleonen (man vgl. § 6) und der zweiten
durch einen entsprechenden Ansatz fiir das Wechselwirkungspotential der
Nucleonen Rechnung tragen. Fiir die Wechselwirkungsenergie der Nucleonen
machen wir zunichst den ganz allgemeinen Ansatz, dass sich diese aus der
paarweisen Wechselwirkung je zweier Teilchen folgendermassen zusammensetzt

Qn va i & 1 Qn‘ Qr‘l i & 1 Q}') Q{) i e
W= 2> XGugngp)+= > > Nidgman)+= 2 > Pirlgi-qp)» (24)
i=1 k=1 2 =1 k#i 2 71 ki

wo G, die Wechselwirkungsenergie des i-ten Neutrons und k-ten Protons, IV;
die Wechselwirkungsenergie des i-ten und k-ten Neutrons und Py die des i-ten
und k-ten Protons bezeichnei. Die Faktoren 1/2 vor der zweiten und dritten
Summe auf der rechten Seite stehen zur Vermeidung der doppelten Zihlung
der Neutronen- und Protonenpaare.

Mit dem Ausdruck (24) und der Eigenfunktion (23) erfolgt dann die Berech-
nung des wellenmechanischen Erwartungswertes der Wechselwirkungsenergie
W 4 der Nucleonen ganz analog zur Wechselwirkungsenergie der Elektronen in
Atomen mit mehreren Elekironen. Man erhilt

Qn Qp
Wa = 21‘ ~ ﬂ@?(qn)wi(qp)(?m(qm 2p)pgn)pilgp) drn drp +
] Qn‘ Q\n‘ * * Vi s ’ V4
+= > = 1 (470197 Nirqn, 47) 9 9n)9r(qn) dzp drp—
i=1 k#i
an Q’i * * / 2 7 s
—5 > > JJ;DI((Qn)(Pi (qm)Niilqn 4n)p(gn)prlqn) drn dry + (25)
i=1 k#i
1 ij Qg * * ’ y) Vi ’
133 (¥ @ovianPutan aiwtadyutan) drp des
i=1 k#1i
1 QBV Qp % * 7 ] 7 7
— 3 2] viaiapPutansviadvda) i dvs,
i=1 k#Ii-

wo die Integration iiber 7,, T, usw. ausser einer Integration iiber die rdumlichen
Koordinaten der Neutronen und Protonen auch eine Summation iiber die
Spinkoordinate bedeutet. Von den fiinf Doppelsummen ist die erste die gegen-
seitige Wechselwirkungsenergie der Neutronen und der Protonen, die zweite
und dritte die Wechselwirkungsenergie der Neutronen und schliesslich die vierte
und finfte die Wechselwirkungsenergie der Protonen. Es sei noch bemerkt,
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dass die dritte und fiinfte Doppelsumme die sogenannte Austauschenergie der
Neutronen bzw. Protonen darstellt ; diese tritt nur zwischen gleichen Teilchen
auf und resultiert aus der Determinantendarstellung der Eigenfunktion dieser
Teilchen.

Wie sich zeigen lisst (man vgl. hierzu § 6), kann man dem Absittigungs-
charakter der zwischen den Nucleonen wirkenden Krifte dadurch Rechnung
tragen, dass man fur die Wechselwirkung der Nucleonen eine reine Austausch-
wechselwirkung voraussetzt. Dementsprechend setzen wir fir G;; eine Aus-
tauschwechselwirkung an und zwar wihlen wir fiir diese eine Wechselwirkung
vom Majoranaschen Typ'', d. h. wir nehmen an, dass beim Platzwechsel eines
Protons und Neutrons der Spin an der Ladung haftet. Durch den Operator
G, werden also nur die Ortskoordinaten des i-ten Neutrons und k-ten Protons
vertauscht. Man hat also

Giilgn qp) = Jnp(rnp)II(Tns Tp)s (26)

wo I(t,,t,) den Permutationsoperator bezeichnet, der nur die Ortskoordinaten
des Neutrons und Protons vertauscht, die Spinkoordinaten aber unverindert
lasst, J,p(rap) ist eine nur von der gegenseitigen Entfernung r,,—= |t,—t,| des
Neutrons und Pretons abhiingige gewdhnliche Funktion, auf die wir spiiter zu
sprechen kommen. Mit diesem Ausdruck fiir G;;, folgt

Gidgn 40) P T T ) P1(Tps0p) = Qi Tpo T )i Ty 0 p) I np(T 1p)- (27)

Wenn wir den Zustand der Bahnbewegung vom Spinzustand in erster
Niherung als unabbéngig betrachten, dann kénnen wir die Eigenfunktionen
@; und y; als Produkte einer nur von den Ortskoordinaten und einer nur von
der Spinkoordinate abhingigen Spinfunktion folgendermassen darstellen

pi = wi(t)1(o) pi = wi(t) n(o). (28)

Hier ist u,(r) und w;(r) der nur von den Ortskoordinaten abhingige Anteil der
Neutronen bzw. Protoneneigenfunktion ; #(c) bedeutet die Spinfunktion, die
wir fiir die beiden Werte der Spinkoordinate ¢ = + 1/2 und ¢ = — 1/2 mit %,
bzw. mit 7_ bezeichnen. Mit Hilfe von (27) und (28) lasst sich die Summation
iiber die Spinkoordinaten im ersten Integral im Ausdruck von (25) einfach
durchfithren und man erhilt fiir die gegenseitige Wechselwirkungsenergie des
i-ten Neutrons und k-ten Protons

e = [ Wi(tn)widtp)ui(tp)wiltn)J np(rnp). dvn dvy, (29)

wo dv, und dv, die Raumelemente in den entsprechenden Koordinatenrdumen
bezeichnen. Wie man sieht, ist ¢ von der Form einer Austauschenergie, die
aus der Vertauschung des Neutrons und Protons resultiert.

Wir kommen nun auf die Neutron-Neutron und Proton-Proton Wechsel-
wirkung, d. h. auf die zweite bis fiinfte Doppelsumme im Ausdruck (25) za spre-
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chen. Fiir diese Wechselwirkung der gleichen Teilchen kann man entweder
eine spinabhiingige oder eine spinunabhingige Wechselwirkung ansetzen, wobei
nochmals betont sei, dass wir hier zuniichst von der spinunabhingigen Coulomb-
schen Wechselwirkung absehen. Im Falle einer spinunabhingigen Wechselwir-
kung wiirde neben der Austauschwechselwirkungsenergie der Teilchen auch
noch die gewihnliche Wechselwirkungsenergie auftreten, was bei den Atom-
kernen zu einer ginzlich fehlgehenden Abhingigkeit der Bindungsenergie von
der Teilchenzahl fihren wiirde. Man muss daher fiir die Wechselwirkung gleicher
Teilchen eine Spinabhingigkeit voraussetzen. Es erweist sich als zweckmiissig
folgenden Ansatz zu machen

, 1
Nik(?m gn) = —g Jnn(rnn') (S, S’)a (30)

, 1
Pii(gp.q9p) = —“5 Joo(rpp) (S5 S7). (31)

Hier bezeichnen ¢, und ¢, die Koordinaten des i-ten und k-ten Neutrons und
zwar st in ¢,, g, auch die Spinkoordinate der Teilchen inbegriffen, r,,,, bezeichnet
die gegenseitige Entfernung der beiden Neutronen, d. h. es ist 7, = | t,—1, |,
schliesslich bezeichnet S bzw. S’ den Paulischen Spinoperator bezogen auf die
beiden Teilchen. Die in (31) stehenden Grossen mit den Indices p, p’ beziehen
sich auf das i-te und k-te Proton und haben fiir diese eine ganz analoge Bedeutung.
Der Faktor — ?/; wurde eingefithrt um zn erreichen, dass die Wechselwirkung
zwischen zwei Neuironen mit entgegengesetzter Spinrichtung sowie zwischen
zwei Protonen mit ebenfalls entgegengesetzter Spinrichtung gleich J,, bzw.
Jpp wird. Dass dies tatsihlich erreicht wird, ist sofort zu sehen, da in diesem
Fall S 4 S’ gleich Null ist und somit der Zusammenhang

2(8,8)=(S+8)2—8—8%=—6 (32)
besteht.!?

Zur Berechnung der Wechselwirkungsenergie gleicher Teilchen setzen
wir die Eigenfunktion der Teilchen wieder als Produkt einer nur von den Orts-
koordinaten abhingigen Funktion und einer Spinfunktion in der Form (28)
voraus. Des Weiteren halber sei erwihnt, dass die Spinfunktionen den folgenden

Beziehungen geniigen

Sxns =M= » Sxn- ="M+, (33)

Syn+ =1in-, Syn- =—in4, (34)

Sy = M+, S =—m- . (35)
Es ist also z. B.

(S, 8)m+()m+(0) = n+(a)n+(a) (36)

und
(8, 8)m+(a)n-(0') = — n(0)n-(c) -+ 2n-(0) N +(). (37)
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Die Berechnung der Wechselwirkungsenergie gleicher Teilchen kann auf
Grund dieser Beziehungen sehr einfach erfolgen. Wir fiihren hier die Berechnun-
gen fiir Neutronen durch ; fiir Protonen verlduft alles ganz analog. Wir berechnen
zuniichst die Wechselwirkungsenergie eines Neutrons mit positivem Spin im
Zustand @; = up), mit zwei Neutronen in den beiden Zustinden @, = wn,
und @y, = u_, die sich nur in der Spinrichtung unterscheiden.

Die gewdhnliche Wechselwirkungsenergie der beiden Neutronpaare wird
gemiiss der zweiten Zeile in (25) durch die Summe der folgenden beiden Integrale
dargestellt

=3 1@ P L) #4010 (828) 140V 400" Tl ) A
(39)

2 [ @) P ) #0401 @) (505 14001 () Tanlran) dn dy,
(39)
wo zu beachten ist, dass die Integration auch eine Summation iiber die Spin-
koordinate bedeutet. Mit Riicksicht auf (36) und (37) und darauf, dass die Spin-
funktionen 77, und 7_auf einander orthogonal sind, ergibt die Summation iiber
die Spinkoordinaten im ersten Integral + 1 und im zweiten — 1. Da die iibrigen
Teile der beiden Integrale identisch sind, heben sich die beiden Integrale in der
zweiten Doppelsumme in (25) weg. Somit verschwindet die ganze zweite Doppel-
summe in (25), d.h. die gewdhnliche Wechselwirkungsenergie der Neutronen.

Die Austauschenergie der beiden Neutronenpaare erhiilt man entsprechend
der dritten Zeile in (25) als Summe der folgenden beiden Integrale

5 [Jut@ute ) un)n ()75 (5. 8) 1V 04 W aslran) d

(40)

1 ’ I 7 . /
2 [Tt eI 1- @07+ (589 1401 @M anlran) de s
(41)
Auf dieselbe Weise wie im vorangehenden Fall erhélt man hier durch die Sum-
mation iiber die Spinkoordinaten beim ersten Integral {1 und beim zweiten
-+ 2. Da die iibrigen Teile der Integrale auch bier identisch sind, ergibt sich fir

die Summe der Austauschenergie der beiden Neutronenpaare, d. h. fiir die
Summe von (40) und (41)

ﬂ uZ(r)u‘,-'(r")ui(r)uk(t')Jnn(r,,,,/) dv dv’. (42)

Dies ist die Austauschenergie eines Neutrons im Zustand ¢; = u#, mit zwei
Neutronen im Zustand @, = w7, und @, = um_, d. h. mit zwei Neutronen,
die sich im selben Bahnzustand mit antiparallelen Spins befinden. Die mittlere
Austauschenergie zwischen den beiden Neutronen : und £ ist also

et = & [t us sV ) do o (43)
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Mit dem Ansatz (31) verldu ft fiir Protonen alles ganz analog, die gewohn-
liche Wechselwirkungsenergie verschwindet auch im Falle von Protonen, und
man erhilt fiir die mittlere Austauschenergie zwischen den beiden Protonen
i und k

1
h= [] 0oyt Vo ey0(t) T ool ) do o (44)
Fiir die aus der Neutron-Proton Wechselwirkung resultierende Gesamt-

energie WP, sowie fiir die aus der Neutron-Neutron und Proton-Proton Wechsel-
wirkung resultierende Gesamtenergie W}" bzw. WHP erhilt man also

n Qn Q}; n n 1 Qn Qn nn 1 Qp QP »
Wil = > > eif, Wi'== > D, WE = 5 D' > eli- (45)
i=1 &Zi 2 0 kFi i=1 k#i

Somit ergibt sich fiir die aus der Wechselwirkung aller Nucleonen resultierenden
Gesamtenergie

Wa=Wal+ Wa"+ WAP. (46)

Wir miissen hier nun noch den nur von der gegenseitigen Entfernung
der Nucleonen abhiingigen Anteil der Nucleonenwechselwirkung, d.h. die
Funktionen J,p(rsp), Jpn(tnn) und  Jpp(rp,) niher definieren. Gemiss dem
experimentellen Befund, dass die Kernkrifte eine sehr kurze Reichweite und
zwar eine Reichweite von der Gréssenordnung 10" %cm  besitzen, setzt man fiir
Jnps Jnnund Jp, mit wachsender gegenseitiger Entfernung der Nucleonen sehr rasch
abklingende Funktionen an. Wir setzen hier fiir die Wechselwirkung der Nucleo-
nen ein skalares zentrales Yukawa-Potential an, d. h. wir nehmen an, dass die
Austauschwechselwirkung der Neutronen mit den Protonen durch den Aus-
tausch elektrisch geladener Mesonen und zwar 7-Mesonen und die Austausch-
wechselwirkung zwischen gleichen Nucleonen durch den Austausch elektrisch
neutraler Mesonen von der gleichen Masse erfolgt. Weiterhin nehmen wir an,
dass der nur von der gegenseitigen Entfernung der Nucleonen abhingige Anteil
der Wechselwirkung zwischen Neutronen-Protonen, Neutronen-Neutronen und
Protonen-Protonen gleich sei, d. h. wir setzen

1 —r—t’Ur,
an:Jnn:Jpp:J:ng v ,/o’ (47)

' i

wo |t—1’| die gegenseitige Entfernung der betreffenden beiden Nucleonen und
eine Konstante von der Dimension einer Energie mal Linge bezeichnet; ry
ist ebenfalls eine Konstante und zwar ergibt sich aus der Yukawaschen Theorie,
dass man r,mit der durch 2z dividierten Comptonschen Wellenlinge der 7z-Mesonen
gleichzusetzen hat. Wenn wir fiir die Masse der m-Mesonen, M, den Wert von
285 Elektronenmassen setzen®, so ist

h

— 1,355 -10—13 ¢m, (48)
2aMyc

To
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wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Uber die einstweilen nicht niher
definierte Konstante ~y werden wir spiter verfiigen.
Es sei hier erwiihnt, dass in den bisherigen Anwendungen der statistischen Theorie

auf Atomkerne fiir die Wechselwirkungsenergie zweier Nucleonen fast ausschliesslich die
Ansiitze

J=—ec 0 (49)
und

J = — g Tl (50)
gemacht wurden, wo ¢ eine Konstante von der Dimension einer Energie und r, wieder eine:
Linge von der Grossenordnung 10~'% cm bezeichnet.

Ausser der hier besprochenen Wechselwirkung der Nucleonen besteht
zwischen den Protonen noch eine Coulombsche elektrostatische Wechselwirkung
zufolge der elektrischen Ladung der Protonen. Diese Wechselwirkung setzt
sich bekannterweise ebenfalls aus einer paarweisen Wechselwirkung der Teil-
chen zusammen, ganz dhnlich wie wir dies bei der vorhin behandelten Nucleonen-
wechselwirkung vorausgesetzt und im Ansatz (24) formelmaissig zum Ausdurck
gebracht haben. Wihrend sich in dieser Beziehung die beiden Wechselwirkungen
gleich verhalten, besteht in einer anderer Beziehung ein wesentlicher Unter-
schied, wihrend namlich die oben behandelte Wechselwirkung zwischen gleichen
Nucleonen als spinabhingig vorausgesetzt werden musste, ist die elektrostatische
Coulombsche Wechselwirkung der Protonen spinunabhiingig. Dementsprechend
tritt dann hier nicht nur die Austauschenergie, sondern auch die gewdhnliche
Wechselwirkungsenergie der Teilchen auf. Zur Berechnung der Coulombschen
Wechselwirkungsenergie hat man im Ausdruck (25) fiir P;, die Coulombsche
Wechselwirkungsenergie zweier Protonen e?/[t—1'| zu setzen, wo e die positive
Elementarladung bezeichnet. Man erhilt so fiir die gewdhnliche elektrostatische
Coulombsche Wechselwirkungsenergie der Protonen

Qp
—_1' ; ZJJ‘HU(‘IP)] ]%Uk(‘]p)l |d'rp drj (51)

2
und fiir die aus der elektrostatischen Wechselwirkung resultierende Austausch-
energie
1 Q Qp
:'_5 Z; ; J] Pilgp)wi (%)W:(%)Wk(‘h) 1 dvp drp. (52)

Mit der Annahme (28) folgt fiir W, der Ausdruck

1, %
We = —¢* fj [w;(tp) I? wi(tp) )P dvp dvp. (53)
2 = k;éz [tp—

Bei Wi ergibt sich mit der Annahme (28), dass nur diejenigen Integrale nicht
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verschwinden, in denen die Integration auf Zustinde mit parallelem Spin aus-
zudehnen ist. Man erhilt

1 Qe Qr , , 1 .
Wp=—=e > > JJ Wit )wi(tphwi(tp)wilty) 7 dvpdvg,  (54)
2 =1 iF Ry
Tp=0;

wo die Doppelsumme nur auf je solche zwei Zustinde auszudehnen ist, die
parallelen Spin besitzen. Dass in Wy im Gegensatz zu WEP (oder W4") die Aus-
tauschwechselwirkung nur aus der Wechselwirkung von Teilchen mit parallelem
Spin resultiert, folgt daraus, dass die Coulombsche Wechselwirkung im Gegen-
satz zu der Nucleonenwechselwirkung Py, bzw. N;, spinunabhingig ist.

Hiermit sind wir im Besitz der wellenmechanischen Ausdriicke der Wechsel-
wirkungsenergien zwischen den Nucleonen. Uber die gewohnliche Coulombsche
‘Wechselwirkungsenergie W ist nichts weiteres zu sagen; wir miissen uns
jedoch noch mit der Berechnung der Austauschenergie, insbesondere der Aus-
tauschenergie eines freien Nucleonengases ausfithrlich befassen.

Hierbei sei erwihnt, dass wir bis jetzt noch nicht gezeigt haben, wie
durch die Austauschwechselwirkung der Absittingungscharakter der Kern-
kriifte zum Ausdruck kommt ; wir kommen hierauf im iiberniachsten Paragra-
phen zu sprechen, wo wir dies an Hand von expliciten Ausdriicken der Aus-
tauschenergie leicht zeigen kdnnen.

§ 5. Wechselwirkungsenergie eines Nucleonengases

Wir befassen uns in diesem Paragraphen mit der expliciten Berechnung
der Wechselwirkungsenergie der Teilchen des schon im vorangehenden behandel-
ten freien Nucleonengases, das aus (@, Neutronen und @, Protonen besteht
und sich in einem Volumen Q befindet. Wir setzen wieder voraus, dass sich das
Gas am absoluten Nullpunkt der Temperatur, d. h. im tiefsten FEnergiezustand
befindet. Dies bedeutet, dass jeder Neutronen-Bewegungszustand durch je 2
Neutronen mit antiparallelem Spin und jeder Protonen-Bewegungszustand
ebenfalls durch je 2 Protonen mit antiparallelem Spin besetzt ist.’* Den k-ten
Bewegungszustand eines freien Neutrons oder Protons kénnen wir bzw. durch
die ebenen Wellen

27

2qvi i
1 —7 r D) 1 7 P (55)

uk(r) = \/—6 e - wk(r):—\/—ﬁ e

beschreiben, wo p, den Impulsvektor des Neutrons bzw. Protons bezeichnet.
Diese Wellenfunktionen erfillen die Randbedingungen, wonach die Eigenfunktio-
nen an den Berandungsflichen des Volumens @ verschwinden miissen, nicht.
‘Wenn man aber annimt dass Q sehr gross ist, so kann man diese Randbedingun-
gen schon durch eine kleine Modifikation der Wellenfunktionen erfiillen, indem
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man die Wellenfunktionen iiber einen infinitesimalen Bereich des Ausbreitungs-
vektors integriert, wodurch erreicht werden kann, dass die Wellenfunktionen
im Unendlichen verschwinden. Weiterhin miissen die Eigenfunktionen der
verschiedenen Neutronenzustinde unter sich, sowie die der verschiedenen Pro-
tonenzustinde unter sich orthogonal sein. Dies wird in unserer hier folgenden
Betrachtungsweise z. B. fir Neutronen dadurch zum Ausdruck gebracht, dass
den Impulsvektoren p; und p, im Phasenraum verschiedene Zellen des Impuls-
raumes entsprechen miissen,

Zur Berechnung der Austauschenergie W, unseres freien Nucleonengases
fithren wir der Einfachkeit halber die folgenden Bezeichnungen ein

oik (1) = ui(we(r),  @ik(r) = u:(r)uk(r) ofk (r) = wi()wi(x).  (56)

Mit diesen kann man &P, ¢%' und &§? in folgender Form schreiben

en? = || ol el @) I x — v')) dv v, (57)
elr = || ont) el () It — 1)) do dv, (58)
&8 = || Bl ()t — 1)) dv v (9)

Zur Berechnung von W, haben wir diese drei Integrale auszuwerten, indem
wir in die Ubergangsdichten o7, o' und g?” ebene Wellen von der Form (55)
einsetzen,

Wir beginnen mit der Berechnung von &}, d. h. der Austauschenergie
des i-ten Neutrons und k-ten Protons, die sich mit Ricksicht auf (47) in folgender

Form schreiben ldsst
—lr—1|/re

Eik=—"Y JJ oir (v) et () %ﬁ_—_IT dv dv’ (60)

mit
n 1 2"7':—1- (py—5;, 1)
o) =g e (61)
Man kann nun
e—lt—t’i/ro
Vik(t) == f Q?}g*(t/) —l'f——iT dv’ (62)

als das Potential der Verteilung 07{"(t) betrachten und mit Hilfe dieses Potentials
£%P in der Form
& = — v [ et Vielr) dv (63)
darstellen.
Die Berechnung des Potentials V;; ist sehr einfach. Ganz &hnlich namlich
wie das Potential einer riumlichen elektrischen Ladungsverteilung mit Coulomb-
schen Kriften die Poissonsche Gleichung erfiillt, geniigt das Potential V7 der

2 Acta Physica
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Verteilung ¢7f* mit Yukawaschen Kriften der erweiterten Poissonschen Gleichung
von der Form L
- np+
AI/ik—‘r_ﬁ Vie = —4degik - (64)
Die Losung dieser Gleichung ist
h* 1 npx

Vidt) = — ——— ,Cik (65)
Qn pg+ 19— pil®
mit
B 1
Po= — —. (66)
2z 1,
Nach Einsetzen von (65) in (63) folgt
h2
ey = — : (67)

QWAPf,—i‘!pi—ka.

Die aus der Austauschwechselwirkung der Neutronem und Protonen
resultierende gesamte Austauschenergie WP erhilt man nach (45) in der Weise,
dass man ¢} iiber alle vollbesetzten Neutronen- und Protonenzustinde, d. h.
iiber alle Neutronenimpulse p; und Protonenimpulse p; summiert.

Die Herleitung des Ausdruckes fiir &}? erfolgte im vorangehenden Para-
graphen auf Grund der Wellenmechanik, die Berechnung von W%, d. h. die
Summation iiber die Neutronen- und Protonenimpulse, filhren wir auf statisti-
schen Grundlagen durch. Dies bedeutet, dass wir die Summation iiber p; und p,
durch eine Integration ersetzen, was folgendermassen geschehen kann. Wenn
wir den Betrag von p; und p, mit p; bzw. p; und den Winkel zwischen p; und p,
mit J bezeichnen, dann ist

p;— bil® = pi + pk— 2pipy cos 9. (68)

Wir fithren ein Polarkoordinatensystem ein, als dessen Achse wir p; wihlen,
Die Anzahl der Neutronen, deren Impulsrichtung zwischen @ und & + d¥9 und
deren Impulsbetrag zwischen p; und p; + dp; liegt, ist

dn:zk;l—xgpizsinﬁdpi dd. (69)

Somit lasst sich die Summation iiber p; durch die folgende Integration ersetzen

@n 4 Pun T sin O d¥
R Py S LT N
=1 0 0 PotPi+ Pr—2piprcos?
2 1 , 2 2
. —hz[f_ (P[an—Pfc”*Pﬁ) In (p[.»bn‘f“pk)2 +I:n + (70)
Pk (Pun—pPrY +Po

Pun+ Pk

0

+ 2ppn— 2p, arctg — 2pyarctg

b

Pp,n; Pr ]
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wo p, . den Betrag des maximalen Impulses der Neutronen bezeichnet. Dieser
Ausdruck gibt die Austauschenergie aller Q, Neutronen mit dem Proton mit
dem Impuls p,. Die gesamte Energie, die aus der Austauschwechselwirkung
der Q, Neutronen mit allen ¢, Protonen resultiert, erhilt man, wenn man diesen
Ausdruck noch iiber die Protonenimpulse p, summiert. Diese Summierung
ersetzen wir wieder durch eine Integration. Hierzu haben wir den Ausdruck
auf der rechten Seite in (70) mit 8% Qpj}/h® zu multiplizieren und iiber p; von 0
bis zu pup zu integrieren, wo pyp den Betrag des maximalen Impulses der
Protonen bezeichnet. Nach einer ziemlich miithsamen Integration ergibt sich

Qn Qp 167‘[ QprP 1 2+( + )2
WiP = eP— 07T (e 2z _pr oty Po T (PuntPr)
A é; k;; k X3 OJ [ Pll-n+2pk(Py-n P+ Po) P§+(Ppn“Pk)‘

_2poarctg -pMk_ —_— 2poarc tg M] p,f de —
Po Po
lonvQ (1 1
= T;Y {5 (PiinPup + PunPup) — 3 PoPunPup + (71)

+= [Pe + 6P3(Prn + Pip) — 3(pin— P} )2]111‘9%——‘2’WL(M”’+‘0‘“”’)2 -
94 177 o TR pr BEPTT T (pun— Pup)
Ppn—Pupl

_P#_n+P#P Z 3 3
oo T g PolPun—Pup) arctg =

2
-3 Pu(Picn + Pip) aretg

Wenn wir die dimensionslosen Funktionen

Oy = —P;'" = (37r2)mr0 9,1,/3 und wp = Ap’“—'—pz (3n2)1/3ro Q}P (72)
(H] (]

einfithren, so ldsst sich W in folgender Form schreiben
ve 1
rt 6x®

0

{3(0)2@;, 4 ©pwp) — @nop +

+} [1+ 6(wn 4 0p) = 3(0h— )1 {In [1 +(0n + 0p)']—In [1 +(0n—@p)] }—
— Moy + o) aretg (o, + ©p) +4 (05— o)) arctg (0, — (op)}. (73)

Die Berechnung von W' und WZ? erfolgt auf eine ganz ihnliche Weise.
Zunichst berechnet man auch hier &} und &8P, fiir die sich formal derselbe
Ausdruck ergibt, wie fiir | &ff [man vgl. (67)], jedoch mit dem wesentlichen
Unterschied, dass im Ausdruck von &} alle beide Impulse, p; und p, Neutro-
nenimpulse und im Ausdruck von &P Protonenimpulse bedeuten. Alles weitere

2%
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verlauft ganz analog zur Berechnung von W2, nur hat man im Fall von W73"
bei den Integrationen iiber p; und p, beidesmal von 0 bis p;, und im Fall von
WEP beidesmal von 0 bis p,p zu integrieren. Es ergibt sich mit Riicksicht auf (45)

4y Q 1 4
wi'= —% [pfm = PaPiin +3 (Po + 12pspjs) In M
6 4
74
R Z_L. P p2 arctg @ ( )
37" r Po |
4y Q - 4p)
W& = Tl’_ [ PoP,up + (Po+ 12p;pjip) In Po T zp'M' P
6 P,
(75)

2pup J

0

4
— 3 PoPup arctg

Wenn man auch hier die dimensionslosen Funktionen w, und w, einfiihrt,
so erhdlt man

Wi = _re 1 [ Oy — Oy i (1 4+120};)In(1 4 40}) — 8, arctg 2&),,J,

ré 24q 24
(76)
Wi = Y2 L 6t —oh + 1 (1 + 120%) In(1 + 406}) — 865, arctg 2
== o wp— 0p +~(1 + 1205) In(1 + 4o)) — 8w, arctg 2m,|.
r} 7T 4
(77)

All’ dies -gilt nur fiir ein freies Nucleonengas, d. h. fiir den Fall, dass die
Dichteverteilung der Nucleonen konstant ist. Fiir ein nicht freies Nucleonengas
kann man die Austauschenergie auf dbnliche Weise berechnen, wie wir dies
im Fall der Fermischen kinetischen Energie (15) eines nicht freien Nucleonen-
gases getan haben. Wir unterteilen also mit einem System von Scheidewiinden
das Volumen des Gases in Teilvolumina dv, in denen sich noch viele Neutronen
und Protonen befinden, die man als ein freies Nucleonengas, d. h. als ein Nucleo-
nengas mit konstanter Dichte betrachten kann. Die Austauschenergie der
Nucleonen in den einzelnen Teilvolumina lisst sich in der Form (73), (76) und
(77) darstellen mit dem Unterschied, dass statt Q tiberall dv steht. Die gesamte
Austauschenergie erbilt man also durch eine Integration iiber das ganze vom
Nucleonengas beanspruchte Volumen. Wenn man zur Abkiirzung die Bezeichnung

1
flon 0p) = —24_7r3 {3(@2&),, + o)ncof,) — 00, +

—}—i 1+ 6(op+ 0p) — 3(wh — a),z,)z]{ln [1 +(on+ @p)’]—In[14 (w,,—cop)z]}——

— d(oh + o)) arctg (o, + 0p) + 4oy — 0p) arctg (0, — cop)} (78)
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einfithrt, so ergibt sich

Wi == [ fon 0p) dv. (19)

Wnn = - 3;ff(wnv wn) dU k] (80)
Ty

wh =X j flap, wp) do. (81)

Wiihrend in (45) im Ausdruck von WP und WEF die aus dem Selbstausch
der Neutronen baw. Protonen resultierenden Glieder durch Ausschliessen der
Glieder k = i in den Doppelsummen eliminiert sind, enthalten (80) und (81)
sowie die entsprechenden vorangehenden Ausdriicke auch die aus dem Selbst-
austausch resultierende Energie, da in beiden Fillen iiber dasselbe Impulsiater-
vall zweimal integriert wird. Mangels eines genaueren Verfahrens zur Korrek-
tion des Selbstaustausches kann man so vorgehen, dass man die aus dem Selbst-
austausch eines Neutrons oder Protons resultierende Energie der mittleren
Austauschenergie eines Neutrons bzw. Protons, d. h. W3'/Q, baw. WiF/Q;,
gleichsetzt. Die aus dem Selbstaustausch aller Neutronen und Protonen resul-
tierende Energie ist also W74'/Q, bzw. WZ7/Q,. Zur Korrektion des Selbstaus-
tausches hat man also diese Energien von (80) bzw. (81) in Abzug zu bringen,

d. h. die Korrekiion des Selbstaustausches besteht darin, dass man die Aus-

driicke (80) und (81) einfach mit den Faktoren s, = 1 —Lhzw. sp=1 SRS

Qn QP

multipliziert. Man erhalt also fur die gesamte Austauschenergie
WA = sz + Sann + Sp WXP. (82)

Allerdings ist die auf diese Weise durchgefiihrte Korrektion sehr grob, es sei
jedoch hervorgehoben, dass die Korrektion fiir den Fall ¢, =1 und @, =1,
wo die Korrektion relativ am grassten ist, den exakten Wert liefert, da in diesem
Fall die Korrektionsfaktoren s, und s, gleich 0 sind und somit auch die korri-
gierten Ausdriicke s, und s,W5P verschwinden, wie dies auch sein muss.
Fiir grossere Teilchenzahlen liefert die Korrektion nur einen groben Naherungs-
wert, was aber ziemlich belanglos ist, denn — wie man sieht — wird die Korrek-
tion von umso geringerer Bedeutung, je grosser die Teilchenzahl ist.

Wir geben hier noch fiir die Wechselwirkungsenergien (49) und (50) die Funktion
flwn, wp) an. Im Falle der Wechselwirkungsenergie (49) ist

f(on,0p) = T j4wnwp—[1 + 3k + o))l {ln[ 1+ (@, 4w,) ] — [ 14(w,—w,)" }}+

24m® |
3 3 3 3 (83)
+ 4w, + wp) arctg (0, + wp) — Yw, — wp) arctg (w,,—a)p)}
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und im Falle der Wechselwirkungsenergie (50) findet man

ry, a2 4 2 o f @n+ @ 2 2 — (M)z
f(wg, wp) = = —i-(wn—{—wp)@(—z—) + (0w, + wp-—w,,w,,———2)e 2 -
(84)
atl2 —w, 2 2 — (&'ifg’i)
.__(w —a)p)d)( 3 ——-)——(wn—l—wp + o 0p—2)e 2 ,
wo @D(x) die Gaussche Transzendente
2 X

0@ = [ e (85)

bezeichnet. 0

Die Herleitung dieser Ausdriicke bzw. der Austauschenergien mit den Wechselw;r-
kungsenergien (49) und (50) erfolgt auf einem etwas anderen Weg, als in dem von uns
behandelten Fall einer Yukawaschen Wechselwirkung; die Berechnung von &7 kann in diesen
Fillen durch die direkte Auswertung des Integrals (60) geichehen!s. Fiir d'e Wechselwirkungs-
energie (49) kann z. B. die Herleitung von WP, W' WEf, wie aus einem Vergleich von
(49) und (47) sofort zu sehen ist, auch so erfslgen, dass man die fiir die Yukawasche Wech-
selw.rkung (17) hergeleiteten entsprechenden Ausdriicke (71), (76) und (77} nach —1;ry d. h.
nach —2mpy/h differenziert.

Die aus der elektrostatischen Coulombschen Wechselwirkung der Protonen
resultierende Austauschenergie Wy lasst sich fiir freie Protonen mit Hilfe des
Ausdruckes fiir £F? einfach berechnen.'® Das Doppelintegral in (54}, das wir
der Kiirze halber mit £§, bezeichnen, ist namlich fiir Protonen mit parallelem
Spin mit 2&¥} gleich, wenn man im Aunsdruck von &l fiir die Konstanten ~
und 1/r, die Werte y = e2 und 1/r, = 0, d. h. py = 0 setzt. Es geht dann namlich
J(t—1') in die Coulombsche Wechselwirkungsenergie e2/[t—1’| iiber. Es
ergibt sich also fiir Protonen mit parallelem Spin

R ¢*h? 1
R (%6)
Fiir Protonen mit antiparallelem Spin ist &f, = 0.

Zur Berechnung von Wy hat man &f iiber alle Protonenzustinde mit
parallelem Spin zu summieren. Die Summationen kann man ganz analog zur
Berechnung von WZ4P durch Integrationen ersetzen, wobei aber zu beachten ist,
dass jetzt die Summation, d. h. Integration nur auf Protonenzustinde mit
parallelen Spin auszudehnen ist. Es ergibt sich?

1 2 4dmeQ
WR=——e 2 T Pl (87)
k

l7'

Wenn man auch hier statt p,, die dimensionslose Funktion w, einfiihrt, so folgt
fir ein freies Protonengas

(88)
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Fiir ein nicht freies Protonengas, d. h. fiir ein Protonengas mit beliebiger
Dichieverteilung erhilt man ganz dhnlich zu (79)—(81) den Ausdruck

1
WR:—8—44— [ab dv. (89)

Gerade so wie in (80) und (81), ist auch in diesem Ausdruck, aus denselben
Griinden wie dort, die aus dem Selbstaustausch der Protonen resultierende
Energie enthalten. Den hierdurch begangenen Fehler braucht man jedoch nicht
eigenst zu korrigieren, sondern man kann so verfahren, dass man in den gewshn-
lichen Coulombschen Energieausdruck W, auch die der elektrostatischen
Selbstwechselwirkung entsprechenden Glieder aufnimmt, was bei der statis-
tischen Behandlungsweise sowieso nicht vermieden werden kann. Dies bedeutet,
dass wir im Ausdruck (53) auch die Glieder mit k = i aufnehmen, wodurch
wir fiir ein beliebiges, d. h. sowohl freies als nicht freies Protonengas den Ausdruck

1 @ (r)Q (t )
_= 2 [wl();)lz!w (W) =g o o’ = ert/er ) gy do’
C 2 i=1 K JJ\ i (90)

erhalten, wo gemiss der wellenmechanischen Definition der Teilchendichte

Qp
[w:(2)* = op(x) (91)

=1

gesetzt wurde. Die Glieder mit k=1 in W, sind namlich, abgesehen vom
Vorzeichen, dieselben wie die Glieder mit k = i in Wy, wie dies aus einem Ver-
gleich mit (54) sofort zu sehen ist. Da ausserdem diese Glieder in W, und Wy
verschiedenes Vorzeichen haben, ergibt sich, dass sich diese Glieder in der Summe
von Wy und Wy — und nur auf diese Summe kommt es im folgenden an —
gerade kompensieren. Allerdings ist die Kompensation nur in den wellenmecha-
nischen Ausdriicken vollkommen, in den statistischen Awusdriicken ist sie nur
eine teilweise. Man kann sich jedoch damit vollkommen begniigen, da diese
Selbstwechselwirkungsenergien sowieso nur fir kleine Protonenzahlen von
Bedeutung sind, fiir diese ist aber — wie sich zeigen wird — sowohl W, als Wy
im Verhiltnis zu W, unbedeutend.

Ergénzend zum Ausdruck (90) sei noch bemerkt, dass man W, auch. in
der Form

1 »
We=75 ¢ | V(D)ept) dv (92)
schreiben kann, wo ,
V(t) =e Bg%dv/ (93)

das elektrostatische Potential der Protonen am Ort t bezeichnet.
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§ 6. Absdttigungscharakter der Austauschkrifte

Bekanntlich ergibt sich aus dem empirischen Befund, dass die Energie
der Kerne angeniibert zur Nucleonenzahl proportional ist. Dies weist darauf
hin, dass die zwischen den Nucleonen wirkenden Anziehungskrifte, gerade so
wie die chemischen Valenzkrifte, eine Absittigung zeigen miissen, d. h., dass
durch diese Krifte von einem Nucleon nur eine beschrinkte Anzahl von Nucleo-
nen gebunden werden kann. Wir wollen nun hier zeigen, dass die im vorangehen-
den beschriebenen Austauschkrifte, im Gegensatz zu den gewshnlichen Kriften,
diesen Absittigungscharakter besitzen, und zwar wollen wir dies auf einem
indirekten Weg tun, indem wir untersuchen, wie die Austauschenergie von
der Teilchenzahl abhingt, wobei wir den Korrektionsfaktor s gleich 1 setzen
konnen.

Wir ziehen hicrzu de n schon im vorangehenden behandelten Fall in Betracht,
bei dem sich @, Neutronen und Q, Protonen mit konstanter Dichteverteilung
im Volumen Q befinden. Wir wollen ausserdem noch die Vereinfachung machen,
dass die Anzahl der Neutronen und Protonen gleich gross ist, d. h. dass Q,= Q, =
= (/2 ist, wo Q die Gesamtzahl der Nucleonen ist. Mit diesen Vereinfachungen
wird

1 Q 3“21,52 1/8 Q 173
en=gr=50=35 und “’n—“’P—"’I( 2) (5] - (98)

wo o die gesamte Nucleonendichte bezeichnet,

Fiir die Austauschenergie der Nucleonen ergibt sich aus (73), (76) und
(77) mit Riicksicht auf (94)

W= W+ Wit W= — Y (0, 0)@ =
o (95)

3y 1,1¢1 12 .

_*@-—Q[&a—z-{-z( +w)ln(l—}—4co)—8arctg2w].

r, o®
Wie man aus diesem Ausdruck sieht, wird fiir grosse o

W2 Y go. (96)

W, ist also fiir grosse ® zu Qo proportional. Da sich weiterhin ® wegen der hier
konstanten Dichte zu Q' als proportional erweist, folgt, dass W, zu Q' pro-
portional ist.

Wihrend sich also die gewdhnliche Wechselwirkungsenergie der Nucleonen
zu p%, d. h. zu Q? als proportional ergibt, ist W, nur zur /,-ten Potenz von @
proportional. Hierin kommt der Absittigungscharakter der Austauschkrifte
zum Ausdruck. Allerdings ist hier die Absittigung keine vollkommene, denn bei
einer vollstandigen Absittigung der Wechselwirkungskriifte miisste die Wechsel-
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wirkungsenergie zur Teilchenzahl, d. h. zu @ proportional sein, wihrend sich
in unserem Fall eine Proportionalitit zu Q" ergibt. Dies ist eine Folge dessen,
dass wir die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei Nucleonen in der Form (47)
angesetzt haben, wenn wir diese Wechselwirkungsenergie in der Form (49)
oder (50) ansetzen wiirden, dann ergibe sich fiir o>1 die Austauschenergie
zu Q als proportional,’ die Absittigung wire also in diesen Fillen fir o1

vollstindig.
W —p
00 5 10 15 20 25 30

-1 [~ 2
— ‘-_,_;.
/ b2

3

-2
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\
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Fig. 1. Die auf ein Teilchen entfallende Austauschenergie W A/Q eines Nucleonengases mit kon-
stanter Dichte als Funktion von .
Kurve 1: WA/Q aus (95) berechnet in y/r,-Einheiten,
Kurve 2: WA/Q aus (97) berechnet in e-Einheiten,
Kurve 3: W4/Q aus (98) berechnet in e-Einheiten.

Dies kann leicht gezeigt werden. Wir brauchen hierzu nur die dem Ausdruck (95)
entsprechende gesamte Austauschenergie W4 fiir die Wechselwirkungsenergien (49) und (50)
anzugeben. Mit Hilfe von (83) und (84) ergibt sich mit den Vereinfachungen (94) im Falle
der Wechselwirkungsenergie (49)

3 4 1 6
W,=—— ¢Q [——(—8—{——) In (1 + 4% + 8 arctg 2w] 97)
® o o
und im Falle der Wechselwirkungsenergie {50)
3 1 2
—_ 1/2 IR P L
W, = YD £Q [n D(w) + (w )e + 0)3]. (98}

o3
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Fiir grosse « gehen diese Ausdriicke der Reihe nach asymptotisch in die folgenden iiber

3 3
Was2— 2 08 aretg 2052 — 2 o, (%9
Wy 2:’1{2 £Qnt P P(w) &2 — % sQ. 100)

In beiden Fillen ist also W 4 fiir sehr grosse w zn Q proportional.

W4/Q als Funktion von @ ist fiir die Ausdriicke (95), (99) und (100) in
Fig. 1 dargestellt, die die Verhiltnisse deutlich veranschavlicht.

Im Verhalten fiir grosse @ besteht also ein wesentlicher Unterschied
zwischen den Wechselwirkungsenergien (49) und (50) einerseits und der von
uns zu Grunde gelegten Yukawaschen Wechselwirkungsenergie (47) anderseits
und es diirfte zum Teil auf diesem Unterschied beruhen, dass die im weiteren
Verlauf dieser Arbeit durchzufiilhrenden Berechnungen zu befriedigenderen
Resultaten fithren, als die bisher mit den erwihnten anderen Wechselwirkungs-
energien erzielten Resultate.

Die Ursache dieses verschiedenen asymptotischen Verhaltens der Wechsel-
wirkungsenergien liegt offenbar darin, dass fiir |t — t'| = 0 die Wechselwirkungs-
energien (49) und (50) in eine Konstante iibergehen, wihrend die Yukawasche
Wechselwirkungsenergie (47) wie 1/|t — 1’| unendlich wird.

7. Das statistische Modell des Atomkerns

Die statistische Theorie des Atomkerns griindet sich auf die Annahme,
dass man die Nucleonen des Kerns als ein entartetes Neutronen- und Protonen-
gas am absoluten Nullpunkt der Temperatur betrachten kann. Es wird ange-
nommen, dass in diesem Nucleonengas die Teilchen kontinuierlich verteilt sind,
man betrachtet also die Teilchen als pulverisiert. Das Nucleonengas wird durch
die in den beiden vorangehenden Paragraphen ausfiihrlich besprochenen Aus-
tauschenergien des Nucleonen zusammengehalten; die Abstossungsenergien,
die der Anziehung des Gleichgewicht halten, sind die im § 3 besprochenen kine-
tischen Energien des Nucleonengases und die im § 4 und am ¥Ende des § 5 be-
handelte Coulombsche Wechselwirkungsenergie der Protonen. Dem Wesen
der statistischen Betrachtungsweise entsprechend werden im statistischen Kernmo-
dell die individuellen FEigenschaften der Nucleonen verwischt. Aus den
Grundannahmen der Theorie folgt weiterhin, dass man die Theorie nur auf
solche Kerne anwenden kann, in welchen die Anzahl der Neutronen und Pro-
tonen gross, also die statistische Behandlungsweise gerechtfertigt ist.

Wir ziechen im folgenden einen Kern in Betracht, der N Neutronen und
Z Protonen enthilt. Die Gesamtzahl der Nucleonen im Kern, d. h. die Massen-
zahl bezeichnen wir mit 4 ; es ist also

A—=N+2Z. (101)



DIE STATISTISCHE THEORJE DES ATOMKERNS 355

Zufolge der im vorangehenden schon besprochenen Korrektionen, die wir an
der Fermischen kinetischen Energie und der Austaoschenergie gleicher Teilchen
angebracht haben, kénnen wir die Beschrankung auf schwere Kerne fallen lassen
und auch leichte Kerne in unsere Betrachtungen aufnehmen.

Das Grundproblem besteht in der Bestimmung der Energie des Kerns
und in der Dichteverteilung der Nucleonen im Kern. Die Losung dieses Problems
kann mit Hilfe eines Variationsprinzips geschehen. Zu diesem Variationsprinzip
gelangt man, indem man den Energieausdruck des Kerns bildet. Zur Herleitung
dieses Energieausdruckes fithren wir ein System von Scheidewinden ein, mit
denen wir das Nucleonengas, ganz dhnlich wie in den Paragraphen 3 und 5, in
Teilvolumina dv unterteilen und zwar in der Weise, dass jedes raumliche Volumen-
element noch viele Neutronen und Protonen enthalte, die man als ein freles
Neutronen- bzw. Protonengas betrachten kann. Von der Schwierigkeit, dass
diese Bedingung in den vom Kernmittelpunkt weit entfernten Gebieten —
wegen der kleinen Nucleonenzahl — nicht erfiillbar ist, kénnen wir zunichst
absehen, da diese Gebiete bei der Berechnung der uns in erster Linie interessieren-
den Kernenergie von geringer Bedeutung sind. Die einzelnen Energieanteile
des Kerns kénnen wir mit Hilfe der in den Paragraphen 3 und 5 erhaltenen
Resultate sofort angeben. Bevor wir dies tun, machen wir noch einige zum Teil
vereinfachende allgemeine Festsetzungen.

Bei der Berechnung der Energie ist es vorteilhaft alle Energieanteile in
derselben Energieeinheit auszudriicken. Wir setzen g = 4¢ und wihlen als
Energieeinheit

2
£y = f— = 2,724 - 105 erg — 17,01 MeV. (102)
[}
Dies ist praktisch das Doppelte des mittleren Packungsanteils.

Weiterhin wollen wir den Ausdruck fiir die Fermische kinetische Energie
und die Ausdriicke fiir die Austauschenergie gleicher Teilchen vereinfachen,
indem wir fiir die Korrektionsfaktoren k,, k, sowie s, und s, die folgenden Ver-
einfachungen durchfiihren. Diese Korrektionsfaktoren sind nur fir leichte Kerne
von Bedeutung. Bei den stabilsten leichten Kernen ist nun N = Z = A4/2.
Wir kénnen daher bei der Energieberechnung der stabilsten leichten Kerne

4

fir A=4 kn=kp=k=1——, (103)

fir A4 <4 hn=k,=k=0, (104)
sowie

fir A=2 s,,:s,,:s:l——%, (105)

fir A4<2 Sp=sp=85=0 (106)

setzen. Diese vereinfachten Korrektionsfaktoren k und s kénnen wir auch fir
die schweren Kerne, fiir die N = Z ist, beibehalten, denn bei diesen ist die
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ganze Korrektion unbedeutend. Die Fille 4 <4 bzw. 4 <2 sind nur der
Vollstindigkeit halber angegeben, praktisch kommt diesen keine Bedeutung
zu, da es sich hier um eine statistische Theorie handelt, die bei diesen kleinen
Teilchenzahlen versagt, und wir in unseren folgenden Berechnungen héchstens
noch den schon sehr extremen Fall 4 = 4 aufnehmen kénnen. Wir werden

daher im folgenden einfach %k =1 —% und s =1 —% setzen.

Schliesslich fithren wir noch in den einzelnen Energieanteilen statt der
Dichtefunktionen g, und g, durchweg die durch (72) definierten dimensionslosen
Funktionen , und o, ein.

Mit Beriicksichtigung all’ dieser Festsetzungen geben wir nun die einzelnen
Energieanteile an., Wenn wir die Fermische kinetische Energie der Nucleonen
mit Eg, die Weizsiackersche Inhomogenititskorrektion der kinetischen Energie
mit E;, die aus der Neutron-Proton Wechselwirkung resultierende Austausch-
energie mit E%, die aus der Neutron-Neutron Wechselwirkung resnltierende
Austauschenergie mit E7{’, die aus der Proton-Proton Wechselwirkung resul-
tierende Austauschenergie mit E5P, die gewdhnliche elektrostatische Coulombsche
Wechselwirkungsenergie der Protonen mit E¢ und schliesslich die aus derselben
Wechselwirkung resultierende Austauschenergie mit Ep bezeichnen, so ist

5/3 k 5
B = kex [ (&) + ¢5) dv =g gy | (00 03) dv =

k
= G & | (0h + wf) dv, (107)
[

B [ (92 + 2 (40 e 5 ol o o

_ 3y f don )* dop y?

S [MCE A am

4 47,
B = [flon wp)dv :“F%J f(ons 0p) dv, (109
B = =2 | flon 0n) dv = = 22 e[ £ 00 dv, (110)

0

; s [ AS

BY == | flop op) dv =2 so,[f( wps 0p) d, (111)

U gp(r)gp(r dodo’ — 18% fjﬁ)p(r)wp(r) dv dv’ —

1 g ) 1 .
3 5o ) VOOH0) dv = gz & | Vmodm do,  (112)
[ 0
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e2

. 4 1 4 g,
Egp — —4ﬁ3r:jwpdv = — g & | wf do. (113)

Hier bezeichnen py, p; und A die folgenden dimensionslosen Gréssen

pr= e =384,y = L0166, A= Y-—%: (119)

2
rie, Te& To&

V(%) ist das durch (93) definierte elektrostatische Potential der Protonen ; zu
ntegrieren ist iiberall auf alle Gebiete, in welchen g, und g, nicht verschwinden.

Statt oy wurde also A eingefiihrt, A ist ein zuniichst unbestimmter dimensions-
oser Parameter und zwar der einzige frei verfiighare Parameter, den wir mit

Hilfe empirischer Daten bestimmen werden.

Die gesamte Energie E des Kerns ist die folgende

E =Ex+ E;+ EY + EX"+ EX + Ec + Exg. (115)

Das Problem besteht darin, diejenigen Verteilungsfunktionen ¢, und ¢, bzw.
@, und ®, zu bestimmen, die die Energie des Kerns zum Minimum machen,
wobei zu beriicksichtigen ist, dass fiir g, und g, bzw. fiir ®, und ®, die Neben-
bedingungen !
p— 3 p—
[ onav = = fosav =N, (116)

1,
[opav= 37,—2,3’.[“"’ =2 (117)

)

bestehen, durch die die Gesamtzahl der Neutronen bzw. Protonen im Kern
festgelegt wird. Das Problem lisst sich also in der Form eines Variationsprinzips
folgendermassen formulieren

S(E +b,N +b,Z) =0, (118)

wo b, und b, Lagrangesche Multiplikatoren bezeichnen und die Variation ent-
weder hinsichtlich g, und g, oder hinsichtlich @, und @, zu erfolgen hat. Ferner
sei bemerkt, dass fiir das elektrostatische Potential der Protonen die Poissonsche
Gleichung

AV = —4aeg, :———49—— o} (119)

3nrd
bestehen muss.
Es. wiirde keinerlei Schwierigkeiten bereiten das zur Bestimmung von
0, und @,, bzw. von @, und @, dienende Differentialgleichungssystem mit den
Randbedingungen herzuleiten. Die Lgsung dieses Gleichungssystems wiirde
aber zu sehr ausgedehnten und schwierigen numerischen Rechnungen fiihren,
die man umgehen kann, wenn man das Variationsproblem mit Hilfe des Ritz-
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schen Verfahrens direkt 16st, wie wir dies im néchsten Paragraphen tun wollen.
In diesem Fall geniigt es neben den Bedingungen (116) und (117) die folgenden
Randbedingungen zu beriicksichtigen. Erstens muss aus Symmetriegriinden der
Anstieg der Ricbtungstangente von g, und gp, bzw. ®, und @, im Kernmittel-
punkt gleich 0 sein, d. h. es miissen die Bedingungsgleichungen

(%Qf‘*},sfo and (%{&]rzozo, (120)

bzw. die Gleichungen

Swn dwp
= = 2
(ar )r=o 0 und (ar )r=o 0 (121)
bestehen, wo r die Entfernung vom Kernmittelpunkt bezeichnet. Zweitens
muss @, und @,, bzw. ©, und @, in unendlicher Entfernung vom Kern verschwinden.

$§ 8. Der statistische Kern mit konstanter Nucleonendichte

Bevor wir die Losung des Variationsproblems mit Hilfe des Ritzschen
Verfahrens in Angriff nehmen, méchten wir vorerst noch die nullte Ndherung
besprechen, deren exakte Losung eine durchweg konstante Dichteverteilung ist.
Zu dieser nullten Niherung gelangt man, wenn man im Ausdruck der Gesamt-
energie (115) nur die wichtigsten Energieanteile beriicksichtigt ; diese sind
Exund E ,=FE"{+E'+ EPP. Wenn wir von den ganz leichten Kernen absehen, so
sind alle iibrigen Energieanteile im Verhilinis zu diesen beiden nur Korrektions-
grossen und kénnen in nullter Niherung vernachlissigt werden. Konsequenter-
weise wird man dann auch die Korrektionsfaktoren & und s gleich 1 setzen.
Ausserdem machen wir noch die vereinfachende Annahme, dass die Anzahl
der Neutronen und Protonen gleich ist, d. h. dass N = Z == A4/2 ist. Es wird
dann

1
on = Qp=§ e und w,=wv,=o0, (122)

wo ¢ die gesamte Nucleonendichte bezeichnet.

Fiir die Energie dieses vereinfachten Kernmodells erhilt man

P 2pke 5 bAe,
E = gt f s dv— rg [ f(o, o) an, (123)
wobei @ der Nebenbedingung
jgdu:?m—zz;?’jmsdu:A (124)

zu geniigen hat.
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Das Variationsprinzip lautet nun
oE + bA) =0, (125)

wo b einen Lagrangeschen Multiplikator bezeichnet.

Aus (125) erhilt man den Zusammenhang

2

10[.1,1(8 Sf
° C04'—‘—6}\.80'a-* + b EIE ®®

@)™ -7 ()

Mit Riicksicht darauf, dass gg eine Funktion von ® allein ist und der Lagrangesche

Multiplikator b eine Konstante ist, ergibt sich hieraus, dass @, d. h. g, konstant
ist.

Dieses Resultat, das wir hier aus dem Variationsprinzip hergeleitet haben,
hitten wir auch ohne jede Rechnung erhalten kénnen. Aus dem Energieaus-
druck (123) der nullten Naherung ergibt sich namlich, dass die Energiedichte,
d. h. die Energie pro Volumeneinheit an jedem Punkt nur von der Teilchen-
dichte an diesem Punkt selbst abhingt und von der Dichteverteilung der Um-
gebung des fraglichen Punktes véllig unabhingig ist. Es ist also im Kern kein
Punkt energetisch ausgezeichnet, es wird sich daher — in Ubereinstimmung
mit unserem weiter oben erhaltenen Resultat — im ganzen Kern iiberall
dieselbe Dichte einstellen und zwar diejenige, die zur tiefsten Energie fiihrt.

Mit der konstanten Nucleonendichte folgt aus der Normierungsbedingung
(124), dass sich die Dichte nur auf eine Kugel erstreckt und ausserhalb der
Kugel iiberall Null ist. Wenn man das Volumen dieser Kugel mit Q bezeichnet,
so ergibt sich aus (124) die Beziehung

2 , 4
Mit Riicksicht darauf, dass ® konstant ist, erhilt man mit Hilfe von
(127) aus (123) fiir die Energie des Kerns

2 6A
= “HKE i 2B f(0,0)Q =
(37%)%/%r3 r} (128)

—_ MK 2 3_7\' _1_ 42 1 R 4 5
Ae, {(3712)2/3 ot — = [0t~ + (141207 In (140"

— 83 arrtg 2m)] }
Der einzige frei verfiigbare Parameter in diesem Ausdruck ist A. Wenn man
A = 3,31 (129)

setzt, so erhidlt man fiir das Energieminimum die Beziehung

E,=—0,50 As, = — 8,5 A MeV, (130)
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die abgesehen von den leichtesten Kernen, durch den empirischen Befund im
Mittel gut bestitigt wird.
Das Energieminimum liegt beim folgenden Wert von @

o = 2,39, (131)
dem die Dichte
1
g = 0,922 = {132)

¢

entspricht.

Fiir den Grenzradius R, bis zu welchem die Dichte ausliuft, erhilt man
mit » = o, aus (124)
. (971:)1 /3

20,

R A'®ry = 0,637 4%, (133)
Der Grenzradins ergibt sich also in dieser Niherung in Ubereinstimmung mit
dem empirischen Kernradius zu A4’/ proportional und hat auch die richtige
Grossenordnung. Darauf, inwiefern es zulissig ist diesen Grenzradius mit dem
empirischen Kernradius unmittelbar zu vergleichen, kommen wir am Ende
des § 9 zu sprechen.

§ 9. Berechnung der Dichteverteilung im Kern und der Energie des Kerns mit dem
Ritzschen Verfahren

Wir wenden uns nun der Losung des volistandigen Variationsproblems
(64) mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens zu. Das Ritzsche Verfahren besteht
darin, dass man die unbekannten Funktionen — in unserem Fall die Dichte-
verleilungen g, und g, bzw. ©, und w, — in einer den Randbedingungen ge-
niigenden Form mit zunichst unbestimmten Parametern ansetzt. Mit diesem
Ansatz berechnet man dann die Energie als Funktion dieser Parameter und
bestimmt die Parameter aus der Minimumsforderung der Energie, womit sich
das ganze Verfahren auf ein gewohnliches Minimumproblem reduziert. Zur
exakten Bestimmung der gesuchten Funktionen hitte man unendlich viele,
zunichst unbestimmie Parametier einzofithren, indem man z. B. die gesuchte
Funktion nach zweckmissig gewdhlten Funktionen f; mit zunichst unbestimmten
Koeffizienten in eine Reihe entwickelt, also die gesuchte Funktion in der Form
Zi'c,-f,- ansetzt. Die Funktionen f; miissen dieselben Randbedingungen erfiillen,

wie die gesuchte Funktion, kénnen aber ansonsten beliebig gewihlt werden.
Da man im allgemeinen den Verlauf der gesuchten Funktion ungefihr kennt,
geht man praktisch in der Weise vor, dass man die gesuchte Funktion in einer
Form ansetzt, die der exakten mgglichst nahe kommt und kann so meistens
schon mit einer kleinen Anzahl von Parametern die unbekannte Funktion gut
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annihern. Das Integral, dessen Minimum man aufsucht — im vorliegenden Fall
die Energie — nihert sich relativ rasch dem exakten Wert und zwar bedeutend
schneller als die approximierenden Funktionen sich der exakten Lssung an-
passen. Die Energiewerte, die man mit den Niherungslosungen des Ritzschen
Variationsverfahrens erhilt, liegen naturgemiiss hoher als der exakte Energie-
wert.

Unser Problem ist kugelsymmetrisch, so dass wir nur eine unabhingige
Variable, nimlich die Entfernung vom Kernmittelpunkt r haben. Es erweist
sich als zweckmissig statt r die dimensionslose Variable

La.r (134)

12
3tz o,

einzufithren, wo @ einen Variationsparameter bezeichnet.™
Fir @, und @, machen wir nun folgenden Ansatz
m m
On = Wpge™" N ypxd, @p = Wpee™* N ypx?, (135)
i=0 i=0
wo @, und @&,, Normierungsfaktoren sind und die Koeffizienten vy,; sowie
Ypi Weitere Variationsparameter bezeichnen ; die Koeffizienten y,, und -yp,
sind gleich 1 zu setzen. Die Normierungsfaktoren sind durch die Normierungs-
bedingungen (116) und (117) festgelegt. Die Variationsparameter a, y,; und -yp;
werden aus der Minimumsforderung der Energie bestimmi. Diese Ansitze
erfiillen die Randbedingungen, denn einerseits geniigen die Funktionen (135),
wie sofort zu sehen ist, den Bedingungsgleichungen (121) und anderseits garan-
tiert der Faktor ¢~ in @, und ©, das Verschwinden dieser Funktionen im Un-
endlichen.

Firm=1,2,3, ..., d. h. bei Beriicksichtigung von 1, 2, 3, . .. Gliedern
der Summen in den Ausdriicken (135) erhilt man einen schrittweise wachsenden
Grad der Naherung. Wir beschriinken uns hier auf den einfachsten Fall, bei
dem alle Koeffizienten -y,,; und -y,;, mit Ausnahme voon -y,, und y,,, gleich Null
sind. Man hat dann

—x2 42
Oy = Wpge™™, Wp = @pe . (1396)

Dies bedeutet, dass wir die Dichteverteilung der Neutronen und Protonen als
gleich ansetzen und einen Unterschied in den Dichtefunktionen nur insofern
zulassen, dass wir diese gemiss der verschiedenen Anzahl der Neutronen und
Protonen verschieden normieren.

Die Ansiitze (136) enthalten nur einen einzigen Variationsparameter,
nimlich den. Parameter a, der gemiss (134) implicite in x enthalten ist und der
naturgemiss auch in die Normierungsfaktoren ®,, und w,, eingeht, fiir die sich
aus (116) und (117) die folgenden Ausdriicke ergeben

Wng = (97)°N*1%a, P ) R AL (137)

3 Acta Physica
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Der folgenden halber erweist es sich zur Abkiirzung und zur Verein-
fachung einiger Formeln als zweckmissig die folgenden Bezeichnungen ein-

zufithren
¢n = 20p, = 2(97) ¢ N q, (138)
¢p = 20p, = 2(9n)"°Z*a, (139)
7113 1/3

¢ = 2(9m)s (NT“) o = 2(9m)1e (g) "a, (140)
1

¢ = 5 (cn + ¢p)s (141)
1

cq = 5 (cn—cp). (142)

Es ist weiterhin zweckmissig ®, und @, sowie o, und p, mit den Para-
metern ¢, bzw. ¢, weiterhin g, und g, auch noch als Funktionen von r darzu-
stellen. Es ist

Wp = — Cpe™™ Wp = 5 cpe " (143)
und
1 1 N .
- S = - che—3x — ate—a’ i, | 144
©n 2.3 2 n 4
3n%r 2473 %3
1 1 . VA
Op = ——— Of = — —cpex = -~ gle—a’ryr; (145)
R 2453 /%3

Nach all’ diesen Vorbereitungen kommen wir nun auf unser urspriingliches
Ziel, auf die Berechnung der Energie als Funktion des Variationsparameters
zu sprechen und zwar erweist es sich als zweckmissig statt a die zu a propor-
tionale Grosse c als Variationsparameter einzufiihren. Wir gehen von den Formeln
(107)—(113) aus. Die Energieanteile Ex, E;, Ec und Eg kann man nach der
Durchfithrung elementarer Integrationen sehr einfach als Funktion von ¢ angeben.

Fiir Ex ergibt sich

23/2 ‘

4 - 3lmxagk 1 ‘ (03 + i) dx —

Ex— »
(Bayrrs @

172 53/3 5/3
3 (3) PR gop V220 o (146)

~ 20 8] (Bay A5

Der Ausdruck 2" (N°? 4 Z°°) A", der fiir N = Z gleich 1 ist, lisst sich ver-
einfachen. Wenn man den Neutroneniiberschuss mit n bezeichnet, d. h.

n=N—Z (147)

setzt und den Ausdruck nach n/4 in eine Reihe entwickelt, so erhilt man
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I+

g2 N3 + VAL B 5
A5 9 (A)

+2E("]4+,... (148)

Wenn man diese Reihe nach dem zweiten Glied abbricht und den so gewonnenen
Ausdruck in (146) einsetzt, so ergibt sich

1 2
Ex = 3 (%) * Bk {1 -{-‘—5— (l) ] kActe, =
20 \5) (3% o 4
~ 0,04630 [1 +g (iﬂ kAce,. (149)

Fir E; erhilt man

l 12 o 2
E=123" 1 ” (dwn) op (L%mex:
a . dx

ar:

B e, — 01297 A1ee, (150)
( 18x)2
Den Energieanteil E. kann man nach einfacher Rechnung in folgender
Form darstellen
°o 2
2¢ f V(x)wp(x)x2dx= ¢ VAVES N (2Z) A5cgy,(151)
(2m)* 1*r, (32)%2 (72n*)* e

E —_
¢ 37‘[70 b

wo V(x) das durch (93) definierte elektrostatische Poteutial der elektrischen

Ladungsdichte ep, = ®p an derStelle xist. Wenn man den Faktor 2Z/ A mit

_°
3n%rd
Hilfe von (147) und des Zusammenhanges 4 = N + Z mit 4 und n ausdriickt,
so ergibt sich

2Z_,_r (152)
A A
Nach Einsetzen in (151) folgt
:__,l__aw{l_ _n_+( ]]As/'acgo___
(32)472 (12q*)110 | A
= 0,002250 [1 —2 + (i) ] A¥rce, . (153)
Fir Fy erhilt man
Ep = 3”2 4 x2dx = — 37_ (EJI/G e’ Zi3g —
327 \3 r,
2 4,/
= — —~——2—7— (“—Z‘) aACS“. (154')
2048 - 32 .z L 4

3*
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Den Faktor (2Z/A)"" kann man nach n/A4 in eine Reihe entwickeln. Mit Riick-
sicht auf den Zusammenhang (152) ergibt sich

(25)“3_ At r 2 (-;L)?Jr.... (155)

Wenn man diese Reihe nach dem dritten Glied abbricht und den so gewonnenen
Ausdruck in (154) einsetzt, so folgt

27 4 n 2 [n\?
Epe—— =t 1272 (PV] gee —
k 2048-31/2-n[ 3 479 (A)] oo
—~0002423[1_i L A 156)
’ 34 9 (?4‘” >

Wir haben nun noch die Austauschenergien E%?, E{* und EFf als Funktionen
von ¢ zu berechnen, was etwas umstindlicher ist. Aus (109), (110) und (111)
ergibt sich mit Riicksicht auf (78) mit den Bezeichnungen (138)—(142)

ERP — — 16 - 3%2q % ;1; ‘ J(on, 0p) x*dx =
24 (3\Y 2
- = (_) ®Ade & l. J3m (cflcp + cneh) — 1 (i) CnCp +
x \z ¢ 1 32 12 (157)
+ — [L(cs — L{cs)] + — ( cn + ¢p) [K(cs) — K(ca)] —
3 .
— a (Cn 2030; + C;) [H(Cs) - H(Cd)] -
1
— ; (6t e3) M(e) + - (ch—ef) M(ed)}-
B == -30n L2 [ flomonatd = (158)
o 0
6 (3\s L pémtr o 1 (m e,
=——[—| sdieg, — c—-—(——) ¢
x (ﬂ) P [512 " ly) T
1 3 ., 3
+ Z L(cn) + Z CnK(Cn)_CnM(Cn)J’
EYf = 4. 3524 rl ;s; . flwp, 6p) x*dx =
0 (159)

6 (3| 16t , 1w,
= — | —| sAlg, — - ey — ——| ¢; +
( ) * [512 F 32( ) P

.1 3
- ZL(CP) -+ EcpK(cp)—ci,M(cp) R
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wo L, K, H und M die folgenden Integrale

oo

L@ = | x*In(1 + ge—=) dx, (160)
0

K(q) = ]20:?(:26“2"z In(1 + ¢%—*<) dx, (161)
0

H(q) = j?xze—“‘z In(1 + ¢%—*°) dx, (162)
0

M(q) = sze—a*’ arctg (1 + ge—*') dx (163)
0

bezeichnen und der Parameter g statt c;, ¢4, ¢, und ¢, steht.

Fiir ¢ > 1 kann man diese Integrale geschlossen nicht auswerten, sondern
man muss zu ihrer Auswertung numerische oder graphische Methoden anwenden.

Wir haben die Integrale L(q), K(q) und M(q) in dem fiir unsere Berech-
nungen wichtigen Intervall 1,3 <g¢ <11 fiir 18 verschiedene ¢g-Werte und
das Integral H(q), das — wie wir sehen werden — in dem Ausdruck (157) nur
eine untergeordnete Bedeutung besitzt, fiir 8 verschiedene ¢g-Werte auf nume-
rischen Wege sehr genau bestimmt. Die Resultate sind im mathematischen
Anbang in der Tabelle 4 dargestelit. Fiir die Integrale K{(q), H(q) und M(q)
kann man einfache Niherungsformeln herleiten, fir die in dem fiir die Rech-
nungen wichtigsten ¢g-Intervall der maximale Fehler 0,79, betrigt ; das Integral
L(g) lisst sich durch einen brauchbaren Niherungsausdruck darstellen. Wir
kommen hierauf ebenfalls im Anhang zu sprechen.

Fiir ¢ = 1 kann man die Integrale durch die folgenden Reihen darstellen

L(g) = ;ﬁf _l)k_l(zk;w g% , (164)
Kig) = Z(~ 1)t mq%, (165)
Hig) = T (O e g (166)
M) = ”42 V- (Zlk g 6D

Wir kehren nun zu den Ausdriicken (157)-—(159) zuriick. Unser Ziel ist
diese Ausdriicke umzuformen und E%P, E%', sowie EEP als Funktionen von ¢
darzustellen. Dies kann schrittweise folgendermassen geschehen.
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Wir befassen uns zuerst mit E"f und wollen im Ausdruck von E'{ statt
¢, und ¢, zunichst die Parameter ¢; und ¢, einfithren. Mit Riicksicht auf (138),
(139), (141) und (142) bestehen die Beziehungen

€, = €5 - ¢4 und €p = Cs— Cq (168)

mit denen man die in (157) vorkommenden nachstehenden Ausdriicke folgender=
massen umformen kann

3 3 4 4

€nCp -+ Cnep == 265 — 2¢4,
2 2

CnCp = Cs — €y,

2 2 2 2
cn + ¢p = 2¢5 + 2¢4,

cr/: + C; — 2(;205 = 166?63, (169)
cn -+ € = 26 - besey
ch — cp = bcieq + 2¢j.
Wenn man zur Abkiirzung die Bezeichnungen
36 (3 V21 [6m2 1 (e 1
a2 (2 5 (S ) e 3
0= () ¢l r—n(3) eyt
3 (170)
+ T qu(q)—fz“M(g)],
72 (3321 1 1
S(g) = — |=| = |—q¢*'H 3 — g 1
W= (5] 7| eHO + oM —oke|  aw

einfithrt, so kann man E7? mit den Zusammenhingen (169) wie folgt schreiben
2 e\ 2 gy Cs (€42
R i S i s (24
By = [3 (CJF(CS) 3 (c] Fea c(c)S(CS)+
c Cs )2
+ 2 () S(eq) | Az, (172)
Eine wesentliche Vereinfachung dieses Ausdruckes kaon mit Riicksicht
auf die folgenden beiden Umstinde erfolgen. Erstens ist von den in diesen Aus-
druck eingehenden Parametern ¢, ¢_und ¢; der Parameter ¢; von kleinerer
Grossenordnung als ¢; und ¢, die von gleicher Grissenordnung sind; * und
zwar ist durchweg cy/c < 1/,,; fir N = Z verschwindet c;. Zweitens ist in dem
fiir die weiteren Berechnungen wichtigen Bereich (¢ = 6,5) der Parameter
cq stets kleiner als 1. Mit Riicksicht auf all’ das lisst sich E"? nach Potenzen
von cyfc in eine rasch konvergierende Reihe entwickeln, die man, wie sich zeigt,
ohne einen merklichen Fehler zu begehen schon nach dem Glied mit (c4/c)®
abbrechen kann.
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Wie man sich leicht iiberzeugt, ist das wesentliche Glied in (172) das erste
Glied, die drei nachstehenden Glieder sind Korrektionsglieder.?> Wir wollen
nun zunichst diese Korrektionsglieder nach c;/c entwickeln.

Beim zweiten Glied in (172) geht die Entwicklung von F(c;) auf die Ent-
wicklung von L(cy), K(c,;) und M(cy) zuriick, die an Hand der Formeln (164),
(165) und (167) vorgenommen werden kann. Es ergibt sich, dass in F(c;) das
erste nicht verschwindende Glied von der Griossenordnung cj ist. Mit Riieksicht
hierauf wird das zweite Glied in (172) von der Gréssehordnung ci(cy/c)® und
ist neben dem ersten Glied ginzlich unbedentend, kann also gestrichen werden.

Das dritte Glied in (172) muss nicht eigenst nach ¢y/c entwickelt werden,
da es ¢y nur in dem Faktor (¢;/c)? enthilt. Man kann aber hier — da es sich nur
um ein Korrektionsglied handelt — noch die Vereinfachung durchfithren, dass
man in diesem Glied statt ¢, iiberall ¢ setzt. Die Differenz von ¢; und c ist niamlich
im wesentlichen zu ¢} proportional,?® der Unierschied zwischen c; und ¢ wiirde
sich also in diesem Korrektionsglied nur in einer zu {cy/c)* proportionalen Kor-
rektion dussern, die vernachlidssigt werden kann. Wir haben also

Cs Cq 2 . Cgq 2

- (7) S(es) = (7) S(e). (173)
Im vierten Glied in {172) kann man die Integrale K{c,), H(c;) und M{c,)

wieder mit Hilfe der Formeln (165)—(167) nach ¢; entwickeln. Mit Riicksicht

darauf, dass man auch hier, gerade so wie im dritten Glied in (172) ¢; = ¢ setzen

kann, ergibt sich nach einfacher Rechnung

23 (%)25(@,) — ¢ (%] (174)

c

a

mit

= 0,93037. (175)

T —

B (3 )1/2 3“1/2— 27 . 31/‘.’

x \x) 128 161

Das nichste nicht verschwindende Glied in der Entwicklung des auf der linken
Seite von (174) stehenden Ausdruckes wire das Glied mit (c,/c)*, das aber neben
dem auf der rechten Seite von (174) stehenden Glied unbedeutend ist.

Mit Beriicksichtigung all’ dieser Resultate ergibt sich also aus (172)

Eji{’=~§ (%)3 Fles) Ahe, + [S(c) — 1¢] (%)ZAMO. (176)

Bevor wir in diesem Ausdruck F(c;) von der Variable ¢; auf die Variable ¢
transformieren,ist es zweckmissig auch die Energieanteile E{' und E%P in Betracht
zu ziehen und diese Transformation dann im Ausdruck der gesamten Austausch-
energie durchzufithren.
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Die durch (158) und (159) definierten Energieausdriicke E7' und E5P
lassen sich mit der Bezeichnung (170) in folgender Form schreiben

S

2 (%)8 F(cn)AArg, , E’Ap __ 5

6
Mit Hilfe der Beziehungen (168) kann man diese Ausdriicke von den Variablen
¢, und ¢, auf die Variable ¢; transformieren und zugleich E'Y’ und f E5f nach
cg/c in eine Reihe entwickeln, die wir wieder nach dem Glied mit (cg/c)® ab-
brechen. Nach einfacher Rechnung folgt

Er — (%’) Fle,)Ahe,.  (177)

6

S

nn S 8 ]‘ ” 2
EY + EY — -3 (fc—) F(e) Ahe,— [F() + cF(¢) + 5 *F"(¢)] (%") Ahey s
(178)

hier ist wieder das erste Glied das wesentliche und das zweite das Korrektions-
glied, in dem geradeso wie in (173) und (174) wieder ¢; = ¢ gesetzt wurde;
F’ und F” bezeichnet die erste bzw. zweite Ableitung von F(c¢) nach ¢. Im
Korrektionsglied wurde der Korrektionsfaktor s mit 1 gleichgesetat.

Mit (176) und (178) kénnen wir nun die gesamte Austauschenergie fol-
gendermassen darstellen

Ea= EBY + BY + B% = — (24 3) (%) Fle)ane, +
(179)

+ {S(c) —1c— [F(c) + ¢F'(c) + éczF”(c)]} (%”)QAM“.

Wir miissen also das erste Glied noch von der Variable ¢, auf die Variable ¢
transformieren.

Bevor wir diesen letzten Schritt tun und mit Hilfe der Identitit ¢; = ¢ +
+ (cs—¢) das erste Glied auf der rechten Seite in (179) nach der kleinen
Grisse (cs—-c)/c in eine Reihe entwickeln und zugleich statt ¢; die Variable
¢ einfithren, ist es zweckmissig cy/c wnd (c;— c)/c mit dem Neutroneniiber-
schuss n = N—Z und der Massenzahl 4 = N - Z darzustellen, was in einer
sehr einfachen Form geschehen kann.

Hierzu driicken wir N und Z durch n und 4 aus ; man hat

1 1
N=_(4+n) Z=_ (4d—n). (180)

Wenn man diese Ausdriicke in (138) bzw. (139) einsetzt, N'/* bzw. Z'/* nach
n/A in eine Reihe etwickelt und die Reihe nach dem in n/A linearen Glied
abbricht, so folgt fiir ¢4/c

€ _ en—Cp_

c 2¢c

(181)

1n
3 4
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Das nichste nichtverschwindende Glied der Entwicklung wire von der Grossen-
ordnung (n/A4)® und kann vernachlissigt werden.

Zur Berechnung von (cs—c)/c entwickeln wir ganz ahnlich wie zuvor ¢
nach n/A4 in eine Reihe. Wenn man die Reihe nach dem Glied mit (n/A4)* ab-
bricht, so hat man

cs:—;— (en + cp):c—cé (5—)2 (182)
10 e

Das nichste nichtverschwindende Glied der Entwicklung ist zu (n/A4)* propor-
tional und kann vernachlissigt werden. Wihrend also ¢4/c zu n/A4 proportional
ist, erweist sich (cs—c)/c zu (n/A)? proportional.

Mit Riicksicht hierauf und auf unsere Festsetzung, dass wir im Energie-
ausdruck Glieder von kleinerer Grissenordnung als (cg/c)® N% (n/A)® ver-

nachlassigen, konnen wir die Entwicklung des Energieausdruckes (179) nach
¢s— ¢ nach dem in ¢, — ¢ linearen Glied abbrechen. Es lasst sich also der von
¢s abhiingige Anteil des ersten Gliedes in (179) folgendermassen darstellen
(€513 1 n? 1 n\?

5} F(e) = F(e) — = F(e —-—“ch(—). 184
=) Fle) = Fle) — S F(&) (] — geF ()[4 (184)
In diesem Ausdruck ist das erste Glied das wesentliche, die Glieder, die (n/A4)*
enthalten, sind Korrektionsglieder.

Nach Einsetzen dieses Ausdruckes in (179) kann man im Korrektionsglied
wieder den Korrektionsfaktor s mit 1 gleichsetzen. Wenn man weiterhin in dem
so gewonnenen Ausdruck cs/¢ mit Hilfe von (181) durch n/A4 ausdriickt, so
erhilt man schliesslich fiir £ 4 als Funktion von ¢ den Ausdruck

EA:b~(§+~31w@quu+-%[s«y—¢o+2F@y—%m2F«q]t}YAA%.

(185)

Die fiir diese Energie ausschlaggebende Funktion F(c) st fir 18 verschiedene
c— Werte bis zu 4 Stellen genau in der Tabelle 4 im Anhang angegeben.

Durch einige orientierende Berechnungen lisst sich leicht feststellen, dass.
die aus der Minimumsforderung der Energie zu bestimmenden ¢ -Werte von
den ganz leichten bis zu den schwersten Kernen alle in das Intervall

54 <c~<175 (186)

fallen ; wir kénnen uns also im folgenden auf die ¢ -Werte dieses Intervalles
beschrinken. Zur Vereinfachung der Rechnungen kann man nun so vorgehen,
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dass man die Funktionen F(c) und S(c), die die Integrale (160)—(163) ent-
halten, in diesem Intervall durch méglichst einfache Funktionen approximiert.
Die Approximation von F(c) hat man mit besonderer Sorgfalt durchzufiihren,
denn durch F(c) wird der wesentliche Anteil von E, dargestellt. Es zeigt sich
nun, dass gerade diese Approximation sehr einfach durchzufiihren ist ; da F(c)
im Intervall (186) angenidhert linear verliuft. Man vgl. hierzu Fig. 2, in der

14

12

/
F (L) /

04 /
/|

02 /

/

0 2 4 6 8 10

C—e
Fig, 2. Verlauf der Funktion F(c).

F(c) graphisch dargestellt ist. Man findet, dass man — ohne einen merklichen
Fehler in den Resultaten zu begehen — die beiden Funktionen in folgender Form
darstellen kann

F(c) = a,¢® + ayc + a5, (187)
S(c) = byc? + bye. (188)
Fiir die Koeffizienten ergibt sich mit der Methode der kleinsten Quadrate
a, — 0,006238, b, — 0,05375, |
a, = 0,09723, b, = 0,93456. [ (189)
a; = —0,1858,
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Mit dieser Wahl der Koeffizienten approximieren im Intervall (186) beide
Polynome die exakten Funktionen ganz ausgezeichnet ;** der maximale Fehler
ist in beiden Fillen kleiner als 0,2%,. Es sei noch erwihnt, dass im Korrektions-
glied von E 4 die zweite Ableitung von F(c) eingeht, und fiir diese die Approxi-
mation naturgemiiss schlechter ist als fir F(c). Dies ist jedoch — da es sich
nur um ein Korrektionsglied handelt — nicht von Bedeutung.

Mit den Funktionen (187) und (188) und nach Einsetzen des Wertes

s=1——jj— fir den Korrektionsfaktor ergibt sich nun E, mm Intervall (186)

in folgender endgiiltiger Form

=1 — (et + oo+ @) — [(ga Fh)ert

1
9
+ (2a; + b —7) ¢ + 2““] (,%)2}14“" - (190)

- [{1 — 3—2} (0,006238 ¢* + 0,09723 ¢ — 0,1858) —

2
—(0,007127 ¢* + 0,02208 ¢— 0,04129 (i) ] Ahe,.

Durch Summation der Energieausdriicke (149), (150), (153), (156) und
(190) kann man die Gesamtenergie E des Kerns als Funktion von ¢ in folgender

Form darstellen
E=FEx +E;j+ Es+ Ec+ Eg = (P c* — Pyc + P;) Ae,, (191)

wo P,, P, und P, nur von der Massenzahl 4 und vom Verhiltnis n/4 abhingige
Konstanten von der folgenden Form sind

n

Pt (B nepta (5. nmn 2] 2

oy = 0,04630 — 0,0062380 A -+ 0,1297 2—12—/3— —(0,1852 — 0,004159 1) %,

a, = 0,02572 4+ 0,007127 A — 0,1029 %,

1
Bo = 0,09723 1 | 0,002423 — 0,002250 4%/ — 0,06482 A VR

B =—0,003231 + 0,004500 A*73, (193)
B2 = —0,02208 A -+ 0,00054 — 0,002250 4%,
1

Yo = 018582 —0,1239 % =,
va = 0,04129 A,
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4

wobei bemerkt sei, dass wir fiir den Korrektionsfaktor kden Wert k =1 — —

einsetzen. Die Grissen a,, @, By, B, By Y, und vy, sind also Funktionen von 4
allein. In den Ausdriicken P,, P, und P, sind die Glieder, die n/4 oder (n/A4)?
enthalten, wieder Korrektionsgrossen, die mit verschwindendem Neutronen-

iiberschuss verschwinden.
Die Bestimmung des Variationsparameters ¢ geschieht aus der Minumums-

forderung von E also aus der Gleichung

dE

= = 2P,c—P, =0, (194)
de
aus der P
c, = —— 195
=33 (195)
folgt.
Mit diesem Wert von ¢ erhilt man fiir das Minimum von E den Ausdruck
P2
E:_(—Z—P)A , 196
6 4P, 3 &g ( )

der geradeso wie ¢, noch eine Funktion von 4 und n/A4 ist.

§ 10. Resultate fiir die Kernenergie und fiir die Dichteverteilung im Kern

Die Energie des Kerns wird durch E; dargestellt. Nach Einsetzen der
Ausdriicke (192) und (193) in (196) erhilt man E, als Funktion der Massenzahl
A = N 4 Z und des Neutroneniiberschusses n = N — Z. Fiir ein vorgebenes
4 ist also die Kernenergie immer noch eine Funktion von n, die die Energie
der Isobaren mit der Massenzahl 4 darstellt. Das Minimum dieser Funktion
entspricht dem stabilsten Isobar mit der Massenzahl A.

Die Reihe dieser stabilsten Kerne, d. h. diejenigen n - oder Z -Werte,
bei denen fiir die vorgegebenen 4-Werte das Minimum der Energie liegt, erhilt
man aus der Forderung

8E,} _
( = ),= o (197)
Um hieraus Z als Funktion von A zu berechnen, entwickeln wir E, nach n/4
in eine Reihe, die wir nach dem Glied mit (n/4)? abbrechen. Es ergibt sich

18

Eo:-'[ -%_{_1 Boby

4 a, 2 a, A

—dagyy) &ﬂ As,. (198)

11 2 2 52
2 — (B + 26— 1 —
4 a, 0,
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Wenn man diesen Ausdruck in (197) einsetzt, die Differentation nach n aus-
fithrt und nachher statt n definitionsgemiss N—Z setzt, so erhilt man
fiur die Ordnungszahl der stabilsten Kerne den Ausdruck

- %oBof5s |4 199
Zef o (1 +aoﬂf+ 2010}30/32—(126?,—4“%’)/2)—2_. ( )

Da die so berechnete Ordnungszahl Z,; nicht ganzzahlig ist, wird man als
Ordnungszahl Z des stabilsten Kerns mit der Messenzahl A die zu dieser Zahl am
niichsten liegende ganze Zahl und als Neutroneniiberschuss den mit diesem
ganzzahligen Z aus der Beziehung n = A — 2Z berechneten n-Wert betrachten.

Mit Hilfe dieses Zusammenhanges konnen wir fiir jeden A4-Wert fiir den
stabilsten Kern die Ordnungszahl Z oder den Neutroneniiberschuss n = 4—2 Z
berechnen. Die Energie E,, der stabilsten Kerne erhilt man, wenn man fiir
jedes vorgegebene A die Energie mit den so bestimmten auf ganze Zahlen
abgerundeten n-Werten aus (196) mit Hilfe von (192) und (193) berechnet.

Allerdings kann man diese Berechnungen nur dann durchfiihren, wenn
man die noch immer unbestimmte Konstante A festlegt. Wir haben diese so
gewihlt, dass die berechmeten Energien der stabilsten Kerne von den ganz
leichten Kernen bis zu den schwersten die moglichst kleinste Abweichung von
den entsprechenden empirischen Werten zeigten. Wir wihlten fiir A den Wert

A = 4,140 (200)

mit dem unsere Forderung in sehr befriedigender Weise erfiilit wird. Dass der
hier erhaltene A-Wert grosser ist, als der fiir das Kernmodell mit konstanter
Dichte im § 8 erhaliene, ist eine Folge dessen, dass dort die Abstossungesener-
gien E; und E. vernachlassigt wurden, wihrend diese bei der hier durchge-
fithrten genaueren Berechnung in Betracht gezogen sind, demzufolge man
diese durch eine griossere Anziehungsenergie, d.h. einen grosseren A-Wert kom-
pensieren muss.

Die auf ein Teilchen entfallenden berechneten mittleren Energien E /A
der Kerne, die fiir ein vorgegebenes A die ticfste Energie besitzen (stabilste
Isobare), sowie die entsprechenden empirischen Werte,** weiterhin die c,-Werte
fiir diese Kerne, die wir mit ¢,, bezeichnen, sind in der Tabelle 1 zusammen-
gestellt ; E)/A als Funktion von 4 ist ausserdem in Fig. 3 zusammen mit den
empirischen Werten auch graphisch dargestellt. Als empirische mittlere Kern-
energie fiir ein vorgegebenes 4 haben wir die auf ein Teilchen entfallende mittlere
Energie des stabilen Kerns mit tiefster Energie angegeben ; fiir solch’ einen
A-Wert, fiir den keine stabilen Kerne existieren, ist die auf ein Teilchen ent-
fallende mittlere Energie des instabilen Kerns mit tiefster Energie angefiihrt.
Wie man aus einem Vergleich sieht, stimmen die berechneten Energien mit
den. empirischen sebr gut iiberein. Fiir die mittelschweren und schweren Kerne
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ist die maximale Abweichung der berechneten Energie von der empirischen
durchweg kleiner als 79 ; fiir die leichten Kerne kann die statistische Theorie
naturgemiss nur einen Mittelwert der stark schwankenden empirischen Resul-
tate liefern, was von der Theorie auch tatsichlich vorziiglich geleistet wird.
Durch die weiter oben erwihnte Abrundung der aus (199) berechneten Z,;
-Werte machen sich im Energieverlauf bei den ganz leichten Kernen — wo
die Energiedifferenz zwischen den einzelnen Gliedern einer Isobarenreihe relativ

A—
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Fig. 3. Die auf ein Teilehen entfallende mittlere Energie E,,/A als Funktion von A, fiir die Kerne
die fiir ein vorgegehenes A die tiefste Energie besitzen.

(O berechnete Werte,
@ empirische Werte fiir stabile Kerne,
@ empirische Werte fiir instabile Kerne.

gross ist — Schwankungen bemerkbar, und zwar liegen die auf ein Teilchen
entfallenden mittleren Energien E /A der stabilsten Isobare mit nacheinander
folgenden A-Werten auf keiner glatten Kurve, sondern sie liegen fiir gerade
Massenzahlen etwas tiefer und fiir ungerade etwas hoher als es dem glatten
Verlauf entsprechen wiirde.

Die Ursache dessen, dass die Theorie auch fiir leichte Kerne zu so guten
Resultaten fiihrt, ist im wesentlichen darin zu suchen, dass wir einerseits den
Ausdruck der kinetischen Energie korrigierten, wodurch dieser fiir 4 =4
in den exakten wellenmechanischen Ausdruck iibergeht und anderseits auch an
der Austauschenergie gleicher Teilchen eine Korrektion anbrachten, die den
Selbstaustausch der Teilchen eliminiert.

Bei der Beurteilung der Resultate ist hervorzuheben, dass wir diese mit
Hilfe nur eines einzigen empirischen Parameters, des Parameters A , erzielten.

Mit den Ausdriicken (193) hat die Energieformel (196) nur fiir 4 =4
Giiltigkeit. Man kann nun, mehr zur Orientierung die Berechnungen auch auf
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TABELLE 1

Vergleich der berechneten Kernladungszahlen und Xernenergien mit den empirischen
Werten fiir die Kerne, die fiir ein vorgegebenes 4 die tiefste Energie besitzen. Sofern fiir ein
vorgegebenes A der Kern mit der empirisch tiefsten Energie mangels experimenteller Daten
nicht festzustellen ist, sind die Kernladungszahlen aller stabilen Isobare angefiihrt ; die Kern-
ladungszahlen der instabilen Kerne sind eingeklammert. Die Energien sind in in MeV-Einheiten

angegeben.
Theoretisch Empirisch
A
o0 Zeff z — EqlA Z !
4 5,546 1,97 2 4,769 2 7,05
5 5,254 2,45 2 4,098 (2) 5,48
6 5,556 2,94 3 5,039 3 5,32
7 5,470 3,42 3 4,891 3 5,59
8 5,680 3,91 4 5,516 ) 7,039
9 5,660 4,39 4 5,542 4 6,442
10 5,814 4,87 5 5,972 5 6,443
11 5,822 5,35 5 6,072 5 6,709
12 5,938 5,83 6 6,372 6 7,515
13 5,959 6,30 6 6,506 6 7,435
14 6,050 6,78 7 6,718 7 7,477
15 6,077 7,26 7 6,871 7 7,671
16 6,149 7,73 8 7,015 8 7,948
17 6,180 8,21 8 7,177 8 7,724
20 6,316 9,62 10 7,498 10 7,999
21 6,350 10,09 10 7,663 10 7,933
28 6,540 13,37 13 8,203 14 8,426
40 6,803 18,89 19 8,788 18 8,556
41 6,796 19,35 19 8,804 19 8,551
52 6,928 24,33 24 9,040 24 8,830
60 7,010 27,90 28 9,126 28 8,752
64 7,042 29,67 30 9,141 28 8,760
80 7,113 36,67 37 9,130 345 36 —
96 7,150 43,52 44 9,019 40; 425 44 —
100 7,134 45,21 45 8,984 42; 44 —
110 7,132 49,40 49 8,873 46; 48 —
120 7,157 53,53 54 8,759 50; 52 —
125 7,153 55,58 56 8,697 52 —
140 7,135 61,64 62 8,494 58 —
160 7,105 69,52 70 8,209 64; 66 8,202
170 7,059 73,39 73 8,051 68; 70 —
180 7,042 77,19 77 7,907 72; 14 —
200 7,005 84,63 85 7,610 80 —
209 6,972 87,90 88 7,473 83 7,799
215 6,951 90,05 90 7,384 (85) 7,119
220 6,941 91,83 92 7,308 (86) 7,669
240 6,879 98,78 99 7,014 (96) 7,496
242 6,854 99,46 99 6,973 (96) 7,488

die Kerne 4 < 4 ausdehnen, wobei man zu beriicksichtigen hat, dass fir 4 <4
der durch (103) und (104) definierte Korrektionsfaktor k gleich Null zu setzen
ist. Bemerkenswerterweise fithren diese Berechnungen zu keinesfalls unsin-
nigen Resultaten, was den weiter oben erwihnten beiden Korrektionen zuzu-

schreiben ist.
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In der Tabelle 1 haben wir auch die mit Hilfe von (199) fiir die stabilsten
Kerne berechneten Z,;-Werte angefiihrt, die — wie schon erwihnt wurde — im
allgemeinen. keine ganzen Zahlen sind. Die theoretischen Z-Werte, d. h. die
zu Z,; am nichsten stehenden ganzen Zablen sind in der vierten Spalte der
Tabelle zu finden. Zum Vergleich haben wir in der Tabelle auch die empirischen
Ordnungszahlen® der stabilsten Isobare angegeben ; sofern das stabilste Isobar
mangels experimenteller Daten mnicht festzustellen ist, sind die Ordnungs-
zahlen aller stabilen Isobare angefiihrt. Ein Vergleich der theoretischen
Z-Werte mit den empirischen fiithrt auch hier zu einem sehr befriedigenden
Resultat ; die maximale Abweichung der berechneten Ordnungszahlen von den
empirischen betrigt weniger als 89.

Ausser den hier angegebenen Resultaten ist noch die Grésse der einzelnen
Energieanteile von Interesse, aus denen sich die Energie der Kerne zusammen-
setzt. Diese sind ebenfalls fiir die stabilsten Isobare in der Tabelle 2 zusammen-
gestellt. Wie aus diesen Daten zu sehen ist, sind mit Ausnahme der leichtesten
Kerne die wesentlichsten Energieanteile E 5 und Eg, die Energieanteile F;, E¢
und besonders Ej fallen im Verhiltnis zu diesen bedeutend geringer ins Gewicht.
Eine Ausnahme bilden nur die ganz leichten Kerne, fiir die neben E 4 nicht Eg,
sondern E; das wesentlichste Glied darstellt. Es sei noch bemerkt, dass von den
Energieanteilen E; und Ec, der erstere fiir leichte und der letztere fiir schwere

TABELLE 2

Die Gesamtenzrgie der Kerne und die Anteile, aus denen sich diese zusammensetzt fiir ver-
schiedene Kerne. Alle Energien in MeV-Einheiten.

A Z —Ea Eg Ej Ec — ER — Eq
4 2 128,012 0 ! 107,726 2,140 0,914 19,060
5 2 147,935 22,227 104,155 1,882 0,804 20,475
6 3 205,457 48,629 123,770 4,213 | 1,374 30,219
7 3 234,623 71,490 126,266 | 3.940 | 1,285 34,212
8 4 293,192 101,638 ‘ 142,359 6,957 1,873 44,111
9 4 328,799 | 127,038 | 147,039 6,666 1,794 49,850
10 5 388,030 159,736 | 160,673 10,328 2,396 59,689
12 6 488,073 222,170 - 178,107 14,295 2,937 76,438
16 8 699,63 357,33 210,20 23.91 4,05 112,24
20 10 922,27 502,90 239,00 | 35,63 5,21 149,95
40 19 2113,87 1313,80 349,14 ! 109,93 10,47 | 351,47
60 | 28 3343.73 2172,66 42443 | 214.92 15.81 547.53
80 37 4573,39 3037,24 480,87 345,95 21,14 730,47
100 45 5739,13 3868,94 | 521,12 | 476,45 25,78 898,40
120 | 54 6930,5 47051 ©  557.4 . 6471 30,8 10511
140 | 62 80384 54924 | 583.2 | 808.6 35.0 1189.2
160 | 170 9116,0 | 62557 6046 | 9811 39.2 1313.2
180 | 77 10083,0 | 6953,0 6177 | 11320 424 14227
200 | 85 11102,7 | 17668,8 633,1 1324.9 46.5 1522.4
220 | 92 120063 | 83168 641.6 1489.8 49.6 16077
240 99 12883,4 8943,8 648,7 1660,8 | 52,6 1682,7
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Kerne eine relativ grossere Bedeutung besitzt, wie dies auch aus den Formeln
(150) und (151) unmittelbar zu seben ist, da hiernach wegen des praktisch
konstanten Wertes von ¢ die Energie E; zu A'" und die Energie Eczu 4°"° pro-
portional ist.

Z —

5 6 7 8 9 10

-4

AN

Fig. 4. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie E\/4 als Funktion von A fiir die Iso-
bare 4 = 16.

Man kann natiirlich diese Berechnungen, die wir hier fiir die stabilsten
Isobare durchfiihrten, auf beliebige andere Kerne ausdehnen. Wir kénnen z. B.
die Energie der Glieder einer Isobarenreihe berechnen, indem wir 4 konstant
halten und die Energie fiir verschiedene vorgegebene Werte von Z bestimmen.
Wir haben dies fiir eine kleine, eine mittlere und eine grosse Massenzahl und
zwar fir 4 =16, 4 = 80 und 4 = 200 durchgefiihrt und die Energiekurven
in den Figuren 4, 5 wund 6 dargestellt. Wie aus einem Vergleich der
Kurven zu sehen ist, verlduft die Energiekurve der schweren Isobare bedeutend
flacher als die der leichten. Das Minimum der Energie liegt fiir die Isobare

4 Acta Physica
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A =16 bei Z = 8 fiirr die Isobare 4= 80 bei Z = 37 und fiir die Isobare
A = 200 bei Z = 86. Dass der letztere Z-Wert von dem aus der Formel (199)
bestimmten Z-Wert — der in der Tabelle 1 angegeben ist — um rund 1%, abweicht,
ist eine Folge dessen, dass die Formel (199) aus der Entwicklung (198) des Ener-

/ —
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

N /
N\ //

-8

-10

Fig. 5. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie E,/A als Funktion von A fiir die Iso-
bare A = 80.
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f
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Fig. 6. Die auf ein Teilchen entfallende mittlere Energie E /A als Funktion von A4 fiir die Iso+
bare A4 = 200.

gieausdruckes (196) hergeleitet wurde, wihrend den hier durchgefithrten Berech-
nungen der vollstindige Energieausdruck (196) zugrunde liegt.

Wir kommen nun auf die Dichteverteilung der Nucleonen im Kern zu
sprechen, Mit den Gleichungen (144) und (145) und mit Riicksicht auf die
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Beziehungen (138)—(140) lisst sich die Dichteverteilung aller Nucleonen
(Neutronen -+ Protonen) folgendermassen darstellen

AN
— ot or= 0% = g (%) (201)
wo
3 3 3
0o =t ¢ (202)
24q2r3 12n%r3

die Nucleonendichte im Kernmittelpunkt ist. Fir die Parameter ¢ und a sind
die dem Energieminimum entsprechenden Werte dieser Parameter ¢, und a,
einzusetzen, wo zwischen a, und ¢, gemiss (140) der Zusammenhang

2113 C
2(9m)tie A

besteht. Nach (202) ist also g, zu ¢* proportional und zwar mit einem von A4
unabhingigen universalen Proportionalitdtsfaktor.

Die Werte von c,, sind fiir mehrere stabilste Isobare in der Tabelle 1 zusam-
mengestellt. Wie man sieht, ist ¢,, fir die mittelschweren und schweren Kezne,
d. h. etwa fiir 4 = 50 von A praktisch unabhiingig und zwar zeigt c,, fir diese
Kerne von dem Wert ¢,, = 7,0 eine maximale -relative Abweichung von nur
cca. +29%,. Zufolge dieses Verhaltens: von c¢,, fiir 4 > 50 ergibt sich, dass fir
diese Kerne auch die Nucleonendichte im Kernmittelpunkt, g,, praktisch kon-
stant ist und von dem Wert

3
[ 2,90i = 1,16 - 10* cm? (204)
127%r3 r3

(203)

a, —

Qo =

eine maximale relative Abweichung von nur cca. +69, aufweist. In dem Gebiet
A = 50 weist g, ein sehr flaches Maximum bei 4 = 120 auf. Von 4 = 50 bis
A = 4 ist die Abhangigkeit der Nucleonendichte im Kernmittelpunkt von der
Massenzahl bedeutend stirker und zwar fillt g, in Richtung kleinerer Massen-
zahlen monoton ab und erreicht bei 4 = 4 cca. die Hilfte des Wertes (204).
Man vgl. hierzu die in der Tabelle 3 angegebenen Werte von g,. Fiir ganz leichte
Kerne machen sich im Verlauf von g, als Funktion von A Schwankungen
bemerkbar, und zwar liegen die Werte von g, fiir gerade A etwas hoher und fiir
ungerade etwas tiefer als es dem glatten Verlauf entsprechen wiirde. Der Grund
hierfiir ist derselbe, wie im Falle der auf S. 374 besprochenen Schwankungen
der mittleren Energien.

In der weitgehenden Konstanz der Nucleonendichte im Kernmittelpunkt
fiir mittelschwere und schwere Kerne kommt das bekannte empirische Kern-
gesetz zum Ausdruck, dass fiir diese Kerne die Nucleonendichte im Kerninneren

von der Massenzahl unabhingig ist.

4%
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Nach diesen Feststellungen wollen wir uns mit dem Dichteverlauf der
Nucleonen in verschiedenen Kernen und in Zusammenhang damit mit der
Berechnung der Kernradien befassen. Die Dichte ¢ als Funktion von r haben
wir fiir einen leichten, einen mittelschweren und einen schweren Kern und zwar
fiir die Kerne mit den Massenzahlen 16, 80 und 200 in Fig. 7 dargestellt.

Ausser der Dichte ¢ ist noch die radiale Dichteverteilung
D = 4nr*p (205)

von Wichtigkeit, die wir ebenfalls fiir die Kerne mit den Massenzahlen 16, 80
und 200 in Fig. 8 dargestellt haben. Wihrend ¢ die Anzahl der Nucleonen in der

o

4 3 2 1 0 1 2 3 4

- r—

Fig. 7. Die Nucleonendichte ¢ als Funktion von r fiir die Kerne 4 = 16, Z = 8; 4 = 80,
Z=37; A =200, Z = 85. Die neben den Kurven stehenden Zahlen sind die Massenzahlen
der betreffenden Kerne.
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Fig. 8. Die radiale Nucleonendichte D als Funktion von r fiir die Kerne 4 = 16,Z = 8 ; 4 = 80,
Z =37; A= 200, Z= 85. Die neben den Kurven stehenden Zahlen sind die Massenzahlen
der betreffenden Kerne.

Volumeneinheit ist, gibt Ddr die Anzahl der Nucleonen, die sich zwischen den
Kugelflichen mit den Radien r und r 4 dr befinden.

Nachdem wir uns iiber den Dichteverlauf und die radiale Dichteverteilung
der Nucleonen in leichten, mittelschweren und schweren Kernen orientiert
haben, kommen wir auf den Kernradius zu sprechen, dessen Definition bei
weitem nicht so einfach ist, wie dies in einigen Arbeiten angenommen wird.
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Im Falle einer vollkommen konstanten Kerndichte pflegt man als Kernradius
denjenigen Radius zu definieren, bis zu welchem die konstante Kerndichte
auslauft und der sich nach (133) zu A'/® als proportional erweist. In diesem Fall
ist also der Kernradius der Radius der mit Nucleonen homogen gefiillten Kugel.
Wenn wir von dieser Definition ausgehend als Kernradius ganz allgemein den-
jenigen r-Wert definieren, fiir welchen — bei Anniherung an den Kern — die
Kerndichte betrichtliche Werte anzunehmen beginnt, so bieten sich in unserem
Falle, wo die Nucleonendichte — im Gegensatz zum eben erwihnten Fall der
konstanten Dichte -—— nicht unstetig, sondern stetig auf Null abfillt zur Defini-
tion eines Kernradius mehrere Mgglichkeiten, von denen wir zwei, die uns am
besten begriindet erscheinen, besprechen wollen.

Die eine Maglichkeit besteht in der Annahme, dass der Kernradius R zu
dem statistischen Mittelwert von r proportional ist. Fir den statistischen
Mittelwert von r ergibt sich mit Riicksicbt auf (201), (202) und (140)

13
r = ——frgdv = — j or 47IQ° rPe—arirt dr — 4= 3 _l_Alls,-n.
0 2a) % (206)

Wenn wir uns auf die stabilsten mittelschweren und schweren Kerne beschrin-
ken, so kénnen wir hier fiir ¢, mit einem maximalen Fehler von 29, den Wert
oo = 1,0 einsetzen, mit dem sich

T — 0,447 AP, (207)

ergibt. Fiir A = 80 und 4 = 200 erhilt man hieraus 7 = 1,92 r, bzw.7 = 2,61 r,.
Wie man sich an Hand der Fig. 7 iiberzeugt, ist bei diesen Entfernungen die
radigle Nucleonendichte bei weitem nocb nicht abgeklungen, sondern besitzt
noch einen betrichtlichen Wert, demzufolge 7 unserer Definition des Kernradius
nicht -enspricht. Wie man ebenfalls aus der Fig. 7 sieht, wiirde aber unsere
Definition des Kernradius eine zu r proportionale Liinge, etwa das 2-fache von 7,
sehr gut entsprechen. Man hitte dann alse

3 ) ol gy, (208)

Co

R=2r= 8(
woraus man fiir mittelschwere und schwere Kerne mit ¢, = ¢, =2 7,0 den
Ausdruck
R — 0,894 A'%r, (209)
erhilt. Mit Ausnahme der leichten Kerne wiirde sich also der Kernradius zu
A'® proportional ergeben. Fiir leichte Kerne besteht aber diese Proportionalitit
nicht, da man dort ¢,, nicht mehr als konstant betrachten kann; man vgl.
hierzu die in der vierten Spalte der Tabelle 3 zusammengestellten R-Werte,
die aus (208) mit den in der Tabelle 1 angegebenen c,,-Werten berechnet wurden.
Die andere Méglichkeit einen Kernradius im oben erwihnten Sinne zu
definieren, besteht darin, dass man diesen als den Radius derjenigen Kugel
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definiert, ausserhalb der sich eine fiir alle Kerne konstante Nucleonenmenge 7
von der Grissenorduung eines Nucleons befindet. Es ist also dann R durch fol-
gende Gleichung definiert

oo

| Dar=m. (210)
R

Wegen des sehr steilen Abfalls von D bei grésseren r-Werten ist R gegeniiber
einer Anderung von 7 nicht sehr empfindlich. Man erhilt z. B. fiir den in der
Tabelle 1 angegebenen Kern A4 = 120, Z = 54 (¢ = 7,157) mit 7 =1 den
Wert R = 4,63 r, und mit y = 1/, den Wert R = 4,88 r,. Wir haben n =1/,
gesetzt und erhielten so die in der fiinften Spalte der Tabelle 3 angefiihrten
Resultate, wobei fiir ¢,, und Z die in der zweiten bzw. vierten Spalte der Tabelle 1
angegebenen Werte benutzt wurden.

Bei einem Vergleich der auf diese Weise hergeleiteten Kernradien mit
den empirischen stdsst man auf eine Schwierigkeit, die nicht nur hier, sondern
immer auftritt, wenn man den Kernradius in der allgemein iiblichen Weise als
denjenigen Wert von r definiert, fiir welchen — bei Anniherung an den Kern —
die Nucleonendichte betrichtliche Werte anzunehmen beginnt. Die Schwierig-
keit entsteht dadurch, dass die empirischen Kernradien aus Streuversuchen
mit a-Teilchen und Neutronen, sowie aus dem a-Zerfall in der Weise abgeleitet
sind, dass man als Kernradius denjenigen r-Wert betrachtet, bei welchem sich
die zwischen den Nucleonen wirkenden nicht Coulombschen Krifte bemerkbar
machen. Die so definierten Kernradien werden natiirlich wegen der sehr kurzen

TABELLE 3
Kernradien und Nucleonendichte im Kernmittelpunkt. R in ry-Einheiten, g, in 1/rj-Einheiten,
Theoretisch
y R R R
z o aus (208) aus (210) empirisch
I berechnet berechnet

4 2 1,44 1,79 1,34 1,67
5 2 1,22 2,04 1,59 1,80
6 3 1,45 2,04 1,65 1,91
8 4 1,55 2,20 1,87 2,10
10 5 1,66 2,32 2,03 2,26
12 6 1,77 2,41 2,16 2,40
16 8 1,96 2,56 2,39 2,65
20 10 2,13 2,69 2,56 2,85
40 19 2,66 3,14 3,26 3,59
60 28 2,91 3,49 3,74 4,11
80 37 3,04 3,79 4,17 4,52
100 45 3,07 4,07 4,55 4,87
120 54 3,10 4,31 4,88 5,18
140 62 3,07 4,55 5,21 5,45
160 70 3,03 4,78 5,54 5,70
180 71 2,95 5,01 5,85 5,93
200 85 2,90 5,22 6,13 6,14
220 92 2,82 5344 6,46 6,34
240 99 2,75 5,65 6,76 6,53
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Reichweite der Kernkrifte mit den weiter oben definierten theoretischen grossen-
ordnungsmissig iibereinstimmen, eine genauere Ubereinstimmung ist aber nicht
zu erwarten. Man kann jedoch erwarten, dass die theoretischen Kernradien
denselben Gang mit A aufweisen, wie die empirischen. Um zu Kernradien zu
gelangen, die auf die gleiche Weise definiert sind, wie die empirischen, hitte
man das Streuvermégen einer Nucleonengaskugel mit der hier bestimmten
Dichteverteilung gegeniiber a-Teilchen, Protonen oder Neutronen zu berechnen,
was in einer spdteren Untersuchung durchgefithrt werden soll.

Hier begniigen wir uns mit einem Vergleich der hier berechneten Kern-
radien mit den e mpirischen, welch’ letztere zu A'"° proportional sind und durch
die Formel

R = 1,42 4'5 10— cm = 1,05 A4V, (211)

dargestellt werden kénnen.** Die aus dieser Formel fiir mehrere 4-Werte
berechneten Kernradien sind in der sechsten Spalte der Tabelle 3 eingetragen.
Wie zu sehen ist, stimmen die hier erhaltenen theoretischen Werte mit diesen
gut iiberein. Im Hinblick auf das weiter oben Gesagte, ist es nicht so sehr
die gute zablenmissige Ubereinstimmung auf die es hier ankommt, sondern
der Umstand, dass die theoretischen Kernradien praktisch denselben Gang mit
A zeigen, wie die empirischen. Ein in dieser Richtung besonders befriedigendes
Verhalten zeigen die aus der Formel (210) berechneten Kernradien, die in der
fiinften Spalte der Tabelle 3 angegeben sind. Dies ist umsomehr befriedigend,
als die der Formel (210) zugrunde liegende Definition des Kernradius, wegen
der verhiltnismissig starken Unempfindlichkeit von 7, als physikalisch sehr
plausibel erscheint.

§ 11. Vergleich mit der wellenmechanischen Berechnung des Deuterons

Es ist noch von Interesse den im Vorangehenden erhaltenen Parameter-
wert A mit demjenigen zu vergleichen, den man auf Grund der Wellenmechanik
fiir einen ganz leichten Kern, z. B. fiir das Deuteron erhilt. Hierzu berechnen
wir mit dem Ansatz (47) die Schrédingersche Energie des Deuterons. Es ergibt
sich

hz o0 ) oo
Bt of P2 dr 4 4 J" J(Pdr, (212)

wo M, =2£ M ist, weiterbin P das r-fache der auf 1 normierten Eigenfunktion

und P’ die Ableitung von P nach r bezeichnet.

Wir bestimmen aucb hier E, bzw. den Parameterwert A mit Hilfe des Ritz-
schen Verfahrens und machen fiir P den Ansatz
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P (5 )3 L o, (213)

27, 2

wo a einen Variationsparameter bezeichnet.
Mit diesem Ausdruck von P lisst sich mit Riicksicht auf (47), (19), (114)
und (102) die Energie in folgender Form darstellen.

A a®
=12 e — - 214
. o

3

1 a
E=2x;—ad— Y v
r 2ro (14-a)®
Man hat nun denjenigen Wert von a zu bestimmen, fiir den E ein Minimum
aufweist und den frei verfiigharen Parameter so zu wihlen, dass dieses Minimum

mit dem empirischen Wert der Bindungsenergie des Deuterons E,= — 2,19 MeV
iibereinstimmt. Man erhilt
a=167 und X = 3,228. (215)

Dieser A-Wert ist nur um weniger als 39, kleiner als derjenige, den wir
fiir das statistische Kernmodell mit konstanter Dichte im § 8 erhielten. Im Ver-
hiltnis zu dem mit dem vollstindigen Energieausdruck erhaltenen A-Wert (200)
ist der Unterschied grisser, betrigt aber auch fir diesen nar rund 229, dieses
Wertes. Dieser Unterschied wird sich jedoch in der nichsten Nizherung des
statistischen Modells, bei der die Neutronen- und Protonendichte voneinander
unabhiingig variiert werden, und die Korrelation der Nucleonen periicksichtigt
wird (man vgl. § 10), noch verringern, da hieraus zusitzliche Anziehungen résul-
tieren, was zu einer Verkleinerung des im § 10 erhaltenen A-Wertes fiihrt.

§ 12. Diskussion der Resultate und der méglichen Erweiterungen

Die mit der hier entwickelten ersten Niherung des Variationsverfahrens
erhaltenen Resultate fiir die Kernenergien und Kernradien kann man als sehr
befriedigend bezeichnen, insbesondere wenn man beriicksichtigt, dass nur ein
empirischer Parameter benutzt wird und das Verfahren von willkiirlichen
Annabmen frei ist. Bemerkenswert ist weiterhin, dass sich der empirische
Parameterwert A fiir das statistische Modell und fiir das wellenmechanische
Modell des Deuterons nur wenig unterscheidet, und der Unterschied sich in
den weiteren Niherungen noch verringert.

Es fragt sich nun, wie sich die weiteren Niherungen gestalten und was
man von diesen erwarten kann? Der nichste Schritt wire eine voneinander
unabhiéngige Variation der Neutronen- und Protonendichte, woraus ein Herabsin-
ken der Coulombschen Abstossungsenergie resultiert. Dieses Herabsinken der
Energie macht sich hauptsichlich fiir schwere Kerne — hei welchen die Coulomb-
sche Energie relativ gross ist -— bemerkbar. Bei dieser zweiten Niherung kann
man also eine kleine Vertiefung der Energie erwarten und zwar in einem mit
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wachsendem A steigendem Masse. Es wird also der Anstiegder Energiekurve
von den mittelschweren Kernen bis zu den schwersten Kernen etwas kleiner.
Wenn man die so erhaltene Energiekurve in Richtung wachsender Energie
verschiebt — was durch eine Verkleinerung des Parameterwertes A erreicht
werden kann — so wird die neue Energiekurve die empirischen Werte noch
besser approximieren.

Eine weitere Verbesserung des Dichteverlaufes in den héheren Niherungen
des Variationsverfahrens wird durch die Erweiterung des Variationsansatzes
(136) erreicht, indem man im Ansatz (135) in der Summe noch weitere Glieder
beriicksichtigt und hierdurch der Dichtefunktion die bessere Anpassungs-
maglichkeit an den tatséchlichen Verlauf verschafft.

Eine andere Weiterentwicklung der hier gegebenen Ansiitze besteht in
einer Korrektion der Anziehungsenergie, indem man diese mit der aus der
Korrelation der Nucleonen resultierenden Energie erweitert,”” woraus eine
zusiizliche Anziehung resultiert.

Man kénnte auch noch an der kinetischen Energie durch die Unter-
teilung der Nucleonen nach der Nebenquantenzahl eine Verbesserung anbrin-
gen.*

Weiterhin kénnte man noch versuchen einen Teil der Nucleonen als fertige
a-Teilchen in den Kern einzubauen und den Prozentsatz dieser Nucleonen
ebenfalls aus dem Minumumprinzip bestimmen.

Abschliessend sei nun noch erwihnt, dass.man nach Heisenberg?
annehmen muss, dass die Kernkrifte hochstwahrscheinlich nicht durch eine
einzige Teilchensorte, sondern durch ein ganzes Spekirum schwerer Teilchen
(Mesonen) verschiedenster Masse und Eigenschaften hervorgerufen werden,
von denen die m-Mesonen sich nur dadurch auszeichnen, dass sie die leich-
testen und somit die durch sie hervorgerufenen Krifte diejenigen von grosster
Reichweite sind, wodurch der Ansatz (47) fiir nicht zu kleine gegenseitige
Abstinde der Teilchen gerechtfertigt wird. Eine Erweiterung der Theorie durch
Beriicksichtigung dieser zusitzlichen Krifte mit sehr kurzer Reichweite wird
allerdings erst dann mdoglich sein, wenn man iiber die Eigenschaften dieser
Krifte niber orientiert ist.

Auf die weiter oben besprochenen hoheren Niherungen bzw. Erweite-
rungen der Theorie, die ohne Weiteres durchgefiihrt werden kénnen, méchte ich
in einigen demnichst folgenden Arbeiten zuriickkommen.

Mathematischer Anhang
Berechnung der Integrale L(q), K(q), H(q) und M(q)

Die Integrale L(q), K(q), H(q) und M(q) sind durch (160)—(163) definiert.
Fiir ¢ < 1 kann man sie geschlossen nicht auswerten. Wir haben die Integrale
L(q), K(q) und M(q) fiir 18 verschiedene g-Werte (¢ > 1) und das Integral
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H{(q) fiir 8 verschiedene ¢g-Werte (¢ = 1) auf numerischem Wege bis auf 4 Stellen
genau bestimmt, und die Integralwerte, sowie die mit diesen berechnete Funk-
tion F(g) in der Tabelle 4 zusammengestellt. Die im § 10 angegebenen Resultate
haben wir mit diesen Integralwerten erhalten.

Fiir die Integrale K(gq), H(g) und M(q) kann man Niherungsformeln
herleiten, die die exakten Integrale in dem fiir die Berechnungen wichtigsten
Intervall von ¢ (5 < g < 8) ausgezeichnet annihern. Wenn wir uns auf dieses
Intervall von ¢ beschrinken, so sind die Integranden in allen drei Integralen
Produkte einer Funktion mit einem schmalen und steilen Maximum vom Typ
f(x) = x* e (n = 2, 3, 4), die mit Ausnahme der Umgebung des Maximums
praktisch Null ist und einer in der Umgebung des Maximums von f(x) sich
verhiltnismissig langsam verinderlichen Funktion In (1l 4+ ¢®e2*) oder
arctg (1 + g "), fiir die wir zur Abkiirzung die gemeinsame Bezeichnung g(x)
einfithren. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung kann man im Integral

[ f(x) g(x) dx die eine Funktion, z. B. die flach verlaufende Funktion g(x)
) :

durch einen entsprechend gewihlten konstanten Wert ersetzen. Wegen des schon
beschriebenen Verlaufes von f(x) erhidlt man fiir das Integral einen guten
Niherungswert, wenn man fiir den konstanten Wert von g(x) denjenigen

TABELLE 4

Die auf numerischem Wege bis anf 4 Stellen genau berechneten Werte der Integrale L(g),
K(q), H(q) und M(q), sowie die mit diesen Integralwerten ebenfalls bis auf 4 Stellen
genau berechnete Funktion F(q). Die mit* bezeichneten H(g)-Werte sind mit der Niherungs-
formel (222) berechnet ; diese Niherungswerte sind um cca 0,79, griosser als die exakten.

q L(g) K(q) H(q) M(q) F(q)
1,3355 0,2228 0,07044 0,03619 0,05908 0,02530
1,8951 0,3889 0,1149 0,05735 0,07302 0,06126
2,8427 0,6930 0,1857 0,08901 0,08818 0,1526
3,6000 0,9392 0,2357 0,1111* 0,09602 0,2464
4,0998 1,699 0,2656 06,1227 0,09991 0,3164
4,7378 1,300 ©,3006 0,1369 0,1039 0,4131
5,4000 1,503 0,3336 0,1510*% 0,1071 0,5205
6,0000 1,682 0,3611 0,1619* 0,1096 0,6229
6,6329 1,865 0,3879 0,1714 0,1117 0,7349
7,1000 1,997 0,4064 0,1794*% 0,1130 0,8203
7,5000 2,107 0,4215 0,1852% 0,1141 0,8945
71,7500 2,176 0,4306 0,1838* 0,1147 0,9416
8,0000 2,942 0,4394 0,1921* 0,1152 0,9891
8,2500 2,310 0,4481 0,1954* 0,1158 1,037
8,5280 2,384 0,4574 0,1990* 0,1163 1,091
9,0000 2,505 0,4727 0,2048* 0,1172 1,183
9,3636 2,601 0,4840 0,2079 0,1178 1,255

11,9173 3,216 0,5540 0,2340 0,1211 1,774

Wert von g(x) wihlt, den g(x) an der Stelle x,,, des steilen Maximums von f(x)
annimmt. Es ergibt sich so
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o0 oo

| @) dx = gln) [ 1) dw = glxn) I (216)
mit ° ° 1
= = (217)

Die Genauigkeit dieser Niherung reicht fiir unsere Zwecke noch nicht
aus. Man gelangt jedoch sofort zu einer Niherungsformel mit ausreichender
Genauigkeit, wenn man in der Formel (216) g(x,) durch 15[g(x,) + g(x,)]
ersetzt, wo x, und x, diejenigen Abszissenwerte sind, bei denen f(x) den halben
Wert des Maximums, d. h. den Wert 15 f(x,) anmmmt. Man hat dann also

[ flolsa) d = 2 Tele) +8x)] T (218)
0

wo x, und x, die beiden Losungen der transzendeten Gleichung

flx) = xrena — }2— flam) = 2—‘; ot (219)

bezeichnen, fiir die sich

%, = [&2@)1}2, Xy = (—2—3@)1]2 {220)

n n
ergibt.

Wenn man in (216) fir f(x) und g(x) die urspriinglichen Funktionen
wieder einsetzt, so gelangt man fiir die Integrale K(q), H(q) und M({q) zu fol-

genden sehr guten Niherungsformeln

K(q) = J x%e—2¢In (1 4 ¢%—2¥) dx =
0
1 T 2 9 2 P 3
== (?) [In (1 4 g%e—2x) + In (1 + gPe—2x3)] (221)
. 0,2320112 2,678\
o (ME Lo
H(g) = [ %" In (1 + q%e—2¥) dx —
0
. ¥ \
=% [In (1 + g%e—2x) 4 In (1 + ¢?e—2x)] (222)
, 0,2320y172 2,618y
we o we (MR gy
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M(q) = J x% 3% arctg (1 + ge—~") dx =
0
1 JT 12 2 3
=51 (g) [arctg (1 + ge—*1) + arctg (1 + qe—)] (223)
0,2320,2 2,678\1/2
-y

Fir die Niherungsformel fiir K(q) ist die maximale Abweichung vom exakten
Wert im Intervall 5,4 < g < 10 kleiner als 0,69, und im Intervall 4 < ¢ < 5,4
kleiner als 1,29,. Bei der Naherungsformel fiir H(q) ist der maximale Fehler
im Intervall 4 < g < 10 kleiner als 0,79,. Die beste Approximation gibt die
Niaherungsformel fir M(q), bei welcher der maximale Fehler im Intervall
1,5 = ¢ =< 10 kleiner ist als 0,49,.

Da das Integral H(q) in den Energieausdruck des Kerns nur in ein Glied
von untergeordneter Bedeutung eingeht, kann man fiir H(q), statt der exakten
Werte, die aus der Niherungsformel (222) berechneten Werte gebrauchen.
Einige mit dieser Ndherungsformel berechnete Werte sind in der Tabelle 4 ange-
geben.

Fiir das Integral L(q) lisst sich die hier durchgefiitbrte Naherung natiir-
lich nicht anwenden, da bei L(q) im Integranden der Faktor ¢e—™**fehlt, der das
fiir unsere Niherung wesentliche rasche Verschwinden von f(x) mit wachsen-
dem x bedingt. Da L(q) im eingangs angegebenen Intervall als Funktion von ¢
angenihert linear verliduft, Jisst sich L(qg) in diesem Intervall sehr gut durch
eine einfache Formel approximieren, deren Koeffizienten man mit der Mzthode
der kleinsten Quadrate bestimmen kann. Man findet, dass im Intervall 5<¢—<10
die Naherungsformel

L(q) = — 0,0051755 ¢* + 0,35220 q — 0,24814 (224)

die exakten Integralwerte mit einem kleirieren Fehler als 19, darstellt. Da dieses
Integral bei der Berechnung von F(q) neben den iibrigen Gliedern in F(q) nur
eine untergeordnete Bedeutung besitzt, reicht diese Genauigkeit vollkommen aus.

Wir haben die Niherungsformeln fir K(q), H{q), M(q) und L(q) hier einer-
seits wegen ihrer Einfachkeit und anderseits aus dem Grunde angegeben um zu
zeigen, dass das ganze Variationsverfahren mit geringer Miihe durchfiihrbar
ist, was fiir die Weiterentwicklung des Verfahrens wesentlich ist.

Die numerischen Rechnungen wurden von meinen Assistenten Frl. O.
Kunvdri, Frl. E. Mdgori, Herrn B. Molndr und Frl. E. Szabé durchgefiihrt ;
die Figuren wurden von den Herrn Assistenten G. Knapecz und L. Zelenka
gezeichnet. Ich mochte Thnen allen auch an dieser Stelle fiir Ihre Arbeit meinen
Dank aussprechen.
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CTATHCTHUECKAST TEOPHSI ATOMHBIX SALEP

M. Tombam
Pesome

§ 1. Beenenne. § 2. OCHOBH CTATHCTHUECKOH TPAKTOBKH HyKJIeoHOB. § 3. KHHeTHueckag
SHEprusi HyKJeoHOB. § 4. O B3aHMOJEHCTBHH HYKJEOHOB Boobmie. § 5. JHeprus B3aHMOjeli-
CTBHSI HYKJIEOHOB. § 6. XapaKrep HaCHDIEHHS CHJI, TIPOHCXOASIHX H3 OOMEHHOr0 B3aHMO-
peificrBusi, § 7. CraTHcTHUECKAasi MOJieNlb aTOMHOro fiaApa. § 8. CTarucTHuecKoe SIAPO C MOCTOSIH~
HOH IJIOTHOCTBIO HYKJIEOHOB. § 9. OnpejesieHne pacnpegeseHUs] IJOTHOCTH H 9HEPrHH Mero-
oM Putna. § 10. PesyJsbTarhl, OTHOCSIIHECH K SHEPrHH H PacnpefiejieEHI0 IJIOTHOCTH SApa.
§ 11, CpaBHEHHeE PeayIbTATOB € Pe3yJIbTaTaMH BOJHOBOH MEXaHHKH, OTHOCSIINXCH K AEBTEPHIO.
§ 12. O0cy>xnenne pesyJnLTaToB H JaipHeHWINX BosMoOXKHoCTeM. — MaremaTHuecKoe IpH-
JIOKEHHE,



