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EINIGE BEMERKUNGEN ZUM K O M B I N I E R T E N  

N_~HERUNGSVERFAHREN 
UND ZUM E F F E K T I V E N  P O T E N T I A L *  ** 

V o n  

H.  PREUSS 

MAX-PLANCK-INSTITUT FOR PHYSIK UND ASTROPHYS1K, 8000 M~NCHEN 23, BRD 

(Eingegangen 3. II .  1969) 

Nach einer kurzen Einfª in das kombinierte Niiherungsverfahren werden dami 
die Bindungsenergien und Abstiinde der Alkalimolekª berechnet und die Frage nach der 
Existenz von Alkalihydridmolekª aufgeworfen. Bezª einer Verbesserung des u 
fahrens wird ein Atomfunktionenansatz benutzt, der sich nur aus Exponentialausdrª auf- 
baut. Weitere Verbesserungsm6glichkeiten werden diskutiert. 

Ausgehend von diesen Untersuchungen wird die Rolle des effektiven Potentials ira 
Rahmen von Mehrzentrenproblemen untersucht und ganz allgemein gezeigt, dass sich im Rah- 
men einer naiven Einteilchenn~iherung kein effektives Potential definieren l~isst, sondern die 
sinnvolle Eiafª eines solchen nur dann mi~glich ist, wenn gewisse Zª des Einteilchen- 
bildes fallen gelassen werden. Dabei wird eine Definition des Zusatzpotentials angegeben, die 
auf einem Variationsprinzip basiert und M6glichkeiten aufzeigt, wie das effektive Potential 
bestimmt werden kann. Ferner wird eine vor einiger Zeit voto Verfasser angegebene Gª 
definition der N~iherungsl6sungen der Schr6dingergleichung mit einem schon bekannten Varia- 
tionsverfahren in Zusammenhang gebracht, wobei der Begriff des effektiven Potentials not- 
wendig ist. 

1.  E i n f ª  

Das  f ª  d ie  V a l e n z e l e k t r o n e n  e ines  A t o m s  g e l t e n d e  B e s e t z u n g s v e r b o t  

f ª  d ie  v o n  d e n  R u m p f e l e k t r o n e n  vo l l  b e s e t z t e n  Q u a n t e n z u s t / i n d e  b e w i r k t ,  

dass  d iese  in  h S h e r e  Zust~inde gedr~ingt  w e r d e n .  Mi t  H i l f e  s t a t i s t i s c h e r  B e t r a c h -  

t u n g e n  1/isst s i ch  d ieses  B e s e t z u n g s v e r b o t  f ª  den  aus  a b g e s c h l o s s e n e n  S c h a l e n  

b e s t e h e n d e n  R u m p f  als e ine  n i c h t  k l a s s i s c h e  A b s t o s s u n g s k r a f t  f o r m u l i e r e n ,  

d ie  z w i s c h e n  R u m p f -  u n d  V a l e n z e l e k t r o n e n  w i r k t  u n d  d ie  e in  Z u s a t z p o t e n t i a l  

f ª  d ie  V a l e n z e l e k t r o n e n  l i e fe r t ,  da s  d ie  E r f ª  des  P a u l i p r i n z i p s  z w i s c h e n  

R u m p f -  u n d  V a l e n z e l e k t r o n e n  a u t o m a t i s c h  r e g e l t  [1]. Dieses  Z u s a t z p o t e n t i a l  

i s t ,  e n t s p r e c h e n d  u n s e r e r  V o r a u s s e t z u n g  a b g e s c h l o s s e n e r  S c h a l e n ,  k u g e l s y m -  

m e t r i s c h  u n d  e n t h e b t  uns  de r  Mª  d ie  E i g e n f u n k t i o n e n  d e r  e i n z e l n e n  V a l e nz -  

e l e k t r o n e n  a u f  d ie  d e r  e inze lnen  R u m p f e l e k t r o n e n  zu  o r t h o g o n a l i s i e r e n .  D e r  

d a f ª  n 6 t i g e  R e c h e n a u f w a n d  i s t  be i  g r 6 s s e r e n  R ª  s e h r  b e t r / i c h t l i c h .  

* Herrn ProL P. Gomb• in Verehrung zum 60. Geburtstag gewidmet. 
** Die vorliegende Arbeit stellt eine Zusammenfassung der voto Verfasser in den letzten 

Jahren zu diesem Thema vorliegenden Publikationen und Diskussionen dar. 
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Man fª daher fª das /-te Valenzelektron ein modifiziertes Potential 
~r ein, welches aus einem elektrostatischen Anteil und aus dem Zusatzpotential 
besteht 

�9 (0 = v(i) + v~ (i), (1) 

und hat  ira Ansatz fª die Valenzelektronen die einzelnen Einelektronenfunk- 
tionen voneinander orthogonal zu machen und braucht  bei der Berechnung 
der Energiewerte keine Rª auf die Rumpfelektronen zu nehmen. 

Das Vielelektronenproblem durch eine kombinierte Methode zu 15sen, 
indem die Rumpfelektronen statistisch und die Valenzelektronen nach der 
Wellengleichung behandelt werden, hat zuerst HVLLMANrr [2] durchgefª 
Eine analytische Forro des Zusatzpotentials wurde dann von GOMB~Ÿ [1] 
[3] und F• [4] auf verschiedene Weise hergeleitet. 

F ª  die praktische Anwendung setzte HELL~SA~~ das Zusatzpotential 
analytisch ah 

�9 V z ( r )  - -  A �9 2 ~ ,  ( 2 )  
r 

und best immte ~Ÿ und A dadureh, dass die tiefsten Terme des freien Atoms 
mSglichst gut ª Dieses Vorgehen ist oft mit Reeht  kritisiert 
worden, da das Zusatzpotential, wie GOMB�93 gezeigt hat  [1], davon abhiingt, 
in welehem Zustand sieh das jeweilige Valenzelektron befindet. Mit anderen 
Worten, das Zusatzpotential, welehes auf ein herausgegriffenes Valenzelektron 
wirkt, ist gleiehzeitig aueh eine Funktion des Quantenzustandes des Elektrons. 
Man muss daher dem Ansatz (2) diei Bedeutung eines Mittelwertes beimessen 
und darf  dann erwarten, dass aueh de Ergebnisse nur in diesem Sinne verstan- 
den werden k6nnen. 

Andererseits geht dieses halbtheoretisehe Verfahren ira Prinzip ª  die 
statistische Methode hinaus, da es auch der Polarisation des Bumpfes durch 
das Valenzelektron und der Austauschweehselwirkung des Valenzelektrons mit 
den Rumpfelektronen Reehnunlg triigt. Man muss daher das kombinierte Niihe- 
rungsverfahren als eine Modelreehnung ansehen, bei der man freilieh sehon 
ungef/ihr die gemaehten Vernaehliissigungen ª und darf diesen Reeh- 
nungen daher mehr orientierenden Charakter zumessen. Die Ergebnisse, auf  
die wir noch niiher zu spreehen kommen werden, zeigen aber, dass in vielen 
Fiillen aueh eine quanti tat ive Diskussion noch mSglich ist. 

Bei der Berechnung von-Molekª t reten weitere Schwierigkei- 
ten auf, die besonders den Einsatz des Zusatzpotentials als Funktion der Elek- 
tronenzustiinde mit einem grossen rechnerisehen Aufwand belasten. Zwar 
kSnnte man in erster N~iherung die Weehselwirkungen der Rª unterein- 
andar vernaehliissigen, da es ohne weiteres mSglieh w~ire, diese zum Beispiel 
nach der StSrungsrechnung ron  LENZ [5] und JENSEN [6] ausreichend genau 
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zu berª doch treten Schwierigkeiten auf, Zusatzpotentiale (ler 
verschiedenen Zentren so aufeinander abzustimmen, dass sich (lie Valenzelek- 
tronen eines Molekª noch in einem sinnvollen effektiven Potential befinden. 

2. Bisherige Anwendungen 

Nach Separation der Wellengleichung ergibt sich fª den Radialanteil 
R(r) der ~-Funktion die Differentialgleichung (Z bedeutet Z-fach geladener 
Rumpf) (les Atomproblems zu 

1 R~(r)- R'(r) + A e_2yr /(l~-l) r~ r 
2 r 

Die Bestimmung der o ~ u n d  A (2) wurde mit Hilfe eines Variationsverfahrens 
durchgefª [2] [7], in dem man fª die ersten drei tiefsten Zust~inde des 
Atoms (lŸ Funktionen 

R(ls) ---- e - e r  , R ( 2 p )  = re - t~ 

R ( 2 s ) = [ 1  eJL-_n8 r) e-'r (4) 

ansetzte und die Energien (5) bei festem A und ~ Zum Minimum machte: 

EOs)  = 1 ~ ~  - z~ + A~ 
2 

1 r Z ~  _j_A r [ r } 4 ,  
E(2p) -= 2 2 2 -  o~ -t- ~Ÿ (5) 

E(2s) ---- n 2 -F  1 _ (~In) + (4@ - 

z~ (1 + 2 - ( ~ I 0  ) +  
2 1 - (#n)  + (4@ 

3 - - 2  1 + ~/n _f_ _1_1 / 1 + ~ I n / '  
l + ~ / n  2 [ 1-Fe/n ) 

4- Ah 
(I  + oT/@ (1 - (~In) + (aln)9 

Dann wurden o~fund _d so gew~ih]t, dass E(ls) mit doro empirischen tie{sten 
Term vSllig ª Die folgende Tabelle I gibt die JŸ A-Werte 
wieder sowie einen Vergleich der Energiewerte, wobei die hSheren Terme miig- 
lichst gut zur • mit den Experimentalwerten gebracht wur- 
( l e n .  
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Tabelle I 

Die Konatanten ~ und A sowie Energiewerte in eV fª Alkaliatome und einige Erdalkali-Ionen 

Konstantea s-Grundterm #-Term angeregt p-Grundterm 
Atom 

.4 theor. 

N a  

K 
Rb 
Cs 
Mg + 
Ca + 

0,536 
0,449 
0,358 
0,333 
0,844 
0,506 

1,826 
1,989 
1,640 
1,672 
4,656 
3,653 

theor, exp. 

5,12 5,12 
4,32 4,32 
4,16 4,16 
3,87 3,87 

14,96 14,96 
11,81 11,81 

theor, exp. 

1,85 1,94 
1,63 1,73 
1,69 1,68 
1,53 1,59 
5,75 6,35 
4,91 5,37 

2,92 
2,73 
2,56 
2,45 

10,48 
8,80 

exp. 

3,02 
2,71 
2,58 
2,46 

10,55 
8.69 

Mit diesen jus t ie r ten  Zusa tzpo ten t i a l en  wurde u. a. in die Berechnung  des 
metal l isehen Zustands eingegangen [7]. 

F ª  das K2-Molekª im Grundzus tand  wurden  r o n  H~.LLMAr~r~ [2] mi t  
dem t t e i t l e r - - L o n d o n s e h e n  Funkt ionsansa tz  in e ine rg robenund  or ient ierenden 
Reehnung  eine Bindungsenergie  (BE) r o n  - -0 ,19  eV bei einem K e r n a b s t a n d  
(R) von  4,0 ~ erhalten.  (Exper imente l le  Wer te :  R = 3,9/Ix, BE = - -0 ,51  eu 
F ª  die E igenfunkt ionen  der Valenzelektronen waren  nur  Exponen t i a l funk-  
t ionen verwende t  worden.  

Ebenso  wurde r o n  HELLMAr~r~ [2] das KH-Molek ª  behandel t ,  wobei 
zum H e i t l e r - - L o n d o n s c h e n  Ansatz  ein I onen t e rm  h inzuaddier t  wurde.  Die 
prozentua le  Betei l igung des Ionenzustandes  wurde  aus der Minimumsforde-  
rung der Energie  gewonnen. Die Ergebnisse lau ten :  R = 2,1 ~ (Expe r imen t  
2,2 A) und  BE = - -0 ,8  eV ( - -2 .06  eV). Die zu kleinen Energien bei K 2 und  K H  
beruhen  auf  der vernachl~issigten Elekt ronenwechselwirkung,  was HELLMAN~ 
durch eine •  am K - - H  zeigen konnte .  

E inen  sehr e rmut igenden  Beweis f ª  die Gª  des kN-Verfahrens lie- 
fer te  die Behandlung  des Grundzus tandes  des Mg-Atoms. Mit den Wer t en  von 

u - d  A nach Tabelle I wurde das Mg-Atom als Zweie lekt ronenproblem be- 
h a n d e h  [2] und mit  einem von  HYLLERAAS [8] aro He mit  Erfolg benu t z t en  
Variat ions ans at z 

~v(1, 2) = e -=(rl+r') (1 -+- flr12 ) 

der die Elekt ronenwechse lwirkung ber ª  berechnet .  Es ergab sich 
eine Energie  von 22,21 eV, die voto exper imentel len  Wer t  um 0,39 eV nach 
oben abweicht .  

Diese erw~ihnten Rechnungen  geh6ren zu den f r ª  dieser Art.  In  
den le tz ten  J ah ren  ha t  GOMB�93 mi t  seinen Mitarbei te rn  zahlreiche Rechnun-  
gen durchgef ª  [1], besonders  mi t  dem analyt i schen Zusa tzpotent ia l  ira 
R a h m e n  der s ta t is t ischen Theorie ,  so dass wir heu te  die M6glichkeit solcher 
Verfahrenswege gut  ª  k6nnen.  Danach  kann  festgestel l t  werden,  dass 
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fª Atomrechnungen die Anwendung des Zusatzpotentials nach der statisti- 
schen Theorie einem analytischen Ansatz nach HELLMANN vorgezogen werden 
muss, wenn es darum geht, die Diskussionen quantitativ zu fª Es hat  
sich darª hinaus gezeigt, dass sich mit Hilfe der statistischen Theorie eine 
grosse Anzahl ron  atomaren Eigenschaften in guter • mit 
dem Experiment ergeben und auch in vielen Fiillen Voraussagen m6glich 
sind [1]. 

Andererseits st5sst, wie oben schon bemerkt, die Anwendung der sta- 
tistischen Theorie auf Molekª auf eine Reihe von Schwierigkeiten, 
die heute noch nicht zufriedenstellend gel5st sind. Es empfiehlt sich daher, 
vorerst ira Sinne des kombinierten Niiherungsverfahrens wie oben besprochen 
die Werte A und ~r ah freien Atomen zu justieren und dann mit diesem Poten- 
tial in die Molekª einzugehen. Dabei beachtend, dass man auf 
diese Weise ein Niiherungsverfahren vor sich hat, welches bestenfalls nur die 
wesentlichsten Zª der chemischen Bindung zu diskutieren gestattet. Dennoch 
bleiben auch in diesem Rahmen eine Reihe von Fragen offen, so dass es nª 
lich erscheint, an Hand einiger kleiner Rechnungen weitere Einblicke in die 
M~glichkeiten des kombinierten Verfahrens (kN-Verfahren) zu erhalten. 

Dazu halten wir die Berechnung der Einelektronenbindung fª beson- 
ders geeignet, weil die Berª der Elektronenwechselwirkung wego 
f~illt und somit der rechnerische Aufwand beschriinkt bleibt. 

Fª die Alkalimolekª ergibt sich somit nach (1) und (2) der Hamil- 
tonoperator zu (in atomaren Einheiten) 

-- 1 z l 2  [lr a + r ~ ) + A [ 1  a-e - z J Ÿ  lr b e-2£ + 1R (6) 

mit den Werten ron  A und ~Td nach Tabelle I, und es ist die Energie 

mit dem Variationsansatz F zum Minimum zu machen. Bezª des letzteren 
entscheiden wir uns fª die Forro (~, fl Variationsparameter) 

%V ~--- e - a ( r . + r b )  {1 -f- 7 2 (ra - rb)2}, (8) 

die ira Falle des H~%Ions (A = 0 in (6)) praktiseh die experimentellen Werte 
fª R und BE ergab (BE-Abweichung etwa 7%o). Der Grund liegt zum Teil 
darin, dass (8) mit  7 = 0 schon kein schlechter Variationsansatz ist, denn der 
sich fª diesen Fall ergebende Energieausdruck (7) nach R-Variation 

'102 1)2J ~ ~ I] / [2x 2 ( 2 x + 1 )  1-4-2x ~ - ~ - x  2 e =  l - ~ - x  + x 2 (9) 
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mit  

R = 2 x  2 ( 1 - 5 2 x ) /  - - x  ~ - 5  x , 

ha t  sein Minimum r o n  t : 0,58135 a t .E .  fª  x ---- ~R = 1,275 und dami t  
R = 0,98 A, was einer BE von 2,20 eV entspricht .  Die experimentellen Werte  
sind R = 1,06 A (2,00 at .E.)  und  BE = 2,79 eV. 

In  diesem Zusammenhang  sei erwtihnt, dass der naheliegende Ansatz 
(10), d e r  nicht  so einfache Integrale  ergibt wie der Ansatz (8) 

v 2 ~ -  e -aro  -5  e - a r '  (10) 

ira Minimum R : 1,06 A und cine BE r o n  2,25 eV "lieferte. Naeh Einf ª  
r o n  elliptisehen Koordinaten,  

ra -5  rb ~-- R / z ,  ra - -  rb ~-- R v ,  

l < p < - - ~ , - - 1 < ~ < - 5 1 ,  ~o um R ,  

erhiih (8) die Forro 

e -~R" (1 -5 7 ~ R  2 v2), (11) 

und  man  kann  das Ergebnis von (9) so interpretieren,  dass die Annahme einer 
ellipsoidisehen Ladungsver te i lung (#----const sind Ellipsoide um die Kerne 
als Zentren) eine gute N/iherung darstellt .  

Mit (8) ergibt sich also fª  Alkalimolekª 

1 
e = ( - -  H A - -  111 -5  2 A H A ) / N  - 5  - -  (12) 

R 

mit  

"A ~[--2~~, § +~ §176 
~~[ 4 2 } 

HI == 2A1 -5 - ~  A1 c § A1 c2 , 

N =  " 2 A 2 - - - -  -52c Ao -5 8 3Ao  ~ 2 5 

7 ~ 
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wobei Ah das Integral 

Ah (1, 2a) =~/xne-2aXdx (13) 

darstelh und a ~-- ~R und c ---- ?2R 2 bedeuten. 
Fª HA erh~ilt man dann 

/ - / ~ - -  

mit 

und 

1~2 
-7 ((-4x Bo -- Ao B~) + 2c (A~ B 2 -- A o B~) + c ~ (-41 B4 -- Ao Bs)) 
4 

-4n = -4n (1, 2a -}- c~Ÿ 

B n = Bla ( ~ R )  = fq-l_l nn e-2"Ÿ d x .  

(14) 

Ein grosser Vorteil des kN-Verfahrens ergibt sich daraus, dass sich der • 
gang zu einem anderen Molekª der Alkalireihe nur in einer geringfª nu- 
merischen Xnderung in (12) zeigt. Denn um das Energieminimum zu erhahen, 
mª fª einige a-, c- und R-Werte die Integrale Hz, H 1, HA und N bereeh- 
net werden, die aueh, mit Ausnahme von HA, fª die anderen Molekª ver- 
wendet werden k6nnen, da nach (12) und (14) ~ n u r  in HA eingeht und .4 als 
Faktor vor HA steht. 

Tabelle II  gibt die im Minimum der Energie (fª c ---- 0) mit den Werten 
von .4 und ~f 'nach Tabelle I erhaltenen Bindungsenergien (BE) an, sowie die 
in diesem Fall erhahenen Kernabst~inde (R) und a-Werte. 

Tabel le  I I  

B i n d u n g s e n e r g i e n  v o n  Alka l i i onen  u n d  - m o l e k ª  

N a s +  

K t +  

Rbl+ 
Css+ 

BE [eV] R [at. E.] a BE [eV] R [at.E.] 

--1,06 
--0,93 
--0,80 
--0,80 

6,82 
8,47 
8,60 
9,17 

1,88 
2,08 
2,20 
2,22 

Na  2 

K~ 
Rbz 

Cs 2 

--0,77 
--0,51 
--0,49 
--0,45 

5,80 
7,39 
8,00 
8,60 

Zum Vergleich sind in Tabelle I I  ebenfalls die entspreehenden Werte fª die 
Alkalimolekª aufgenommen worden [9]. Die Variation in c ergibt keinen we- 
sentliehen Energiegewinn mehr; so erh~ilt man fª Na eine BE r o n - - l , 1 3  eV, 
fª c = --0,35, R = 6,53 at.E. und a = 2,0. Die Verh~iltnisse fª K, Rb und 
Cs liegen iihnlieh. Der relativ geringe Energiegewinn fª c H 0 legt, unter der 
Annahme, dass die Verhiiltnisse ~ihnlich wie beim H +z liegen, die Vermutung 
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nahe, dass mit dem Ansatz (8) eine gute N~iherung fª die Einelektronenfunk- 
tionen gefunden worden ist und die erhaltenen BE-Werte  nicht viel ron  den 
wirklichen Energiewerten von (7) und (7) abweichen kSnnen. 

Da die Bestimmung derA-und ~Ÿ noch sehr grob ist, ist von einer 
Variation von c fª K, Rb und Cs abgesehen worden, zumal die Ergebnisse 
(Tabelle II) wie gesagt nur orientierenden Charakter haben sollen. 

Leider liegen keine experimentellen Werte fª die Alkalimolekª 
vor, doch wird man auf Grund der Rechnungen sagen k6nnen, dass die Bin- 
dungsenergien, ira Gegensatz zum Verh~iltnis bei H 2 und H�91 ~, wo sich fª BE 
(H2)--~--4,72 eV (R = 1,42) und BE (H +) = 2,79 eV (R = 2,00) ergibt, 
bei den Alkalimolekª grSsser (hiichstens gleich) als die der entsprechen- 
den Alkalimolekª sein werden. Dagegen ist die Vergriisserung des Kernab- 
standes bei den Einelektronenbindungen durchgehend vorhanden, der wohl 
darauf beruht,  dass sich ira Falle der Zweielektronenbindung zwei neutrale 
Atome entgegenkommen, die ihre Elektronen austauschen, w/ihrend bei Vor- 
handensein eines Valdnzelektrons dieses schon bei grSsseren Kernabst/inden 
ungest6rt von den ,Potentialmulden~~ der beiden Kerne Gebrauch machen 
kann. 

Das unterschiedliche Verhiiltnis der Bindungsenergien fª Zwei- und 
Einelektronenbindung beim Wasserstoff und den Alkalien scheint seine Ur- 
sache in den verschiedenen Potentialen zu haben, in denen sich die Elektronen 
befinden. Wiihrend fª H 2 (H +) das Coulomb-Potential (Vz ---- 0) vorliegt, 
ist bei Na, K, Rb, Cs q~(r) = --1Ir + Vz(r)[(1), (2)] f ª  r = o posi t iv  unend- 
lich (A > 1,0) und besitzt zwischen 1,0 ~ r ~ 3,0 ein endliches Minimum. 
Aus diesem Grunde kann der Energiegewinn bei Hinzukommen eines zweiten 
Elektrons geringer sein als beim Coulomb-Potential und die dann erhaltene 
Gesamtenergie nur wenig unter der zweifachen Ionisierungsenergie (R---- ~ )  
liegen. 

Ganz iihnlich gestaltet sich die Behandlung der Alkalihydridionen. 
Stat t  (12) ergibt sich 

-= (-- Hz -- 111 + AHA)/N + 1/R,  (15) 

wobei der Variationsansatz (8) wegen der fehlenden Symmetrie des Gebildes 
in der Forro 

y) = e - ( a r . ~  t~rb) {1 + 72(r a - -  rb) 2} (16) 

angesetzt wurde. Damit ergab sich fª die einzelnen Integrale in (15) 

R 3 
N =  [(A 2B o - - A  o B 2 ) + 2 c ( A  2B 2 - A  o B 4 ) + c  2(A 2B 4 - A o B 6 ) ] ,  

8 

R 2 
H 1 -- [A 1Bo + 2cA1 B2 + c ~A 1 B4], 

4 
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mit  

und 

sowie 

H A = - -  

mit  

R [(bAo B~ - -  aA~ Bo) -4- Ao (2cBo -- 4bcB~ + 

+ B2 (2b~ c + 2c~ -- 6c} + 4be (2 -- ~) B~ + 

+ {b 2 c 2 --  2b 2 c -- 6c 2} B 4 + 6bc 2 B~ -- b 2 c 2 Bs) ~- 

- aA~ i2cB~ + ~~ B J ]  

A n ---- A, ,  (1, 2a), B ,  = Bn (2b) 

(17) 

R R 
= ( ~  + 3 ) ,  b = - - -  ( ~  - -  3 ) ,  ~ = ( v B )  ~ 

2 2 

R 2 
-7 [(At Bo - -  Ao B~) + 2c(A~ B 2 - -  A o Ba) + c 2 (A~ B ,  - -  A o Bs) ] 
4 

Ah = Aa (1, 2a + dTfR), Bn = B~ (2b -~ ~ R ) .  

Die Gleichungen (17) gehen fª  ~ = fl (b = 0) in die r o n  (12) ª 51ach ab- 
wechselnder Variat ion r o n  a und b bis zum absoluten Minimum der Energie 
bei vorgegebenen Kernabst i inden ergab sich mit  den A- u n d ~ - W e r t e n  des 
Natr iums keine Bindungsenergie. Allerdings war bei R ~ 5 a t .E.  (2.65 /~) 
schon die Ionisierungsenergie (--13,54 eV) des H-Atoms erreicht [ ~ ( ~ ) =  
==-- 13,54 eV], wobei sich a ~ 1 und  fl ~ 0 ergab ( ls -Funkt ionen) .  Fª  R ~< 5 
a t .E.  stieg dann  die E(R)-Kurve an. 

Bemerkenswerterweise ergab die c-Variation keine wesentliche Verbes- 
serung. Fª  R > 5 at .E.  wª fª  c = 0,00 das Energieminimum gefunden, 
wiihrend sich z. B. bei R = 4,2 at .E.  fª  c = --0,1 eine geringfª Erniedri- 
gung r o n  --13,40 eV a u f - - 1 3 , 4 2  eV fª  ~ ergab. 

Fª  die ª  Alkalien wurden /ihnliche Ergebnisse erhalten. Man 
wird auch hier ve rmuten  k6nnen,  dass (16) mit  7 = 0 schon ein befriedigender 
Variat ionsansatz ist. Dass keine Bindung auf t r i t t ,  liegt ebenfalls an den Poten-  
tialverliiufen der Alkalien und des Wasserstoffs,  indem das Elekt ron des H- 
Atoms (ct ~ 1, fl ~ 0) zwar von der gebotenen endlichen tiefen Potent ia lmulde  
des Bindungspar tners  Gebrauch macht ,  aber der Energiegewinn ist gering, 
um gegen die bei N/ihern des Alkaliions anwachsende Coulomb-Abstossung 
aufzukommen.  Dagegen kann  je tz t  ein zweites Elektron neben dem ausgepr~ig- 
ten  l s -Zus tand  des H-Atoms,  wo es sich bevorzugt  aufhiilt  (heteropolarer An- 
teil), auch von der fas t  freien Potent ia lmulde  des Alkaliions Gebrauch machen,  
so dass die Energie entgegen den Verhiiltnissen bei den Alkalimolekª noch 
sehr abfallen kann.  Man beobachtet  auch dementsprechend bei den Alkali- 
hydr iden  BE-Wer te  zwischen 1,0 und  2,0 eV [9]. 
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Die Ergebnisse bezª der Bindungsenergien r o n  Zwei- und Einelek- 
t ronenbindungen  lassen sich noch durch ein grobes quant i ta t ives  Verfahren 
herleiten, welches die vorl iegenden Verh/iltnisse n/iher erliiutern soll. 

Br  sich ein Elek t ron  (1)ira Potent ia l fe ld  V (1) der beiden gleichen 
A tomr ª  a und b, so ergibt  sich der Hami l tonopera to r  f ª  das Molekª 
2¡ 

1 
H + (1) . . . .  A 1 -  Va(l) - -  V b(1) ,  ( la)  

2 

wiihrend er sich f ª  den Fall zweier Elekt ronen in der Forro 

1 
H(1.2)  = H + (1) + H + (2) + - -  (19) 

/*12 

schreiben liisst. Mit diesen Ausdr ª  berechnen wir unter  vereŸ 
Annahmen  die Gesamtenergien E + und E, indem wir den 1/r12-Term in (19) 
vernachliissigen und die ~v-Funktionen (to +, ~p) in der ª  Weise aus Atom-  
funkt ionen  ~ bes tehend ansetzen:  

9 + = q~ (1) + ~~ (1) 

~P ----- 9a (1) q243 (2) + ~o (2) % (1) (20) 

(Hei t le r - -  London-Ansatz) .  

Wir erhal ten unter  Ber ª  der Coulomb=Abstossung der Kerne  die 
Ausdr ª  

E + = (ttaa -~- Ha~)/(1 + S) -~- l /R ,  (21) 

mit  

und 

E = 2(Haa + SHab)/(1 + S 2) + 1IR (22) 

Hao "= Hbb : Scf* (1) H + (1) ~o a (1) d'�91 1 

::, ~~~ (1) H + (1) ~0£ (1) d'gl, 

Ha~ = Hba = j" ~~ (1) H + (1) qt, (1) dz 1 

= j'9~" (1) H + (1) ~a (1) d't" 1 

(23) 

s = S~ :  (1) ~£ (1) z~l ,  

S l~ol ~ (1) d~l = 1, S I~bl ~ (1) d~l = 1. 

Nachdem (21) und (22) durch Variat ion von R zum MŸ gemacht  worden  
sind, erhiilt man die Bindungsenergien (BE +, BE)  bekannt l ich  dadurch,  dass 
man  die ers ten Ionisierungsenergien ( - - la  = --Ib) der freien Atome abzieht,* 

* Dies gilt nur dann, wenn keine Anregungen in den Valenzzustand vor]iegen und es 
sich um reine Zwei- oder Einelektronenbindungen handelt ,  wie dies hier der Fall ist. 
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und erMilt somit, wenn die Werte von R und der Integrale (23) ira Minimum fª 
(21) und (22) mit den Zeichen + und 0 unterschieden werden, die Gleichungen 

BE + - -  (H+a "4- H+b) -4- 1 
(1 + S +) - ~  + I " '  (24) 

BE ~ ---- 2(H~ + S~ H~ R O -4- 2 I a .  (25) 
(1 + S e) + 1 

Unter Berª der Tatsache, dass die 9-Funktionen (20) LSsungen 
eines Atomproblems sind, 

[1 ] 
- -  7 `dl  - -  Va ( 1 )  ~9 a (1) = - -  I a  % ( 2 6 )  

(entsprechend fª 9b), 

ergibt sich fª die Integrale (23) 

H a a =  - -  I o - -  Scp* V b c f a d r =  - - l  a - -  Va a, 

Hab = - -  S I .  = S 9 .  + V~ Vb d~ = - -  S / o  - -  V~~, ( 2 7 )  

so dass sich die BE-Ausdrª (24), (25) vereinfachen: 

BE+ = - -  (Vg.  + V+.b)/(1 + S +) + 1/R + , (28) 

B E~ ---- -- 2(V~ -4- S V~ + S ~ + 1IR ~ . (29) 

Zu weiteren Diskussionen bilden wir die Differenz der BE-Werte (5) ron  Ein- 
und Zweielektronenbindung und erhalten 

= ! B E +  I - - I B E O f  = 

__ V+~a + Va~ 2<V~ + SO V~ [ 1 1 ) (30) 
( l + S  +) l + S  o2 + R O R + " 

Im Falle des H 2 und H + l/isst sich (30) streng durchrechnen und ergibt das 
bekannte Ergebnis. Man kann aber ganz grob schon einsehen, dass fª Wasser- 
stoff ~ < 0 gilt, weil der grossen Verschiedenheit ron  R O und R + ( I q 1 7 6  
0,2) wegen in guter N/iherung S + =  S o2 gilt und somit auch V + und Va~ 
viel kleiner als die Integrale V~ und V~ sein mª 

Bei den Alkalien dagegen kSnnen wir in einer fª unsere Zwecke aus- 
reichenden Niiherung S O =  S + annehmen** ( 1 / R ~  0,02 fª K2, 

** Fª Na ergibt sich z.B. mit  3s-Slater-Funktionen S + ---- 0.54, S O ---- 0.59. Fª  die 
anderen Alkal imolekª  wird die prozentuale  _~nderung ron  R ~ R +  noch geringer (s. Tabelle 
XI). 
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K+), so dass auch V + = l/~~a und l/~~b = V + erfª sein wird. Fª wic 
noch das Verh/iltnis Vab/Vaa = o~ ein, so erhiilt (30) die Form 

o~ - -  1 R + - -  R O 
(1 --IS ~) 2S + 

~o+ 1 (co + 1)R+ R 0 

= ( I + S  2 ) ( 1 + S ) ~ .  

(1 + S + S 2 + S 3) = 

(31) 

Zur Berechnung von co wurde fª V~ das Potential 

1 A 
_ _  e - 2 ~ r b  

r b r b 

nach (1), (2) benutzt und 9 als Exponentialfunktion angenommen. Es ergibt 
sich damit fª ~ ein Wert zwischen 1,0 und 2,0, mit dem aus (31) tats~ichlich 
folgt, dass fª kleine S (S ~< 0,2) �91 positiv ist. 

Die erhaltenen Zahlenwerte haben nur 0rientierende Bedeutung, doch 
ist es bemerkenswert, dass in dieser groben N/iherung die Verhiiltnisse qualita- 
tiv richtig wiedergegeben werden. 

3. V e r b e s s e r u n g  d e r  Variationsansiitze 

Die bisherigen Ergebnisse ermutigen dazu, das kN-Verfahren zu ver- 
sch~irfen. Dies l~isst sich nur in der Weise durchfª dass die Parameter 
~Ÿ A ira analytischen Ansatz fª das Zusatzpotential Vz genauer bestimmt 
werden. Erst wenn dies mSglich ist, k6nnte erwogen werden, einen Verbesser- 
ten Ansatz fª Vz zu verwenden, wofª wir beispielsweise 

V z = ( A / r + B )  e-2~r; V =  - - 1 / r + V  z (32) 

vorschlagen. Prinzipiell w~ire es damit m~glich, A, B und ~Ÿ so zu bestimmen, 
dass die ersten drei Energiezust~inde des Atoms mit de• empirischen ª 
stimmen. Man geht kaum fehl in der Annahme, dass die weiteren Terme auto- 
matisch gut herauskommen werden, da dann, wo die hSheren Atomfunktionen 
wesentlich von Null verschieden sind, nur noch das Coulomb-Potential vor- 
liegt. 

Bei allen Verbesserungen, die wir hier diskutieren, dª wir aber nicht 
vergessen, dass es sich doch nur um eine grobe Rechnung handelt und dass 
hier des guten nicht zuviel getan werden darf, zumal ja der analytische An- 
satz fª das Zusatzpotential eine Mittelwertbildung, wie oben besprochen, 
darstellt. Wir wollen uns daher vorerst nur auf zwei Parameter~Ÿ A be- 
schr~inken und uns die Frage vorlegen, wie gut die bisher b e r e c h n e t e n ~ - u n d  
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A-Werte (Tabelle I) sind. Ohne Zweifel liegen die wirkliehen Energiewerte fª 
die JŸ derTabelle I tiefer, denn diese sind mittels des Ritzschen 
Verfahrens gewonnen worden, wobei wir die verwendeten Variationsfunktio- 
nen (4) noch einmal aufschreiben wollen: 

s-Grundterm: ~v = e -~r ,  (33) 

p-Grundterm: ~ = re -~r, (34) 

( 1 ( ~ §  ~7) r )e  '~r. (35) s-Term angeregt: ~ =  1 -- - ~  

Um diese zu verbessern, k6nnte daran gedacht werden, mit den von 
MORSE, Your~c und HAURWITZ [10] angegebenen Funktionen 

mit 

~v(ls) = A e  - : r  , (36) 

~v(2p) = B r e  -~r , (37) 

~v(2s) = C ( r e  -rr - -  Qe -of) (38) 

A = 2 ]'~3, B = 2 l~ q 

1 
C = - -  und 

7 3 12e 0~__ ~ 
475 (~ -f- 8)4 -t- 4~ ~ 

O = 3 (~ -+- ~)'~ (~ + ~)* 

die Energie zuberechnen. Man muss aber bedenken dass ira kN-Verfabren 
kein reines Coulomb-Potential vorliegt und dass zur Bestimmung ron ~Ÿ 
und A besonders die genaue Berechnung des Grundzustandes erforderlich ist. 
Aus diesem Grunde haben wir uns, entgegen den bisher verwendeten Funk- 
tionstypen, zu einer anderen Forro des Variationsansatzes entschlossen, der 
ganz allgemein (normiert) als 

~v = (e -=r q-  9Je-~r) A (~, /7 ,  ~ ) ,  

2 
A(~, q ~) = (39) 

V I  + 2~ 7~ + 

geschrieben werden kann [11]. Dieser Ansatz leistet ebenfalls alles, was man 
schon von vornherein analytisch von s- und p-Funktionen verlangt, und 
bietet darª hinaus, neben einer Reihe noch sp/iter zu diskutierender Vor- 
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teile, die M/iglichkeit, mehr  Pa ramete r  zu variieren. F ª  die wasserstoff/ihn- 
lichen Funktionsans/ i tze ergibt  sich aus (39): 

~p(ls) ----- e-=~rA(zr  0, 0) (40) 

~v(2p) = (e -•2r - -  e -~:r) A(zr --  1), (41) 

~ ( 2 S )  = ( e  - % r  - -  Y3 e - ' e ' r ) A ( � 9 1  ~3 ,  - -  ~ '3 ) ,  ( 4 2 )  

wobei die Orthogonalit i i t  von ~v(2s) auf  ~v(ls) 

r3 = [(~, + ~3)/(~~ + ~3)] 3 

ergibt.  Wie gefordert ,  verschwindet  ~p(2p) fª  r -+ 0 linear in r. U m  einMass 
f ª  die Gª  dieserFunkt ionsans/ i tze  zu erhalten,  sind mit  (40), (41) und (42) 

zur Kontrol le  die Energiewerte  des H-Atoms berechnet  worden. Die folgende 
Tabelle I I I  gibt die Ergebnisse wieder. 

Tabelle llI 

Energieterme des H-Atoms 

Zustand 

lS 

2s 

2p 

Wirkliche 
Energie (at.E.) 

--0,5 
--0,125 
--0,125 

~~-Werte ira Energieminimum 

1,0 
0,460 
0,414 

0 
0,545 
0,618 

0 
--1,185 
--1,0 

Berechnete 
Energie in 

at. E. 

--0,5 
--0,124998 
--0,124998 

Die Energien zeigen v6llige •  Die Nullstelle von 
~o(2s), r o = I n l ? 3 [ / ( f l a - - o t 3 ) e r g i b t  sieh ebenfalls zu r o = 2,0 (at.E.),  wie dies 
auch f ª  die strenge L~isung gih. 

F ª  die Rechnungen  des kN-Verfahrens soll daher  die Verwendung der 
Ansiitze (43), (44), (45) 

mit  

s - G r u d t e r m :  ~ = ( e  - a V  - - -  ~1 e-Bit) A(~ HI, - -  Yl), (43) 

p-Grundterm:  ~ ~- (e -~2r - -  e-a~ r) A(~2, 82, - -  1 ) ,  (44) 

s-Term angeregt:  ~f = (e -='r - -  73 e-Bar) A (a3 ,  fl3, - -  ?3 ) ,  (45) 

1/(~1 + ~)3 _ ~1/(~3 + ~1)~ 
Va = (46) 

1/(~, + ~3) ~ - ~~I(~1 + ~3) 3 

vorgesehlagen werden. Die Anwendung  dieser Funk t ions typen  empfiehl t  
sich noeh aus einem anderen Grunde:  da sie nur  aus Exponent ia l funkt ionen 
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bestehen, sind die mit ihnen berechneten Wechselwirkungsintegrale einfacher. 
Auf die in diesem Zusammenhang wichtigen Probleme der Integralberechnung 
ist in einer anderen Arbeit ausfª eingegangen worden [11]. Nur soviel 
soll gesagt werden, dass die Menge der erforderlichen Hilfsfunktionen zur 
Berechnung der Zweizentrenwechselwirkungsintegrale der K- und L-Schale 
gegenª der Verwendung ron  Slater-Funktionen stark reduziert werden 
kann, und der allen Funktionen gleiche analytische Aufbau (39) eine Verein- 
fachung in der angewendeten Formel fª die Energie bietet, indem diese fª 
verschiedene Zustiinde nur in den Parametern geiindert zu werden braucht. 
Ein Vorteil, der sich besonders bei den hier zugrunde liegenden elektronisch 
durchgefª Rechnungen sehr bemerkbar gemacht hat.  

Nachdem wir die Ansiitze (43), (44), (45) am H-Atom geprª haben, 
sollen diese zur Bestimmung der ersten drei Zustiinde aro Na-Atom herange- 
zogen werden, wenn fª A u n d ~  die Werte der Tabelle I gelten (A = 1,826; 
JŸ Diese Rechnungen werden zeigen, auf welche Weise die A- und 
JŸ abzuiindern sind. Mit 

J d =  -- ___1 A -- _1  + A e_2~ R (47) 
2 r r 

und dem Ansatz 

ergibt sich 

mit 

[ . (2 /+  1) (l -- I m I) ! ]'~2 A(~, ti, ~)[~-:' + ~e-flr}pEeml(wO)eim~' 
4~t(/+lm I! 

E = (Z 0 + Zly + ~2 )/(1 + N1), + N2~ 2) 

Z o - -  o~ + Acr + I(I + 1) ~z 2 
2 

Z~ = [~fl -- a -- fil + 2A~ zr 
+ 

2x3 + 2l(l + 1) ~ ,  
~ + f l  

Z2=(~)3{~--fl+Afl[~A~-~j?,12+ff21(l+l) }. 

t~§ 2~q (~/~ N i  = 2 , - = , ;  N2 = . 

(48) 

(49) 

(50) 
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Die Energie (49) wurde dann fª I ---- 0 (s-Grundterm) in ~,/~ und zum Minimum 
gemacht, dann wurde l = 1 und y = --1 gesetzt und in ~ und fl variiert (p- 
Grundterm) und schliesslich fª 1 = 0 der angeregte s-Term berechnet, indem 
y nach (46) eingesetzt wurde und wiederum in ~ und fl die Energie minimal 
gemacht wurde. Tabelle IV enthiilt die Ergebnisse ira Vergleich zu den wirk- 
lichen Energiewerten sowie die im Minimum enthaltenen Parameterwerte. 

Tabelle IV 

Energieterme des Na-Atoms 

Zustand 

s-Grundterm 
p-Grundterm 
s-Term angeregt 

0,491 
0,424 
0,271 

1,093 
0,380 
0,197 

--0,848 
- -  1 , 0  

--0,734 

Eb~~ [eVl 

--5,55 (5,12) 
-- 2,93 (2,92) 
- 1 , 86  ( 1 , 8 5 )  

Eemp[eV] 

-5,12 
--3,02 
-- 1,94 

Die in Klammern gesetzten Energiewerte wurden mit den  wasserstoff- 
/ihnliehen Funktionsans/itzen (4) erhalten. Wie man sieht, liegt der jetzt  sieh 
ergebende Grundzustand wesentlieh tiefer, wiihrend die hiiheren Terme keine 
grossen Abweichungen gegenª den Energiewerten mit wasserstoffiihnliehen 
Funktionen zeigen, da das Maximum der ~v-Funktionen der h6heren Terme an 
Stellen liegen, wo das Coulomb-Potential sehon stark ª 

Auf Grund dieser Ergebnisse unter Hinzunahme der empirisehen Werte 
und der Annahme, dass der Grundzustand besonders wesentlieh in die Bereeh- 
nung von A und :~eingeht ,  kann man, wie schon oben vermerkt, annehmen, 
dass die erhaltenen BE-Werte der Alkalimolekª und die Energiewerte 
der Systeme Alkaliion und Wasserstoff naeh den A- und ~ - W e r t e n  ron  Ta- 
belle I untere Grenzen darstellen. 

Darª hinaus hat sich ergeben, dass die Funktionsansatze (43), (44), 
(45) fª das kombinierte N~iherungsverfahren geeigneter sind. Zusammen 
mit dem erweiterten Ansatz fª das Zusatzpotential (32) k6nnen prinzipiell 
die Parameter A, B und~~so  bestimmt werden, dass die ersten drei Energie- 
terme mit den empirischen ª was fª die praktische Anwendung 
v611ig ausreichen sollte. 

Verzichtet man auf die Verwendung des Parameters B, so k6nnen jeden- 
falls mit I-Iilfe der verbesserten Funktionsans~itze A und ~ g e n a u e r  als bisher 
bestimmt werden. 

Ein weiteres Problem wirft die Verwendung neuer Funktionsbasen auf. 
In den letzten Jahren sind in verst~irktem Masse Gaussfunktionen bei Molekª 
reehnu'_lgen verwendet worden [12], die folgendes Aussehen haben 

~v == e-r/(~-~p)~ . (51) 
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Diese Funktionen wurden auch zur Beschreibung von Atomzust/inden heran- 
gezogen und haben sich ganz besonders bei allen wellenmechanischen Verfah- 
ren der Quantenchemie bew~ihrt [13]. In diesem Falle wiire zu ª ob 
auch der Ansatz fª  das Zusatzpotential entsprechend modifiziert werden 
sollte, damit die Integrationen so einfach bleiben, wie dies bei den Gaussfunk- 
tionen der Fall ist. Es k5nnte daher daran gedacht werden, in Abiinderung 
von (32) den folgenden Ansatz fª das Zusatzpotential 

zu verwenden. In diesem Falle sind bei der Energieberechnung keinerlei neue 
Integrale zu erwarten. 

4. Allgemeine Fragen in der Quantenchemie 

In einer Reihe ron  Verfahren der quantentheoretischen Chemie wird 
ebenfalls mit dem Begriff des effektiven Potentials (Zusatzpotential) operiert, 
so z. B. in der Methode ron G6ppert--Mayer-- Sklar, im kombinierten N/iherungs- 
verfahren, oder besonders im Hª mit seinen Erweiterungen und 
Varianten. Sehliesslieh geht aueh die Elektronengasmethode ron  einem effek- 
t i ren Potential aus, in welehem sich die Elektronen befinden. Die Vorstellung 
des Zusatzpotentials, welche in irgendeiner Forro die Elektronenweehselwir- 
kung auf einfache Weise berª helfen soll, ist also ganz verschieden- 
artigen Methoden gemeinsam. Aus diesem Grunde ist es notwendig, sieh darª 
ber klar zu werden, ob aueh hier eine solche Konzeption ª  sinnvoll 
ist, oder ob diese nur mit gewissen Einschriinkungen aufreeht erhalten werden 
kann. 

Es ist bemerkenswert,  dass solche • bisher noch nicht durch- 
gefª worden sind, und z. B. die Meinung vorherrscht, dass ein effektives 
Potential durch kein Variationsprinzip erhalten werden kann, obwohl gerade 
das Hª und die Elektronengasmethode ganz wesentlich von 
der Tatsache eines effektiven Potentials ausgehen. Der Grundgedanke ist 
dabei der, dass die Wirkungen der ª Elektronen auf ein herausgegriffe- 
nes dureh ein Potential V dargestellt werden k6nnen, so dass es mSglieh ist, 
die Bewegungen eines jeden Elektrons in Form einer Einteilchen-Schrgdinger- 
gleichung zu behandeln. 

H ' ~ j  = e} ~ j ,  (53) 

1 
H ' - -  ~ + U(t) (W in at. E.). (54) 

2 
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Da das Potential U aueh noch die Weehselwirkungen mit den Kernen enth~ilt~ 
so ist der Zusammenhang mit li, wenn N Zentren (Atome) der Ladungen Z~ 
(~ = 1. .  2N) vorliegen, in der folgenden Forro gegeben 

N Z~ 
= - ~ - -  + v ( ~ ) .  (55) 

4 - 1  r~. 

V(~) steht also repr~isentativ fª die Wirkungen ron  n--1  Elektronen auf das 
betrachtete.  Dementspreehend ergibt sich die Gesamtenergie ~ des aus n 
Elektronen bestehenden Systems zu 

~~ = Z ~~, (56) 
J 

wenn entspreehend dem Pauliprinzip die Zust~inde ~ j  besetzt werden, wobei 
sich die Gesamtwellenfunktion als Determinante der ~ j  schreibt 

~s = det {q~j(i)} (~, ~:  Spinfunktionen). (57) 

Gegebenenfalls treten Summen ron Determinanten auf, wenn keine abge- 
sehlossenen Schalen (im Sinne des Einteilchensbildes) vorliegen. Der Index 
s ah % in (56) weist auf  die verschiedenen Zust~inde des Gesamtsystems hin, 
die durch verschiedene Summierungen erhalten werden k6nnen (angeregte 
Zust~inde). 

In Wirklichkeit w~ire fª ein solches System die Schr6dingergleichung 

~t~~s = ~s ~s; Y ~x~ a~ = : (58) 

zu behandeln, mit 

~ n  N Z~ n--1  n r n n- -1  . 1 

2 i=1 1=1 ;tffil r~i i=1 j = i - i  i i  i - 1  lffil j - l + 1  l i  

wobei 
N ~~ 

H ( i ) -  1 L I , -  ~ - - .  (60) 
2 ~=: r~i 

Wª k~ine Elektronenwechselwirkung vorliegen, so ist V(I~) = 0 und 

so dass aueh 

und 

H~~-H', (61) 

~s -= ~~ (62) 

~s = es (63) 
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gilt. In diesem Falle zerf~illt ~f" in eine Summe ron  Einelektronenoperatoren 
H(i). 

Die primitive Vorstellung ron  einem Zusatzpotential besteht also darin, 
ti 

~ =  ~ H'(i) (64) 
i = 1  

zu setzen, obwohl Elektronenwechselwirkung vorliegt. Damit  w/ire dann der 
Ausgangspunkt fª G1. (53) und die folgenden bis (57) gefunden. Gibt es nun 
ein H'  (bzw. V) von der Art, dass (58) mit (64) in • gebracht 
werden kann ? Offensichtlich nicht, denn die Besetzungsvorschrift, die sich in 
(56) zeigt, mit den Energien aus (53), macht keinen Unterschied in den ver- 
schiedenen Spinstellungen der Elektronen, so dass ira Einklang mit dem Pauli- 
prinzip fª Zust~inde mit verschiedener Spinmultiplizit/it die gleiche Energie 
erhalten wird, obwohl in Wirklichkeit die Elektronenwechselwirkung zu einer 
Aufspaltung der Energie gefª hat. Man ersieht das z. B. aus der Forro (39) 
von H, wenn man ira Rahmen einer St6rungsrechnung mit 

ti 

H,(0~ = ~ H(i)] (65) 
i = 1  

als nullte N/iherung beginnt und dann die Rechnung mit dem ,Stfiroperator~ 

H " ( ~  ~ - -  (66) 
i=1 j = i + l  r• 

verbessert, der dann eine Aufspaltung der Energie nullter N/iherung liefert, 
wenn diese ursprª fª verschiedene Spinzust/inde gleich war. Man pflegt 
das bildlich etwa so darzustellen (Fig. 1, 2): 

I �91 

- - - I I  ~o 

Fig. 1,2 

Im Einteilchenbild nach (53) k6nnen z.B. nach Fig. 1 und 2 Triplett- und Sin- 
gulett-Zust~inde entsprechend der Vorschrift (56) nicht unterschieden werden, 
obwohl die ~s nach (57) verschiedcn sind. 

Wir kt~nnen daher vorerst die noch ziemlich triviale Feststellung treffen, 
dass ein effektives Potential nach (53) und (55) nicht in a]ler Strenge gefunden 
werden kann. Die primitive Darstellung (64) f ª  sich nicht exakt be- 
grª Mit anderen Worten: Zerlegt man ~Ÿ in der Forro [14] 
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n [ ~  I n 1 "~ (i)]} ~ ( o ) +  gr<a), (67) ~Tl= ~~ H'(i) + N" - -  + [H(i) -- H '  = 
i=1  [ i = 1  j=�91 ri] t=1 

so liisst sich mit keinem Potential V der Operator ~~~r denn es 
gilt, wegen (54), (55), (59) und (60) 

DŸ = 2 '  2 - -  -- .~-' V(i). (68) 
i ~ 1  j = i + l  rl I 1-1 

Man sieht leicht, dass 

n--1 n I n 
. ~  . ~  - -  = . ~ "  V ( i )  (69 )  
1-1 I=i+l rij 1- i  

nicht gelten kann, wenn man z. B. rt = z i setzt. Oder auch anders ausgedrª 
Es lassen sich mit keinem Potential V(i) die Gleichungen 

.( ~s* ~(1)  ~t dr --= 0 ; (s, l = 0, 1, 2 . .  ) (70) 

befriedigen, wenn alle L6sungen ~s nach (57) und (53) berª werden. 
Wie kann man nun zu einer sinnvollen Definition eines Zusatzpotentials ge- 
langen ? 

Offenbar ist die Forderung (70) zu weitgehend. Man wird daher als 
n~chste Erleichterung an die Forderungen 

S ~* ~(1)  ~l d~ = 0 ; (s, 1 = 0, 1, 2 . .  ) (71) 

(s # 0 

denken, so dass die Niiherungen erster Ordnung 

S ~* d~r ~~ dz =# 0 (72) 

der St6rungsrechnung noch ª bleiben und somit z. B. die in Fig. 1 und 2 
gezeigte energetische Gleichheit aufgehoben werden kann. Leider ist auch 
diese Forderung zu stark, denn sie bedeutet, dass (62) noch erhalten bleibt, 
wie man aus der St5rungsrechnung erkennt. Auch mit (71) kann daher kein 
Zusatzpotential definiert werden, was diesmal sogar schon nicht mehr in der 
primitivsten Form (63) enthalten ist, denn ~ 1 )  nach ~(68) braucht nach (72) 
nicht mehr zu verschwinden. 

Wenn (72) beibehalten werden soll, so k5nnte ein Zusatzpotential noch 
durch 

~ ,  jp'(1) '~l dz = ruin ; (s, l -~ 0, 1, 2 . .  ) (73) 

(, # 0 
definiert werden. Wir fassen eine Reihe ron  Bedingungen (73) zusammen und 
erhalten daraus die schwiicheren Forderungen (gegebenenfalls Summierung 
in s) 

Z [f  ~* ~~~'0) ~t]2 d~ = ruin ; (s = O, 1 ,2 . . ) .  (74) 
l 

I # s  
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Diese sollen als Definitionsgleichungen fª ein Zusatzpotential  V verwendet  
werden. Sie sind in vielerlei Hinsieht sinnvoll. Entwiekeln wir ira Rahmen der 
St~irungsreehnung die exakte Liisung der Sehriidingergleiehung (mit ~ )  naeh 
den L0sungen des ungesti~rten Systems (Jt  ~(~ 

~Ps = ~~ q- ~ "  y ~s* ~~?'(~) ~t dv ~t A- . . .  (l =/= s), (75) 

so sehen wir, dass die Forderungen (73) auf ein Minimisieren der einzelnen Ter- 
me der rechts s tehenden Summen hinausl~iufen, so dass auf  diese Weise die 
Variationsgleichungen (73) mit  den Forderungen 

(~~ -- ~~)~ dr = ruin ; (s = 0, 1 . .  ) (76) 

zusammenh/ingen, wenn ~s naeh (57) zu verstehen ist. Die Variation in (76) 
wird mit  Hilfe des effektiven Potentials V durehgefª  so dass (immer ira 
Sinne der Forderungen (73) und sehwiieher naeh (74)) die beste Determinan- 
tendarstellung naeh(57) gesueht wird. Diese dª kaum mit  der Hart ree--  
Foek-L6sung identiseh sein, da diese bekanntlieh dureh die Forderungen [15] 

S ~~" ~/~<:~ ~ ,  dT = 0 ; (~ = 0, 1 . . )  (77) 

festgelegt wird und als effektives Potential  das Ha r t r ee -Fock -Po ten t i a l  lie- 
fert. Man wird daher erwarten dª dass die aus (76) sowie aus (73) bzw. 
(74) erhaltenen ~-Funkt ionen zwar nicht die Gesamtenergie ira Sinne der Ener- 
gievariation minimisieren, aber dafª N~iherungen darstellen, die gegebenenfalls 
bezª gewisser Erwartungswerte und • zu besseren 
Ergebnissen fª  kSnnen [16]. Hier wiiren noch weitere Untersuchungen 
notwendig, besonders ª den Zusammenhang ron  (73), (74) mit  (76) und den 
daraus resultierenden Fragen nach der Gª r on  Niiherungsl•sungen. Vor- 
liiufig l~isst sich aus (74) mit  Hilfe des • 

l 
l ~ s  

bei dem die Definitionsbereiche r o n  o~(X)und (~(x))~ beachtet  werden mª 
zeigen, dass (74) in die Forderungen 

y [( ~U-- S ~~+ J? 'q ,  d:)  ~~1' d :  = ruin (s = 0, 1 . . .  ) (79) 

iibergefª werden kann. 
Dabei ist verwendet  worden, dass die ~s Eigenfunktionen r o n  o~  (~ sind. 

Das Variationsprinzip (79), und eine Erweiterung davon, sind in der Literatur 
sehon bekannt  [17, 18, 19]. 
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Bezª einer praktischen Durchfª der Variation (78) kiinnte 
etwa daran gedacht werden, 

V = __Y C~ Va (~) (80) 

fª das Einteilchenpotential zu setzen (mit festgew/ihlten Va) und die Rechnun- 
gen mit einem bestimmten Satz ron  C~ zu beginnen. Mit den dazugehSrenden 
~s-Funktionen (gegebenenfalls n~iherungsweise als Linearkombinationen an- 
gesetzt), wird dann in (78) oder (79) eingegangen und die C, variiert. Damit  
ist ein iteratives Verfahren gewonnen, in welchem nur solche V~ verwendet 
werden dª die die Existenz der Integrale in (78) garantieren. Auch hier 
mª weitere Untersuchungen angeschlossen werden. 

Die • dieses Abschnitts unterscheiden sich in der Inter- 
pretation wesentlich ron  denjenigen der vorhergehenden Abschnitte. W~ih- 
rend ira Falle der Atome die Zusatzpotentiale so gew~ihlt worden sind, dass 
Austausch und Pauliprinzip berª wurden, ging es hier darum, ein 
Potential aufzubauen, welches in gewisser Weise so gut wie m8glich einen Teil 
des Hamiltonoperators, n~imlich die Elektronenwechselwirkung durch eine 
Summe r o n  Einteilehenpotentialen ersetzt. Damit  ist die Schwierigkeit eines 
jeweils voto Elektronenzustand abh~ingigen Zusatzpotentials beseitigt. An- 
dererseits ist mit der Variation (78) ein Weg beschritten worden, der zu einer 
anderen Auffassung des Zusatzpotentials gefª hat. Man darf  nicht ver- 
gessen, dass auch hier wieder die Tatsache zu beachten ist, dass sich in der 
GoMB~s'schen Fassung des Zusatzpotentials viillig richtig eine Abh~ingigkeit 
von den Elektronenzust~inden ergeben muss. Die Mittelwertbildung ira kN- 
Verfahren dagegen zeigt Ztmammenh~inge mi t  der hier angegebenen Definition 
des effektiven Potentials, wobei in jedem Falle jedes Elektron unabhiingig 
sich ira gleichen effektiven Potential befindet. 

5. Zusammenhiinge zur Gª der Wellenfunktion 

In einer frª Arbeit des Verfassers [20] wurde auf die M6glichkeiten 
von Gª der N~iherungs]6sungen ~ der Schr6dingergleichung 

(~)Ÿ ~) ~s = 0 ; S ~Vs* % dr = 1 (81) 

eingegangen und vorgeschlagen, diese in der Forro 

y [f(~s _ ~~)]z d~ = 72 (f, ~s) (82) 

einzufª indem die Gr6sse von ~2(f,~s) ein Mass dafª ist, wie gut die mit 
~s (s ---- 0 , 1 . . .  ) zu bildenden Erwartungswerte und • ron  
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f z u  erwarten sind. Dabei ergab sich unter anderem, dass ~2(1, ~s) kein Mass fª 
Integrale der Form ~"q'Ÿ dz ist. 

Es wiire daher grunds/itzlich mSglich, ein Variationsverfahren 

~2 (f, ~,) = min (83) 

einzufª in welchem ~s variiert wird. Leider ist dies in dieser Forro nicht 
ohne weiteres mfiglich, da in (82) auch die exakte LSsung ~ auftritt .  Die For- 
derung (83) 1/isst sich aber, wenn man in/ihnlicher Weise wie in einer frª 
Arbeit des Verfassers [21] vorgeht, nur in schw/icherer Fassung auf  ein brauch- 
bares Variationsprinzip zurª252 

Zerlegen wir ~ in (81) in der Forro 

JT ~-- ~~r ~/'~~) (84) 

wobei ,gr" so definiert sein soll, dass 

gilt, so liefert die Sti~rungsrechnung die Darstellung 

(85) 

~~, + . . .  ( ~ # , ' ) .  (86) 

Wie oben gezeigt, kann in diesem Zusammenhang durch 

"~" [~ ~~ ~~Tf(~)~~, d~r] 2 =  ~ ~~" ~"(~)Z~sd~:- (~ ~+ ~Ÿ ~~dz)~ = ruin 
s, (87) S#S" 

ein effektives Potential  definiert werden, wenn ~~Ÿ eincr Summe von Ein- 
elektronenoperatoren besteht, wobei ~ aus einer Reihe von Determinanten 
(bestehend aus Einelektronenfunktionen) aufgebaut werden muss. GI. (87) 
kann dann umgeformt werden in 

0 z (1, 7,) = f [(~~f-- J'~*~2s ,jrd'~/~" "" dr) "~s]2dv = ruin , (88) 

wenn ron (85) Gebrauch gemacht wird. 
Bei der ersten Ordnung der St6rungsrechnung nach (86) sind auch in 

der Summe, wenn vorhanden, die Zustiinde des Kontinuums zu beriicksichti- 
gen. Dies ist praktisch undurchfª Aus diesem Grunde hat  man versucht, 
die erste N~iherung in (86) dadurch zu erfassen, dass man einen Mittelwert den 
~)Energienenner<~ vor die Summe zog 

9, ~ ~,  + E-7 ~~ (J 9, J/<" ~,' dr) ~,. (s =/= s'). (89) 
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Diese Approximatio~ ist, wie die Er fahrung  gezeigt hat ,  recht gut [22], und 
kann  unter  Umstiinden noch einen Teil der zweiten N/iherung mit  erfassen 
[23]. Ira Rahmen dieses N/iherungsstandpunktes kann rf (1, ~o) mit  (88) in 
Zusammenhang gebracht werden, denn aus (89) folgt. 

r~(1, ~ s ) = f  ( v ,  - ~ , ) '  d ~  ~ -  
Et2 

(90) 

Unter  der Annahme, dass die ~s, ein orthonormiertes System darstellen, folgt 
bei alleiniger Berª  der ersten Niiherung 

E "z s" (s'~s) 

E,2[Sv2sl  "+ '~~ -- (S ~s* JF(l) "~s d~:)2] , 

(91) 

wenn (87) beachtet  wird. Die rechte Seite r on  (91) ist dann mit  (88) identisch, 
wobei fª j edes ~s der Hamiltonoperator ~ n a c h  (84) und (85) zerlegt gedacht wird. 
Die Approximation,  die in (91) durch die beiden iiusseren Seiten dargestellt 
wird, ha t  die bemerkenswerte Eigenschaft, dass (88), welches immer positiv 
ist, fª die exakte LSsung r o n  JUverschwindet ,  ebenso wie r Man wird 
daher daraus den Schluss ziehen k5nnen, dass man durch das Variationsver- 
fahren (88) ein ~serh/ilt,  was ira wesentlichen durch einen kleinen Wert  r on  

2 1,~s ( ~o ) charakterisiert ist. Anders ausgedrª Beim Ansetzen eines best imm- 
ten ~s als Variationsansatz (mit best immten freien Parametern)  wird das aus 
der Energievariation 

S ~s* ~f'~~ dr = ruin (92) 

resultierende ~s andere Parameterwerte enthalten,  als das gleiche analytische 
~s, welche aus (88) folgt. Einfache Testrechnungen hestiitigen diesen Zusam- 
menhang [24, 20]. E r s t  wenn ~s sehr gut in fast allen Raumbereichen mit  ~0s 
ª  dª der Unterschied in den Parameterwerten nicht mehr  
gross sein. Fª  die exakte LSsung gilt �91 ~v,) ---= 0, danach verschwinden nach 
(91) alle Glieder in der mittIeren Summe, es gilt also 

(S  % l ~/~(1) ~ .  dr)2 = 0, (s' ----- 0, 1 . . .  ). (93) 

Der Operator ~~~'0)ist bezª ~Vs zu einem Nulloperator geworden. Es ist 
nach (84) 

J ~ ' =  ~ .  (94) 
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Diese Beziehungen k5nnen prinzipiell nur  erfª werden, wenn voto Einteil- 
ehenbild abgegangen wird. Andernfalls kann  dureh 

( ~ ;3;,,*vs ~ (a )  ~Vs" d~) ruin ; (s' = 0, 1. . .  ) (95) 
(s' # s) 

mit ~Ÿ nach (84) ein effektives Einteilchenpotential  (effektives Potential) 
eingefª werden, wie oben gezeigt. Die bisherigen • k~nnen nun 

2 "* aueh fª den Ausdruek ~1 (f,~Vs) angewendet werden. Hier erh~ilt man mit  Hilfe 
von (89) die Beziehung 

E,-- S- , (S'~~ ~g› 7'~'dr)ftPr +. . . ]  zd~ 
(96) 

aus der weiter folgt 

1 

(97) 

Analog des • von (87) ist die reehte Seite von (97) mi t  

£ (f,  ~~) _~ f f z  [ ( ~ Ÿ  S ~* ~g�8 dv) ~s] ~ d~ (98) 

q wobei zwisehendureh bei der Herleitung ein ~9~naeh (84) und (85) 
eingefª wird. Dabei ist noeh zu beaehten, dass in der tRegel 

S Ÿ  z ,2Ÿ ,~ '~  ~ dr --/= ~ "~. f z  ~Ÿ  "~ s dr (99) 

gilt. Der Zusammenhang zwisehen (97) und (98) kann daher mit  Hilfe r o n  

naeh (84) uad  (85) erkannt  werden. Das Potential  in 3U spielt hier die Rolle des 
bekannten Fehlerpotentials [25], welehes ira Falle der Einteilehenniiherung, 
wenn damit  die Forderungen 62(f,'~s)=- min verknª  werden, in das effektive 
Potential  ª  Dieses kann somit als Funkt ion von f definiert werden. 
Wir wollen aber die in Absehnit t  4 angegebene Definition bevorzugen, weil 
damit  aueh in der Best immung der Energie die bekannten  Gleiehungen der 
St5rungsreehnung 1. Ordnung erhalten bleiben, die zur Aufspaltung der ur- 
sprª entar te ten Zustiinde fª  k6nnen. Dagegen ist (98), ira Hinbliek 
auf die v2-Berechnung , ein brauchbares Variationsverfahren, welches gerade 
ira Hinbliek auf die spiiter zu berechnenden Erwartungswerte und • 
demente  ron  f bessere Ergebnisse zu erwarten gestat tet  [20], da es mit  (82) 
zusammenhiingt.  Die vor einigen Jahren gemachten Versuche, die Handha-  
bung des Variationsverfahrens nach (98) und verwandter  Formen (~~gesteuerte 
Verbesserung,) zu erleiehtern, zeigen schon hoffnungsvolle Ans/itze [28]. 
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Weiter zu untersuchen wiire noch der Einfluss der positiven Gr~sse E 12 in (90). 
Erst dann ist es m6glieh, gegebenenfalls den vollen Zusammenhang zwisehen 
72 und ~2 aufzukl/iren. 

6. Ausblicke 

Die Problematik des effektiven Potentials hat  sich in einer umfangrei- 
ehen Literatur niedergesehlagen, und solange man ira Rahmen der Wellen- 
meehanik versueht hat,  m6gliehst alle Elektronen eines Systems zu berª 
siehtigen (ab-initio-Verfahren), ist aueh parallel dazu immer die Frage auf- 
geworfen worden, ob diese Reehnungen nieht vereinfaeht werden k5nnten, 
indem die Wirkungen einiger bestimmter Elektronenteilsysteme dureh Po- 
tentiale ersetzt werden k5nnen, obwohl man sieh immer darª klar war, dass 
diese ein Niiherungsstandpunkt ist, der zu einer Reihe reeht diffiziler Fragen 
fª muss. Heute, naehdem die ab-initio-Verfahren so grosse Erfolge auf- 
zuweisen haben, ist das Problem des Zusatzpotentials ron  gleieher Aktualitiit. 
Man kann niimlieh aus den Absolutreehnungen ersehen, dass aueh in den 
Molekª ein grosser Teil der kernnahen Elektronen weitgehendst die glei- 
che Diehteverteilung haben wie in den freien Atomen, obwohl die Einteil- 
ehenergien des SCF-Verfahrens von der ehemisehen Bindung abhiingig sind. 
Mit anderen Worten, die ab-initio-Verfahren implizieren noch einmal die 
Bereehtigung, n~iherungsweise die Anzahl der zu behandelnden Elektronen zu 
reduzieren, indem effektive Potentiale eingefª werden. In diesem Zusam- 
menhang sei aueh an die Versionen des SCF-u erinnert, die nur einen 
Teil der Elektronendiehten iterativ behandeln [27]. 

In diesem Zusammenhang sollte absehliessend noeh daran erinnert wer- 
den, dass es in der Quantenchemie zwei Aspekte gibt. Einmal kann versueht 
werden, die Resultate miigliehst genau zu halten, wobei heute besonders die 
Fragen der Korrelationsenergie eine grosse Rolle spielen, zum andern genª 
es manehmal nur, qualitative Ergebnisse zu haben, die fª die Chemie (be- 
sonders was die Reaktivit/it betrifft) ron grossem Nutzen sein k5nnen. Die 
Methoden, die mit effektiven Potentialen arbeiten, woxden wohl immer auf 
seiten der qualitativen Diskussionen stehen, und sie werden sieh immer dann 
behaupten k6nnen, wenn ihre Handhabung einfaeh und der Weg zu ihren 
Ergebnissen leieht zu ª ist. Ohne Zweifel aber wird man in den meis- 
ten F~illen wohl doeh den Verfahren den Vorzug geben, die alle Elektronen be- 
rª wobei die Verwendung ron  Zusatzpotentialen eine Orientierung 
erm5gliehen kann, bevor der Reehenaufwand aus diesen oder jenen Grª 
vergr6ssert werden muss. 

Fª die hierzu durehgefª Reehnungen sei besonders Frau I. Fur~x~ herzlieh ge- 
dankt. Herrn Prof. W. A, BINGEL danke ich fª Diskussionen zu einigen Punkten dieses The- 
l n a s .  
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HEKOTOPblE 3AMEqAHHfl  K KOMBHHHPOBAHHbIM FIPHB.YlH)4,(EHHblM 
METO,~Abi H 3~OEKTHBHbIM H O T E H L I H A M A M  

F. VI PA 1TIC 

P e 3 m M e  

['I0CHe KOp0TKOFO BBe~IeHIt~I B K0bl6HHaRHOHHb/e IIpH‰ MeT0~b~ BblqHCJI~IIOTC.fl 
9HepFHH CB~13H 14 paBHOBeCHble paCCTOHHHfl HOHOB II~eM0qHblX MOHeKyH H paccMaTpHBaeTc~l 
BOrlp0C CylReCTBOBaHH~t HOHOB Ii1e.rIoqHO-VH~pHJ~Hh/X MoJIeKyH. rio 0THOIIIeHHIO yCOBepIIIeHCT- 
BOBaHH~I MeTOJ~OB npe~HaFaeTc~ 0,~Ha Hcxo~,qIRa~l aTOMHa~t (])yHKUH~, C0CTOglRa~I TOMbKO H3 
3KCrlOHeHL~HaJlbHblX q.rlCHOB. ,~HCKyTItpyloTC~i ~aHbHCfillIHe B03MO)KH0CTH yC0BeplIIeHCTB0- 
BaHH~ MeTO~OB. 

l/Icxo~r H3 j~aHHOFO HCC,qe~OBaHH~/, paccMaTpHBaeTc~ p0Hh :~~b~beKTHBHblX IIOTeHE[tlaHOB 
B paMKax npo6~eMbl MHOFHX L~eHTpOB H B CaMOM 06tUeM c~yqae noKa3biBaeTcfl, qTo B paMKax 
HaHBHOFO 0~[H0qaCTHqHOFO IIpH6.rlHX<eHHYl HeHb3Yl onpe~e~flTb ~b~beKTHBH0PO IIOTeHIXHaHa, 
O~HaK0, HMeeTc~t BO3MO)KHOCTb ~JIH yMHOF0 BBe~eHHSt ~aHHOF0 lIOTeHIXHa~a lIpH 0TKa3e OT 
onpe~eHeHHOfl, xapaKTepHofi ~~~ 0~H0fi LIaCTH~IM, KapTHHbl. ~a~ee AaeTca O~H0 onpe~(eHeHBe 
~0‰ IIOTeHRHa.rla, OCHOBaHH0e Ha BapHaE[HOHHOM IIpHHLIHrle, H IIOKa3bIBaeTC~] BO3- 
MOXKHOCTb oHpe~e~eHH~ ~~beKTHBH0P0 r~oTeHiiHa~a. HaKOHeL L HpHB0~HTC~I He~aBHO CdpopMy- 
JIHpOBaHHOe aBTOp0M oHpe~eHeHHe ~06p0Tbl HpH6~H>KeHH0rO pemeHHfl ypaBHeHH~t lllpeAHH- 
repa B CB~I3H C y~<e H3BeCTHhIM BapHaI~HOHHbIM HpHeMOM, IIpHqeM HOHflTHe 3(1)~eKTtlBHOF0 
rl0TeHllHa.qa 0Ka3a.rlOCb $IHIIIHHM. 
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