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EINIGE BEMERKUNGEN ZUM KOMBINIERTEN
NAHERUNGSVERFAHREN
UND ZUM EFFEKTIVEN POTENTIAL* **

Von

H. Preuss
MAX-PLANCK-INSTITUT FUR PHYSIK UND ASTROPHYSIK, 8000 MUNCHEN 23, BRD

(Eingegangen 3. II. 1969)

Nach einer kurzen Einfithrung in das kombinierte Niherungsverfahren werden dami
die Bindungsenergien und Abstdnde der Alkalimolekiilionen berechnet und die Frage nach der
Existenz von Alkalihydridmolekiilionen aufgeworfen. Beziiglich einer Verbesserung des Ver-
fahrens wird ein Atomfunktionenansatz benutzt, der sich nur aus Exponentialausdriicken auf-
baut. Weitere Verbesserungsméglichkeiten werden diskutiert.

Ausgehend von diesen Untersuchungen wird die Rolle des effektiven Potentials im
Rahmen von Mehrzentrenproblemen untersucht und ganz allgemein gezeigt, dass sich im Rah-
men einer naiven Einteilchenniiherung kein effektives Potential definieren lidsst, sondern die
sinnvolle Einfiihrung eines solchen nur dann mdéglich ist, wenn gewisse Ziige des Einteilchen-
bildes fallen gelassen werden. Dabei wird eine Definition des Zusatzpotentials angegeben, die
auf einem Variationsprinzip basiert und Méglichkeiten aufzeigt, wie das effektive Potential
bestimmt werden kann. Ferner wird eine vor einiger Zeit vom Verfasser angegebene Giite-
definition der Niherungslésungen der Schridingergleichung mit einem schon bekannten Varia-
tionsverfahren in Zusammenhang gebracht, wobei der Begriff des effektiven Potentials not-
wendig ist.

1. Einfiihrung

Das fiir die Valenzelektronen eines Atoms geltende Besetzungsverbot
fiir die von den Rumpfelektronen voll besetzten Quantenzustinde bewirkt,
dass diese in hhere Zustinde gedringt werden. Mit Hilfe statistischer Betrach-
tungen lédsst sich dieses Besetzungsverbot fiir den aus abgeschlossenen Schalen
bestehenden Rumpf als eine nicht klassische Abstossungskraft formulieren,
die zwischen Rumpf- und Valenzelektronen wirkt und die ein Zusatzpotential
fir die Valenzelektronen liefert, das die Erfiillung des Pauliprinzips zwischen
Rumpf- und Valenzelektronen automatisch regelt [1]. Dieses Zusatzpotential
ist, entsprechend unserer Voraussetzung abgeschlossener Schalen, kugelsym-
metrisch und enthebt uns der Miihe, die Eigenfunktionen der einzelnen Valenz-
elektronen auf die der einzelnen Rumpfelektronen zu orthogonalisieren. Der
dafiir notige Rechenaufwand ist bei grésseren Riimpfen sehr betrichtlich.

* Herrn Prof. P. Gombas in Verehrung zum 60. Geburtstag gewidmet.
** Die vorliegende Arbeit stellt eine Zusammenfassung der vom Verfasser in den letzten
Jahren zu diesem Thema vorliegenden Publikationen und Diskussionen dar.
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Man fiihrt daher fiir das i-te Valenzelektron ein modifiziertes Potential
¢ ein, welches aus einem elektrostatischen Anteil und aus dem Zusatzpotential
besteht

D@ =V@E) + V.(), 1)

und hat im Ansatz fiir die Valenzelektronen die einzelnen Einelektronenfunk-
tionen voneinander orthogonal zu machen und braucht bei der Berechnung
der Energiewerte keine Riicksicht auf die Rumpfelektronen zu nehmen.

Das Vielelektronenproblem durch eine kombinierte Methode zu lésen,
indem die Rumpfelektronen statistisch und die Valenzelektronen nach der
Wellengleichung behandelt werden, hat zuerst HELLMANN [2] durchgefiihrt.
Eine analytische Form des Zusatzpotentials wurde dann von Gomsis [1]
[3] und FEnvEs [4] auf verschiedene Weise hergeleitet.

Fiir die praktische Anwendung setzte HELLMANN das Zusatzpotential
analytisch an

L) === @

und bestimmte & und 4 dadurch, dass die tiefsten Terme des freien Atoms
mdglichst gut iibereinstimmen. Dieses Vorgehen ist oft mit Recht kritisiert
worden, da das Zusatzpotential, wie GoMBAs gezeigt hat [1], davon abhiéngt,
in welchem Zustand sich das jeweilige Valenzelektron befindet. Mit anderen
Worten, das Zusatzpotential, welches auf ein herausgegriffenes Valenzelektron
wirkt, ist gleichzeitig auch eine Funktion des Quantenzustandes des Elektrons.
Man muss daher dem Ansatz (2) diei Bedeutung eines Mittelwertes beimessen
und darf dann erwarten, dass auch de Ergebnisse nur in diesem Sinne verstan-
den werden kénnen.

Andererseits geht dieses halbtheoretische Verfahren im Prinzip iiber die
statistische Methode hinaus, da es auch der Polarisation des Rumpfes durch
das Valenzelektron und der Austauschwechselwirkung des Valenzelektrons mit
den Rumpfelektronen Rechnunlg trigt. Man muss daher das kombinierte Niihe-
rungsverfahren als eine Modelrechnung ansehen, bei der man freilich schon
ungefihr die gemachten Vernachlidssigungen iibersieht und darf diesen Rech-
nungen daher mehr orientierenden Charakter zumessen. Die Ergebnisse, auf
die wir noch niher zu sprechen kommen werden, zeigen aber, dass in vielen
Fillen auch eine quantitative Diskussion noch maglich ist.

Bei der Berechnung von- Molekiilproblemen treten weitere Schwierigkei-
ten auf, die besonders den Einsatz des Zusatzpotentials als Funktion der Elek-
tronenzustinde mit einem grossen rechnerischen Aufwand belasten. Zwar
konnte man in erster Niherung die Wechselwirkungen der Riimpfe unterein-
and:r vernachlissigen, da es ohne weiteres moglich wiire, diese zum Beispiel
nach der Stérungsrechnung von LENZ [5] und JENSEN [6] ausreichend genau
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zu beriicksichtigen, doch treten Schwierigkeiten auf, Zusatzpotentiale der
verschiedenen Zentren so aufeinander abzustimmen, dass sich die Valenzelek-
tronen eines Molekiils noch in einem sinnvollen effektiven Potential befinden.

2. Bisherige Anwendungen

Nach Separation der Wellengleichung ergibt sich fiir den Radialanteil
R(r) der y-Funktion die Differentialgleichung (Z bedeutet Z-fach geladener
Rumpf) des Atomproblems zu

~ % R'(r) — —:— R(r) + [—f—e—z-%’ + —;_ I1+1) riz _ %] R(r)= ER(r). (3)

Die Bestimmung der &7 und A (2) wurde mit Hilfe eines Variationsverfahrens
durchgefiihrt [2] [7], in dem man fiir die ersten drei tiefsten Zustinde des
Atoms die Funktionen

R(1s)=e*", R(2p)=re™r,

R(2s) = (1 £t r] e (4)

&

ansetzte und die Energien (5) bei festem 4 und & zum Minimum machte:

E(ls)=—;—82—Zs+As( © Jg,

e+ X
w g
—_—] 5

s

1 Zo w
E@2p)= — w? ———+ 4 —
(2p) =~ ;A l

E(2s) = 7 (L n 1 ] _
6 1 —(e/n) + (efn)?
_Zn (1 . 2 —(¢/n) )
2 1 —(efn) + (e/n)?
g Lt _1_( 1+ ¥ J”
1+ 3 2 | 14¢n
(1 + Sy (L — (e/n) + (8/m)?)
Dann wurden 5#und A4 so gewihlt, dass E(1s) mit dem empirischen tiefsten
Term véllig iibereinstimmte. Die folgende Tabelle I gibt die ¥ und 4-Werte
wieder sowie einen Vergleich der Energiewerte, wobei die htheren Terme még-
lichst gut zur Ubereinstimmung mit den Experimentalwerten gebracht wur-

+ 4n

den.
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Tabelle 1

Die Konstanten # und 4 sowie Energiewerte in eV fiir Alkaliatome und einige Erdalkali-Tonen

Konstanten | s-Grundterm s-Term angeregt ! p-Grundterm
Atom — _ !

% ’ A | theor. I exp. theor. exp. theor. I exp.
Na 0,536 1,826 ! 5,12 5,12 1,85 ! 1,94 2,92 3,02
K 0,449 1,989 . 4,32 4,32 1,63 1,73 2,73 2,71
Rb 0,358 1,640 ‘ 4,16 4,16 1,69 1,68 | 2,56 2,58
Cs 0,333 1,672 ‘ 3,87 3,87 1,53 1,59 2,45 2,46
Mg+ 0,844 4,656 ]| 14,96 14,96 5,75 6,35 10,48 10,55
Cat 0,506 3,653 l 11,81 11,81 4,91 5,37 8,80 8.69

Mit diesen justierten Zusatzpotentialen wurde u. a. in die Berechnung des
metallischen Zustands eingegangen [7].

Fiir das K,-Molekiil im Grundzustand wurden von HELLMANN [2] mit
dem Heitler —Londonschen Funktionsansatz in einer grobenund orientierenden
Rechnung eine Bindungsenergie (BE) von —0,19 eV bei einem Kernabstand
(R) von 4,0 A erhalten. (Experimentelle Werte: R = 3,9 4, BE = —0,51 eV.)
Fiir die Eigenfunktionen der Valenzelektronen waren nur Exponentialfunk-
tionen verwendct worden.

Ebenso wurde von HELLMANN [2] das KH-Molekiil behandelt, wobei
zum Heitler —Londonschen Ansatz ein Ionenterm hinzuaddiert wurde. Die
prozentuale Beteiligung des Ionenzustandes wurde aus der Minimumsforde-
rung der Energie gewonnen. Die Ergebnisse lauten: R = 2,1 A (Experiment
2,2 A) und BE = —0,8 eV (—2.06 eV). Die zu kleinen Energien bei K, und KH
beruhen auf der vernachlissigten Elektronenwechselwirkung, was HELLMANN
durch eine Uberlegung am K—H zeigen konnte.

Einen sehr ermutigenden Beweis fiir die Giite des kN-Verfahrens lie-
ferte die Behandlung des Grundzustandes des Mg-Atoms. Mit den Werten von
& und A nach Tabelle I wurde das Mg-Atom als Zweielektronenproblem be-
handelt [2] und mit einem von HyLLERAAS [8] am He mit Erfolg benutzten
Variationsansatz '

y(1,2) = e_a(r”“)(l + Bry)

der die Elektronenwechselwirkung beriicksichtigt, berechnet. Es ergab sich
eine Energie von 22,21 eV, die vom experimentellen Wert um 0,39 eV nach
oben abweicht.

Diese erwidhnten Rechnungen gehéren zu den friihesten dieser Art. In
den letzten Jahren hat GoMBAS mit seinen Mitarbeitern zahlreiche Rechnun-
gen durchgefiihrt [1], besonders mit dem analytischen Zusatzpotential im
Rahmen der statistischen Theorie, so dass wir heute die Méglichkeit solcher
Verfahrenswege gut iibersechen kénnen. Danach kann festgestellt werden, dass
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fiir Atomrechnungen die Anwendung des Zusatzpotentials nach der statisti-
schen Theorie einem analytischen Ansatz nach HELLMANN vorgezogen werden
muss, wenn es darum geht, die Diskussionen guantitativ zu fithren. Es hat
sich dariiber hinaus gezeigt, dass sich mit Hilfe der statistischen Theorie eine
grosse Anzahl von atomaren Eigenschaften in guter Ubereinstimmung mit
dem Experiment ergeben und auch in vielen Fillen Voraussagen méglich
sind [1].

Andererseits stsst, wie oben schon bemerkt, die Anwendung der sta-
tistischen Theorie auf Molekiilprobleme auf eine Reihe von Schwierigkeiten,
die heute noch nicht zufriedenstellend gelést sind. Es empfiehlt sich daher,
vorerst im Sinne des kombinierten Niherungsverfahrens wie oben besprochen
die Werte 4 und 57 an freien Atomen zu justieren und dann mit diesem Poten-
tial in die Molekiilrechnungen einzugehen. Dabei beachtend, dass man auf
diese Weise ein Niherungsverfahren vor sich hat, welches bestenfalls nur die
wesentlichsten Ziige der chemischen Bindung zu diskutieren gestattet. Dennoch
bleiben auch in diesem Rahmen eine Reihe von Fragen offen, so dass es niitz-
lich erscheint, an Hand einiger kleiner Rechnungen weitere Einblicke in die
Maglichkeiten des kombinierten Verfahrens (kN-Verfahren) zu erhalten.

Dazu halten wir die Berechnung der Einelektronenbindung fiir beson-
ders geeignet, weil die Beriicksichtigung der Elektronenwechselwirkung weg-
fallt und somit der rechnerische Aufwand beschrinkt bleibt.

Fiir die Alkalimolekiilionen ergibt sich somit nach (1) und (2) der Hamil-
tonoperator zu (in atomaren Einheiten)

._:l_,_e"z‘%ra_*_-l_e—l.%’b +

. 1 (1 1 1
H=—d ||+ 4 - (6
2 [ + )+ T Ty R ()

Ta Ty

Qa

mit den Werten von 4 und S nach Tabelle I, und es ist die Energie
&= fqﬁ Ky dr/j ptydr (N

mit dem Variationsansatz y zum Minimum zu machen. Beziiglich des letzteren
entscheiden wir uns fiir die Form («, § Variationsparameter)

Y= e ] + 92 (r, — 1), (8)

die im Falle des Hy -Ions (A = 0 in (6)) praktisch die experimentellen Werte
fiir R und BE ergab (BE-Abweichung etwa 79%,). Der Grund liegt zum Teil
darin, dass (8) mit y = 0 schon kein schlechter Variationsansatz ist, denn der
sich fiir diesen Fall ergebende Energieausdruck (7) nach R-Variation

&= —130—x2—}—x—~;—2/[2x2(2x+1) 14 2x +%x2” 9)
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mit

R=2x2(1—|—2x)/( 130 x2+x%J,

hat sein Minimum von & = 0,58135 at.E. fiir x = aR = 1,275 und damit
R = 0,98 A, was einer BE von 2,20 eV entspricht. Die experimentellen Werte
sind R = 1,06 A (2,00 at.E.) und BE = 2,79 eV.

In diesemm Zusammenhang sei erwdhnt, dass der naheliegende Amsatz
(10), der nicht so einfache Integrale ergibt wie der Ansatz (8)

P = e e {- ¢~ (10)

im Minimum R = 1,06 A und eine BE von 2,25 eV lieferte. Nach Einfithren
von elliptischen Koordinaten,

r,+ = Ry, ro— 15 = Ry,
I<py<l—o, —1<rv<+1, ¢ um R,

erhilt (8) die Form
e~ (1 4+ 92 R29?), (11)

und man kann das Ergebnis von (9) so interpretieren, dass die Annahme einer
ellipsoidischen Ladungsverteilung (u = const sind Ellipsoide um die Kerne
als Zentren) eine gute Niherung darstelit.

Mit (8) ergibt sich also fiir Alkalimolekiilionen

e = (— Hy — H, + 24H,)N + % (12)

mit

HA=—R;—{~ 9 Al_}_[%AO(O,S—{—a)]c—[ 125 4,9, +a)]c2},

R? 4 2
Hj_z—z— 2A1+?A10+?A102},
R3 2 2 2
N=-—1l24,— = 4 + 2| > 4,— =4
8{ 27t c(s - °]+

1 1
+ 202 (?A2 —7,40”,
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wobei A, das Integral

A,(1,20) = |7 4" e ds (13)

darstellt und @ = «R und ¢ = 92R? bedeuten.
Fiir H, erhilt man dann

R2
HA=—4_ {(Al Bo - AOBI) + 2C(A1 Bz - AOBJ) + CZ(AI B4 _AOBS)}

mit
A, = A4,(1,2a + FHR) (14)

und

B,= B, (¥R) = [ n"e#Redx.

Ein grosser Vorteil des kN-Verfahrens ergibt sich daraus, dass sich der Uber-
gang zu einem anderen Molekiil der Alkalireihe nur in einer geringfiigigen nu-
merischen Anderung in (12) zeigt. Denn um das Energieminimum zu erhalten,
miissen fiir einige a-, c- und R-Werte die Integrale H,, H;, H, und N berech-
net werden, die auch, mit Ausnahme von H 4, fiir die anderen Molekiile ver-
wendet werden konnen, da nach (12) und (14) 5’ nur in H, eingeht und A4 als
Faktor vor H4 steht.

Tabelle II gibt die im Minimum der Energie (fiir c = 0) mit den Werten
von A und F¥nach Tabelle I erhaltenen Bindungsenergien (BE) an, sowie die
in diesem Fall erhaltenen Kernabstinde (R) und a-Werte.

Tabelle IX
Bindungsenergien von Alkalijonen und -molekiilen
BE [eV] R [at.E.] a ’ BE [eV] R[at.E]
Na,+ —1,06 6,82 1,88 | Na, —0,717 5,80
K.t —0,93 8,47 2,08 | K, —0,51 7,39
Rb,+ —0,80 8,60 2,20 | Rb, —0,49 8,00
Cs,* —0,80 9,17 2,22 | Cs, —0,45 8,60

Zum Vergleich sind in Tabelle IT ebenfalls die entsprechenden Werte fiir die
Alkalimolekiile aufgenommen worden [9]. Die Variation in ¢ ergibt keinen we-
sentlichen Energiegewinn mehr; so erhilt man fiir Na eine BE von —1,13 €V,
fiir ¢ = —0,35, R = 6,53 at.E. und a = 2,0. Die Verhiltnisse fiir K, Rb und
Cs liegen dhnlich. Der relativ geringe Energiegewinn fiir ¢ 5= 0 legt, unter der
Annahme, dass die Verhiltnisse dhnlich wie beim Hy liegen, die Vermutung
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nahe, dass mit dem Ansatz (8) eine gute Ndherung fiir die Einelektronenfunk-
tionen gefunden worden ist und die erhaltenen BE-Werte nicht viel von den
wirklichen Energiewerten von (7) und (7) abweichen kénnen.

Da die Bestimmung der 4-und 7-Werte noch sehr grob ist, ist von einer
Variation von ¢ fiir K, Rb und Cs abgesehen worden, zumal die Ergebnisse
(Tabelle IT) wie gesagt nur orientierenden Charakter haben sollen.

Leider liegen keine experimentellen Werte fiir die Alkalimolekiilionen
vor, doch wird man auf Grund der Rechnungen sagen kénnen, dass die Bin-
dungsenergien, im Gegensatz zum Verhiltnis bei H, und HJ, wo sich fiir BE
(H,)) = —4,72 eV (R = 1,42) und BE (H;) = 2,79 eV (R = 2,00) ergibt,
bei den Alkalimolekiilionen grésser (hochstens gleich) als die der entsprechen-
den Alkalimolekiile sein werden. Dagegen ist die Vergrésserung des Kernab-
standes bei den Einelektronenbindungen durchgehend vorhanden, der wohl
darauf beruht, dass sich im Falle der Zweielektronenbindung zwei neutrale
Atome entgegenkommen, die ihre Elektronen austauschen, wihrend bei Vor-
handensein eines Valenzelektrons dieses schon bei grosseren Kernabstinden
ungestért von den »Potentialmulden« der beiden Kerne Gebrauch machen
kann.

Das unterschiedliche Verhiltnis der Bindungsenergien fiir Zwei- und
Einelektronenbindung beim Wasserstoff und den Alkalien scheint seine Ur-
sache in den verschiedenen Potentialen zu haben, in denen sich die Elektronen
befinden. Wihrend fiir H, (H;y) das Coulomb-Potential (¥, = 0) vorliegt,
ist bei Na, K, Rb, Cs &(r) = —1/r + Vz(r)[(1), (2)] fiir r = 0 positiv unend-
lich (4 > 1,0) und besitzt zwischen 1,0 < r < 3,0 ein endliches Minimum.
Aus diesem Grunde kann der Energiegewinn bei Hinzukommen eines zweiten
Elektrons geringer sein als beim Coulomb-Potential und die dann erhaltene
Gesamtenergie nur wenig unter der zweifachen Ionisierungsenergie (R = oo)
liegen.

Ganz #hnlich gestaltet sich die Behandlung der Alkalihydridionen.
Statt (12) ergibt sich

e=(—H,— H, + AHJ)N + 1R, (15)

wobei der Variationsansatz (8) wegen der fehlenden Symmetrie des Gebildes

in der Form

p= eI g (r, — )t} (16)
angesetzt wurde. Damit ergab sich fiir die einzelnen Integrale in (15)
RS
N = T[(AZBO — Ay By) + 2¢(4, B, — 4,B)) + (4, B, — A, By)],

2
H = % [4; By + 2¢4, B, + ¢ 4, B,],
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R
HA = ——4— [(bAO Bl - aAl BO) + AO (2CB0 - 4‘ch1 +

+ B, {2b%c + 2¢* — 6¢} 4 4bc {2 — ¢} B, + (17)
4 {Bc® — 2 c — 6c%) B, - 6b2 B, — b2 By) -
— ad;{2¢B, 4 ¢ B,}]

mit
A,=A,(1,2a), B,= B, (2b)
und
s= @t b= @—h). o= (B
sowie

R2
HA = "‘4— [(Al Bo - Ao Bl) + 2C(Al Bz - Ao Bs) + c (A1 B4 - Ao Bs)]

mit
A,=A,(1,2a+ FHR), B,=B,(2b+ FR).

Die Gleichungen (17) gehen fiir x = f (b = 0) in die von (12) iiber. Nach ab-
wechselnder Variation von a und b bis zum absoluten Minimum der Energie
bei vorgegebenen Kernabstinden ergab sich mit den 4- und 5¥-Werten des
Natriums keine Bindungsenergie. Allerdings war bei R > 5 at.E. (2.65 A)
schon die Ionisierungsenergie (—13,54 eV) des H-Atoms erreicht [g(oo) =
=:—13,54 V], wobei sich « ~~ 1 und § ~~ 0 ergab (1s-Funktionen). Fir R < 5
at.E. stieg dann die E{(R)-Kurve an.

Bemerkenswerterweise ergab die c¢-Variation keine wesentliche Verbes-
serung. Fiir R > 5 at.E. wiirde fiir ¢ = 0,00 das Energieminimum gefunden,
wiihrend sich z. B. bei R = 4,2 at.E. fiir ¢ = —0,1 eine geringfiigige Erniedri-
gung von —13,40 eV auf —13,42 eV fiir ¢ ergab.

Fiir die iibrigen Alkalien wurden #hnliche Ergebnisse erhalten. Man
wird auch hier vermuten kénnen, dass (16) mit y = 0 schon ein befriedigender
Variationsansatz ist. Dass keine Bindung auftritt, liegt ebenfalls an den Poten-
tialverldufen der Alkalien und des Wasserstoffs, indem das Elektron des H-
Atoms (x ~~ 1, f ~~ 0) zwar von der gebotenen endlichen tiefen Potentialmulde
des Bindungspartners Gebrauch macht, aber der Energiegewinn ist gering,
um gegen die bei Nihern des Alkaliions anwachsende Coulomb-Abstossung
aufzukommen. Dagegen kann jetzt ein zweites Elektron neben dem ausgeprig-
ten 1s-Zustand des H-Atoms, wo es sich bevorzugt aufhilt (heteropolarer An-
teil), auch von der fast freien Potentialmulde des Alkaliions Gebrauch machen,
so dass die Energie entgegen den Verhiltnissen bei den Alkalimolekiilen noch
sehr abfallen kann. Man beobachtet auch dementsprechend bei den Alkali-
hydriden BE-Werte zwischen 1,0 und 2,0 eV [9].
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Die Ergebnisse beziiglich der Bindungsenergien von Zwei- und Einelek-
tronenbindungen lassen sich noch durch ein grobes quantitatives Verfahren
herleiten, welches die vorliegenden Verhiltnisse niher erliutern soll.

Befindet sich ein Elektron (1)im Potentialfeld ¥ (1) der beiden gleichen
Atomriimpfe a und b, so ergibt sich der Hamiltonoperator fiir das Molekiil
2n

HH (1) = = — 4~ ¥,() = % (1), (18)
wiihrend er sich fiir den Fall zweier Elektronen in der Form
H(1.2) = H* (1) + H* (2) + - (19)
T

schreiben lisst. Mit diesen Ausdriicken berechnen wir unter vereinfachenden
Annahmen die Gesamtenergien E* und E, indem wir den 1/r,-Term in (19)
vernachlédssigen und die yp-Funktionen (yp*, ) in der iiblichen Weise aus Atom-
funktionen ¢ bestehend ansetzen:

pt =g, (1) + (1)

Y= 0a(1) 95 (2) + 94 (2) 95 (1) (20)
(Heitler —London-Ansatz).

Wir erhalten unter Beriicksichtigung der Coulomb-Abstossung der Kerne die

Ausdriicke

Et = (Hy + Hp)/(1+ S) + 1R, (21)
E= 2(Haa + SHab)/(l + S2) + ]-/R (22)
mit
Hpo=Hy = [t 1) H* (1) ¢ (1) dry
= [t (V) H* (1) @, (1) d7y, (23)
Hgp = Hyo = [ 9k (1) H (1) gy (1) dry
= for VH* (1)@, (1) dry
und

S={oi (o (1)dry,
flef(Ddry =1, [lpf2(1)de=1.
Nachdem (21) und (22) durch Variation von R zum Minimum gemacht worden

sind, erhilt man die Bindungsenergien (BE+, BE) bekanntlich dadurch, dass
man die ersten Ionisierungsenergien (—I, = —I) der freien Atome abzieht,*

* Dies gilt nur dann, wenn keine Anregungen in den Valenzzustand vorliegen und es
gich um reine Zwei- oder Einelektronenbindungen handelt, wie dies hier der Fall ist.
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und erhilt somit, wenn die Werte von R und der Integrale (23) im Minimum fiir
(21) und (22) mit den Zeichen +- und 0 unterschieden werden, die Gleichungen

_ _(Hi; + Hg) 1
BEF = e EIL 4 o (24)

2(HS, + S° HY,)
(1487 +1

0 —

RO+ 2I,. (25)

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die p-Funktionen (20) Lésungen
eines Atomproblems sind,

1
[—741—14,(1)]%(1)=—Ia% (26)
(entsprechend fiir ¢y),
ergibt sich fiir die Integrale (23)

Haa= —1I, —f%%%df: — I, — Veas

Hy=—SI,= [ 9: Vygpdi= — ST, — Vi, @0

so dass sich die BE-Ausdriicke (24), (25) vereinfachen:
BE+ = — (Viy + Va)l(1 + 5%) + UR*, (28)
BE° = — 2(V%, + SV%)/(1 + S%) + 1/R°. (29)

Zu weiteren Diskussionen bilden wir die Differenz der BE-Werte (6) von Ein-
und Zweielektronenbindung und erhalten

8 = [BE*| — |BEY =

1+ S+ 14 S0 (RO R+)'

Im Falle des H, und H; lisst sich (30) streng durchrechnen und ergibt das
bekannte Ergebnis. Man kann aber ganz grob schon einsehen, dass fiir Wasser-
stoff & <C 0 gilt, weil der grossen Verschiedenheit von R® und R* (1/R*—1/R*=
0,2) wegen in guter Niherung S* = S% gilt und somit auch Vi und V5,
viel kleiner als die Integrale VS, und V,w sein miissen.

Bei den Alkalien dagegen konnen wir in einer fur unsere Zwecke aus-
reichenden Niherung S° = S* annehmen** (1/R°—1/R* = 0,02 fiir K,,

** Fir Na ergibt sich z.B. mit 3s-Slater-Funktionen S+ = 0.54, S° = 0.59. Fiir die
imderen Alkalimolekiile wird die prozentuale Anderung von R, R+ noch geringer (s. Tabelle
D
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K5 ), so dass auch Vi = V2 und VY = V3 erfiillt sein wird. Fiihren wic
noch das Verhiltnis Vi/Va = o ein, so erhilt (30) die Form

»—1 R+ — RO
—285 4+ = (1+S+S+5)=
o+ 1 (w+1)R+R°( S+ )

=1+ 8)(1+9)é. (31)

(189

Zur Berechnung von o wurde fiir ¥, das Potential

1 A

T _e2Hn
L Ty

nach (1), (2) benutzt und ¢ als Exponentialfunktion angenommen. Es ergibt
sich damit fiir v ein Wert zwischen 1,0 und 2,0, mit dem aus (31) tatsichlich
folgt, dass fiir kleine S (S < 0,2) 6 positiv ist.

Die erhaltenen Zahlenwerte haben nur orientierende Bedeutung, doch
ist es bemerkenswert, dass in dieser groben Niherung die Verhiltnisse qualita-
tiv richtig wiedergegeben werden.

3. Verbesserung der Variationsansiitze

Die bisherigen Ergebnisse ermutigen dazu, das kN-Verfahren zu ver-
schiirfen. Dies lasst sich nur in der Weise durchfiihren, dass die Parameter
F, A im analytischen Ansatz fiir das Zusatzpotential V; genauer bestimmt
werden. Erst wenn dies méglich ist, kénnte erwogen werden, einen verbesser-
ten Ansatz fiir ¥, zu verwenden, wofiir wir beispielsweise

Vo= (A/r +B)e 2 ; V=—1/r+V, (32)

vorschlagen. Prinzipiell wiire es damit méglich, A, Bund 57 so zu bestimmen,
dass die ersten drei Energiezustinde des Atoms mit dep empirischen iiberein-
stimmen. Man geht kaum fehl in der Annahme, dass die weiteren Terme auto-
matisch gut herauskommen werden, da dann, wo die hsheren Atomfunktionen
wesentlich von Null verschieden sind, nur noch das Coulomb-Potential vor-
liegt.

Bei allen Verbesserungen, die wir hier diskutieren, diirfen wir aber nicht
vergessen, dass es sich doch nur um eine grobe Rechnung handelt und dass
hier des guten nicht zuviel getan werden darf, zumal ja der analytische An-
satz fiir das Zusatzpotential eine Mittelwertbildung, wie oben besprochen,
darstellt. Wir wollen uns daher vorerst nur auf zwei Parameter 5 und 4 be-
schrinken und uns die Frage vorlegen, wie gut die bisher berechneten 5 -und
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A-Werte (Tabelle I) sind. Ohne Zweifel liegen die wirklichen Energiewerte fiir
die 7 -und A-Werte derTabelle I tiefer, denn diese sind mittels des Ritzschen
Verfahrens gewonnen worden, wobei wir die verwendeten Variationsfunktio-
nen (4) noch einmal aufschreiben wollen:

s-Grundterm: y = e, (33)
p-Grundterm: o =re ", (34)
s-Term angeregt: p= (1 — —;—(e +n)rfe . (35)

Um diese zu verbessern, kdnnte daran gedacht werden, mit den von
Morsg, Younc und Haurwrirz [10] angegebenen Funktionen

p(ls) = Ae ", (36)
w(2p) = Bre ", (37)
p(25) = C(re™" — ge™) (38)

mit
A=2}a3, B=2|p3,

3
. 1 N CEY
V 3 120 ¢ (x+ P*

4y® (y + )4 43

die Energie zuberechnen. Man muss aber bedenken dass im kN-Verfabren
kein reines Coulomb-Potential vorliegt und dass zur Bestimmung von &
und A4 besonders die genaue Berechnung des Grundzustandes erforderlich ist.
Aus diesem Grunde baben wir uns, entgegen den bisher verwendeten Funk-
tionstypen, zu einer anderen Form des Variationsansatzes entschlossen, der

ganz allgemein (normiert) als
p= (e +ye™) A=z b, 7),

A fry) = 2 (39)

x o w
Va3+<a+mm'*w

geschrieben werden kann [11]. Dieser Ansatz leistet ebenfalls alles, was man
schon von vornherein analytisch von s- und p-Funktionen verlangt, und
bietet dariiber hinaus, neben einer Reihe noch spiter zu diskutierender Vor-

Acta Physica Academiae Scientiarum Hungaricae 27, 1969



204 H. PREUSS

teile, die Moglichkeit, mehr Parameter zu variieren. Fiir die wasserstoffihn-
lichen Funktionsansitze ergibt sich aus (39):

w(ls) = e~ A(ay, 0, 0) (40)
p(2p) = (7 — e™") A%y, B, — 1), (41)
P(2s) = (67" — y,67) A(otg, B3, — 75) (42)

wobei die Orthogonalitit von y(2s) auf y(1s)

Y3 = [(“1 + By + “3)]3

ergibt. Wie gefordert, verschwindet y(2p) fiir r — 0 linear in r. Um einMass
fiir die Giite dieser Funktionsansitze zu erhalten, sind mit (40), (41) und (42)

zur Kontrolle die Energiewerte des H-Atoms berechnet worden. Die folgende
Tabelle III gibt die Ergebnisse wieder.

Tabelle III

Energieterme des H-Atoms

Wirkliche «f-Werte im Energieminimum Bereclzne_te
Zustand | Epergie (at.E.) ‘ - i P | . Energie in
1s —0,5 1,0 0 0 —0,5
2s —0,125 0,460 0,545 —1,185 —0,124998
2p —0,125 0,414 0,618 —1,0 —0,124998

Die Energien zeigen véllige Ubereinstimmung. Die Nullstelle von
¥(2s), 1o = In|y,|/(B3—as) ergibt sich ebenfalls zu r, = 2,0 (at.E.), wie dies
auch fiir die strenge Lésung gilt.

Fiir die Rechnungen des kN-Verfahrens soll daher die Verwendung der
Ansiitze (43), (44), (45)

s-Grudterm: v = (e™" — y, e ") A(oy, B}, — Y1) s (43)
p-Grundterm: p = (e7* — e7") A(ay, B,, — 1), (44)
s-Term angeregt: v = (7" — y;e7%") A(aty, B3 — 73) (45)
mit
1 B (a 3
== oy + ) Y/ + By) (46)

(o + Bo)f* — vi/(By + Bs)?

vorgeschlagen werden. Die Anwendung dieser Funktionstypen empfiehlt
sich noch aus einem anderen Grunde: da sie nur aus Exponentialfunktionen
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bestehen, sind die mit ihnen berechneten Wechselwirkungsintegrale einfacher.
Auf die in diesem Zusammenhang wichtigen Probleme der Integralberechnung
ist in einer anderen Arbeit ausfiihrlicher eingegangen worden [11]. Nur soviel
soll gesagt werden, dass die Menge der erforderlichen Hilfsfunktionen zur
Berechnung der Zweizentrenwechselwirkungsintegrale der K- und L-Schale
gegeniiber der Verwendung von Slater-Funktionen stark reduziert werden
kann, und der allen Funktionen gleiche analytische Aufbau (39) eine Verein-
fachung in der angewendeten Formel fiir die Energie bietet, indem diese fiir
verschiedene Zustinde nur in den Parametern geiindert zu werden braucht.
Ein Vorteil, der sich besonders bei den hier zugrunde liegenden elektronisch
durchgefiihrten Rechnungen sehr bemerkbar gemacht hat.

Nachdem wir die Ansitze (43), (44), (45) am H-Atom gepriift haben,
sollen diese zur Bestimmung der ersten drei Zustinde am Na-Atom herange-
zogen werden, wenn fiir 4 und ¥ die Werte der Tabelle I gelten (4 = 1,826;
H#=0,536). Diese Rechnungen werden zeigen, auf welche Weise die A- und
FH-Werte abzuindern sind. Mit

Fm—2a LA gen (a7)

2 r r

und dem Ansatz

= (2l+1)(l—]m|)! " o e e—Bry pim ime
_[ dor(l +|m |! } A, B, P){e™ + ve PP (wd)e (48)

ergibt sich

E=(Z, + Zy + 7*)/(1 + Nyy + Np?) (49)

mit

Z=—a—2-~oc—f—Aoc X 2—{—1(1—{—1)0:2
0 (a_*_yl >

2
a \3 « 2
Zl_' “+ﬂ) [dﬂ—“—ﬂ]—*—z.‘id(‘w (50)
2 2
203
21+ 1 )
+ 201 + )a+

Z,— (%)3 [? B+ 4p [ﬂ—f—éf]z + Pl + 1)],

el
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Die Energie (49) wurde dann fiir I = 0 (s-Grundterm) in o, § und zum Minimum
gemacht, dann wurde = 1 und y = —1 gesetzt und in « und § variiert (p-
Grundterm) und schliesslich fiir I = 0 der angeregte s-Term berechnet, indem
y nach (46) eingesetzt wurde und wiederum in « und g die Energie minimal
gemacht wurde. Tabelle IV enthilt die Ergebnisse im Vergleich zu den wirk-
lichen Energiewerten sowie die im Minimum enthaltenen Parameterwerte.

Tabelle IV
Energieterme des Na-Atoms
Zustand , 2 ‘ B Y Epe. [¢V] —\ Eemp [eV]
s-Grundterm 0.491 j 1,003 | —0,848 —5,55 (5,12) ‘ ~5,12
p-Grundterm 0,424 | 0,380 | —1,0 —2,93 (2,92) —3,02
s-Term angeregt 0,271 ' 0,197 | —0,734 —1,86 (1,85) —1,94
|

Die in Klammern gesetzten Energiewerte wurden mit den wasserstoff-
dhnlichen Funktionsansitzen (4) erhalten. Wie man sieht, liegt der jetzt sich
ergebende Grundzustand wesentlich tiefer, wiihrend die héheren Terme keine
grossen Abweichungen gegeniiber den Energiewerten mit wasserstoffahnlichen
Funktionen zeigen, da das Maximum der y-Funktionen der hgheren Terme an
Stellen liegen, wo das Coulomb-Potential schon stark iiberwiegt.

Auf Grund dieser Ergebnisse unter Hinzunahme der empirischen Werte
und der Annahme, dass der Grundzustand besonders wesentlich in die Berech-
nung von A und Z# eingeht, kann man, wie schon oben vermerkt, annehmen,
dass die erhaltenen BE-Werte der Alkalimolekiilionen und die Energiewerte
der Systeme Alkaliion und Wasserstoff nach den A- und 5#’-Werten von Ta-
belle T untere Grenzen darstellen.

Dariiber hinaus hat sich ergeben, dass die Funktionsansitze (43), (44),
{45) fiir das kombinierte Niherungsverfahren geeigneter sind. Zusammen
mit dem erweiterten Ansatz fiir das Zusatzpotential (32) kénnen prinzipiell
die Parameter 4, B und % ’so bestimmt werden, dass die ersten drei Energie-
terme mit den empirischen iibereinstimmen, was fiir die praktische Anwendung
vollig ausreichen sollte.

Verzichtet man auf die Verwendung des Parameters B, so kionnen jeden-
falls mit Hilfe der verbesserten Funktionsansitze 4 und 57 genauer als bisher
bestimmt werden.

Ein weiteres Problem wirft die Verwendung neuer Funktionsbasen auf.
In den letzten Jahren sind in verstirktem Masse Gaussfunktionen bei Molekiil-
rechnungen verwendet worden [12], die folgendes Aussehen haben

2')7 3w
(pp = (—

e‘r/(f“’-'za)2 . (51)
b4
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Diese Funktionen wurden auch zur Beschreibung von Atomzustinden heran-
gezogen und haben sich ganz besonders bei allen wellenmechanischen Verfah-
ren der Quantenchemie bewihrt [13]. In diesem Falle wiire zu iiberlegen, ob
auch der Ansatz fiir das Zusatzpotential entsprechend modifiziert werden
sollte, damit die Integrationen so einfach bleiben, wie dies bei den Gaussfunk-
tionen der Fall ist. Es kénnte daher daran gedacht werden, in Abinderung
von (32) den folgenden Ansatz fiir das Zusatzpotential

Y = li 1 B e (52)
T

zu verwenden. In diesem Falle sind bei der Energieberechnung keinerlei neue
Integrale zu erwarten.

4. Allgemeine Fragen in der Quantenchemie

In einer Reihe von Verfahren der quantentheoretischen Chemie wird
ebenfalls mit dem Begriff des effektiven Potentials (Zusatzpotential) operiert,
so z. B. in der Methode von Géppert— Mayer— Sklar, im kombinierten Niherungs-
verfahren, oder besonders im Hiickel-Verfahren mit seinen Erweiterungen und
Varianten. Schliesslich geht auch die Elektronengasmethode von einem effek-
tiven Potential aus, in welchem sich die Elektronen befinden. Die Vorstellung
des Zusatzpotentials, welche in irgendeiner Form die Elektronenwechselwir-
kung auf einfache Weise beriicksichtigen helfen soll, ist also ganz verschieden-
artigen Methoden gemeinsam. Aus diesem Grunde ist es notwendig, sich darii-
ber klar zu werden, ob auch hier eine solche Konzeption iiberhaupt sinnvoll
ist, oder ob diese nur mit gewissen Einschrinkungen aufrecht erhalten werden
kann.

Es ist bemerkenswert, dass solche Uberlegungen bisher noch nicht durch-
gefithrt worden sind, und z. B. die Meinung vorherrscht, dass ein effektives
Potential durch kein Variationsprinzip erhalten werden kann, ocbwohl gerade
das Hiickel-Verfahren und die Elektronengasmethode ganz wesentlich von
der Tatsache eines effektiven Potentials ausgehen. Der Grundgedanke ist
dabei der, dass die Wirkungen der iibrigen Elektronen auf ein herausgegriffe-
nes durch ein Potential V' dargestellt werden konnen, so dass es maglich ist,
die Bewegungen eines jeden Elektrons in Form einer Einteilchen-Schrédinger-
gleichung zu behandeln.

H®, =& ®, (53)

H=—244+Ur) (i st E). (54)

<~
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Da das Potential U auch noch die Wechselwirkungen mit den Kernen enthilt,
so ist der Zusammenhang mit ¥, wenn N Zentren (Atome) der Ladungen Z,
(4 = 1. . N) vorliegen, in der folgenden Form gegeben

N z
= — 2—" + ¥ (z). (55)

A=1Ty

V() steht also reprisentativ fiir die Wirkungen von n—1 Elektronen auf das
betrachtete. Dementsprechend ergibt sich die Gesamtenergie ¢ des aus n
Elektronen bestehenden Systems zu

& =2 ¢t (56)
J
wenn entsprechend dem Pauliprinzip die Zustinde @; besetzt werden, wobei
sich die Gesamtwellenfunktion als Determinante der @, schreibt

ps = det {D (i)} («, B : Spinfunktionen). (57)

Gegebenenfalls treten Summen von Determinanten auf, wenn keine abge-
schlossenen Schalen (im Sinne des Einteilchensbildes) vorliegen. Der Index
s an &in (56) weist auf die verschiedenen Zustinde des Gesamtsystems hin,
die durch verschiedene Summierungen erhalten werden kénnen (angeregte
Zustinde).

In Wirklichkeit wire fiir ein solches System die Schrédingergleichung

Hys = &y j¢xw dr=1 (58)
zu behandeln, mit
1 .n n N % n-—1 n r ’L ) n—1 n‘ 1
w=—2Fa-33215 Lo 3+ 32 (59)
24 =i=Tu i3 Sary i= i=1 j=i+1Tif
wobei
N
H() = — 1 4,— 32 (60)
2 A=1Ty

Wiirde k-ine Elektronenwechselwirkung vorliegen, so ist V(t) =0 und

H=H, (61)
8o dass auch :
ﬁs = Ys (62)
und
és =& (63)
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gilt. In diesem Falle zerfillt 7 in eine Summe von Einelektronenoperatoren
H().

Die primitive Vorstellung von einem Zusatzpotential besteht also darin,
n

H= 3 H'(i) (64)
=1

zu setzen, obwohl Elektronenwechselwirkung vorliegt. Damit wire dann der
Ausgangspunkt fiir Gl. (53) und die folgenden bis (57) gefunden. Gibt es nun
ein H’ (bzw. V) von der Art, dass (58) mit (64) in Ubereinstimmung gebracht
werden kann? Offensichtlich nicht, denn die Besetzungsvorschrift, die sich in
(56) zeigt, mit den Energien aus (53), macht keinen Unterschied in den ver-
schiedenen Spinstellungen der Elektronen, so dass im Einklang mit dem Pauli-
prinzip fiir Zustéinde mit verschiedener Spinmultiplizitit die gleiche Energie
erhalten wird, obwohl in Wirklichkeit die Elektronenwechselwirkung zu einer
Aufspaltung der Energie gefithrt hat. Man ersieht das z. B. aus der Form (39)
von H, wenn man im Rahmen einer Stérungsrechnung mit

HO = 3 H()] (65)

als nullte Niherung beginnt und dann die Rechnung mit dem »Stéroperator«
N n—1 n 1
H®©® = > > (66)
i=1 j=i+1Tjj
verbessert, der dann eine Aufspaltung der Energie nullter Niherung liefert,
wenn diese urspriinglich fiir verschiedene Spinzustinde gleich war. Man pflegt

das bildlich etwa so darzustellen (Fig. 1, 2):

J & i &
1‘- €4 4 €,
- H—-

Fig. 1, 2

Im Einteilchenbild nach (53) kénnen z.B. nach Fig. 1 und 2 Triplett- und Sin-
gulett-Zustinde entsprechend der Vorschrift (56) nicht unterschieden werden,
obwohl die s nach (57) verschieden sind.

Wir kénnen daher vorerst die noch ziemlich triviale F eststellung treffen,
dass ein effektives Potential nach (53) und (55) nicht in aller Strenge gefunden
werden kann. Die primitive Darstellung (64) fiir S#lisst sich nicht exakt be-
griinden. Mit anderen Worten: Zerlegt man & in der Form [14]
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x= 2 H6) + {2 32 S me - H'(i)]] = X0+ W, (67)

i=1 je=i+1Tij {=1
go lidsst sich mit keinem Potential ¥V der Operator F(!) annullieren, denn es
gilt, wegen (54), (55), (59) und (60)

o= $1_ SV (68)

i—1 j=i+1Tij {=1
Man sieht leicht, dass

s 31 2 V(i) (69)

i=1 j=i+1 Tjj
nicht gelten kann, wenn man z. B. t; = t;setzt. Oder auch anders ausgedriickt:
Es lassen sich mit keinem Potential V(i) die Gleichungen
[yt 0P dr=0; (s,1=0,1,2..) (70)

befriedigen, wenn alle Losungen y; nach (57) und (53) beriicksichtigt werden.
Wie kann man nun zu einer sinnvollen Definition eines Zusatzpotentials ge-
langen ?

Offenbar ist die Forderung (70) zu weitgehend. Man wird daher als
néchste Erleichterung an die Forderungen

[prorvyde=0; (5,1=0,1,2..) (71)
(s #D)
denken, so dass die Nidherungen erster Ordnung
§pr P0G, dr 40 (12)

der Stérungsrechnung noch iibrig bleiben und somit z. B. die in Fig. 1 und 2
gezeigte energetische Gleichheit aufgehoben werden kann. Leider ist auch
diese Forderung zu stark, denn sie bedeutet, dass (62) noch erhalten bleibt,
wie man aus der Stérungsrechnung erkennt. Auch mit (71) kann daher kein
Zusatzpotential definiert werden, was diesmal sogar schon nicht mebr in der
primitivsten Form (63) enthalten ist, denn P nach .(68) braucht nach (72)
nicht mehr zu verschwinden.
Wenn (72) beibehalten werden soll, so kénnte ein Zusatzpotential noch
durch
{ 92 VY, dv = min; (s,1=0,1,2..) (73)
(s+D)
definiert werden. Wir fassen eine Reihe von Bedingungen (73) zusammen und
erhalten daraus die schwiicheren Forderungen (gegebenenfalls Summierung
in s)
_;[W;;f(l’%]?h:mm (s=0,1,2..). (74)
[ o#s

Acta Physica Academiae Scientiarum Hungaricae 27, 1969



BEMERKUNGEN ZUM KOMBINIERTEN NAHERUNGSVERFAHREN 211

Diese sollen als Definitionsgleichungen fiir ein Zusatzpotential V' verwendet
werden. Sie sind in vielerlei Hinsicht sinnvoll. Entwickeln wir im Rahmen der
Storungsrechnung die exakte Losung der Schrodingergleichung (mit &#°) nach
den Losungen des ungestorten Systems (5¥*®)

~ PO dr
po= 4 AW 5y (15)
i

Es — &

so sehen wir, dass die Forderungen (73) auf ein Minimisieren der einzelnen Ter-
me der rechts stehenden Summen hinauslidufen, so dass auf diese Weise die
Variationsgleichungen (73) mit den Forderungen

{(p,— Ppdr=min;  (s=0,1..) (76)

zusammenhingen, wenn yg nach (57) zu verstehen ist. Die Variation in (76)
wird mit Hilfe des effektiven Potentials ¥ durchgefiihrt, so dass (immer im
Sinne der Forderungen (73) und schwicher nach (74)) die beste Determinan-
tendarstellung nach (57) gesucht wird. Diese diirfte kaum mit der Hartree—
Fock-Losung identisch sein, da diese bekanntlich durch die Forderungen [15]

s T=03; s=0,1..
v H VY d 0 0,1..) 71

festgelegt wird und als effektives Potential das Hartree — Fock-Potential lie-
fert. Man wird daher erwarten diirfen, dass die aus (76) sowie aus (73) bzw.
(74) erhaltenen P-Funktionen zwar nicht die Gesamtenergie im Sinne der Ener-
gievariation minimisieren, aber dafiir Ndherungen darstellen, die gegebenenfalls
beziiglich gewisser Erwartungswerte und Ubergangselemente zu besseren
Ergebnissen filhren kénnen [16]. Hier wiiren noch weitere Untersuchungen
notwendig, besonders iiber den Zusammenhang von (73), (74) mit (76) und den
daraus resultierenden Fragen nach der Giite von Niherungslgsungen. Vor-
ldufig lasst sich aus (74) mit Hilfe des Uberganges

Zl[f%' HO G defr = (§r H O Podv — ([ KO P drf =min  (78)
1#s

bei dem die Definitionshereiche von ¥®und ()2 beachtet werden miissen,
zeigen, dass (74) in die Forderungen

([(oF—{ 9z 29, dv) $J*dv = min (s =0,1...) (79)

fibergefiilhrt werden kann.
Dabei ist verwendet worden, dass die Js Eigenfunktionen von 5¢ @ sind.
Das Variationsprinzip (79), und eine Erweiterung davon, sind in der Literatur

schon bekannt (17, 18, 19].
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Beziiglich einer praktischen Durchfithrung der Variation (78) kénnte
etwa daran gedacht werden,

V=_20CV. () (80)

fiir das Einteilchenpotential zu setzen (mit festgewihlten V,) und die Rechnun-
gen mit einem bestimmten Satz von C, zu beginnen. Mit den dazugehérenden
Ps-Funktionen (gegebenenfalls niherungsweise als Linearkombinationen an-
gesetzt), wird dann in (78) oder (79) eingegangen und die C, variiert. Damit
ist ein iteratives Verfahren gewonnen, in welchem nur solche V, verwendet
werden diirfen, die die Existenz der Integrale in (78) garantieren. Auch hier
miissen weitere Untersuchungen angeschlossen werden.

Die Uberlegungen dieses Abschnitts unterscheiden sich in der Inter-
pretation wesentlich von denjenigen der vorhergehenden Abschnitte. Wih-
rend im Falle der Atome die Zusatzpotentiale so gewihlt worden sind, dass
Austausch und Pauliprinzip beriicksichtigt wurden, ging es hier darum, ein
Potential aufzubauen, welches in gewisser Weise so gut wie méglich einen Teil
des Hamiltonoperators, nimlich die Elektronenwechselwirkung durch eine
Summe von Einteilchenpotentialen ersetzt. Damit ist die Schwierigkeit eines
jeweils vom Elektronenzustand abhiingigen Zusatzpotentials beseitigt. An-
dererseits ist mit der Variation (78) ein Weg beschritten worden, der zu einer
anderen Auffassung des Zusatzpotentials gefiithrt hat. Man darf nicht ver-
gessen, dass auch hier wieder die Tatsache zu beachten ist, dass sich in der
GomBAs’schen Fassung des Zusatzpotentials véllig richtig eine Abhingigkeit
von den Elektronenzustinden ergeben muss. Die Mittelwertbildung im kN-
Verfahren dagegen zeigt Zusammenhinge mit der hier angegebenen Definition
des effektiven Potentials, wobei in jedem Falle jedes Elektron unabhingig
sich im gleichen effektiven Potential befindet.

5. Zusammenhiinge zur Giite der Wellenfunktion

In einer friiheren Arbeit des Verfassers [20] wurde auf die Msglichkeiten
von Giitedefinitionen der Niherungslosungen P der Schriodingergleichung

(H—e)ps=0; [otydr=1 (81)
eingegangen und vorgeschlagen, diese in der Form
S [fps — BIJPdr = n* (£, %)) (82)

einzufiihren, indem die Grosse von nz(f,%) ein Mass dafiir ist, wie gut die mit
Vs (s=0,1...) zu bildenden Erwartungswerte und Ubergangselemente von
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f zu erwarten sind. Dabei ergab sich unter anderem, dass 7?(1, %) kein Mass fiir

Integrale der Form j’?’p}f’ﬁs, dr ist.
Es wiire daher grundsitzlich méglich, ein Variationsverfahren

7’ (f’ %) = min (83)

einzufiihren, in welchem % variiert wird. Leider ist dies in dieser Form nicht
ohne weiteres moglich, da in (82) auch die exakte Losung y auftritt. Die For-
derung (83) lisst sich aber, wenn man in dhnlicher Weise wie in einer fritheren
Arbeit des Verfassers [21] vorgeht, nur in schwicherer Fassung auf ein brauch-

bares Variationsprinzip zuriickfiihren.
Zerlegen wir & in (81) in der Form

K= H+ W (84)
wobei ¥ so definiert sein soll, dass
5‘“%8 = és ”7’5; J %‘ "7’5' dr = 633' (85)
gilt, so liefert die Storungsrechnung die Darstellung

{93 H Vg dr

£, — Ey

Y+ ... (s£5). (86)

1703:%5—}_ N

d—
-
Wie oben gezeigt, kann in diesem Zusammenhang durch

D9t HOGede = (P 2P dr — ([ P¢ HV P dr) = min
a
s#s (87)

ein effektives Potential definiert werden, wenn H aus einer Summe von Ein-
elektronenoperatoren besteht, wobei P aus einer Reihe von Determinanten
(bestehend aus Einelektronenfunktionen) aufgebaut werden muss. Gl. (87)
kann dann umgeformt werden in

o2 (1, %s) = j [(9?7_ J i;;.: 'yas dr) 7’5]2 dr = min, (88)

wenn von (85) Gebrauch gemacht wird.

Bei der ersten Ordnung der Stérungsrechnung nach (86) sind auch in
der Summe, wenn vorhanden, die Zustinde des Kontinuums zu beriicksichti-
. gen. Dies ist praktisch undurchfiihrbar. Aus diesem Grunde hat man versucht,
die erste Niherung in (86) dadurch zu erfassen, dass man einen Mittelwert den
»Energienenner« vor die Summe zog

1
El

Vo= P+— S([PrHOGedr) Py (s5). (89)

Acta Physica Academiae Scientiarum Hungavicae 27, 1969



214 H. PREUSS

Diese Approximation ist, wie die Erfahrung gezeigt hat, recht gut [22], und
kann unter Umstiinden noch einen Teil der zweiten Niherung mit erfassen
[23]. Im Rahmen dieses Niherungsstandpunktes kann 72 (1, §) mit (88) in
Zusammenhang gebracht werden, denn aus (89) folgt.

7 (1, a”s)=J‘(V’s_‘ ﬁs)zdr,\,-__[z j +9f(1)~ d‘t’)ip +. .]2d1:.
(90)

Unter der Annahme, dass die 7, ein orthonormiertes System darstellen, folgt
bei alleiniger Beriicksichtigung der ersten Niherung

2 s (s'#5) (91)

[j'/’ 97(1)2,", dr_(jwtﬁ%’(l)w dr)]

" 1 N -
7 (1, P)~ ) > ([praorwpydryp =

E’2

wenn (87) beachtet wird. Die rechte Seite von (91) ist dann mit (88) identisch,
wobei fiir jedes s der Hamiltonoperator ¥ nach (84) und (85) zerlegt gedacht wird.
Die Approximation, die in (91) durch die beiden dusseren Seiten dargestellt
wird, hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dass (88), welches immer positiv
ist, fiir die exakte Losung von 57 verschwindet, ebenso wie 7%(1,%;). Man wird
daher daraus den Schluss ziehen koénnen, dass man durch das Variationsver-
fahren (88) ein P;erhilt, was im wesentlichen durch einen kleinen Wert von
7%(1,%;) charakterisiert ist. Anders ausgedriickt: Beim Ansetzen eines bestimm-
ten VP als Variationsansatz (mit bestimmten freien Parametern) wird das aus
der Energievariation

{ %2 HP,dr = min (92)

resultierende 7, andere Parameterwerte enthalten, als das gleiche analytische
V¥s, welche aus (88) folgt. Einfache Testrechnungen hestitigen diesen Zusam-
menhang [24, 20]. Erst wenn 7, sehr gut in fast allen Raumbereichen mit ypg
iibereinstimmt, diirfte der Unterschied in den Parameterwerten nicht mehr
gross sein. Fiir die exakte Lasung gilt 6%(1, y;) = 0, danach verschwinden nach
(91) alle Glieder in der mittleren Summe, es gilt also

(fo|HOPgdrfp=0, (s =0,1...). (93)

Der Operator ¥ ist beziiglich s zu einem Nulloperator geworden. Es ist
nach (84)

~

H=J. (94)
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Diese Beziehungen kénnen prinzipiell nur erfiillt werden, wenn vom Einteil-
chenbild abgegangen wird. Andernfalls kann durch

((PrFD P dr)2 = min; (¥ =0,1...) (95)
(s

mit & nach (84) ein effektives Einteilchenpotential (effektives Potential)
eingefiihrt werden, wie oben gezeigt. Die bisherigen Uberlegungen kénnen nun

auch fiir den Ausdruck 7%(f,%) angewendet werden. Hier erhilt man mit Hilfe
von (89) die Beziehung

7 (f, ’V\"s) = jﬁ(lps - %)2 dv o
aus der weiter folgt

~ 1 P ~ ~ ~ ~
7 (f, Ps) ~ T g‘; (jy)s‘ S ,/,S,dr)(ng HD Ws”dr)(jw:‘f?ws’dt) .(9

1 I At . 2
E? J[;(Y pa HD Y, dr)f'/’s +] dr(96)

7)
Analog des Uberganges von (87) ist die rechte Seite von (97) mit

F () = [ [(F~ (9 P, dr)§ ] de (98)

jdentisch, wobei zwischendurch bei der Herleitung ein 7 nach (84) und (85)
eingefilhrt wird. Dabei ist noch zu beachten, dass in der Regel

[froep oy de+ (s f2 7§ do (99)

gilt. Der Zusammenhang zwischen (97) und (98) kann daher mit Hilfe von X

nach {84) und (85) erkaunt werden. Das Potential in ¥ spielt hier die Rolle des
bekannten Fehlerpotentials [25], welches im Falle der Einteilchennéherung,
wenn danit die Forderungen 6%(f,7s) = min verkniipft werden, in das effektive
Potential iibergeht. Dieses kann somit als Funktion von f definiert werden.
Wir wollen aber die in Abschnitt 4 angegebene Definition bevorzugen, weil
damit auch in der Bestimmung der Energie die bekannten Gleichungen der
Stérungsrechnung 1. Ordnung erhalten bleiben, die zur Aufspaltung der ur-
spriinglich entarteten Zustinde fithren kénnen. Dagegen ist (98), im Hinblick
auf die y-Berechnung, ein brauchbares Variationsverfahren, welches gerade
im Hinblick auf die spiter zu berechnenden Erwartungswerte und Ubergangs-
elemente von f bessere Ergebnisse zu erwarten gestattet [20], da es mit (82)
zusammenhiingt. Die vor einigen Jahren gemachten Versuche, die Handha-
bung des Variationsverfahrens nach (98) und verwandter Formen (»gesteuerte
Verbesserung«) zu erleichtern, zeigen schon hoffnungsvolle Ansitze [28]).
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Weiter zu untersuchen wire noch der Einfluss der positiven Grosse E'2 in (90).
Erst dann ist es méglich, gegebenenfalls den vollen Zusammenhang zwischen
72 und 6% aufzukliren.

6. Ausblicke

Die Problematik des effektiven Potentials hat sich in einer umfangrei-
chen Literatur niedergeschlagen, und solange man im Rahmen der Wellen-
mechanik versucht hat, méglichst alle Elektronen eines Systems zu beriick-
sichtigen (ab-initio-Verfahren), ist auch parallel dazu immer die Frage auf-
geworfen worden, ob diese Rechnungen nicht vereinfacht werden kénnten,
indem die Wirkungen einiger bestimmter Elektronenteilsysteme durch Po-
tentiale ersetzt werden kénnen, obwohl man sich immer dariiber klar war, dass
diese ein Niherungsstandpunkt ist, der zu einer Reihe recht diffiziler Fragen
fiilhren muss. Heute, nachdem die ab-initio-Verfahren so grosse Erfolge auf-
zuweisen haben, ist das Problem des Zusatzpotentials von gleicher Aktualitiit.
Man kann nidmlich aus den Absolutrechnungen ersehen, dass auch in den
Molekiilen ein grosser Teil der kernnahen Elektronen weitgehendst die glei-
che Dichteverteilung haben wie in den freien Atomen, obwohl die Einteil-
chenergien des SCF-Verfahrens von der chemischen Bindung abhingig sind.
Mit anderen Worten, die ab-initio-Verfahren implizieren noch einmal die
Berechtigung, niherungsweise die Anzahl der zu behandelnden Elektronen zu
reduzieren, indem effektive Potentiale eingefiihrt werden. In diesem Zusam-
menhang sei auch an die Versionen des SCF-Verfahrens erinnert, die nur einen
Teil der Elektronendichten iterativ behandeln [27].

In diesem Zusammenhang sollte abschliessend noch daran erinnert wer-
den, dass es in der Quantenchemie zwei Aspekte gibt. Einmal kann versucht
werden, die Resultate méglichst genau zu halten, wobei heute besonders die
Fragen der Korrelationsenergie eine grosse Rolle spielen, zum andern geniigt
es manchmal nur, qualitative Ergebnisse zu haben, die fiir die Chemie (be-
sonders was die Reaktivitdt betrifft) von grossem Nutzen sein kénnen. Die
Methoden, die mit effektiven Potentialen arbeiten, werden wohl immer auf
seiten der qualitativen Diskussionen stehen, und sie werden sich immer dann
behaupten kénnen, wenn ihre Handhabung einfach und der Weg zu ihren
Ergebnissen leicht zu iibersehen ist. Ohne Zweifel aber wird man in den meis-
ten Fillen wohl doch den Verfahren den Vorzug geben, die alle Elektronen be-
riicksichtigen, wobei die Verwendung von Zusatzpotentialen eine Orientierung
erméglichen kann, bevor der Rechenaufwand aus diesen oder jenen Griinden
vergrossert werden muss.

Fiir die hierzu durchgefiihrten Rechnungen sei besonders Frau 1. FUNKE herzlich ge-

dankt. Herrn Prof. W. A. BiNGEL danke ich fiir Diskussionen zu einigen Punkten dieses The-
mas.
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SR ARAN o of

HEKOTOPBIE 3AMEYAHHS K KOMBEMHHWPOBAHHbBIM NPUEBJIMXEHHBIM
METOOAM H 3®PEKTUBHBIM [TOTEHLIMAJIAM
r. MPANC

Pezwme

Tlocne KOpPoOTKOro BBeleHHs] B KOMOHHALMOHHbIE NMPHOJIMYKEHHBIE METOJbl BLIYHCIIAIOTCS
SHEPrHH CBSI3H M DAaBHOBECHBIE DACCTOSIHHSI HOHOB ILUEJIOYHBLIX MOJIEKYJl H PacCMaTpHBAeTCs
BONPOC CYLeCTBOBAHUS HOHOB ILIEJOYHO-THAPHIAHBIX MoJeKyJ. ITo OTHOIEHHI0 yCOBEPIIEHCT-
BOB2HHSI METOJ0B IIpeJJaraeTcsi OfHAa HCXOAsLasi aTOMHasi QYHKLHS, COCTOALNAsl TOJIBKO H3
3KCIOHEHIHAIBHBIX 4JIEHOB. JIHCKYTHPYIOTCS JaJibHeHiuHe BO3MOYKHOCTH YCOBEpPIIEHCTBO-
BaHHSI METOLOB.

Hcxons M3 faHHOTO HCCAe0BAHHS, PACCMATPHBAETCS POJib 3P(EKTHBHBIX NOTEHLHAJIOB
B paMkax npobJeMbl MHOTHX LEHTPOB H B CaMoM 06lUeM Cllyuae MOKasbBaeTCsl, YTO B PAMKax
HaWBHOI'0 OZHOYACTHYHOrG NpPHOMH)KEHMS! HeJb3s OnpeneysTh 3((QeKTHBHONO NOTEHIHAJA,
OHAKO, HMEETCsi BO3MOXKHOCTE ISl YMHOT'O BBEACHHSI AAHHOTO MNOTEHUHAaNa NPH 0TKase oOT
onpezieIeHHOH, XapaKTepHOH st 0fHOM YacTHlpl, KapTuHbL Jlasiee JaeTcst OOHO onpeliesieHHe
406aBOYHOI0 MOTEHLHANA, OCHOBAHHOE HAa BapHALIHOHHOM INPUHIMNE, H TOKAa3bIBAETCS BO3-
MOXXHOCTb onpefeneHHsi 3QHeKTHBHOrO roreHHana. HakoHen, npuBOANTCS HeJaBHO CHOPMY-
JIHPOBAHHOE aBTOPOM omnpenesieHHe J06pOTHl NpHOIHIKEHHOr0 peuteHHsi ypaBHeHusi IlIpexun-
repa B CBA3H C Y>K€ HM3BECTHHIM BapHALIMOHHLIM ITPUEMOM, MpHUYEM MOHATHE 3QPEeKTHBHOTO
MoTeHHAJA O0KAa3aJIoCh JIMUIHHM,
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