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BERECHNUNGEN DER ZUSTANDE 1lsnstz; DES
WASSERSTOFFMOLEKULS AUF GRUND DER METHODE
DER KORRELATIONSMASSIGEN MOLEKULBAHNEN®*

Von

F. BERENCZ
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK, JOZSEF ATTILA UNIVERSITAT, SZEGED
(Eingegangen: 13. 1. 1969)

Es wurde die Elektronenenergie des Zustandes 1525 1X; des Wasserstoffmolekiils auf
Grund der Methode der korrelationsmissigen Molekiilbahnen berechnet. Es wurde weiterhin
festgestellt, dass durch die Erweiterung der Eigenfunktion durch den Korrelationsfaktor,
nur dann eine wesentliche Energiekorrektion entsteht, wenn dort gar keine Korrelation der
Elektronen vorhanden war.

Einleitung

Aus den physikalischen Experimenten ist es wohlbekannt, dass das
Wasserstoffmolekiil zweierlei angeregte Zustinde hat. Im ersten Zustand ist
das eine Elektron im Grundzustand und das andere in angeregtem Zustand;
dann gibt es auch solche angeregten Zustinde, in welchen sich beide Elektro-
nen in angeregtem Zustande befinden.

Im Falle des Wasserstoffmolekiils wurden iiber die Energie der ange-
regten Zustinde viele Berechnungen durchgefiihrt. Schon ganz frith, einige
Jahre danach, dass die Schrodinger’sche Gleichung angegeben wurde, konnte
man iiber Untersuchungen der angeregten Zustinde des Wasserstoffmolekiils
bei GUILLEMIN und ZENER [1], bei PRESENT [2] und bei JamES, COOLIDGE und
PRESENT [3] lesen.

Der erste Teil der genauen Berechnungen der angeregten Zustinde des
Wasserstoffmolekiils wurde mit Funktionen, dargestellt in elliptischen Koor-
dinaten, durchgefiihrt. Auf Grund solcher Funktionen wurde die Energie des
niedrigsten angeregten Zustandes 3%, des Wasserstoffmolekiils von CoOLIDGE
und JaMmEs [4], die Energien der niedrigsten angeregten Zustiinde 12;' , 1ot
und 3% von Kozos und RooTHAAN [5], die Energie des angeregten Zustandes
12: von DavipsoN [6], und die Energien der angeregten Zustiinde XIZ; .
b3x}, CUI} und B} von Kozos und WoLNIEWICZ [7] berechnet.

Der zweite Teil der genauen Berechnungen der angeregten Zustiinde des
Wasserstoffmolekiils wurden mit einfachen Bahn-Funktionen durchgefiihrt.
PriLLirsoN und MuLLikeN [8] berechneten auf Grund solcher Funktionen
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132 F. BERENCZ

die niedrigsten angeregten Zustinde 15F und 35}, BERENCZ [9] den angereg-
ten Zustand 127 und Browne [10] die angeregten Zustinde 1U7,, 311, I,
31y, 14y, 34,4, 144, 34,

Der dritte Teil der genauen Berechnungen der angeregten Zustinde des
Wasserstoffmolekiils wurde mit solchen Wellenfunktionen durchgefiihrt,
die durch Bildung der Linearkombinationen solcher Atomfunktionen entstehen,
die auf dem Mittelpunkt der Kernverbindungslinie zentriert sind. Auf Grund
solcher Wellenfunktionen wurden die angeregten Zustiinde des Wasserstoffmo-
lekiils von HuziNaGe [11], TamAssy-LENTEI [12], Tayror [13] und KarTo,
HayEgs und DuncaNn [14] berechnet.

Zune und Duncan [15] verdffentlichten auch Berechnungen des ange-
regten Zustandes des Wasserstoffmolekiils, die denen von PHILLIPSON und
MuLLikeR. dhnlich sind, aber diese Verfasser verwendeten ortho-normierten
Molekiilbahnen.

Zum Schluss miissen noch die Verfasser RoTHENBERG und DAvIDSON
[16] erwihnt werden, die die natiirlichen Bahnen der angeregten Zusténde
ipd Azt AL, A, A, 32, 3XY, 31, 311, 34, des Wasserstoffmolekiils an-
gegeben haben.

In einer friiheren Arbeit des Verfassers [17] wurde untersucht, wie die
Beriicksichtigung des Korrelationsfaktors (1 + pr,,) die Berechnungen des
Grundzustandes: des: Wasserstoffmolekiils beeinflusst. In dieser Arbeit werden
die friitheren Untersuchungen auf die Berechnungen der Zustinde 1snstX;
ausgedehnt. Mit diesen Berechnungen vermehrt sich die Zahl der bekannten
Molekiilintegrale. zwischen 1s- und ns-Elektronen in' grossem Masse.

Die Rechenmethode

Zur. Bestimmung von. Zustandsfunktionen fiir die Zustinde lsns'Z}
(n = 2) des Wasserstoffmolekiils wird es angenommen, dass sie ihren Ursprung
aus einer Bahn-Konfiguration nehmen, in welcher sich das erste Elektron im
Grundzustand. und. das zweite Elektron in angeregtem Zustand befindet. Im
Falle n.=:2 haben. die Molekiilbahnen der einzelnen: Elektronen die folgende
Gestalt:. '

1o, = (1S4 + 1 Se)/V2(1+S)s (1)
20, = (25, + 2 Sa)V 2(1F5,), 2)

wOo
S, = (iS,iSsy, i=1.2. (3)

Die Wasserstoffeigenfunktionen der. ns-Zustinde werden durch den folgenden
Zusammenhang geliefert:

mm=£ﬁg4m%hw» (@
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Rn<r)=1—"*1[2’ (5)

12!

(n—1)(n—2) gr__m

n 213t n

Die Zustandsfunktion ist das antisymmetrische Produkt der einzelnen
lo; und 20 Molekiilbahnen, durch den Korrelationsfaktor (1 4 pr,,) erwei-
tert.

1
V2
Die Elektronenenergie wird dann auf Grund des folgenden Zusammenhanges

berechnet:

Wisas = 10,(1) 2 04(2) (1-+pryy) (o B — a3 By)- (6)

j%szsng{sm dr
E1s2s= 2 ’ (7)
jY’der
wo
1 1 1 1 1 1 1 1
H=——A— -~ — > —— - L~ 4 (g
2 2 Ty Tny Taa b2 Tia R

Die Resultate der Berechnungen

Mit der korrelationsmissigen Molekiilbahn (6) ergab sich bei R = 1.95
a.u. Kernabstand fiir die Elektronenenergie des angeregten Zustandes 1s2s1X;
des Wasserstoffmolekiils der Wert 0,70221 a.u. In einer fritheren Arbeit des
Verfassers [9] wurde dieselbe Energie auf Grund der (6) #hnlichen Molekiil-
bahn mit einem Resultat von 0,68086 a.u. fiir die Elektronenenergie berechnet.
Die Erweiterung der Molekiilbahn durch den Korrelationsfaktor (1 + pr,,)
gibt also eine Energiekorrektion mit dem Wert von 0,02135 a.u.. Dieselbe
Korrektion hat bei der Berechnung der Elektronenenergie des Grundzustandes
des Wasserstoffmolekiils den Wert 0,02352 a.u., wie man sich davon aus der
Arbeit von FrosT und BRAUNSTEIN [18] iiberzeugen kann. Da die zwei Ener-
giekorrektionen gréssenordnungsmiissig gleich sind, kann es auch bei den
Berechnungen der angeregten Zustinde festgestellt werden, dass mit der Er-
weiterung der Eigenfunktion durch den Korrelationsfaktor (1 4 pr,,) nur
dann eine wesentliche Energickorrektion entsteht, wenn dort gar keine Korre-
lation der Elektronen vorhanden war.

Ich danke auch an dieser Stelle Friiulein A. BorpizsARr fiir die Hilfe, die sie mir mit der
Vornahme der numerischen Rechnungen geboten hat.
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Anbang

Bei der Berechnung der Elektronenergie mussten mehrere Molekiil-
Integrale bestimmt werden, die in der Literatur bisher noch nicht vorge-
kommen sind. Diese seien folgendermassen bezeichnet:

. . 1
I(as 8,7, 9, 1y Js k,m, n) = TJICXP ('— Argq — ﬂrbl) X
7
X XP (— Proy — Oryy) rly rfy vl rii v dry dv,.

Bei der Berechnung der Integrale wird die Methode von Korani [19] und seiner
Mitarbeiter benutzt. Unsere Integrale wurden mit Hilfe der folgenden Hilfs-
integrale ausgedriickt:

Apfo) = [ e prdu,
B, = | j P dy,

6i, ) = [ Pito) o1 — sty

iy o b B) = [} [T eom ool d Qi) Pre-)
X (g — 1) (43— 1) dp, du, .

Die neuen Integrale kionnen in vier Gruppen davon abhiingend eingeteilt
werden, dass die Exponentialfunktionen die folgenden Gestalten haben:

exp (_ 2al) exp (’_ "az) s

exp (— Tqp — rbl) exp (—ra),

1 1 )
exp (— 2rq) exp (— o e 7”’2];’
1 1

exp (— 1y — o) eXp (—‘ 9 Tap— 5 Ty -

Wegen der grossen Zahl der Molekiilintegrale werden aus jeder Gruppe
nur einige mitgeteilt:

I12,0,1,0,0,0,0,0,1) =

R7 0 R 0 0 R 0 (1] 1} 0
=5 {Ho [4, R:2, 7] €10, R) G [o, S F30+50+70+90 +
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+ [Hi’ (2, R;0, —f—:—) + H? [O,R; 2, —?J —

T O,R;o,ﬁlggtz,l‘_),

5 2 2

2 R R R R
2L R L es 3, 2| + Ho o, Ry 0, = 6o 4, | —

3 ° 2> T 1( 2] 1( 2)
A m(L e, B e (s B £ 2 [O,R,O, R)eaf2, R +
3 2 ] 2 2
¢ 3 m (o, r:0,-R) 61 2,£I_
5 2

1(1,1,1,0,0,0,0,0,2) =

- ;‘;; [[A4(R)A2 (%] + AR) A4, (%J — 24,(R)4, (—121” B, (%] +

aans 5] ) (2]
. [A4(R)A0 {%] + A R) 4, (3;—) —24,R)4, (%’ ] B, [%] -

B a2 a2

- —;— [A2(R)A2 [—12{—] + A(R)4, (-?-J —244R)4, [-:;” B, (_R-) ~

a5 a2
+ % [Az(R)A(, {%} + A((R)A, (?] — 24,(R)A, (%” B, [ﬁ] +
{8 on (2
1(2,0,—., %,o,o,o,o, 1] -
_—_f;;l[m (4 R;2, —] +H°(2 R; 4, —)—
--—Z—HO (2 Ri2 ]]00(0 R) +
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+ HS (2, R;?2, ﬁ] G632, R) — 2 HY (3, R; 3, —R—J Y1, R) +

+2 H"(z R;2, —]G”(O R) + H} [2, R 2, Jci(o R)—

R R
——|H§|4,R;0, —| + H} |2, R; 2, —| —
ylm{emoy] - mnn )

~%H°( ” G0, R) —

1

— =’ (2, R;0, 6
3

J G2, R)+ - HY (3, R 1, _;iJ X1, R) —

5 R R
—~ — | o {4, R; 0, — HY (2, R; 2, —| —
- [Hz( 2]+ z( 2]

8 0 . R 0,

——-H3 2 Rs 0,7)]01(0, R) —

— 2 m 2, Rs0, _R—] Y2 R) + — H3 [3, R; 1, &) 631, R) —
3 2 5 2
8 R 1 R)

3 m 2,R;0,——)G°O,R — Y m (om0, R ) 60, m) -
Hy 24<)51[ 2)3()
1 R

— LY mfo,r 0,8 60, ) -
= H] 2) 40, R)

~ [Ha [2 R;2, %] - [o, Ri4, ER—] _

5 R
— > nofo,ry2, R ]es2, By -

oo 2” 32, R)

- R R |
—m (0,1{;2,7] (4, R) -+ 2 HY ‘1,R;3,—2—] G)(3, R) —

_ % HY (o, R;2, %] 632, R) — H} [0, R;2, —123-J G2, R) +

1 R R
—H?|2,R; 0, — H|O,R; 2, —| —
3 [ ( 2)+ ( 2]

—~ %H{,’ lo, R; 0, %” 632, R) +

+ —;—Hg (o, R; 0, %] 63(4, R) — %H% (1, R;1, i;-] 633, R) +
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[ (230——)+H0{0R2—§)—
8 R
~ 3 mfo,ry0, B leye. R
: [ 2]4 )+
+impmw£®wm~imhmk%@@m+
3 2 5 2
+ 3 m (O,R;O,Ji 632, R)+ — Ht (o R;0, )01(2 R) +
35 * 2 4 2
1 (. R
L omifo,ri0, B ml.
+45 3 9 3 ( )]
1[2, 0,1, L 0 1,00, 1) -
2’2
RO[.. R R
= — 3,R;2,—“‘ H} lsR;4'9_ -
A e R R e
— Z—Hg {1 R;2, —R—]]Gg(o,RH
R R
+ Hg( R; 2 ]Gg(z, R)— 2 HY (2, R;3, TJ (1, R) +

10

+—H° [1 R;2, _—]Gg(o R) + H} (1 R;2, —)(;0(0 R) —

_ % [Hg (3, R; 0, %] 4 HS (1, R;:2,

7
L Ho
5 o

L
3

3]

(1, R;0, _12‘_) ] 630, R) —

[1 R;0, 7}(;0(2 R) +.—-H° (2 R;1, )(;0(1 R)—

R

2 R
— =2 |Hg (3, R;0,—| + Hp |1, Rs2, | —
s |mpmo g e mfrag)

1,R;0,

R

]@mm—

4

62 R) + B3 (2, R;1, —12{—] 61, R) —

@mmwémpmwaqmm—
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1 R
— —H!|1,R;0,—| G}(0, R
+ [Hg [2, R;2, i] + [o, R:4, £] _
2 2
— iH{)’ (0, R; 2, —R—” GY1, R) +
3 2
R R
+H3 [2.Rs 2 7) 635, )~ 2B [1, s 3, S e n

2
+ =B (o, R;2, %) GY(L, R) + H! (o, R;2, %) Y1, R) —

1 R R
- T HO s I05 U, HO 09R;2,’—‘ -
3 [ °( 2)+ ( 2)

_ %Hg [o, R;0, %) ] 63(1, R) —

o

o3, R) + % HY (1, R: 1, —1;—] )2, R) —

2 R R
——|H?|2,R; 0, — H)|0,R; 2, —| —
3 [ ( 2,+ ( 2)

—’g_Hg OsR;ng ]Gg(l, R)—'

—%Hg o,R;o,—’;i 6303, R)—{—%(l R;1, ]00(2 R) —
8 R 1 R

3 mofo,rs0, B 631, By — L1 [0, R; 0, &) ¢10, R) —
Y 2 G0 — om0, Rs0, T 61, )
1 R

_Lmfo,r0, B aa,p)l.
i U )]

1(2,0,—;—,l,0,o,0,o,2]=

R R

-5 ramal - amaf ) samaf &

+ Ay(R) 4, [—2—] [} By(R) + Bz(R)] -

_%[AAR)AO{%) +A2(R)A2(I;J —24 (R)A( H (R) —
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— AuR) Ay [ [ 5B + B -

_ [,42(1.!{),42 (%J + A(R) 4, (—I;—) —24,(R)4, (%” By(R) —

— A,(R) 4, (_121) [_;_ ByR) + B, (R)]‘—

+ % [A2(R)A° (%) + A (R) 4, (%] —24,(R)4, (%H By(R) +

+ A(R)4, [%] [% ByR) + —;— BA(R)]J :

1 l,l,i, l,0,0,0,0,l =
2 2

_ R Ho(432_1‘_)+Ho(2R ﬁ)__‘*_Hg(z,R;z,i)_
8 2 2 3 2
2 1o R), 2 R
— = HY|3,R;3,—| +—-H}|2,R;2,—| —
3 1[ 2}+ 3 ( 2)
1 R R 16 R
— —|H} (4, R; 0, H}{2, R; 2, ——H;2,R; 0,—
3[ ( 2]+ ( 2] 15 ( 2”+
2 R R 2 R
—H"(3,R;1l,—| ——H}|{2,R; 0, —| ——H!|2,R; 0, —| —
3 1( 2) ( ] 5 ( 2)
1 R
—?[H3(2,R, 2,7] + HO{O R; 4, ———]——~——H°(0 R;?2 -—”
2 R 4 R 2 R
—H?|1,R;3,—| ——H)|0,R; 2, ——H!0,R;2,—
+3 1[ z} 45 2( ) 1( ]+
1 {40 R R) 4 R
- 2,R; 0,— H}[0,R;2,—|] ——H}[0,R; 0,—
+ 9[ ( 2)+ ( } 5 [ 2”+
4 R R 2 R
— | HY%|2, R; 0, — H!I0,R;2,—| ——HJ|0,R;0,—| | —
g [mero g + (o e, - Lo ro. 7
———6—H°(1,R;1 R) H} 1,R;1,£)+
2 17 2
2 R 8 R
-——H1 0, R; 0, ——H!{0,R; 0, —}1}.
+ ( )+157s ( 2”
1(1,1,-;— 1 000,1,1J
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. |
_ B (s, ry3, B + B2, Ry5, B — L mg [2, Ry 3, B -
[} 0

16 2 2] 3 2

2 R} 2 R
2 w3, Ra B+ 2o, m3, B
3 ‘( 2 ]+ 3 ‘( 2]

1 R Ry 16 R
1 H°[4,R;1,— +H°[2,R;3,——)——H°[2,R; 1,__) 4
3 l ° 2) ° 2 157" 2 ];
+iﬂg(3,1z;2,£ A mler, B -l rL B -
5 2] 45 2] 15 3
~ L T [z, R;3, ﬁ) +H [0, R;5, ﬁ) 16 o [0, R;3, i” -
3 2 2|7 15 2
2 ( R

+2m (L, Re 2] — 2 po O,R;3,—R—]—iH{ 0, R; 3, X
5 2] 45 2] 45

-+

2

2 R R 4 R
—|H? |12, R;1,— H{0,R;3, —| ——H]} |0, R;1,—

+9[°[ 2)+ ( 2) 5 ( 2”+

+i[Hg (Z,R; 1,—12‘1) + HS (0,1{;3,%] ;%Hg (O,R; l,i;-J -

6 R 8 R
— 2 H 1, R 2 | — -2 HY|1,R; 2, —
25 ’[ 2 175 3[ 2)+
2 R 3 R
—H!|0O,R;1, — ——H10,R; 1, —|1.
+ s ‘( 2J+1575 "( 2”

R8 R R 4 R
=’E{A4(R)A2 5 + 4x(R)4, o ——3“A2(R)A2 (*2—‘) +
1 R R 16 R
5| [T +a® [ - e A, |+
170 R R 16 R
g [AR s [ + AR, [ - o R4, =]+
17 R R 4 R
— | A(RYA, |— ARVA, |—| —— A (RYA4, |—] |} .
5 [R5 + A [T - auma [
() = HL G{ G, mit den Argumenten in den betreffenden Reihen.

Acta Physica. Academiae Scientiarum Hungaricae 27, 1969



BERECHNUNGEN DER ZUSTANDE Isns 'X, DES WASSERSTOFFMOLEKULS 149

LITERATUR

V. GUILLEMIN and C. ZENER, Phys. Rev., 34, 999, 1929.

R. PRESENT, J. Chem. Phys., 3, 122, 1936.

H. M. JamEs, A. S. CooLIDGE and R. D. PreSENT, J. Chem. Phys., 4, 187, 1936.

A. S. CooripGE and H. M. James, J. Chem. Phys., 6, 730, 1938.

. W. Kozos and C. C. J. RootHaAN, Revs. Modern Phys., 32, 219, 1960.

E. R. Davipsox, J. Chem. Phys., 33, 1577, 1960.

W. Kotos and L. WoLNIEWICZ, J. Chem, Phys., 43, 2429, 1965; 45, 509, 1966.

. P. E. ParcripsoN and R. S. MuLLIkEN, J. Chem. Phys., 28, 1248, 1958.

. F. BERENCZ, Acta Phys. Hung., 16, 49, 1963; 18, 307, 1965.

. J. C. BRownNE, J. Chem. Phys., 40, 43, 1964; 41, 1583, 1964; Phys. Rev., 138, A9, 1965
. S. HuziNaGE, Progr. Theoret. Phys., 15, 162, 1956; 17, 169, 1957.

. I. TAMAssY-LENTEI, Acta Phys. Hung., 12, 119, 1960.

. H. S, TaYyror, J. Chem. Phys., 39, 3375, 1963.

. Y. Kato, E. HavEs, and A. B. F. Duncan, J. Chem. Phys., 41, 986, 1964.

. J. T. Zu~né and A. B. F. DuncaNn, J. Chem. Phys., 36, 2140, 1962.

16. S. RoTHENBERG and E. DaviDsoN, J. Chem. Phys., 45, 2560, 1966.

17. F. BERENcCz, Acta Phys. Hung., 6, 149, 1956.

18. A. A. Frost und J. BRAUNSTEIN, J. Chem. Phys., 19, 1133, 1951.

19. M. Korani, A. AMEMIYA und T. T. SiMosg, Proc. Phys. Mat. Soc. Japan, 20, extra No 1,
1938; 22. extra No 2, 1940.

ot bk ek bt et

BBIYUCIIEHUE COCTOSAHHSA 1sns 25 MOJIEKYJIbl BOOOPOOA HA
OCHOBE METOJA KOPPEJALMOHHO-YMEPEHHbBIX MOJIEKYJIIPHbBIX OPBUT

<&. BEPEHL

PeswMme

OnpepensieTest 3jeKTPOHHAS 3HEPTHs COCTOAHUA 125 'X'F MoneKynn BOZOPOAA Ha OCHOBE
METO/Ia KOPPEeSALHOHHO-YMEPEHHBIX MOJEKYJIAPHBIX OpOHT. Jlanee mokasbiBaeTcsi, YTO PaCUIH-
peHHeM COOCTBeHHOH QYHKIHH C KOPPENAUHOHHBIM (AKTOPOM MOCTUTAETCSl 3HAYHTEJILHOE
YJIyullIEeHHE B 3HEPTHMH TOJILKO B CJlyyae, €CJIH TAM He HMEET MECTO KOPPensilHs SNEKTPOHOB
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