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Nach einer kurzen Besprechung der Frage der physikalJschen Realitttt der zweiten 
Nliherung in der quantenmechanischen StiJrungsrechnung, wird das in einem Molekttl ron dem 
Vek-torpotential einer Lichtwelle indugierte Moment in dieser Nliherung hergeleJtet. Das 
endg~ltige Resultar der Berechnungen enthiilt che Formel (58). in der das mit @o multipli~erte 
Glied che gew6hnl;che Rayleighsche Streuung und che mit ~00 multiplizierten zeitabhAngigen 
Glieder eine Streuung mit doppelter Frequenz verursachem Es wird gezeigt, dass auch che mit 
{~a s multiplizierten zeit~nnhhiingigen Glieder eine physikalische Realititt besitzen. Das Ver- 
hltltnis der Intensitttt der Streuung mit doppelter Frequenz tu der der Rayleigh-Streuung wird 
abgeschlitzt, und es wird chr Frage besprochen, wie che experimentellen Verhiiltnisse tu w¡ 
sind, damit che erstere m6glichst grass wird. Aro wichtigsten ist, dass das unterstrichene Glied 
in (58) (das in che Formel der Intensitlit quadrati~ch eingeht) eine grosse Resonanzverstarkung 
der Doppelfrequenzstreuung, ohne gleichzeitige Verstgrlr der Rayleigh-Streuung, erm6g- 
licht. In w 4 werden che Auswahlregeln fox den neuen Effekt hergeleitet, der nach chesen Regeln 
fitr Atome und symmetrisch gebaute Molekfile exakt verschwindet. Ara stlirksten ~doppel- 
frequenzaktiv, sind dagegen gant unsymmct¡ Molekª 

Einleitung. •  CHe N a t u r  des Pho tons  ist uns eigentlich noch so wenig 
bekann t ,  dass es ziemlich aussichtslos wiire, dieses P rob lem direkt ,  also als 
Stossprozess bei dem zwei Pho tonen  an  e inem A t o m  oder Molekª zusammen-  
stossen und dann  vere inigt  weiterfl iegen,  berechnen zu wollen, besonders  wenn 
m a n  sich auch noch f'ª CHe R e s o n a n z v e r s t a r k u n g  dieses Ef fek tes  interessiert ,  
CHe ja  f ª  einen eventuel len exper imente l len  Nachweis  des Effektes  ganz 
ausschlaggebend sein kann,  da  sie - -  wie wir das noch sehen werden - -  CHe 
GrSsse des Ef fek tes  u m  viele GrSssenordnungen erhSht.  Wir  wollen deshalb  
diesen Ef fek t  aus der Kle in-Gordonschen  re la t iv is t ischen Wellengleichung,  
oder  r icht iger  ausgedr ª  aus der mi t  den aus dieser Gleichung folgenden 
Zusatzgl i r  e rganz ten  Schr6dinger-Gleichung berechnen.  

Die erste Frage ,  CHe hier b e a n t w o r t e t  werden muss ,  ist, oh - -  da m a n  
f'ª CHe Berechnung  dieses Effektes  bis zur  zweiten Niiherung (bei einer zeit- 
abhiingigen Stf i rungsrechnung) gehen muss  - -  diese Nrtherung noch eine 
physikal ische Rea l i t a t  besi tz t ,  bzw. ob CHe wel lenmechanische  StSrungs- 
r echnung  tats i ichl ich konvergen t  ist. Bezª  dieses P rob lems  liegen eigen- 
t l ich schon sehr viele theoret ische Un te r suchnngen  vor,  wir woUen hier nur  CHe 
Arbei t  r o n  H.  A. WILSON [1] erwiihnen, nach  der in den meis ten  r o n  ihm 
un te r such ten  Fiillen che quan tenmechan i sche  StSrungsrechnung zwar  nicht  
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konvergen t  jedoch asympto t i sch  ist, ganz ebenso wie das in der klassischen 
Mechanik Fª die as t ronomische StSrungstheorie  r o n  Poincar›  gezeigt wurde.  
Ausserdem ist  es eine bekann te  Tatsache,  dass man  in der P h y s i k  sehr oft  
auch noch semikonvergente  oder sogar d ivergente  Reihen benu tzen  kann,  
weil die ersten Glieder dieser Reihen noch einen physikalischen Sinn haben.  

w 1. Die Kle in-Gordonsche  Gleichung lau te t  bekannterweise  in den 
gewohnten Bezeichnungen : 

Hier  ist Dk 8 2 zt i e - -  q- ~k, wobei die xk die vier Koord ina ten  der 
O x k hc 

vierdimensionalen Welt ,  und  die ~k die K o m p o n en t en  des Yiererpotent ials  
2zt 

sind. F ª  A haben wir A -~ h moc, wo m o die Ruhemasse bedeute t .  Setzen 

wir diese Werte  in (I) ein, so folgt 

4 82u 4ytie ~ 8u 4st2 2 4 ) 
0x  k ~ (c ~ ~ k - k m ]  cz u = 0 .  (2) 

Nehmen wir j e t z t  ah, dass ein Lichts t rah l  der in der ( X Y ) - E b e n e  pola- 
r is iert  ist, entIang der X-Achse einf~llt, dann  haben wir 

und  

(x} 
5 ~ =  5 0 c o s 2 ~  t - - ~ - ,  5~ 

(xt 
= 5y = 0. (3) 

= ~z = 0, (4) 

wo 50uncl 9o die Ampl i tuden  sin& Selbstverst i indlich ist hier [50] = ]~0 [. 
Diese Lichtwelle kSnnen wir mit  Hilfe der Po ten t i a lkomponen ten  

(x} 
9~ z __ c 5 o sin 2zvu t - -  9.I x --~ 9Xy = 0 5) 

2 ~  �9 ~- '  ~ =  ( 

beschreiben.  Tatsiichlich erhal ten wir aus (5) mi t  Hilfe r o n  

und  

wieder  (3) und (4). 

= t o t  ~ (6) 

1 
5 ------ grad q - -  - -  9.I (7) 

C 
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Die SchrSdingersche Wellengleichung wollen wir also mi t  den Gliedern 
r o n  (2) erg~inzen, welche das Vektorpotent ia l  enthal ten.  Aus (2) folgt, wenn wir 
beachten,  dass 4 1 = 92x, ~Sz = 92y und  q'3 = 92z ist, fª  diese Glieder 

4 ~ ie 4 rt~ e z 
(92, grad u) - -  $t 2 . (8 )  

he h z c z 

Setzen wir je tz t  (5) in das erste Glied r o n  (8) ein, so folgt 

4:riehc 2:rvC@~ sin2n+{t-- ~)  OuOz" (9) 

Durch dieses StSrglied ergiinzen wir also die zeitabhiingige Schr6dingersche 
Wellš und  erhalten 

Au 4~imOu 8~m(Eoo+ U) u_4~ie [ ~} Ou a s i n 2 ~ v  t - -  - - ,  (10) 
h O z h e hc Oz 

wo wir die Bezeichnung 

c @o 
a - -  (11)  

2av 

eingeFª haben. E0o bedeutet  in (10) die Ruheenergie des Elektrons und U 
die potentielle Energie. 

Das zweite Glied in (8) hat  man  bis je tz t  immer  vernachliissigt, weil 
quadratische magnetische Effekte ganz unmerklich klein sind. In unserem 
Problem ist jedoeh die Vernachliissigung dieses Gliedes nieht  so unmit te lbar  
evident,  weil wir ja  einen in der Lichtwelle -- die wir als StSrung betrach- 
ten --  quadrat ischen Effekt  bereclmen wollen. Auf  die Begrª  weshalb 
wir das hier doch t u n  k6nnen, kommen wir aro Ende dieser Arbeit  noch zurª 

(10) kSnnen wir auch noch, um die weiteren Berechnungen zu verein- 
fachen, folgendermassen schreiben 

Au 4~im Ou 8~ 2 ~zzl i)I h Ot h 2m(E~176 u=2 eiZ~t-~)--e-t2~( t- , (12) 

wo wir 

2 =  2zte 
- -  a = ! ~ o  ( 1 3 )  hc hv 

als Stfirungsparameter eingeFª haben.  
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Die ungest6rte Eigenfimktion bezeichnen wir je tz t  mit  

2nt Eqt 

uj ---- Vi e n (14) 

und  setzen dama fª  die gest5rte Eigenfunkt ion in erster N~herung 

u = uj + 2w,  (15) 

wo nach unserer Annnhme 2w klein r o n  erster Ordmmg ira Verh~ltnis ma 
uj ist. 

Setzen wir j e tz t  (15) und  (14) in (12) ein, so folgt, wenn wir vorderhand  
nur  Glieder bis zur ersten Ordnung berª  

4=im Ow 8zt2m 
A w  - -  - -  - -  ( E o o  + U )  w = 

h 0 t h 2 

_ 0 ~pj te-h-  ( ~ +  r,,)t-12~, ~ -  e ~  ( ~ - ¡  tz,,,, . 

Oz t 
(16) 

Mit Hi]fe des bekannten  Ansatzes 

~- (Et+ h,)t ?-~ (Eq-hv}t 
W = W + e  - - W - -  (17) 

folgt aus (16) 

8z~m 
Aw~ -4- - - ~  (-- Eoo - U -~ E j  -4- hv) w • ----- O ~p]O z e 

Es sei welter 

k 

T ~ l , -  x 
o.  (18) 

(19) 

dann folgt, wenn wir (19) in (18) einsetzen fª  die Koeffizienten Bk mit  Hilfe 
einer Fourierart igen Methode 

h 2 Ak] 
B~ -- , (20) 

8 ~ m  E l - -  Ek =t= hv 

also auch 

h 2 Akj ~k (21) 
112+ - -  - -  .~ 

8Yr z m " ~ '  E j  - -  E k  • hv 
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W O  

ist. 
Da es sich in unserem Problem um sichtbares Licht handelt, so k8nnen 

wir die ~nderung der Phase der Lichtwelle innerhalb eines Atoms oder Mole- 
x 

kª vernachliissigen, kSnnen also in (22) stat t  e ;z~q einfach eins schrei- 
ben. Weiter folgt, da die Eigenf~,-ktionen ira Unendlichen exponentiell 
verschwinden, mit Hilfe einer partiellen Integration 

J Oz J Oz 

Also haben wir auch 

Andererseits ist 

Ajk. (23) 

(24) 

J:"*Y-- 4~im[ az -- �91 

die z-Komponente der zu dem Quantensprung j - +  k gehSrenden Strom- 
dichte, also folgt aus (25) und (24) 

2zt im f T . 
A k J :  eh  J Jz'kJaT" (26) 

Die Stromkomponenten genª jedoch notwendigerweise der Kontinui- 
titsgleichung 

d i v J +  Op = 0 ,  (27) 
e t  

wo 0 die Dichte bedeutet.  In der Quante,menchanik erh~lt man also aus (27) 
fª die zu dem Quantenª j - +  k gehSrenden analogen GrSssen den 
Zusammenhang 

div Jkj ~- 2zt ivjk QkJ = O. (28) 

Weiter erhahen wir wieder wegen des exponentiellen Verschwindens 
der Eigenfunktionen ira Unendlichen 

y z div JkJ d+: = -- ~ J=.kj d+:. (29) 

7 Acta Phy,~ x/2. 
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Setzen wir dieses Resuhat  in (26) ein und berª wir noch 
(28), so folgt 

2 ~ i m  
Akj  - -  2 z  i vkj ~ z Ojk d~ -~ 

eh  

4~ z m 4~r z m (30) 
- -  - -  vkj e S z ~k IPJ dT - -  Vkj Z:k. 

e h eh 

Damit haben wŸ also die Koeffizienten Akj durch lauter bekannte 
GrSssen ausgedrª 

Aus (13), (15), (17), (19) und (21) folgt fª die Eigenfunktion unseres 
Problems in erster Niiherung 

z"~tEjt 2 : te  h2 12 '  2"t(EJ+¡ 
- -  a - -  AkS ~vk e ~ -  - -  

u=~oje h + hc 8 Y t 2 m t u  Ej--Ek-t-hv 

- 2 ; '  A . v ~  ,~(~,_~.) ,( .  (31) 
k E j - - E k - - h v  

Setzen wir hier noch a aus (11) und die Akj aus (30) ein, so haben wir 

~ l ~ t [ i ~ I w j l e 2 n t ' t  u:e-z  [~s- ~ o, 2 '  ~~~d~ 
k ~ E j - - E k + h v  

e -2~l't I ]~�91 (32) 
- -  ~ k .  

E I -- E k - -  h v  

w 2. Zur Berechnung der zweiten N/iherung machen wir den Ansatz 

~ -  E]t i 1 ~ 1 e 2ni,t 
u e , ~ S - - < - ~ o ~ '  ~ j e Z ~ k d V  

L z "7" 3 E 1 - - E  k + h v  

E s -  E k - -  h v  Wk + f ,  

oder etwas anders geschrieben 

~ _ 1 % -  f 1 u = u j  - -  6 o ~_. ' uj ez ª d~ 
et2n,t 

E y - -  Ek + h v 
e-12:~t I vk--�91 u k + f . 

E j  - -  E k -  h v v 
(34 

Ausserdem wollen wir jetzt noch explizit zum Ausdruck bringen, dass j 
den Grundzustand bedeutet, schreiben also ira folgenden immer 0 statt j .  (34) 
erhnlt dama die Form 

u= Uo-- ~ 
ei2n~t 

h {~ (k0) + ~} 
e - t2~ ~ v (kO) 

~k + f ,  
(35) 
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wo wir die Bezeichnung Ej--Ek = hv (kj) eingefª  haben.  
Setzen wir diesen Ansatz in (12) ein und behal ten wir j e tz t  Glieder bis 

zur zweiten Ordnung,  so folgt 

A f  4ztim Of 8~2~m (Eoo § U ) f :  
h 0 t h 2 

1 l e,2,~ e-'Z~t } v (kO) 
- -  2@o~.'.Uoezª - -  - -  (36) 

2 k J h {v (kO) zr v} h {v (kO) --  r} v 

� 9 1  

oder weiter berechnet  

z f  
4zt ira Of 

h Ot 
8~ zh ~ m ( Eoo "~- U) f -" 

1 2 ~o . ~ '  v (kO) 0 u k ~ Uo ez uk dv { ei4~ 1 
2 k ~ 0 z J h {v (kO) -4- v} -- h {v (kO) q- v} -[- 

+ e-14'~'t 1 t. (37) 

h {v (kO) - -  ~} h {~ (kO) - -  ~} 
x 

Den Fak to r  e haben  wir wieder vernachliissigt, weil die Ausdehnungen 
der Atome oder Molekª klein ira Verhiiltnis zur WeUenliinge des sichtbaren 
Lichtes sind. 

F ª  die rechte Seite r o n  (37) k5nnen wir auch noch schreiben : 

- ~  ~ ~ j o~ Ih{~(k0)-+~} + h{~(k0)--~} 

_ 2 v (k0) t. (38) 
h{~~ (k0) -- ~} 

Zur LSsung von (37) (bzw. (38)) zerlegen wir f in drei Glieder : 

f :  f l  et4m~t + f~ e-i4w't +fa.  (39) 

Da die linke Seite von (37) in f linear ist, so zerfiillt unsere Gleichung 
mit  dem Ansatz (39) in drei DifferentialgIeichungen. Es sei welter  

f :  rio et2nt E.§ i2nt E.-2¡ E, h _4_fzoe " h _4_faoeiZ~~ t (40) 

flo, f2o und fao entwickeln wir je tz t  naeh den ungestSrten Eigenfunktionen : 

flo = ~ bl ~Vl, fso = • cl ~Pl una  fao = x" dz ~vt. (41) 
l l l 

7* 
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Setzen wir diese Reihen in die drei erw~hnten Differentialgleichnngen ein, in 
die maser Problem zerfitUt, so erhalten wir z. B. 

1 (kO)f  O u k 8er"m Z b~h {v (lO) -4- 2v} ~0t - -  2 ~ o ~  'v  uoezukd,r. 
h 2 t 2 k 0 z 

-tz~t ~ 1 
�9 e h ( 4 2 )  

h {~ (ko) + ~) 

und zwei analoge Gleichungen fª die ct und  die dt. Mit Hilfe einer Fourier- 
artigen Methode folgt wieder aus (42) 

b t _  1 2~  ~ "%, - r~t  E' 
2 8~ 2 m "~ v h ~ {v (k0) ~- v). {v (10) q- 2 v) e h (43) 

mad analog 

C l - -  
h I v (k0) 

1 l(~o 
2 8 ~  m v 

und  

S UO ez a k d'K. [ "Ouk ~01 d'~ 
,J Oz -i2nt Ee 

e h 
h, (~(kO) - -  ~}.  {~ (lO) --  2 , }  

(44) 

d t = -~ 2 ~o ha TI' v~ (k0) 
8zr 2 m ~'~ v 

t O u k -  S Uo ez uk d~:. ~ z  ~z d~ -r~t E._ 
e h (45) 

h" {v 2 (kO) --  v ~) v (lO) 

Setzen wir je tz t  (43), (44) mad (45) in die Gleichungen (41) ein, so er- 
hal ten  wir 

1 h 2 v(kO) [ (~u~252191 j 0 z -z-,lt E_. 
2 h 

fl0 --  2 r 8zr' m ~ "  v h 2 {v (k0) + v}. {v (I0) -f- 2 v) e �9 uf,  (46) 

�91 h~ (ko) , )  0 Z --2~lt E, 
Ao= e h-" uf (47) 2 Z~ 
und 

h ~ ~ (kO) 

s ~ =  + ~e~ , 

h' {~ (kO) - -  ~}.  {~ (tO) - -  2 ~) 

S uo ez ~k d'r "J-~z  (" 0 uk - Ul&r 

h 2 { v  ~ ( k O )  - -  v 2} v ( lO)  

- 2~tt E~ 
e h �9 u l .  (48)  
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Vor der Zusammenstel lung der ganzen gest5rten Eigenfunktion wollen 
wir noch die zweiten Integrale in (46), (47) und (48) auf  eine gewohntere 
Forro bringen. Aus (13), (23) und (30) erhalten wir 

-~ ~-~~j -~-u ,d~ = l ~ e o '  s ~ , ~ j ~  ~,~~ - 

(49) 

Endlich haben wir also aus (35), (39), (40), (46), (47), (48) und (49) F¨ 
die ganze Eigem%nktion in zweiter Nr~herung 

i r  l el2~'t e -12~'t } , ~, (kO) u~ + 
u = ~o - - ~  ~ o ~  UoeZ ª d~ h{~ (kO) + ~) -- h(~ (kO) -- ~~ - T - -  

X (~z V, f uoez~tkd~.fukezuid ~ v(kO)v(Ik) I e '4~'t 
+ 4 ~ ~, ~, h, (~ (ko) + ~). (~ (to) + 2 ~~ + 

e - 14~t 2 V (k0) } 
- t u~. (50) + h '  {~ (k0) - ~). ~~ (i0) - 2 ~) h, {~ (k0) - ~)  ~ (t0) 

Diese gest6rte Eigenfunktion ist noch nicht normiert.  Doch hat das in 
der hier benª  Naherung noch keine Bedeutung. 

Aus (50) k6nnen wir endlich das von der Lichtwelle im fraglichen Molekª 
in einer beliebigen (mit q bezeichneten) Richtung induzierte Moment berechnen. 
Wir erhalten 

pe ~- f u eq ~ (Ir = ~ u o eq Uo dt 

_ ~ o ~  yUoezukd.r Sukeq_~odt I 1 1 }v(k0) ' - �9 cos2~rvt + 

i ~ uoezukdr'Sukequ, d~'Sulezª t 1 + 
~~ ~,, 'S ~,~ (,, ( k o ) +  ,,)(,, ( t o ) +  ,,) 

-I- 
k=pl 

1 e l  4 w p t  

+ 
hq , ,  (I,0) - -  , ,} .  (,, ( /0) - -  ~) - -  h ' (~, (kO) + ,,). {~, (tO) - -  ,,} - -  (51) 

e -14~'t } v (k0) v (10) 1 
- h~ {~ (k0) - ~). (~ (~01 + ~), ~ + 4 r176 ~ '  ~ Uo e~ ~~ d~.  

�9 ~ u~ ez ª dz. yu, eq ~o dr h z {v (kO) + v}. {v (lO) -1- 2 v} + 

1 ) �9 (k0) v/k) 2 cos 4zr ~ t -- 
+ h~ (,, (ko) - ,,). (,, (~o) - 2 ~.)~ 

_ 4 r (~o) ,., ( ~ )  t .  

h~ (~ (ko) - ,,,),, (to) 
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Ira  drit ten Gliede vor (51) stehen in der grossen geschweiften K lammer  die 
komplexen Glieder 

e 14~t e - t 4 ~  

-- und --  (52) 
h~ (,, (ko) + ,,). (,~ (to) - ~} h~ (,, (kO) - -  ,,). (,~ (~0) + ~) 

multipliziert  mi t  dem Fak to r  

SUo ez uk dr  . Suk eq ut d r  . Suz ez Uo d r .  (53) 

Dieser Fak tor  ist  jedoch gegen eine Vertauschung von k mad I unempfindl ich.  
Be t rach ten  wir je tz t  also die Glieder (52) und  berª wir zuerst das 
erste Glied, das zu einem beliebigen Paar  r o n  k und  l gehSrt. Nehmen wir 
dann ein solches zweites Glied dama, in dem k und  l ver tauscht  sind. (Der 
Nenner  dieses Gliedes geht dann in den des ersten iiber.) Diese zwei Glieder 
ergeben 

1 
2 cos 4~v t. (54) 

Analog erhalten wir, wenn wir das zweite Glied in (52) mit  dem ersten, 
in dem je tz t  ebenfalls k und  l ver tauscht  werden, masammenziehen 

1 
2 cos 4vr ~ t. 

h~ (,~ (ko) - ,,). (,~ io) + ~) 

Addieren wir endlich (54) und (55), so folgt 

:2 �9 (k0) v (/0) --  2 v 2 

h, { r  (k0) - r {~ ( t 0 ) -  r 

(55) 

2 cos 4vr v t. (56) 

Dieser Ausdruck ist  wieder gegenª einer Vertauschung von k und 
I maempf'mdlich. Wir kSnnen deshalb das dr i t te  Glied von (51) auch noch wie 
folgt schreiben : 

2 v (k0) v (I0) + 2 v 2 - -  {2 v (k0) v (I0) - -  2 v 2} cos  4:r v t v (k0) v (I0) (57) 

h~ { ~  (ko) - ~ , ) .  ( ~  (to) - ~ )  ~~ 
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Setzen wir  dieses Resu l ta t  in (51) ein, so e rha l ten  wir f ª  das ganze 
induzier te  Mom en t  die endgª  F o rm e l  

- -  Pq = S u eq ª d z  = ~ u o eq ª d~ -~ 

-4- 6o ~ '  y Uo ez uk dz.  y u k eq ª dz 2 v (kO) cos 2~z v t + 
h (,,~ (kO) -- ,~) 

-}-41 (~Zo a~, ~ Uo ez ~k dv. ~ u k eq ª dz. .[ us ez Uo dT. v (kO)v zv (lO)_. 
k~S ~ 

2 v (k0) v (I0) -4- 2 ~ i {2 v (k0) v (I0) - -  2 v ~} cos 4~t v t + 
h~ ( r  (k0) - -  ,2). (~ (tO) - -  ~} 

+ 4 1  Cz~ k~/' S Uo ez ~k dv . y u k ez ~, dv . y u s eq ª dv . v (kO)v sv (lk)_ . 

4,, (kO) ] . 2v (k0) v (10) + 4v 2 2 cos 4~r v t - -  
h 2 {v z (k0) - -  vz}. {v z (10) - -  4 v z} h z {v z (k0) - -  v z} v (I0) 

(58) 

Hier  wollen wir  noch zwei B e m e r k u n g e n  machen .  Er s t ens  erhiilt m a n  
aus der Schrf idingerschen Wellengleichung,  wenn m a n  nach  der  gewohnten 
Methode  den e lektr ischen Vek to r  der  LichtweUe als S tgrung  einFª und 
dann  ganz analog wie hier rechnet ,  ein Resu l ta t ,  das zwar  (58) wei tgehend 
iihnlich, jedoch n icht  dami t  ident isch ist. Anderersei ts  e rhal t  m a n  aus 
der auf  n Te i l che -  vera l lgemeiner ten  Dirac-Gleichung fo rma l  ganz dasselbe 
Resu l ta t  wie (58).* Das ist ein wei terer  Beweis dafª  dass  das in (8) s tehende,  
ira Vek to rpo ten t i a l  quadra t i sche  Glied keine physikal ische  Reali t i i t  besi tz t .  
Zweitens wollen wir  bemerken ,  dass wir  zwar  unsere ganze Rechnung  eigen- 
t l ich nur  f ª  ein Einkf i rperproblem durchgeFª haben ,  doch k5nnen  wir unser  
Resu l t a t  ohne Schwierigkeit  au f  ein beliebiges n - K S r p e r p r o b l e m  veral lgemei-  
nern.  Dazu mª  wir  erstens bloss u durch  die an t i symmet r i s che  De te rminan-  
tene igenfunkt ion  unseres  n -KSrpe rp rob lems  ersetzen und  ausse rdem s t a t t  z 

n n 

bzw. q ª  ~ za und ~v qa schreiben.  
a = I  a ~ l  

Eine Frage  is t  noch hier bezª  unseres Gedankenganges  zu bean t -  
wor ten  und zwar  die, ob es e r laubt  ist, die erste Naherung  der Energie  in unserer  
Rechnung  zu vernachli issigen.  Dieses Glied mult ipl iz ier t  m i t  der  ers ten Nahe-  
rung  der ges tSr ten  Eigenfunlr mª  n~mlich ebenfalls  ein Glied zweiter  
Ordnung  ergeben.  Bei der Schr6dingerschen Methode k6nn te  z. B. solch ein 
Glied nicht  auf t re ten ,  weil es j a  abgesehen r o n  AusnahmsfMlen,  keinen lŸ 
ten  S ta rkef fek t  gibt .  Bei der Kleinschen Methode wª  m a n  sich dagegen 

* Anmerkung bei der Korrektur: Eine Zus.mmenfassung der Resultate dieser 
Berechnungen des Verfassers sind soeben in der Zeitschrift fª Physik (155, 380, (1959) 
erschienen. 
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denken,  dass es zwar keinen linearen Starkeffekt  jedoch einen linearen Zee- 
maneffek t  gibt, also mª nach diesem GedRni~engange das fragliche Glied 
tatsiichlich auftreten.  Wir wollen je tz t  zeigen, dass das nicht der Fall  ist. 

F ª  das lineare Glied (erste N~herung der gestlSrten Energie) e rh l l t  
man  aus (12) 

El= hc .) Oz e'2~('--c) --e-'2"'(t-x) ª176 (59) 

Da es sich jedoch um sichtbares Licht handel t ,  so k6nnen wir den Fak to r  

x x 

e • ~2-~ ~ = e -+ L2~ ~ (60) 
vernachlitssigen, also folgt 

E1 = 2zt e a ~  O u 0 ª dr- 2 i sin 2~rv t 
hc J 0 z  

und  da 
-}-c~ 

f O U o ~o dz 
�91 

1 f ~lu01'd=: juol,i += 
- - 7  oz. I_o 

(61) 

= 0 (62) 

ist, so verschwindet E 1. Man kann also das fragliche Glied immer  vernach- 
lassigen, wenn man den Fak to r  (60) gleich Eins setzen kann.  

Es sei nur  noch bemerkt ,  dass es ira Grundzustande meistens sowieso 
keine Zeemanaufspal tung gibt. 

w 3. Wir wollen je tz t  die Frage besprechen, ein wie grosser Effekt  bei 
der Streuung mit  doppelter Freqnenz nach unserem Resultate (58) zu er- 
war ten  ist  und besonders, wie sich die Gr~tssenorclnung dieser zu der Grsssen- 
ordnung der Intensit i i t  der Rayleigh-Streuung verhiilt. Selbstverstiindlich 
wircl dAnn der grSsste Effekt  zu erwarten sein, wenn wir das parallel zu dem 
elektrischen Vektor der einfallenden Lichtwelle induzierte alternierende Dipol- 
momen t  betrachten.  Deshalb setzen wir r o n  je tz t  ah immer  q = z. 

Bei der Bet rachtung unserer Formel (58) f~llt es gleich auf, dass darin 
auch zeitunabhiingige Glieder stehen, und wir mª deshalb zuerst die Frage 
beantworten,  ob es nicht  sinnlos ist, dass eine zeitabhangige St6rung auch 
zeitunabhiingige St6rglieder (wenn auch nur  in zweiter Niiherung) verursacht .  
Zur Beantwor tung dieser Frage mª wir fo]gendes bedenken : Vor diesen 
Gliedern steht  immer (wenn wir q = z setzen) der Faktor  

.[ UoZª • ukzª d~. S u,z~od~, (63) 

und  der verschwindet nach den Auswahlregeln bei kugelsymmetrischen Ato- 
men  oder Molekª Bei diesen treten also diese Glieder nicht auf. Bei asym- 
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metrischen Molekª k6nnen sie jedoch tatsiichlich auftreten, und das ist 
gar kein Paradoxon. Es wiire selbstverstandlich eine Absuxdit~t wenn in ff~0 
lineare solche Glieder auftreten wiirden, Fª in 6o quadratische Glieder ist das 
jedoch nicht mehr der Fall. Man denke z. B. nur an das Beispiel eines asym- 
metrischen Oszillators, bei dem das schwingende Partikel voto Oszillations- 
zentrum rechts und linirs verschiedene maximale Ablenkmagen erfMart. Dio 
Aaadermag der Kerndistanz (und des Dipolmomentes) eines zweiatomigen 
heteropolaren Molekª infolge der Nullpunktschwingung ist ein analoges 
Beispiel. 

Nach dieser ldeinen Abweichmag wollen wir jetzt  die Gr6ssenordnungen 
der Intensitiiten der Rayleigh-Streuung und der Streuung mit doppelter Fre- 
quenz aus unserem Resultate (58) berechnen und miteinander vergleichen. 

Ein schwingender elektrischer Dipol verursaeht bekannterweise in seiner 
weiteren Umgebung (Wellengebiet) die elektrischen und magnetischen Feld- 
intensit~ten 

q l P ~ "  s in# , c  ~ r (64) 

wo c die Lichtgeschwindigkeit, r die Entfernung vom Dipol und 0 den Winkel, 
den die Richtung ron  7 und die Dipolachse miteinander einschliesen, bedeutet.  
Aus (64) erhalten wir die ausgesandte Energie mit Hilfe des Poyntingschen 
Vektors 

= ~ [r 0]. (65)  
4zr 

Setzen wir (64) in (65) cin, so folgt 

1 sin O (66) s (~) - ~ ~  

Um die Intensitiit des Lichtes zu erhahen, mª wir noch (66) ª die 
Zeit mitteln. Also folgt 

i (o) = s (~) = 1 P sin z O. (67) 
4:rc s r ~ 

Wir mª also p aus (58) in (67) einsetzen, zweimal nach der Zeit dif- 
ferenzieren, dass erhaltene Resultat  quadrieren und dann ª der Zeit 
mitteln. 

Bezª der Zeitabh~ngigkeit besitzt jedoch p die Forro 

p = Co + C1 cos 2n vt + Cz cos 4~ vt. (68) 
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Wenn wir also die erw~flmten mathematischen Operationen durchFª 
so verschwindet seIbst-verst~ndlich das erste Glied, ausserdem verschwindet 
jedoch auch das in C 1 und C~ bilineare Glied, weil 

T T 

-~fcos2z~vt.cos4z~vtdt=l ~cos2zŸ 
o o (69) 

T 

-~ T f (2 c o #  2~t vt - -  cos  2.~ vt) d t  ~-- O 

O 

ist. Es bleiben also nur die reinen Quadrate der zeitabh~mgigen Glieder (reine 
Rayleigh- und reine Doppelfrequenzstreuung) iibrig. 

Aus (58) folgt, dass die mit cos 2ztvt und cos 4ztvt multiplizierten Glieder 
die Grassenordnungen 

r  ~ und r  1 (70) 
hv  h ~ v ~ 

besitzen. Mit P haben wir die die Gr�91 der • 
voto Typ f uo ez u k d~ bezeiclmet. Zu den Quadraten dieser Glieder treten we- 
gen der zweimaligen Differentiation nach der Zeit auch noch die Faktoren 
(2m0t und (4~v) 4 hinzu, wir haben also endlich 

1 
16 ~o ~ pe 

T h' Alt3~ 

"~" = = ~~ -~*-- (71) 
I ,  ~~p,  4 h ' ~ '  

h t ,a 

wo I ,  die Intensitiit der Rayleigh-Streuung und 12, die der Doppelfrequenz- 
streuung bedeutet.  Fª  die Gr�91 ron  P setzen wir 10 - l s  cgs. ein, 
h ist gleich 6,612.10 -z7 ergsec und fª v benª wir ungef~drr die Frequenz 
der NaD-Linie, setzen also v N 0,5.10 xt aee -1. Dann erhalten wir fª (71) 

I-~~ ~ 0 , 4  ~ o  t �9 1 0  -~2  . ( 7 2 )  
/ ,  

Das Verh~ltnis der Streuintensitiiten hVmgt also von der Intensit/it des 
primiiren Lichtes ab, wie ja  das aueh nach elementaren physikalischen 
Erw~gungen sein muss. Um also doch einen Begriff ron  dem Verh~tnis der 
Gr5ssenordnungen der erw~hnten zwei Intensit~ten erhalten zu kSlmen, 
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mª wir bezª der Intensitat des Primitxlichtes eine Annahme machen. 
Betrachten wir also zuerst den Fall, dass die Intensitiit von diesem (mono- 
chromatischen) Licht ebenso gross wie die totale Intensitat der Sonnenstrahlung 
auf der Erdoberfliiche ist. 

Die Solarkonstante betragt auf der Erde rund 2g cal/cm 2 in der Minute. 
Fª ~O2 berechnen wir daraus mit Hilfe der Formel 

c ~  
I =  ~ ~ [ r  g o (73) 

etwa 

~2 ~., 1,2.10-s cgs. (74) 

Setzen wir dieses Resultat in (72) ein, so folgt 

z,~ ~ 1 10-15. (75) 
I ,  2 

Das ist eine recht kleine Zahl, jedoch sind hier einige weitere Umstiinde 
zu beachten, welche (75) noch um viele GrSssenordnungen ~ndern kSnnen. 

Zu allererst mª wir selbstverstiindlich den Umstand beachten, dass 
hier die Beobachtungsm5glichkeiten riel gª sind als beim Ramaneffekt, 
weil ja die zu beobachtende Frequenz hier sehr weit ron der der Rayleigh- 
l.inie liegt. Man kSnnte z. B. die Versuchsbedingungen sogar so w~hlen, dass 
nur die zu beobachtende Streulinie ira sichtbaren Gebiet liegt. Ausserdem 
strahlen nn~ere kª Lichtquellen eben ira nahen Ultraroten aro 
starksten. 

Zweitens mª wir berª dass nach (72) das Verhiiltnis der 
Intensitiiten der Doppelfrequenzlinie mad der Rayleigh-Linie zu @o 2, alzo zu 
der Intensitiit des Prim~rlichtes, proportional ist. Wir haben es deshalb in der 
Y[and, dieses Verhiiltnis noch wesentlich zu erhShen. Bekannterweise sendet 
die Flacheneinheit einer modernen Quecksilberhochdrucklampe mehr Licht 
aus als die der Sonnenoberflache. Desshalb kann man also (75) etwa um den 
Faktor 

I S o , , , , , , , ~ r f Z , ~  = (150.106 Km) 2 ~.~ 4,5.104 (76) 
I ~  (7 .10  ~ Km) 2 

erhShen. 
Drittens -- und das ist vielleicht der wichtigste Umstand, der imZusammen- 

hang mit dieser Frage beriicksichtigt werden muss -- steht in (58) ira unter- 
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strichenen Gliede ein Resonanznenner, der die doppelte eingestrahlte Frequenz 
enthiilt. Wegen (67) geht ausserdem noch das Quadrat dieses Gliedes in die 
Formal der Intensititt der Streuuag mit doppelter Frequenz ein. Wir haben also 
im Ausdruck dieser Intensit/it den Faktor 

[ 1 ]' 
( ~  (k0) - ~ ) .  (,~ (to) - (2 ~)~) " (77)  

W~hlen wir also die eingestrahlte Frequenz so, dass ihr doppelter Wert 
ganz nahe zu einer scharfen Resonanzfrequenz der benutzten Streusubstanz 
liegt, so k6nnen wir nach (77) die Intensitiit des mit doppelter Frequenz ge- 
streuten Lichtes noch um viele GrSssenordnungen erhShen, ohne dass wir 
damit auch die Intensitiit der Rayleigh-l.inie erhShen wª In diesen beiden 
zuletzt erwiihnten Umstiinden liegt ein krasser Unterschied gegenª den bei 
der experimentellen Untersuchung des Ramaneffektes auftretenden Verhrdt- 
nissen vor. 

w 4. Jetzt  wollen wir noch die bei dem berechneten neuen Effekt auf- 
t retenden Auswahlregeln besprechen, aus denen man auch Richtlinien dafiir 
erhii]t, welche Materia]ien zu dem experimenteHen Nachweis dieses Effektes 
ana geeignetesten sein werden. Vor unseren die Streuung mit doppelter Fre- 
quenz verursachenden Gliedern steht in (58) der Faktor (63), und wie wir das 
schon bei der Besprechung der zeitunabh~ngigen Glieder in (58) erwiihnt haben, 
verschwindet dieser Faktor FUr Atome und kuge]symmetrische Molekiile. 
Bei diesen ist also der neue Effekt nicht zu erwarten. Dagegen wird diescr 
Faktor ceteris paribus desto gr6sser sein, aus je unsymmetrischeren Molekii]en 
die streuende Substanz besteht. Die Molekª der Streusubstanz sollen also 
jedenfalls ein grosses Dipolmoment besitzen. 

Die Auswahlregeln F¨ den neuen Effekt wollen wir jetzt  streng formulie- 
ten. Wie wir das eben erw/ihnt haben, verschwindet diese Streuung Fª Atome 
(Atomionen) und kugelsymmetrische Molekª Das folgt einfach aus der 
Auswahlregel Fª die Nebenquantenzahl, nach der sich diese nur um ~ 1 
/tndern kann, also k6nnen in (63) nicht alle drei Integrale gleichzeitig von Null 
verschieden sein. Bei zweiatomigen heteropolaren Molekª wird jedoch der 
Effekt ira allgemeinen nicht verschwinden, weil sich ja bei ihnen die Quanten- 
zahl A una ~ 1  und 0 ~ndern kann, (dabei werden, wenn sichA nicht iindert, 
Momente entlang der Molekª und, wenn sie sich uva �91 1 iindert, Momente 
darauf senkrecht induziert) und deshalb (63) nicht notwendigerweise ver- 
schwindet. Allerdings wird bei zweiatomigen Molekª die ja meistens recht 
symmetrisch gebaut sind, (ihre Dipolmomente sind meistens klein) der Effekt 
nur schwach auftreten. Bei homonuklearen zweiatomigen Molekª ver- 
schwindet dagegen wieder exakt der neue Effekt. Das folgt einfach aus der 
Auswahlregel, dass bei diesen gerade Terme nur mit ungeraden und umgekehrt 
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kombinieren. Also k6nnen Fª solche Molekª in (63) wieder nicht atle drei 
Faktoren von Null verschieden sein. Analog kSnnte man beweisen, dass auch 
bei mehratomigen Molekª die eine zweiz~hlige Symmetrieachse und eine 
darauf senkrecht stehcnde Spiegelebene besitzen (z. B. Acetylen, .~thylen usw.), 
der neue Effekt verschwindet. 

Schlieglich k5nnen wir also feststellen: Atome, kugelsymmetrische 
Molekª zweiatomige homonukleare Molekª und mehratomige Molekª 
welche eine zweiz~hlige Symmetrieachse und eine darauf senkrecht stehende 
Symmetrieebene besitzen, sind zdoppelfrequenzinaktiv~. Mehratomige un- 
symmetfisch gebaute Molekª sind dagegen ~doppelfrequenzaktivr und zwar 
um so mehr, je unsymmetrischer sie gebaut sind. 

Um doch einen gewissen Anhaltsp,,nkt bezª der bei asymmet¡  
Molekª auftretenden Verhiiltnisse zu erhalten, wollen wir jetzt unsere 
Formeln stark schematisieren. Nehmen wir also ah, dass wir stat t  den ver- 
schiedenen Eigenf~eqllenzen geeignet gewalrlte Frequenzmittelwerte einFª 
kSnnen. Die Summenzeichen vor unseren in (58) stehenden Gliedern beziehen 
sich dann nur noch auf die Faktoren (63). Wir haben also 

Z S Uo~~~d~. Su~~~,d~. Su,~~od~. (78) 
kl 

Andererseits ist nach einem bekannten matrizentheoretischen Satze 

Z P (jk). P (k/) = P~ (j/). 

Mit Hilfe von (79) formen wir (78) u m :  

(79) 

---- S u0 z8 ª dr.  

(80) 

Es werden also solche Molekiile Fª die Streuung mit doppelter Frequenz 
besonders ~aktivr sein, bei denen z 3 ª die ganze Ladungsverteilung gemittelt, 
recht gross sein wird. Es ist zu beachten, dass diese Behauptung nicht mit der 
identisch ist, dass das Dipolmoment des fraglŸ Molekª recht gross sein 
soU, weil das letztere durch die Formel 

S no z~od'r (81) 

definiert ist. 
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Wir ktlmaen also unsere Resultate folgendermassen zusammenfassen : 
Zum experimentellen Nachweis des neuen Effektes werden erstens ganz asym- 
met¡ gebaute Molekª am geeignetesten sein, bei denen (80) (also z n 
gemittelt ª die ganze Ladungsverteilung) recht gross ist. Ausserdem sollen 
diese Molekª eine m6glichst scharfe Resonanzfrequenz besitzen, und die 
eingestrahlte Frequenz ist nach (77) so zu w~hlen, dass ihre Gr5sse sehr nahe 
gleich der HMfte dieser Resonanzfrequenz ist. Ausserdem wird es Fª die 
Beobachtung gª sein, wenn die fragliche Streusubstanz in der Nahe der 
eingestrahlten Frequenz eine Resonanzfreqttenz besitzt, weil dadurch nach 
unserer Formel (58) die Intensit~ten der Rayleigh- und der Doppelfrequenz- 
streuung noch ira selben Masse erh5ht werden. 

Wahrscheinlich werden zum Nachweis des besprochenen neuen Effektes, 
ebenso wie beim Ramaneffekt, Flª aro geeignetesten sein. Es ist 
zwar wahr, dass bei diesen infolge der unvermeidlichen Verunreinigungen 
die Rayleigh-Streuung (Mie-Effekt an suspendierten Teilchen usw.) gegenª 
Gasen stark erh�91 wird, che viel grSssere Dichte wird jedoch diesen Nachteil 
sicher ª Selbstverstiindlich mª der neue Effekt auch ah 
sehr asymmet¡ gebauten festen K6rpern (z. B. solchen die auch Ferroelek- 
trika sind) auftreten, doch kSnnte man bei diesen (77) nicht ausnª weil 
ja feste KSrper keine scharfen Absorptionsfrequenzen besitzen. 

Wir wollen noch erwnhnen, dass auch die Intensitat  des neuen Effektes 
ebenso wie die der Ray]eigh-Streuung ausserhalb der Resonanzgebiete, die Fª 
die zwei Effekte nicht ª ~-4 proportional ist, und dass wir bei 
unseren Rechnungen die Molekª immer unberª gelassen 
haben, also immer ein molekª Koordinatensystem benutzten. Das war 
tatsŸ erlaubt, weil ja die Rotationsfrequenzen ira Verh~ltnis zur Frequenz 
des eingestrahlten Lichtes recht ldein sin& 

Zum Schluss wollen wir nur noch erwiihnen, dass man ganz analog, wie 
wir hier die Streuung mit doppe/ter Frequenz berechnet haben, auch das 
Problem behandeln kSnnte, in dem an einer Streusubstanz gleichzeitig zwei 
Lichtwellen verschiedener Frequenz gestreut werden und dabei auch eine 
Streuung auftritt ,  deren Frequenz die Summe der zwei eingestrahlten (ver- 
schiedenen) Frequenzen ist. 
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BIalqHC.rIEHHE COE,B, I 4 H E H H ~  HA M A T E P H A J I E  ,/J, BYX tI>OTOHOB C O,/J, IdHAt(O-  
BOI7I LIACTOTO171 H P H  FIOMOI/.~ Y P A B H E H H ~ I  

K. r IEHHA--FOP,~OHA 

T. H A H F E B A E P  

P e 3 ~ o ~ e  

Yloc~e Kopo~oro  o 6 c y ~ a e m ~  qbr~rrqecKoi~ pea~b~0CT~ BT0p0F0 npn6am~em~9 
KmaUTOaOMexaI~qecKo/~ Te0pHH 8o ,~ymenna  a ~aHH0~ npH6:IH~eHHH B~qHc.qaeTc~t a.qewrpn- 
qec~:Hi~ ~oMel,rr, m ~ y t t ~ i p o a a m u ~  Bek"ropm~ noTemmaao~ caepoao~i a0.qH~ ~ Mo~eKy.~e. 
Koneqmae pe3y~sTaT~ su~o~a  ~amTc~ dp0pMyr [58]/3 KOT0p0~ q.rIeH, yMno~emad i  Ha ~o 
~IaeT npocToe paneeBcKoe p a c c e ~ e ,  a yymo~eHmae Ha ~o* ti 3aBr~c~He OT npeMeHrl q.qertu 
o£ pacceaHne c RS0¡ qaCTOT0fi. B ~a:mHei~tueM )ior(a3raaaeTc~, qTo H q~eHu, 
yMHo~emaue Ha ~o* H s TO BpeM.q He 3aaHcsmrte 0T spe~eHH, I4MerOT dp~43HqecI<ym pea.qbH0CTb. 
OtlemmaeTc~ OTH0meHHe HHT~HCI4BH0C'i~~ pacce~Hrt~, r~ B cB~3r~ c aTrmt o6cy)~~e ' rcg  B0np0c 
npamuroHoro B~6opa a~cneprtMem'ar yc~oam~ c tte~~m, wro6~ rtepBoe 6bL~O no B0~0:~-  
HOCTn 6o:mme. ~ m a ~  ~ e n o s l  aa~~eTc~ ~L~e~ n0~Iqep~HyT~ B (58) (On, Kpo~e 
moro ,  qbrwypHpyeT rt B qbop~y:~e rmTeHCrmHOCT~, ~o3ae;ienmafi B r~aa)IpaT), KOTOpUfi ~Ionyc- 
~aeT ycnaerme O~HOr0 6o~sm0r0 pe.3OHaHca paccearma c Z2ogmo/~ qaCTOTO~ 6ea 0~IHoBpeMeH- 
Horo ycHaertm~ pa~ee~c~oro pacceaHHa. B w 4 BSm0~TC~ noam~ammnec~ nprt rto~oa a ~ e r c r e  
npa~m~a 0T60pa, no ~ 0 T O p ~  ;taHmai~ ad/~ewr B cayqae aTOM0~ H ~oae~ya  C 6o:mmo~l c r~ -  
MeTpnel~ ~cqe3aeT. Han6o~ee cnm,~a ,awnmnOCT~ ~B0fiH0/~ qacToŸ n0�91 y Mo.~e~<yn 
c n0~H0/~ acm~eTp~e~l. 


