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Nach einer kurzen Besprechung der Frage der phiysikalischen Realitiit der zweiten
Niherung in der quantenmechanischen Stérungsrechnung, wird das in einem Molekiil von dem
Vektorpotential einer Lichtwelle induzierte Moment in dieser Néherung hergeleitet. Das
endgiliige Resultat der Berechnungen enthiilt die Formel (58), in der das mit ¢, multiplixierte
Glied die gewdhnliche Rayleighsche Streuung und die mit &) multiplizierten zeitabh#ingigen
Glieder eine Streuung mit doppelter Frequenz verursachen. Es wird gezeigt, dass auch die mit
G2 multiplizierten zeitunabhiingigen Glieder eine physikalische Realitat besitzen. Das Ver-
h#ltnis der Intensitdt der Streuung mit doppelter Frequens zu der der Rayleigh-Strenung wird
abgeschitzst, und es wird dir Frage besprochen, wie die experimentellen Verhiiltnisse ru wihlen
sind, damit die erstere moglichst gross wird. Am wichtigsten ist, dass das unterstrichene Glied
in (58) (das in die Formel der Intensitit quadratisch eingeht) eine grosse Resonansverstirkung
der Doppelfrequenzstrenung, ohne gleichzeitige Verstidrkung der Rayleigh-Streuung, ermég-
licht. In § 4 werden die Auswahiregeln fir den neuen Effekt hergeleitet, der nach diesen Regeln
fir Atome und symmetrisch gebaute Molekille exakt verschwindet. Am stiirksten »doppel-
frequenzaktiva sind dagegen ganz unsymmetrische Molekiile.

Einleitung. Uber die Natur des Photons ist uns eigentlich noch so wenig
bekannt, dass es ziemlich aussichtslos wire, dieses Problem direkt, also als
Stossprozess bei dem zwei Photonen an einem Atom oder Molekiil zusammen-
stossen und dann vereinigt weiterfliegen, berechnen zu wollen, besonders wenn
man sich auch noch fiir die Resonanzverstirkung dieses Effektes interessiert,
die ja fiir einen eventuellen experimentellen Nachweis des Effektes ganz
ausschlaggebend sein kann, da sie — wie wir das noch sechen werden — die
Grosse des Effektes um viele GrB8ssenordnungen erhdht. Wir wollen deshalb
diesen Effekt aus der Klein-Gordonschen relativistischen Wellengleichung,
oder richtiger ausgedriickt, aus der mit den aus dieser Gleichung folgenden
Zusatzgliedern ergiinzten Schrodinger-Gleichung berechnen.

Die erste Frage, die hier beantwortet werden muss, ist, ob — da man
fiir die Berechnung dieses Effektes bis zur zweiten Niherung (bei einer zeit-
abhiingigen Stdrungsrechnung) gehen muss — diese Nidherung noch eine
physikalische Realitdit besitzt, bzw. ob die wellenmechanische Stfrungs-
rechnung tatsiichlich konvergent ist. Beziiglich dieses Problems liegen eigen-
tlich schon sehr viele theoretische Untersuchungen vor, wir wollen hier nur die
Arbeit von H. A. WiLsoN [1] erwihnen, nach der in den meisten von ihm
untersuchten Fillen die quantenmechanische Stdrungsrechnung zwar nicht
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konvergent jedoch asymptotisch ist, ganz ebenso wie das in der klassischen
Mechanik fiir die astronomische Stdrungstheorie von Poincaré gezeigt wurde.
Ausserdem ist es eine bekannte Tatsache, dass man in der Physik sehr oft
auch noch semikonvergente oder sogar divergente Reihen benutzen kann,
weil die ersten Glieder dieser Reihen noch einen physikalischen Sinn haben.

§ 1. Die Klein-Gordonsche Gleichung lautet bekannterweise in den
gewohnten Bezeichnungen :

[zz‘Qﬁ—Aﬂ)u:O. (1)

9 271
Hier ist 2, = Py + chfpk, wobel die x; die vier Koordinaten der
Ty .
vierdimensionalen Welt, und die @, die Komponenten des Viererpotentials
2n

sind. Fiir 4 haben wir 4 = 5 ™ot wo m, die Ruhemasse bedeutet. Setzen

wir diese Werte in (1) ein, so folgt

i 9%u dmie & ou 472 4
> 245 — 2‘452 micd|u=0,
T Oxf + he kaxk h? ( +mefu (@)

1
Nehmen wir jetzt an, dass ein Lichtstrahl der in der (XY)-Ebene pola-
risiert ist, entlang der X-Achse einfillt, dann haben wir
G,— (Eocos?nv(t——] G, =G, 0. 3)
c

und

@——saocoszaw(t——j He= 9. =0, )

wo Gyund H, die Amplituden sind. Selbstverstiindlich ist hier |G| = |9, |-
Diese Lichtwelle kdnnen wir mit Hilfe der Potentialkomponenten

Q[zz_

C@"sin?.m(t——] A=A,=p=0 (5)
27ty | c

beschreiben. Tatsiichlich erhalten wir aus (5) mit Hilfe von

S;) =rot (6)

und
c
wieder (3) und (4).
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Die Schrddingersche Wellengleichung wollen wir also mit den Gliedern
von (2) ergiinzen, welche das Vektorpotential enthalten. Aus (2) folgt, wenn wir
beachten, dass @, = U, 3 = U, und P, = ¥, ist, fiir diese Glieder

47ie 4 72 e
A, gradu) ———— Y2, 8
” ( u) i (8)

Setzen wir jetzt (5) in das erste Glied von (8) ein, so folgt

4dmie ¢@,

he 2 v

sin 2 7 [t — ,] _2:" 9)

Durch dieses Stdrglied ergéinzen wir also die zeitabhiingige Schrédingersche
Welléngleichung und erhalten

dmie asin 27ty [t — —] du . (10)
he

Au——'———— (Ewp+ U)u=

c| 0z

wo wir die Bezeichnung

c,

27ty

(11)

eingefiihrt haben. Ey, bedeutet in (10) die Ruheenergie des Elektrons und U
die potentielle Energie.

Das zweite Glied in (8) hat man bis jetzt immer vernachlissigt, weil
quadratische magnetische Effekte ganz unmerklich klein sind. In unserem
Problem ist jedoch die Vernachldssigung dieses Gliedes nicht so unmittelbar
evident, weil wir ja einen in der Lichtwelle — die wir als Stdrung betrach-
ten — quadratischen Effekt berechnen wollen. Auf die Begriindung, weshalb
wir das hier doch tun kénnen, kommen wir am Ende dieser Arbeit noch zuriick.

(10) kdnnen wir auch noch, um die weiteren Berechnungen zu verein-
fachen, folgendermassen schreiben

2 i x ad
T e A P T
h o1 h? z
wo wir
1 2me a:i@D (13)
hy

als Stdérungsparameter eingefiihrt haben.
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Die ungestidrte Eigenfunktion bezeichnen wir jetzt mit

2al
I (14)

und setzen dann fiir die gestdrte Eigenfunktion in erster Niherung

u = uy + Aw 3 (15)
wo nach unserer Annahme Aw klein von erster Ordnung im Verhiltnis zu
uj ist.

Setzen wir jetzt (15) und (14) in (12) ein, so folgt, wenn wir vorderhand
nur Glieder bis zur ersten Ordnung beriicksichtigen,

2ni x  2al x
_ oy, er (E;+hv)t-ibw—c—_eT (Ej—ho)t+ (275 ) (16)

03
Mit Hilfe des bekannten Ansatzes

2xi 2ni
—— (Eyt )t — (Ey—hw»)t
w=w+e"(E’ ¥ et M (17)

folgt aus (16)

8o 3 X
Awi+—F"l(_Em_U+E,ihv)wi=ai;fe“"’c. (18)

Es sei weiter

w, =3 Bt . (19)

dann folgt, wenn wir (19) in (18) einsetzen fiir die Koeffizienten B) mit Hilfe
einer Fourierartigen Methode

2
Bi =" Ay (20)
8a'm E;—E, + hv

also auch

wi . h2 S‘[ Ak}‘lpk

— Ay 21
87sz7 Ej—Ek:I':hv ( )
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Ay= 2V e720 T 5 de (22)
03
ist.
Da es sich in unserem Problem um sichtbares Licht handelt, so kdnnen
wir die Anderung der Phase der Lichtwelle innerhalb eines Atoms oder Mole-

X
. . Fog o, . .
kiils vernachlissigen, konnen also in (22) statt ¢ * einfach eins schrei-

ben. Weiter folgt, da die Eigenfunktionen im Unendlichen exponentiell
verschwinden, mit Hilfe einer partiellen Integration

Ty _ "oy
A,qzj_if.wkdrz_J_"iwjdm_Ajk. (23)
0z Oz

1 Iy _ a
Aﬁ“ﬂﬂ b= | dr. (24)
2 0z
Andererseits ist
eh [0y, _ 9y
Jz,k e — - ( ')Uj q,gk_«—z)—k—wj dT (25)
4dim| 0z

die 2-Komponente der zu dem Quantensprung j—k gehdrenden Strom-

dichte, also folgt aus (25) und (24)

o
A= — ”‘h"'Jder. (26)

e

Die Stromkomponenten geniigen jedoch notwendigerweise der Kontinui-
tdtsgleichung

ot
wo p die Dichte bedeutet. In der Quantenmenchanik erhilt man also aus (27)

fiir die zu dem Quanteniibergang j — k gehdrenden analogen Grdssen den
Zusammenhang

diVJAj+2”ivjk9kj: 0. (28)

Weiter erhalten wir wieder wegen des exponentiellen Verschwindens
der Eigenfunktionen im Unendlichen

{zdiv J dr= — [Ty, (29)

T Acta Physica X/2.
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Setzen wir dieses Resultat in (26) ein und beriicksichtigen wir noch

(28), so folgt

271
4, = lm2nivkjjzgjkd17——
eh
4ntm ’ ef 9 v, d 47%m (30)
= — z = Vi 3.
oh k) k¥ oh kj %ik

Damit haben wir also die Koeffizienten A4,; durch lauter bekannte
Grossen ausgedriickt.
Aus (13), (15), (17), (19) und (21) folgt fiir die Eigenfunktion unseres

Problems in erster Niitherung

2ni 27
— I 4 2me . h? N Ay o ETML
he 8n*m|% E,—E;+ hv
_2 Ay v %(Erh’)t;. (31)
E,—E,—hv
Setzen wir hier noch a aus (11) und die Ay aus (30) ein, so haben wir
1 e2nirt
__Eff , —
— ek ——E.e ¥ sy, dr)—-—
u=—e [_'Pj g 0 <~ Y%y E,—Ey+hv
o 2nivt ],,kj (32)
— = | ¥
E, - —hvy
§ 2. Zur Berechnung der zweiten Niherung machen wir den Ansatz
Ehl‘E G p o2nint
u=—e — - ex i S
[wj ZJ”D’ i E,—E.+hv
e—2nirt Vi (33)
E,—Ek—hv}] , et s
oder etwas anders geschrieben
1 B 1227t o— 12t
u=u ——§; S’Jujezukdt ¢ vkju +f.
2 T E,—E, + hy E,—E,—hv
(34

Ausserdem wollen wir jetzt noch explizit zum Ausdruck bringen, dass j
den Grundzustand bedeutet, schreiben also im folgenden immer 0 statt j. (34)
erhdlt dann die Form

U +ﬂ
(35)

ei2st g~ 12nt v (k0)
R e K ety
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wo wir die Bezeichnung E;—E; = hv (kj) eingefiihrt haben.
Setzen wir diesen Ansatz in (12) ein und behalten wir jetzt Glieder bis
gur zweiten Ordnung, so folgt

dnim of 8n*m
Af — — — E =
T T R (Foo +U)S
1 ~ _ e:‘&m‘ e—12nvt v(ko)
= — — Al ! d — .
R R i Py sy G
. gﬂ emﬂ'(t_fc) —ehiz:"(t— f)
0z ' ’
oder weiter berechnet
4mim of Bam
Af——"— 2 E U)f=
e [m+ S
1 v (k0) 0 u, — eivmt 1
= ——AiE rox L= d —
R Hot T;h{v(k0>+v} Rp 0 1) |
e-l4mt 1
— . 37
+ h{v (k0) — v} h{v (k0) — %} 37)

X

Den Faktor ei "7 haben wir wieder vernachliissigt, weil die Ausdehnungen
der Atome oder Molekiile klein im Verhiltnis zur Wellenléinge des sichtbaren
Lichtes sind.

Fiir die rechte Seite von (37) kdnnen wir auch noch schreiben :

eidmt 94i4mt

h{» (k0) + 7} + kv (kO) — v}

auk
dz

— % A€y > Y (:‘O)Juo ezu,drv-

k

2 (k0) :
h{»® (kO) — »2} %

Zur Lésung von (37) (bzw. (38)) zerlegen wir f in drei Glieder :
f=fre®™ + fyem 4 £ fy. (39)

Da die linke Seite von (37) in f linear ist, so zerfillt unsere Gleichung
mit dem Ansatz (39) in drei Differentialgleichungen. Es sei weiter

(38)

¢ B2l jomt Bo =20 127 % t

f—_—fmeizﬂ b+ e R+ fae

fios fao und fy entwickeln wir jetzt nach den ungestdrten Eigenfunktionen :

f10:§b1w1, fm=§¢w1 und fao:%'dz‘l’z- (41)

(40)

7t
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Setzen wir diese Reihen in die drei erwihnten Differentialgleichungen ein, in
die unser Problem zerfdllt, so erhalten wir z. B.

v (k0 0 Ouy

0z

8x

b {» (10) + 20} w,__—woz

)juo ezu;, dr.

E,
—i2at 2 1

. (42)
B (0) + 5}

<€

und zwei analoge Gleichungen fiir die ¢, und die d;. Mit Hilfe einer Fourier-
artigen Methode folgt wieder aus (42)

— ou
fugezu,de- { —*p,dr E
2 _ioat Be
b=— L, "~ 20 0z e TE (43
2 8atm< v B (KO) +}.{» (I0) + 2%}
und analog
fugezu,dv ‘aukfu dr
N (i k ‘J_‘“l E,
clz—i].@o k Z,v(kO) Oz o2 (44)
2 8x2m< v AE{y(k0) —»}-{v (I0) — 24}
und
— Juy _
dv- | —*y,d
- vz(ko)fuoezuk IJ 5 ydt o e
=+ 1€, N k. (45)
Bmtm<T v R*(s2(kO) — %) (I0)

Setzen wir jetzt (43), (44) und (45) in die Gleichungen (41) ein, so er-
halten wir

] i %0 fuoezﬂkdr-fa—u{‘ﬁ,dr
f‘lo:____}.@o 2/"’( ) oz ~Z1ifz.ul, (4'6)
2 87*m< v Rh*{v (kO) 4 »}- {» (10) + 24}

j‘uoez Ekdt-f% u;dr
h? v (kO) J oz

1
Jo=——46G, 2’

e ¥y (47)
2 8atmg v By (k0) — v} {» (10) — 2}

uk_

A2 2 (kO) .s- Uy ez uk dr- J— ul 9_2““ %. . (48)
8nm ‘,? v h? {2 (kO) — »2}» (I0) '

Joo=+ 4G,
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Vor der Zusammenstellung der ganzen gestdrten Eigenfunktion wollen
wir noch die zweiten Integrale in (46), (47) und (48) auf eine gewohntere
Form bringen. Aus (13), (23) und (30) erhalten wir

8uk_ e h2 (Bu, _ v (Ik) —
G —— | —rydr= - L2 dr.
2 hy ~8at oz e 4 @ojukezu, ‘

(49)

Endlich haben wir also aus (33), (39), (40), (46), (47), (48) und (49) fiir
die ganze Eigenfunktion in zweiter Niherung

u=—u -—i "Nugezu o — e 2t 1’(ko)u
L @"%f ° "dt{ h{v (k0) -+ ¥} h{v(k())—v}} ;o uT
1 ) _ _ . v (kO)» (I eldmt
el 1 u.ezu Nu,ezu;d
+ 4@°%J 0%t 07 J b »8 {h={v(k0)+v}.{»(10)+zv}+
e—lamt . 21’(’:0) .
+h2{v (k0) —»}- {» (10) — 27}  h2{»? (kO)—v“‘}v(lO)} a 0)

Diese gestdrte Eigenfunktion ist noch nicht normiert. Doch hat das in
der hier beniitzten Niherung noch keine Bedeutung.

Aus (50) kénnen wir endlich das von der Lichtwelle im fraglichen Molekiil
in einer beliebigen (mit ¢ bezeichneten) Richtung induzierte Moment berechnen.
Wir erhalten

—pg= (uequdr = [ujequ,d

cos 2yt +

— €, 3" fujesu,dr - fukeqﬁodt; 1 ; v (k0)
T

1
h{v (k0) -}  h{y (k0) — )

1
R H0) 1000 7

v

1
+ ;(&3 2> fuoezﬂkdr-jukeqﬁ,dt-ju,eziiodr %
ol -
Kl

1 pldmrt

+ K2y (kO) — v} {» (10) — ¥} h’{v (K0) + v}-{v (0 —» (51)
_ 8‘14’”1‘ 10) + @;gzv/j’u Py dr.

k2 {» (k0) — »}- {» (10) + v}% 0= T
-jukezﬂ,dt-ju,eqﬁodrg[ 1 +

R {y (kO) + »}- {» (10) + 2}

+ 1 ] v (0) » 1k) 2cosdnvt —

k% {y (k0) — »}-{» (10) — 2%} »2

4R (k0) v (lk)
ke {32 (k0) — »%)» (10) »2 }
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Im dritten Gliede vor (51) stehen in der grossen geschweiften Klammer die
komplexen Glieder

oltmt o—idwrt
— und — (52)
h* {» (k0) + +}- {» (10) — »} h*{v (k0) — %}- {» (10) + +}
multipliziert mit dem Faktor
j.uo ez ﬁk dt’fukeql—ll dT' S‘ul ez ﬁo dT. (53)

Dieser Faktor ist jedoch gegen eine Vertauschung von k und ! unempfindlich.
Betrachten wir jetzt also die Glieder (52) und beriicksichtigen wir zuerst das
erste Glied, das zu einem beliebigen Paar von k und ! gehért. Nehmen wir
dann ein solches zweites Glied dazu, in dem % und ! vertauscht sind. (Der
Nenner dieses Gliedes geht dann in den des ersten iiber.) Diese zwei Glieder
ergeben

1

— 2cos4mye, (54)
ke {» (k0) +- »}-{» (10) — v}

Analog erhalten wir, wenn wir das zweite Glied in (52) mit dem ersten,
in dem jetzt ebenfalls k& und I vertauscht werden, zusammenziehen

1
Bt {p (kO) — %}- {» I0) + ¥}

2cos4myt, (55)

Addieren wir endlich (54) und (55), so folgt

2 (k0) » (10) — 212

— R 5 (KO) — 9%} 2 (10)—@}20084\%”' (56)

Dieser Ausdruck ist wieder gegeniiber einer Vertauschung von k und
! unempfindlich. Wir kdnnen deshalb das dritte Glied von (51) auch noch wie
folgt schreiben :

1
‘;’@82'5‘uoez—l;kd‘r-Sukeqﬁldr.julezﬁodt,
K

29 (k0) » (10) + 2+ — {2 (kO) » (10) — 242} cos 4w t v (k0)¥(I0) (57)
h? {2 (k0) — 3} . {2 (10) — +%} v?
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Setzen wir dieses Resultat in (51) ein, so erhalten wir fiir das ganze
induzierte Moment die endgiiltige Formel

—pg= [uequdr = {usequydr +

2 (k0)

h {»% (k0) — »?}

+%@§Z’f”oezﬂkd‘”'j"keqﬁzd‘r- fu,ezﬂodr- —v(kO’);(l(& .
i .

v (k(;‘)i (10) 4 2»* — {29 (kO) » (10) — 232} cosdm vt

h? {2 (E0) — »2}- (% (10) — #%}
+%@32’j‘uoezﬁkd‘r-fukezﬂld‘t-yu,eqiodr-
I

+@oZ"juoezﬁde~fukeqﬁodr cos2nvit |
A J

(58)
v (k0) » (k)
22

. 2 (k0) » (10) + 4 5 cos dor vt — 4 (k0)
B2 {2 (k0) — »%}- {32 (10) — 447} k2 {32 (k0) — 2} » (10)] '

Hier wollen wir noch zwei Bemerkungen machen. Erstens erhilt man
aus der Schrédingerschen Wellengleichung, wenn man nach der gewohnten
Methode den elektrischen Vektor der Lichtwelle als Stdrung einfiithrt und
dann ganz analog wie hier rechnet, ein Resultat, das zwar (58) weitgehend
ihnlich, jedoch nicht damit identisch ist. Andererseits erhilt man aus
der auf n Teilchen verallgemeinerten Dirac-Gleichung formal ganz dasselbe
Resultat wie (58).* Das ist ein weiterer Beweis dafiir, dass das in (8) stehende,
im Vektorpotential quadratische Glied keine physikalische Realitit besitzt.
Zweitens wollen wir bemerken, dass wir zwar unsere ganze Rechnung eigen-
tlich nur fiir ein Einkdrperproblem durchgefiihrt haben, doch kénnen wir unser
Resultat ohne Schwierigkeit auf ein beliebiges n-Korperproblem verallgemei-
nern. Dazu miissen wir erstens bloss u durch die antisymmetrische Determinan-
teneigenfunktion unseres n-Kd8rperproblems ersetzen und ausserdem statt z

n n
bzw. ¢ iiberall aglza und aé:lqa schreiben.

Eine Frage ist noch hier beziiglich unseres Gedankenganges zu beant-
worten und zwar die, ob es erlaubt ist, die erste Niherung der Energie in unserer
Rechnung za vernachlissigen. Dieses Glied multipliziert mit der ersten Nihe-
rung der gestdrten Eigenfunktion miisste nidmlich ebenfalls ein Glied zweiter
Ordnung ergeben. Bei der Schrodingerschen Methode kénnte z. B. solch ein
Glied nicht auftreten, weil es ja abgesehen von Ausnahmsfillen, keinen linea-
ren Starkeffekt gibt. Bei der Kleinschen Methode wiirde man sich dagegen

* Anmerkung bei der Korrektur: Eine Zusammenfassung der Resultate dieser
Berechnungen des Verfassers sind soeben in der Zeitschrift fiir Physik (155, 380, (1959)
erschienen.
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denken, dass es zwar keinen linearen Starkeffekt jedoch einen linearen Zee-
maneffekt gibt, also miisste nach diesem Gedankengange das fragliche Glied
tatsiichlich auftreten. Wir wollen jetzt zeigen, dass das nicht der Fall ist.

Fiir das lineare Glied (erste Nidherung der gestdrien Energie) erhalt
man aus (12)

N

u, dr. (59)

Da es sich jedoch um sichtbares Licht handelt, so kdnnen wir den Faktor

X X
etlam s — oti2n] (60)

vernachlissigen, also folgt

2 Juy _
. neaA Uq

E, = uydr-2isin2nvt 61
1 he 9z 0 (61)
und da
+no
Buy — 1 (3]u,lf? e
— O ydz=— | dy—u, 2/ =0 62
oz ° 2_[ 9z | 0]/—03 (02)

— @

ist, so verschwindet E;,. Man kann also das fragliche Glied immer vernach-
ldssigen, wenn man den Faktor (60) gleich Eins setzen kann.

Es sei nur noch bemerkt, dass es im Grundzustande meistens sowieso
keine Zeemanaufspaltung gibt.

§ 3. Wir wollen jetzt die Frage besprechen, ein wie grosser Effekt bei
der Streuung mit doppelter Frequenz nach unserem Resultate (58) zu er-
warten ist und besonders, wie sich die Grossenordnung dieser zu der Gr8ssen-
ordnung der Intensitit der Rayleigh-Streuung verhilt. Selbstverstindlich
wird dann der grdsste Effekt zu erwarten sein, wenn wir das parallel zu dem
elektrischen Vektor der einfallenden Lichtwelle induzierte alternierende Dipol-
moment betrachten. Deshalb setzen wir von jetzt an immer ¢ = z.

Bei der Betrachtung unserer Formel (58) fillt es gleich auf, dass darin
auch zeitunabhingige Glieder stehen, und wir miissen deshalb zuerst die Frage
beantworten, ob es nicht sinnlos ist, dass eine zeitabhiingige Stdrung auch
zeitunabhiingige Stérglieder (wenn auch nur in zweiter Niherung) verursacht.
Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir folgendes bedenken : Vor diesen
Gliedern steht immer (wenn wir ¢ = z setzen) der Faktor

fugzupde- (wzudr- {uzu,dr, (63)

und der verschwindet nach den Auswahlregeln bei kugelsymmetrischen Ato-
men oder Molekiilen. Bei diesen treten also diese Glieder nicht auf. Bei asym-
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metrischen Molekiilen kénnen sie jedoch tatsiichlich auftreten, und das ist
gar kein Paradoxon. Es wire selbstverstindlich eine Absurditit wenn in €,
lineare solche Glieder auftreten wiirden, fiir in ¢, quadratische Glieder ist das
jedoch nicht mehr der Fall. Man denke z. B. nur an das Beispiel eines asym-
metrischen Osuzillators, bei dem das schwingende Partikel vom Oszillations-
zentrum rechts und links verschiedene maximale Ablenkungen erfiahrt. Die
Anderung der Kerndistanz (und des Dipolmomentes) eines zweiatomigen
heteropolaren Molekiils infolge der Nullpunktschwingung ist ein analoges
Beispiel.

Nach dieser kleinen Abweichung wollen wir jetzt die Grssenordnungen
der Intensititen der Rayleigh-Streuung und der Streuung mit doppelter Fre-
quenz aus unserem Resultate (58) berechnen und miteinander vergleichen.

Ein schwingender elektrischer Dipol verursacht bekannterweise in seiner
weiteren Umgebung (Wellengebiet) die elektrischen und magnetischen Feld-
intensititen

\H[:|E1=!%l;sinﬂ, (64)

wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit, r die Entfernung vom Dipol und # den Winkel,
den die Richtung von 7 und die Dipolachse miteinander einschliesen, bedeutet.
Aus (64) erhalten wir die ausgesandte Energie mit Hilfe des Poyntingschen
Vektors

&= 4i [€, ). (65)
T
Setzen wir (64) in (65) ein, so folgt
~ 1 (P el
S(’”*m.:s(, 0]. (66)

Um die Intensitiit des Lichtes zu erhalten, miissen wir noch (66) iiber die
Zeit mitteln. Also folgt

aoas 1

4 B r?
Wir miissen also p aus (58) in (67) einsetzen, zweimal nach der Zeit dif-
ferengieren, dass erhaltene Resultat quadrieren und dann iiber der Zeit

mitteln.
Beziiglich der Zeitabhiingigkeit besitzt jedoch p die Form

p = Cy+ C;cos 23t + Cycos dmt. (68)
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Wenn wir also die erwidhnten mathematischen Operationen durchfiihren,
s0 verschwindet selbstverstindlich das erste Glied, ausserdem verschwindet
jedoch auch das in C; und C; bilineare Glied, weil

T T
—;—Jcos 2nvt. cos dmvtdl = %Jcos 279t (2cos® 2wt — 1) dt =

T
= %—J(2 cosd 2wyt — cos 2 t) dt = 0
0

ist. Es bleiben also nur die reinen Quadrate der zeitabhiingigen Glieder (reine
Rayleigh- und reine Doppelfrequenzstrenung) iibrig.

Aus (58) folgt, dass die mit cos 27yt und cos 4yt multiplizierten Glieder
die Grdssenordnungen

G,P*> und GIPS —
ko B

(70)

besitzen. Mit P haben wir die die Grdssenordnungen der Ubergangsmomente
vom Typ f%ez u, dt bezeichnet. Zu den Quadraten dieser Glieder treten we-
gen der zweimaligen Differentiation nach der Zeit auch noch die Faktoren
(22%)% und (47¥)* hinzu, wir haben also endlich

—r= =@g » (71)
I, @gp,j_ h2 32
07 p2ya

wo I, die Intensitdt der Rayleigh-Streuung und I,, die der Doppelfrequenz-
strenung bedeutet. Fiir die Grdssenordnung von P setzen wir 10-18 cgs. ein,
h ist gleich 6,612 .10~ % ergsec und fiir » beniitzen wir ungefihr die Frequenz
der NaD-Linie, setzen also ¥ ~ 0,5.10% sec™!. Dann erhalten wir fiir (71)

%: ~ 0,4 2-10-73, (72)

td

Das Verhiltnis der Streuintensititen hingt also von der Intensitit des
priméren Lichtes ab, wie ja das auch nach elementaren physikalischen
Erwigungen sein muss. Um also doch einen Begriff von dem Verhiltnis der
Grdssenordnungen der erwiihnten zwei Intensitiiten erhalten zu kdnnen,
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miissen wir begiiglich der Intensitiit des Primirlichtes eine Annahme machen.
Betrachten wir also zuerst den Fall, dass die Intensitét von diesem (mono-
chromatischen) Licht ebenso gross wie die totale Intensitdt der Sonnenstrahlung
auf der Erdoberfliche ist.

Die Solarkonstante betriigt auf der Erde rund 2g cal/cm? in der Minute.
Fiir €2 berechnen wir daraus mit Hilfe der Formel

c c
I=—[¢,9]=—@62 73
LER=- 8 (73
etwa
G2 ~1,2.10" 3 cgs. (74)

Setzen wir dieses Resultat in (72) ein, so folgt

L 1 o, (15)

i

Das ist eine recht kleine Zahl, jedoch sind hier einige weitere Umstidnde
ru beachten, welche (75) noch um viele Grdssenordnungen findern konnen.

Zu allererst miissen wir selbstverstindlich den Umstand beachten, dass
hier die Beobachtungsmaglichkeiten viel giinstiger sind als beim Ramaneffekt,
weil ja die zu beobachtende Frequenz hier sehr weit von der der Rayleigh-
Linie liegt. Man konnte z. B. die Versuchshedingungen sogar so wihlen, dass
nur die zu beobachtende Streulinie im sichtbaren Gebiet liegt. Ausserdem
strahlen unsere kiinstlichen Lichtquellen eben im nahen TUltraroten am
stirksten.

Zweitens miissen wir beriicksichtigen, dass nach (72) das Verhiltnis der
Intensititen der Doppelfrequenzlinie und der Rayleigh-Linie zu €2, also zu
der Intensitit des Primirlichtes, proportional ist. Wir haben es deshalb in der
Hand, dieses Verhiltnis noch wesentlich zu erhdhen. Bekannterweise sendet
die Flicheneinheit einer modernen Quecksilberhochdrucklampe mehr Licht
aus als die der Sonnenoberfliche. Desshalb kann man also (75) etwa um den
Faktor

Is,,w,-ﬂ;c}u _ (150° ]_08 Km)2
It (7-105 Km)?

~ 4,5 108 (76)

erhshen.
Drittens — und dasist vielleicht der wichtigste Umstand,derimZusammen-
hang mit dieser Frage beriicksichtigt werden muss — steht in (58) im unter-
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strichenen Gliede ein Resonanznenner, der die doppelte eingestrahlte Frequenz
enthiillt. Wegen (67) geht ausserdem noch das Quadrat dieses Gliedes in die
Formel der Intensitit der Strevung mit doppelter Frequenz ein. Wir haben also
im Ausdruck dieser Intensitéit den Faktor

1

[ ]ﬂ . (77)
{0 (k0) — 23} {12 (10) — (2%)%)

Wiihlen wir also die eingestrahlte Frequenz so, dass ihr doppelter Wert
ganz nahe zu einer scharfen Resonanzfrequenz der benutzten Streusubstanz
liegt, so kdnnen wir nach (77) die Intensitit des mit doppelter Frequenz ge-
streuten Lichtes noch um viele Grssenordnungen erhdhen, ohne dass wir
damit auch die Intensitidt der Rayleigh-Linie erhdhen wiirden. In diesen beiden
zuletzt erwihnten Umstiinden liegt ein krasser Unterschied gegeniiber den bei
der experimentellen Untersuchung des Ramaneffektes auftretenden Verhilt-
nissen vor.

§ 4. Jetzt wollen wir noch die bei dem berechneten nenen Effekt auf-
tretenden Auswahlregeln besprechen, aus denen man auch Richtlinien dafiir
erhialt, welche Materialien zu dem experimentellen Nachweis dieses Effektes
am geeignetesten sein werden. Vor unseren die Streuung mit doppelter Fre-
quenz verursachenden Gliedern steht in (58) der Faktor (63), und wie wir das
schon bei der Besprechung der zeitunabhiingigen Glieder in (58) erwiihnt haben,
verschwindet dieser Faktor fiir Atome und kugelsymmetrische Molekiile.
Bei diesen ist also der neue Effekt nicht zu erwarten. Dagegen wird dieser
Faktor ceteris paribus desto grésser sein, aus je unsymmetrischeren Molekiilen
die streuende Substanz besteht. Die Molekiile der Streusubstanz sollen also
jedenfalls ein grosses Dipolmoment besitzen.

Die Auswahlregeln fiir den neuen Effekt wollen wir jetzt streng formulie-
ren. Wie wir das eben erwiihnt haben, verschwindet diese Streuung fiir Atome
(Atomionen) und kugelsymmetrische Molekiile. Das folgt einfach aus der
Auswabhlregel fiir die Nebenquantenzahl, nach der sich diese nur um -+ 1
dndern kann, also kénnen in (63) nicht alle drei Integrale gleichzeitig von Null
verschieden sein. Bei zweiatomigen heteropolaren Molekiilen wird jedoch der
Effekt im allgemeinen nicht verschwinden, weil sich ja bei ihnen die Quanten-
zahl A um 41 und 0 indern kann, (dabei werden, wenn sich A nicht iindert,
Momente entlang der Molekiilachse und, wenn sie sich um -1 éindert, Momente
darauf senkrecht induziert) und deshalb (63) nicht notwendigerweise ver-
schwindet. Allerdings wird bei zweiatomigen Molekiilen, die ja meistens recht
symmetrisch gebaut sind, (ihre Dipolmomente sind meistens klein) der Effekt
nur schwach auftreten. Bei homonuklearen zweiatomigen Molekiilen ver-
schwindet dagegen wieder exakt der neue Effekt. Das folgt einfach aus der
Auswahlregel, dass bei diesen gerade Terme nur mit ungeraden und umgekehrt
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kombinieren. Also kénnen fiir solche Molekiile in (63) wieder nicht alle drei
Faktoren von Null verschieden sein. Analog kdnnte man beweisen, dass auch
bei mehratomigen Molekiilen, die eine zweizidhlige Symmetrieachse und eine
darauf senkrecht stehende Spiegelebene besitzen (z. B. Acetylen, Athylen usw.),
der neue Effekt verschwindet.

SchlieBlich kdnnen wir also feststellen: Atome, kugelsymmetrische
Molekiile, zweiatomige homonukleare Molekiile und mehratomige Molekiile,
welche eine zweizihlige Symmetrieachse und eine darauf senkrecht stehende
Symmetrieebene besitzen, sind »doppelfrequenzinaktiva. Mehratomige un-
symmetrisch gebaute Molekiile sind dagegen »doppelfrequenzaktiva und zwar
um so mehr, je unsymmetrischer sie gebaut sind.

Um doch einen gewissen Anhaltspunkt beziiglich der bei asymmetrischen
Molekiilen auftretenden Verhiltnisse zu erhalten, wollen wir jetzt unsere
Formeln stark schematisieren. Nehmen wir also an, dass wir statt den ver-
schiedenen Eigenfrequenzen geeignet gewiihlte Frequenzmittelwerte einfiihren
kénnen. Die Summenzeichen vor unseren in (58) stehenden Gliedern beziehen
sich dann nur noch auf die Faktoren (63). Wir haben also

%‘juozﬁ,{dt-jukzﬁ,d‘r-julzﬁodr. (78)
Andererseits ist nach einem bekannten matrizentheoretischen Satze

3 P (jk)-P (k) = P2 (ji). (19)

Mit Hilfe von (79) formen wir (78) um :

%"fuozﬁkdr»jukzﬁldtju,zﬁodr: le‘juozaﬁldr-j‘u,ziodtz

(80)
= j‘ u, 2 Uy dt.

Es werden also solche Molekiile fiir die Streuung mit doppelter Frequenz
besonders »aktiv« sein, bei denen z3 iiber die ganze Ladungsverteilung gemittelt,
recht gross sein wird. Es ist zu beachten, dass diese Behauptung nicht mit der
identisch ist, dass das Dipolmoment des fraglichen Molekiils recht gross sein
soll, weil das letztere durch die Formel

(ugzuydr (81)

definiert ist.
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Wir konnen also unsere Resultate folgendermassen zusammenfassen :
Zum experimentellen Nachweis des neuen Effektes werden erstens ganz asym-
metrisch gebaute Molekille am geeignetesten sein, bei denen (80) (also 22
gemittelt iiber die ganze Ladungsverteilung) recht gross ist. Ausserdem sollen
diese Molekiile eine méglichst scharfe Resonanzfrequenz besitzen, und die
eingestrahlte Frequenz ist nach (77) so zu wiihlen, dass ihre Grdsse sehr nahe
gleich der Hilfte dieser Resonanzfrequenz ist. Ausserdem wird es fiir die
Beobachtung giinstig sein, wenn die fragliche Streusubstanz in der Ndhe der
eingestrahiten Frequenz eine Resonanzfrequenz besitzt, weil dadurch nach
unserer Formel (58) die Intensititen der Rayleigh- und der Doppelfrequenz-
streuung noch im selben Masse erh8ht werden.

Wahrscheinlich werden zum Nachweis des besprochenen neuen Effektes,
ebenso wie beim Ramaneffekt, Fliissigkeiten am geeignetesten sein. Es ist
zwar wahr, dass bei diesen infolge der unvermeidlichen Verunreinigungen
die Rayleigh-Streuung (Mie-Effekt an suspendierten Teilchen usw.) gegeniiber
Gasen stark erhht wird, die viel grossere Dichte wird jedoch diesen Nachteil
gicher iiberkompensieren. Selbstverstiindlich miisste der neue Effekt auch an
sehr asymmetrisch gebauten festen Korpern (z. B. solchen die auch Ferroelek-
trika sind) auftreten, doch kdnnte man bei diesen (77) nicht ausniitzen, weil
ja feste Korper keine scharfen Absorptionsfrequenzen besitzen.

Wir wollen noch erwiihnen, dass auch die Intensitiit des neuen Effektes
ebenso wie die der Rayleigh-Streuung ausserhalb der Resonanzgebiete, die fiir
die zwei Effekte nicht iibereinstimmen, A4 proportional ist, und dass wir bei
unseren Rechnungen die Molekiilrotation immer unberiicksichtigt gelassen
haben, also immer ein molekiilfestes Koordinatensystem benutzten. Das war
tatsiichlich erlaubt, weil ja die Rotationsfrequenzen im Verhiltnis zur Frequenz
des eingestrahlten Lichtes recht klein sind.

Zum Schluss wollen wir nur noch erwiithnen, dass man ganz analog, wie
wir hier die Streuung mit doppelter Frequenz berechnet haben, auch das
Problem behandeln kdnnte, in dem an einer Streusubstanz gleichzeitig zwei
Lichtwellen verschiedener Frequenz gestreut werden und dabei auch eine
Streuung auftritt, deren Frequenz die Summe der zwei eingestrahlten (ver-
schiedenen) Frequenzen ist.
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BBIYHUCJIEHHUE COEQUHEHHSA HA MATEPHAIJIE ABYX ®OTOHOB C OJJUHAKO-
BON YACTOTOH IIPH ITOMOILIKY YPABHEHUSA
KJIEMHA-T'OPJIOHA

T. HAUTEBAEP
Pesome

ITocne KOPOTKOI'O OGCY)KUEHHSI (HSHYECKOH peansHOCTM — BTOPOr0 IPHOJH)KEHHS
KBAHTOBOMEXAHHYECKOH TEOPHH BO3MYIIEHHS B JAHHOM NDHOTHMEHHH BBIYHCJISAETCST 9JIEKTPH-
YeCKHH MOMEHT, HHAYUHMPOBAHHHH BEKTOPHHM [OTEHIIHATOM CBEPOBOH BOJHLI B MOJEKYJeE.
KoHeuHHe pesyJibTaTH BHBOJA AaOTCS Gopmysoh [58]B KOTOpOH wieH, ymHOXeHHHHA Ha &,
ZAeT TIPOCTOE P3JIEEBCKOE PACCesTHHE, 4 YMHOKeHHHe Ha ) M 3aBHCSIIME 0T BDEMEHH WIEHH
06 YCI0BIAT paccesiHHe ¢ ABOHHOH uacroToif. B pannHeHiueM J0KasWBAETCsl, 4TO H WICHH,
yMHO)KeHHBE Ha &) U B TO BPeMsT He 3aBHCSILIHE OT BPEMEHH, HMEIT QH3HYCCKYI0 PeabHOCTb.
OLeHUBAaeTCSI OTHOUIEHHE MHTEHCHBHOCTEH PaccesiHusi, H B CBSSH C 9THM 00CY>KIAeTcst BOIpOC
HPABIILHOIO BHOOPA 9KCHEPHMEHTATBHEX YCIOBHH C 1e/bio, YTOOH NepBoe ObUTO 110 BO3MOYK-
HOCTH 6onpile. CAMBIM Ba)KHBIM UWIEHOM SIBJIsieTcsT wieH NomuepkHyTeil B (58) (oH, Kpome
aToro, QUrypHpyeT H B (GopMyJie MHTeHCHBHOCTH, BO3Be/leHHHH B KBajpar), KOTOPHH Aomyc-
KAeT yCHJIEHHe OAHOr0 GOJIBIIOrO Pe30HAHCA PacCestHHs ¢ ABOHHOH 4acToTOH 0e3 OnHOBpeMeH-
HOTO YCHJICHHs! PSJIEEBCKOr0 paccestHHsl. B § 4 BHIBOAATCS NOSBJISIIONHECS [TDH HOBOM KT€
npasHia 0T00pA, 110 KOTOPHM JAHHHH o(eKT B CIyuae aTOMOB H MOJIEKYJ C GOJBbIIOH CuM-
merpuell Mcuesaer. HanGosee CHIbHA «QKTHBHOCTL ABOHHOH 4acTOTHD IOITOMY Y MOJIEKY.
¢ noJyHOH acHmmeTpHel.



