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In dem vorliegenden Artikel wird ftir die Bestimmung der Einelektron-Wellenfunktionen 
und Energien des Oxigenatoms ein Potentialfeld benª das einer der Verfa~er der vorlie- 
gendma Arbeit eingefª hat. Diesea eignet sich gut auch tur Berechnung der Eindektron- 
Wr ron schwereren Atomen. In den Br162 werden die numerische und 
dio Variation~methode angewandt. Zus-mmenfaBsende Tabellen vuad l~echnungen fª dio 
Wr erm6glichen einen g-aten Vergleich der mit den ver~hiedenen Methoden 
erhaltenon Ergebnisse. Es ist zu ersehen, dass in den liu~w~ren Gebieten die mit der analyti- 
schen, di~kten Variationsmethode erhaltenen L(Ssungen bedeutend ron den mit dex numerischen 
bzw. ~self-consistent field~ Methode erhaltenen Ergebnissen abweiehen. 

Im Laufe der vergangenen Jahrzehnte ist die Elektronenstruktur zahl- 
reicher leichter Atome untersucht worden. Mit Rª auf die Kompliziert- 
heit des Problems wurden diese Untersuchungen natª unter  Zuhilfenahme 
von Niiherungsmethoden durchgef'ª Bei der Untersuchung ron  Molekª 
bzw. der S t ruktur  von festen K6rpern ist die Kematnis der Elektronenstruktur 
der aufbauenden Atome jeweils erforderlich, so dass eine eingehende Unter- 
suchung der Berechnmagen bezª der Atomstruktur  auch zu einer Kl~rung 
der eben erw¡ Probleme wesentlieh beitragen katm. Ebendarum wollen 
wir in der vorliegenden Arbeit die Frage untersuehen, inwieweit die mit den 
verschiedenen l~laherungsmethoden gewonnenen Ergebnisse welter verwendbar 
sind, und welehe Eigenschaften es sind, auf die man bei den weiteren Bereeh- 
nungen gr6sseres Gewicht legen muss. 

Die Strtrktur des Atoms wird mit einer zur Deutung vieler Eigenschaften 
der Molekª und der festen K6rper hinreichenden Genauigkeit dureh die 
Sehr6dingersche Gleichung bestimmt, welche sieh ohne besondere Schwie¡ 
aufsehreiben lasst. Umso schwieriger ist hingegen die BereehIlung der ent- 
sprechenden L6sungen, obwolal die Anzabl derselben durch die Symmetrie- 
eigenschaften der Atome und dureh das Paulisehe Prinzip wesentlich einge- 
sehr~nkt wird. In einer Arbeit r on  IL~nrREP~ [1] wird gezeigt, dass eine 
numerisehe L6sung (ohne 1N~laerungsvoraussetzungen) nicht in Betracht  
kommt, da z. B. das ganze Sonnensystem nicht so viele Atome enthiih, wie viele 
Ziffern man niederschreiben mª um eine reeht grobe allgemeine LSsung 
der SchrSdingerschen Gleichung des Fe-Atoms zu erhahen. 
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Wollen wir also die Wellenfunktion und die Energie eines Atoms bestim- 
men, so mª wir zuerst entscheiden, in welchem Punkte wir zu Zugestand- 
nissen bereit sind. Der erste Schritt, ron welchem wir nur bei einigen ganz 
leichten Atomen absehen kSnnen, besteht in der Vereinbarung, dass wir die 
vollstandige Wellenfunktion des Atoms als aus den Wellenfunktionen der 
einzelnen Elektronen aufgebaut ansehen werden. Charakteristisch Fª diese ist 
es, dass sie nur die Koordinaten des betreffenden Elektrons enthalten ; dem- 
entsprechend werden sie ,Einelektron-Wellenfunktionen~ genannt. Dieser 
Niiherung liegt die Voraussetzung zu Grunde, dass die anderen Elektronen die 
Bewegungen der ausgewiihlten nur durch ihr durchschnittliches Potentialfeld 
beeinflussen und dass ihre momentane geometrische Lage hinsichtlich der 
Bestimmung der Energie bzw. der Wellenfunktion des Atoms unwesentlich 
ist, bzw. nur einen geringen Einfluss ausª 

Aus Einelektron-Wellenfunktionen lasst sich nunmehr die totale Wellen- 
funktion des Atoms auf zweierlei Art aufbauen. 

Es seien ~o (at ;j) die Einelektron-Wellenfunktionen, wobei a~ den Zustand 
des Atoms charakterisiert und j Fª die Koordinaten des Elektrons (Raum- 
und Spinkoordinaten) steht. Die dem Paulischen Prinzip genª Wellen- 
funktion ist entweder 

(al ; j )  = 

~o (a  1 ; 1) ~o (a z ; 1) . . .  ~v (a v ; 1) 

~o (a t ; 2) ~o (a~ ; 2) . . .  ~o (ap ; 2) 

(a l ;p)  v ( a , ; e )  . . .  ~ ( a p ; p )  

(1) 

oder eine lineare Kombination von solchen Determinanten. Man zeigt leicht, 
dass das Potentialfeld von freien Atomen nicht Ml~.usehr ron dem sphiirisch 
symmet¡ Potentialfeld abweicht, welches aus dem tatsiichlichen Poten- 
tialfeld des Atoms mit Hilfe ron Durchschnittsbildung ª die Winkel- 
koordinaten entsteht. In einem solchen zentralsymmetrischen Feld haben die 
L6sungen in der Regel die Gestalt 

1 
(a ;j) = ---Pnz. (ti) Y,.m,. (Oj; ~j) Zm. (S/)" 

rs 
(2) 

H_ier bedeuten na, la, mla die Hauptquantenzahl, die Nebenquantenzahl bzw. 
die magnetische Quantenzahl;  m~. steht fª die Spinquantenzahl, wiihrend 
rj, ~j, qoj und si die riiumlichen Polarkoordinaten und Spinkoordinaten des 
j - ten Elektrons bedeuten. Y~m (4~, ~) ist eine Kugelfliichenfunktion und P(r) 
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die sogenannte radiale Wellenfunktion. Unterscheiden sich die Funktionen 
(2) in irgendeiner der Quantenzahlen l, mt ,  ms, dann sind sie aufeinander 
orthogonal. Waren die zu verschiedenen Werten von n geh0rigen Funktionen 
aufeinander nicht orthogonal, so liesse sich die Orthogonalitiit auf  Grund von 
bekannten Eigenschaften der Determinanten-Wellenfunktion (1) durch Bildung 
ron  linearen Kombinationen aus den Funktionen (2) immer erreichen, ohne 
dass dadurch der Wert  von (1) sich ver~indern wª 

Indem wir die We]lenfunktion (1) in den Ausclruck 

E -  S ~* u~d~  (3) 
S~v* v/d~ 

einsetzen und diesen f'ª die radialen Funktionen P (r) zum Minimum machen, 
erhalten wir die HARTnE~-FocKschen Gleichungen, welche den radialen Teil 
der Einelektron-Wellenfunktionen bestimmen. Fª die Herleitung der H~aTREV~- 
FocKschen Gleichungen ist die Orthogonalitiit siimtlicher Einelektron-Wellen- 
funktionen keineswegs erforderlich, dadurch werden die Rechnungen lediglich 
einfacher gemacht. 

Anders verhiilt es sich mit der urspriinglichen HAaTnEEschen Methode. 
In seiner ursprª Arbeit betrachtet  H~RTREE stat t  der Determinante 
(1) das Produkt der Einelektron-Wellenfunktionen, und leitet auf diese Weise die 
zur Bestimmung der radialen Wellenfunktionen dienenden Gleichungen her. 
Auf den ersten Blick erscheint diese Methode als vollkommen verfehlt, da ja 
die totale Wellenfunktion der durch das Paulische Prinzip geforderten Sym- 
metrieeigenschaft nicht genª Der begangene Fehler ist trotzdem nicht 
allzugross, und zwar aus zwei Grª Erstens kann das Potentialfeld des 
Atoms in guter Niiherung als Fª siimtliche Elektronen identisch angenommen 
werden. Da die zu verschiedenen Eigenwerten desselben Operators (hier: 
Hamihon-Operators) gehSrigen Wellenfunktionen immer orthogonal sind, ist 
auf Grund des vorher Gesagten zumindest die approximative Orthogonalitat 
der L0sungen der H~nTRErschen Gleichungen gesichert. Nunmehr liisst sich 
ein einfaches Verfahren zur vollst/indigen Durchfª der Orthogonalisie- 
rung angeben. Wie sich dies auf Grund von (1) leicht zeigen liisst, kann das 
Paulische Prinzip auch so formuliert werden, dass sich in einem gut definierten 
Zustand nicht mehr als ein einziges Elektron befinden kann. Ein solcher 
Zustand wird in unserem Fall durch das Quantenzahlquadrupel n, l, m i  und 
ms definiert. Falls wir somit die auf Grund der HxnTnrEschen Gleichun- 
gen bestimmten, aufeinander orthogonalisierbaren Einelektronzustande als 
solche wohlbestimmte Zustiinde betrachten, erhalten wir sehr gute, mit den 
experimentellen Ergebnissen in Einklang stehende Resuhate.  Ein Vergleich 
mit der Focxschen Theorie zeigt, dass der Unterschied in energetischer Hin- 
sicht darin besteht,  dass infolge der durch Austausch (antisymmetrische 
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Determinanteneigenfunktion) hervorgerufenen Korrelation der Elektronen 
diese sich voneinander mSgliehst weit entfernen versuchen, was zu einer 
Abnahme der elektrostatischen Abstossungsenergie fª Demzufolge kommt 
dem Atom in der Focmschen Theorie eine grlSssere Stabilititt zu als in der 
I-IAaTaEzschen. Auch bezª der Dichten treten wesentliche Abweichungen 
auf, insbesondere aro Rande des Atoms, wo die FocKsehe Dichte viel eher auf 
Null herabf'allt als die HxaTazzsehe. (S. Fig. 1.) 

,o i i 

1 " ~ - I  ! 
a5 "',:~~--,~Mo,.-t,-�91 ~ i 

Dunco/-~or,- t i  r t r e e -  Fock  i 

1 " - . .  i 

�91 
7 3 ~ 5 

r - - - - ~ .  

Fig. 1. Normier te  2J-Einelektron-WellenfuxLktionen flŸ den Grundzus tand  des Sauerstoff-  
a toms  n ach  der Methode r o n  HAwrRgz. ttxa1~dgE--Focag, Dur~c~y8o~- -CouLso~  und  fOr das 
O a -  Ion,  mi t  de r  Var ia t ionamethode b e s t / ~ m t .  Dio v o r k o m m e n d e n  Gr6~sen sind in a tomaren  

F.inheiten gegeben 

Endlich m6chten wix noch erw/ihnen, dass die I_~sung der HARTREE- 
sehen Gleiehungen ira allgemeinen naeh dem Grundgedanken der ~self-consist- 
ent field{ Methode numerisch geschieht, wobei die zu erledigende Rechen- 
arbeit sich so umfangreieh ge8taltet, dass man in der Regel grosse, elektrische 
Rechenmaschinen heranzieht. Die zur L6sung der Foc~schen Gleichungen 
erforderlichen Berechnungen sind noch viel schwieriger. 

Mit Rª auf die eben angefª Grª war man von jeher 
bestrebt ,  die atomphysikalischen Konstanten dureh analytische Reclmungen 
zu gewinnen. Eine sehr naheliegende Methode wiirde darin bestehen, den 
radialen Tel1 der Einelektronfunktion (2) in analytischer Darstellung aufzu- 
nehmen und nach Einsetzen in (3) die Energie mit direkten Variationsmethoden 
zum Minimum zu machen. Ob wir dabei die ELuelektrorLfunktionen aufeinander 
orthogonal annehmen oder nicht, ist hinsichtlich der Ergebnisse belanglos. 
In beidcn Fiillen ist jedoch, aus je verschiedenen Grª der sich aus (3) 
ergebende analytische Ausdruck eine umso kompli~iertere Funktion der 
Variationsparameter, je gr6sser die Anzahl der Elektronen ist. Die K o m -  
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pliziertheit  des Energieausdrucks ist cine nat ª  Folge der Gestal t  der Ein- 
e lekt ronfunkt ion.  Ebenda rum ist es nun  ª geworden,  f ª  die radiale 
Wel lenfunkt ion die einfachst mSgliche Gestal t  zu wiihlen, und  zwar eine 
exponentiel l  abnehmende  Funkt ion ,  mult ipliziert  mit  einer Potenz  mit ganzem 
Exponen ten ,  oder  cine linearc Kombina t ion  solcher Funkt ionen.  Die auf  
diesem Wege bes t immten  Dichten nehmen  in der Regel schr rasch ab. (S. Fig. 
1.) Die Schwierigkeit  der crforderl ichen Rechenarbei t  n immt  so rasch zu, 
dass Berechnungen auf  Grund der Var ia t ionsmethode nur  f ª  die leichteren 
Elcmente  durchgef ª  wordcn sind. 

Endl ich erwiihnen wir noch, dass einer der Autoren der vorl iegenden 
Arbeit  cin Potent ialfeld cingefª  ha t  [2], wclches sich zur Bercchnung der 
Einelekt ron-Wel lenfunkt ionen r o n  schwereren Atomen sehr gut  eignct. Dieses 
Potent ia l fc ld  wird durch 

V ,  _ 
Ze  e -~ox C' e ~ x  

r l + A o x  + . . . . . . .  e I + A  x ' 

4 
C' = ga Z'/,  C ,  (4) 

3 

r 0,8853 
x = ---;  p - -  

# Z'/, 

charakter is ier t  ; es l~isst sich f'¨ jedes Atom sofort angeben, und es kann  die 
zur Bes t immung der radialen Wcllenfunkt ion dienende Glcichung aufge- 
schrieben werdcn. Z bedeute t  die Ordnungszahl  des Atoms,  r ist der Kern-  
abs tand des Elekt rons  mit  Ladung --  e, a 0 ist dcr Radius der kleinsten Bohr- 
schen Bahn  ira H-Atom.  A 0, ~'0, A ,  a und  C sind Kons tan ten .  

Bezª der Bedeutung  der einzelnen Gliedcr, sowie bezª der mit  
der radialcn Schr6dingerschcn Gleichung und den Randbedingungen  zusammen- 
h~ngendcn Prob lemen  kann man sich an Hand  der urspr ª  Arbei t  
orientieren. 

Die Einelektron-SchrSdingcr-Gleichung ist 

H~v = E~, 

~2 
H --  /I -- V' e, (5) 

2m 

wobei der Lfisung die Randbedingungen  

f@) (0) = 0, 

f(k-1) (0) = const, (k = 0,1 . . . . .  l), (6) 

l i m f ( r )  ~ 0 
r ~  ce 

3 Acta Fhy,i,~ X/2. 
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aufcrlegt werden. In (5) bedeutet H den Einelektron-Hamilton-Operator. 
P (r) = rR (r) ist die radiale WeUenfunktion und es ist 

= R (r) Y , , m  (0 ,  cp), (7) 

wobei Yt .m  (0 ,  ~)  die Kugcloberfliichenfunktion mit den Indizes I und m be- 
deutet. Eine den Randbedingungen (6) genª L5sung von (5) lasst sich 
im allgemeinen nur auf  numcrischem Wege erzielen. 

Mit Hilfc des Potentials (4) hat einer der Verfasser bereits fª mehrere 
Atome die Energie der Elcktroncn und die Wellenfunktion berechnet. So sind 
Bcrcchnungcn fª die Atome Cu, Ag, Au und Po durchgeFª worden. Interes- 
sant ist es zu untcrsuchen, was fª Ergebnisse mit dicscr Methode Fª 
leichtere Atome erzielt werden k6nnen. Fª diescn Zweck fanden wir das 
Sauerstoffatom als aro meisten geeignet, auf dicscs beziehen sich niimlich die 
mcistcn bisher durchgeFª Berechnungen. Fª diescs Atom sind ausscrdem 
auch die HXRTREEschen und FocKschen ~self-consistent field~ Berechnungen 
und die Variationsberechnungen bekannt. In den TabeUen I, I I  und I I I  geben 
wir die WcUcnfunktionen und die Energicwerte der l s ,  2s und 2p-Elektronen 
des Sanerstoffatoms in der von uns bestimmtcn und in von anderen Autoren 
angewandten Naherungen an. Wir haben unsere Berechnungen auf zweierlei 
Weisen durchgeFª : Einerseits durch numerische Integration der Grund- 
gleichung, andererseits haben wir die Wellenfunktionen in der folgenden 
Gcstalt angenommen : 

w ,  = ~ ~-:'~~, (a) 

v2~s= x e  - y , x  (1 q- a x ) ,  (b) 

_r~_l,Ÿ 3 .  1 v2z" [ 3 zrN J x bte- 'u~ - -  ~ -  e ,b,~ , (b') 

V2ap = x 2 e " a~x, (c) 

r x p ,  N : I  48B 3B  ~ ( a + b )  3 
(1 + b)' b s (1 -4- a) '"  

(8) 

Mit diesen haben wir die Durchschnittsbildung F¨ die Einelektron- 
Hamilton-Operatoren vorgenommen, und wir erhielten auf diese Weise die 
Energieausdrª : 

- -  e ~  E~ 
%=~,~ 467,~ Ao (X o+2y~)  Ao z A o (9a) 

- -47x  3�91 A (aq-2yx) z A z (aq-2y~) A ae-'4 E~, A 
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- -  ?xTz 1 1 1 ~-~"' xo + 2~,/1 
3 7 ~ + 3 7 ~ - - 3 7 i 7  , Ao(2o-}-27 ~ Ao ~ .4 0 ]] 

[1 1 
�91 2 a Ao (2o -4- 27~' Ao ~ (2o ~- 27~) A~ 

§ 

e -  A - ~ - -  E l  _ _  . - -  + 

Ao . 

1 1 1 1 

A~ (~o + z ~,~)~ + �93 (~,~ 2.e~- + 

�91 

I 1  2 
a~ Ao (~ + 27~)a 

1 ~:2~' ( Xo-4-272]]I 47~ li 1 1 § - - -e  ~ E~ . . . . .  + �91 (9b) 
Ao 4 Ao 7 ~ + 3 a ? ~ + 3 a  2 A (a-[-27~ 

1 1 1 ~'~2-;'-" ( a + 2 ? z ) ]  [ 1  2 
- -  -A ~(a -[- 2 72) A s e A El  -4- 2a A A (a + 2 7~) s 

1 1 1 1 1 ~~~~, / a + 2 7 , ) 1  
- -  t t  i (a + 2 y2) 2 -]- A a (a + 2 Ya) + Aa e A .E l --~ A 

_~_ a2 [ ~ 6 1 2 1 1 1 1 
( -+2z , ) '  A~ (~~+2~~)~ +A~-(~+2~2) 2 

1 _~• ( a +/4_2 ?,)] } 47~ _ _  - -  $ A E i  _ . 

A5 7~ + 3a ~/2 -4- 3a ~ 

___ i i # [ 1  9 B  2 6 B  
v ~p .__~_B~ ~ + ~ +  (l~'b) z [3  36B 

(1 + b) 4 + 4 b  a-] 

9B2 eW] 
+ -;~ --~, I, 

fl~ 4 ~~ �91 [- 1- 2 1 1 
%;--  3 3 [.Ao (2o---~ 2 fl~)a -- -A~ (,~ + 2 fil) ~ + 

1 a~ f )'o~-2fl1[] + ---  e-A�91 I 
A~ ~ .40 .ti 

A a ( a  + 2 ? ~  

12 B (b -4- 2) + 
(1 A- b) 8 

(9c) 
9B~ 2~1 [/~U 6B 6 :~ ,~y+ ,~_~,~~_~ - ~,.v+ 

1 1 

Ao 8 (X o + 2 fl~ �91 

1 1 1 1 1 ,l-za~ ( 
+ A8 (-a-+ 2 fl~)~ -- A ~- (a -[- 2 fl~) A 5 e--~t--E l 

3 (a+2~~)~ A z (a+2f l l )  8 + (9d) 

a-t-2fll}] + ' ( '  ~-X)fl, 
A 

In (9) sind 7x, 72, v, b, flx Variationsparameter, deren Wert aus der Bedingung 
bestimmt wird, dass die Einelektronenergien minimal sein mª Als Rand- 
bedingung haben wir die Forderung berª dass die Wellenfunktionen 

3* 
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r o n  Zus tgnden  mi t  gleicher Nebenquan tenzah l  und magnet i scher  Quan tenzah l  
aufe inander  or thogonal  sein mª Die Wel lenfunkt ionen  (8) en t sprechen  
dieser  Bedingung.  

Die in den Tabel len  I ,  I I  und  I I I  dargestel l ten Funkt ionen  haben  wir auch 
in Fig. i aufgetragen.  Die •  ist  so gut ,  dass gewissc K u r v e n  
zusammcnfa l len .  Somit  kSnnen  wir fcststellcn,  dass die von uns durch  n u m e ¡  
sche In t cg ra t i on  dcr Gleichung (5) gewonnenen Ergebnisse  mi t  den L6sungen 
der  H_AaTaEE--Focgschen Gleichungen [3], unsere  mi t  der Var ia t ionsmethode  
erziel ten Resul ta te  hingcgen mi t  den Var ia t ionsfunkt ionen  von Dur~cxNsor~ 
und  CouLsoN, bzw. T u m s  [4] in wei tgchendem Masse zusammcnfal len .  

Tabelb I 

]Normierte ls-Einelektron-Wellenfunktionen fitr den Grmadzustand des Sauerstoffatoms nach 
der Methode ron HAnTrmZ (a), HAavrmE--Foc~ (b), und nach der Variationsmethode ron 
DL-.~c~sor~--CovI.sOr~ (c) berechnet ; mit dem rmiversellen Potential (d), nnd fttr die Elek- 

tronenverteflung des OZ--Ions mit der Variationsmethode berechnet (e) 

0,00 
0,01 
0,02 
0,03 
0,04 

0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 

0,25 
0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 

0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 

1,4 
1,6 
1,8 
2,0 

II~~-t"ltltm 

(o) 

0,0000 
0,3981 
0,7354 
1,0174 
1,2554 

1,6098 
1,8338 
1,9622 
2,O172 
2,0162 
1,9759 
1,9074 
1,8199 

1,5577 
i 1,2825 

1,0286 
i 0,8105 

0,6295 
] 0,4833 

i O,2778 
] 0,1562 

0,0864 
0,0470 
0,0257 
O,0138 
0,0074 

O,OO19 
0,0004 
0,0001 

D U H C ~ ~ O N - -  
H A E r l ~ - - F o c K  i C,O uI.,~o N 

(b) (O 

! I 0,0000 
0,3934 
0,7286 

i 1,012 
[ 1,250 

0,0000 
0,3985 
0,736 
1,020 
1,256 

1,609 
1,833 
1,961 
2,015 
2,015 
1,974 
1,905 
1,818 

1,595 
1,281 
1,028 
0,811 
0,631 
0,486 

0,281 
0,160 
0,090 
0,0505 
O,O285 
0,016 
0,009 

0,003 
0,001 

1,608 
1,840 
1,973 
2,031 
2,032 
1,992 
1,923 
1,833 

1,561 
1,277 
1,015 
0,791 
0,6063 
0,4591 

0,2559 
0,1387 
0,07362 
0,03847 
0,01985 
0,01014 
0,00514 

V a r i a t i o n l -  ( ) t - -  
w e r t  
(d) (~) 

0,0000 0,0000 
0,3951 0,3949 
0,7317 0,7314 
1,016 1,016 
1,255 1,254 

1,614 1,613 
1,845 1,844 
1,977 1,977 
2,034 2,034 
2,035 2,035 
1,994 1,994 
1,923 1,923 
1,833 1,832 

1,559 1,559 
1,273 1,274 
1,012 1,012 
0,7868 [ 0,7872 
0,6023 0,5029 
0,4558 i 0,4561 

0,2535 0,2537 
0,1369 ~ 0,1372 
0,07254 0,07765 
0,03782 0,03788 
0,01948 0,01951 
0,00992 0,00994 
0,00502 0,00503 

0,00126 0,00126 
0,00031 0,00031 
0,00007 0,00007 
0,00002 0,00002 
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Tabelle H 
Normierte 2s-Einelektron-Wellenfunktionen fox den Grundz~tand des Sauerstoffatoms magia 
der Methode von H_~~mg (a), lqAwrnRR--Focx (b), nach der Variationsmethode von DI~-  
c~so~--CougsoN (e) und T~m8 (d) berechnet ; mit dem univeraellen Potential (e) und (je) 
und fª dio E]ektronenverteflung de~ Ot--Ions mit der Variationsmethode berechnet (g) 

" t : r A m  H . ~ ~ ~ m - -  ~ Ttmm Vt:tt.ttiom- N u m ~  0 ~ -  
r FO~~ COULSO~ wert Wert  

(.) (~) (~) (d) (.) (f) (S) 

0,00 
0,01 
0,02 
0,03 
0,04 

0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 

0,25 
0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 

0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 

1,4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2 
2,4 
2,6 
2,8 
3,0 
3,2 
3,4 
3,6 
3,8 
4,0 

4,5 
5,0 
5,5 
6,0 
6,5 
7,0 

0,0000 
0,0902 
0,1663 
0,2299 
0,2823 

0,3576 
0,4004 
O,4174 
O,4138 
O,3938 
0,3614 
0,3190 
O'2694 

+0,1249 
---0,0319 
----0,1837 
---0,3316 
---0,4616 
------0,5747 

----0,7488 
------0,8593 
---0,9179 
----0,9368 
---0,9268 
----0,8967 
---0,8535 

---0,7472 
---0,6347 
---0,5281 
----0,4334 
----0,3521 
---0,2837 
---0,2273 
---0,1813 
---0,1441 
--0,1141 
---0,0901 
---0,0710 
------0,0558 
----O,O438 

----0,0238 
---0,0126 
---0,0066 
---0,0035 
---0,0019 
--0,0010 

0,0000 
0,090 
0,166 
0,230 
0,282 

0,355 
0,396 
0,410 
0,403 
0,379 
0,342 
0,295 
0,241 

+0,086 
---0,079 
----0,240 
---0,388 
----0,519 
----0,632 

---0,800 
---0,902 
---0,951 
---0,960 
---0,941 
------0,902 
----0,851 

---0,732 
----0,610 
---0,499 
---0,401 
---0,319 
---0,252 
-----0,198 
---0,154 
----0,120 
---0,093 
----0,071 
---0,055 
---0,042 
---0,0325 

---0,0165 
---0,0085 
---0,0045 
-----0,0025 
----0,001 
----0,0005 

0,0000 
0,0886 
0,1630 
0,2249 
0"2750 

0,3459 
0,3336 
0,3947 
0,3838 
0,3577 
0,3186 
0,2699 
0,2146 

+0,0588 
---0,1048 
---0,2623 
-----0,4057 
---0,5335 
--0,6434 

----0,8089 
------0,9121 
----0,9653 
----0,9780 
---0,9619 
---0,9236 
----0,8716 

---0,7436 
---0,6080 
---0,4816 
---0,3720 
---0,2816 
----0,2096 
--0,1544 
------0,1116 
----0,0802 
--0,0571 
---0,04033 
--0,02828 
---0,01533 
---0,01366 

-----0,00537 
---0,00204 
---0,00076 
---0,000285 
--0,00010 
---0,09004 

0,0000 
0,0876 
0,1612 
0,2222 
0,2720 

0,3416 
0,3787 
0,3896 
0,3799 
0,3540 
0,3143 
0,2678 
0,2144 

+0,0596 
--.-0,0988 
---0,2548 
---0,3953 
--0,5219 
----0,6306 

-----0,7955 
----0,8999 
---0,9546 
----0,9226 
----0,8732 
----0,9226 
---0,8732 

---0,7501 
------0,6176 
--0,4926 
----0,3831 
----0,2921 
---0,2189 
----0,1620 
-----0,1183 
-----0,0856 

0,0000 
0,0646 
0,1211 
0,1507 
0,1809 

0,2755 
0,3163 
0,3373 
0,3412 
0,3307 
0,3080 
0,2752 
0,2341 

+0,1051 
----0,0450 
.---.0,2036 
---0,3579 
---0,5021 
---0,6317 

-----0,8380 
----0,9707 
--1,039 
--1,051 
--1,025 
---0,9689 
----0,8943 

--0,7234 
--0,5542 
---0,4082 
-----0,2918 
---.O,2O37 
--.0,1397 
---0,0941 
---0,0626 
---0,0411 
---0,0268 
---0,0173 
---0,0110 
--0,0071 
---0,0044 

-----0,0014 
--0,0004 
---0,0001 

0,0000 
0,0950 
0,1706 
0,2357 
0,2888 

0,3636 
0,4038 
0,4171 
0,4079 
0,3820 
0,3433 
0,2944 
0,2386 

+0,0805 
-----0,0885 
---0,2471 
----0,3946 
---0,5246 
--0,6358 

--0,80?8 
---0,9041 
----0,9531 
--0,9624 
---0,9433 
----0,9044 
----0,8534 

---0,7382 
---0,5979 
---0,4948 
--0,3957 
--0,3127 
--0,2429 
---0,1906 
.---0,1475 
---0,1136 
---0,0872 
--0,0668 
---0,0510 
---0,0389 
---0,0296 

--0,0153 
--0,0079 

0,0000 
0,0734 
0,1352 
0,1863 
0,2283 

0,2874 
0,3197 
0,3296 
0,3220 
0,3018 
0"2704 
0"2304 
0,1862 

+O,0583 
----0,0776 
---0,2092 
---0,3330 

----0,5355 

---0,7011 
----0,8080 
---0,8786 
---0,9122 
----0,9202 
-.--0,9056 
---0,8771 

---0,7876 
----0,6793 
---0,5664 
-----0,4616 
----O,3679 
---0,2885 
----0,2241 
--0,1707 
--0,1293 
----0,09695 
--0,07224 
---0,05335 
--0,03916 
----0,02864 

----0,01278 
----0,00556 
.---0,00238 
---0,00088 
---0,00041 
---0,00017 
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T a b e I ~  m 
~ormierte 2p-Einelektron-Wellenfnnktionen fox den Grundrastand dos Sauerstoffatoma nach 
de~ Methodo ron tt_~~Lr~ (a),  H*~r~~e--Focx (b), nach der Variatio~methodo ron D ~ -  
C~NSoN--CouLsO~ (c), und TlTaIs (d) berechnet; mit dem universe]len Potential (e) und 
(f) und fª dio Elektronenverteilung dos Ot--Ion~ mŸ der Variationsmethode berechnot (g) 

FI i tt-r.mm l:t" * ~~ ' l~~ t - -  Dl:mcJ,  z~~.om-- T ' ~ ~  V a r i i t i o x ~  N t t m m . k r  0 i -  
r FOClt COUL/~~N w e r t  W e r t  

(a) (t,) &) (J) (,) (f) (g) 

0,00 
0,01 
0,02 
0,03 
0,04 
0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 
0,25 
0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,4 
1,6 
1,8 
2,0 
2,2 
2,4 
2,6 
2,8 
3,0 
3,2 
3,4 
3,6 
3,8 
4,0 
4,5 
5,0 
5,5 
6,0 
6,5 
7,0 
8,0 
9,0 

10,0 
11,0 
12,0 

0,0000 
0,0013 
0,OO5O 
0,0118 
0,0182 
0,0381 
0,0630 
0,0917 
0,1233 
O,1568 
0,1917 
0,2263 
0,2632 
0,3521 
0,4359 
0,5119 
0,5793 
0,6373 
0,6858 
0,7568 
0,7977 
0,8152 
0;8150 
0,8022 
0,7809 
0,7531 
0,6880 
0,6187 
0,5507 
0,4867 
0,4281 
0,3741 
0,3274 
0,2850 
0,2474 
0,2144 
0,1858 
0,1605 
0,1384 
0,1191 
0,1814 
0,0552 
0,0372 
0,0249 
0,0166 
0,0111 
0,0048 
0,0021 
0,0009 
0,0004 
0,0002 

0,0000 
0,0015 
0,OO55 
0,0115 
0,020 
0,042 
0,069 
O,loo 
0,134 
0,170 
0,208 
0,246 
0,284 

0,377 
0,465 
0,544 
0,614 
0,674 
0,724 
0,797 
0,839 
0,855 
0,852 
0,835 
0,808 
0,774 
0,696 
0,613 
0,533 
0,459 
0,391 
0,332 
0,280 
0,236 
0,198 
O,165 
0,138 
0,115 
0,095 
0,079 
0,049 
0,030 
0,0185 
0,011 
0,007 
O,OO4 
0,0015 
0,0005 

0,0000 
0,0008 
0,0032 
O,OO71 
0,0124 
0,0267 
0,0454 
0,0679 
0,0936 
0,1218 
0,1522 
0,1843 
O,2176 
0,3043 
0,3922 
0,4777 
0,5584 
0,6325 
0,6989 
0,8060 
0,8787 
0,9192 
0,9227 
0,9213 
0,8928 
0,8510 
0,7430 
0,6219 
0,5049 
O,3998 
0,3103 
0,2369 
0,1784 
0,1327 
0,0977 
0,0713 
O,O516 
0,0371 
0,0265 
0,0189 
0,0079 
0,0006 
0,0002 
0,0001 

0,0000 
0,0008 
0,0032 
0,0071 
0,0124 
0,0267 
0,0454 
0,0679 
0,0936 
0,1218 
0,1522 
0,1843 
0,2176 
0,3042 
0,3944 
0,4776 
0,5582 
0,6323 
0,6986 
0,8073 
0,8818 
0,9151 
0,9295 
0,9209 
0,8942 
0,8541 
0,7412 
0,6235 
0,5032 
0,4001 
0,3118 
0,2366 
0,1788 
0,1327 
0,0977 
0,0713 
0,0516 
0,0371 
0,0265 
0,0189 
0,0079 
0,0006 
0,0002 
0,0001 

0,0000 
0,0009 
0,0033 
0,0074 
0,0128 
0,0275 
0,0468 
0,0699 
0,0962 
0,1252 
0,1563 
0,1891 
0,2232 
0,3117 
0,4011 
0,4879 
0,5695 
0,6439 
0,7107 
0,8172 
0,8890 
0,9272 
0,9371 
0,9238 
0,8926 
0,8491 
0,7369 
0,6137 
0,4958 
0,3903 
0,3014 
0,2287 
0,1713 
0,1267 
0,0927 
0,0673 
0,0485 
0,0347 
0,0246 
0,0174 
0,0071 
0,0029 
0,0011 
0,0004 
0,0002 

0,04)00 
0,0014 
0,0056 
0,0121 
0,0208 
0,0431 
0,0708 
0,1027 
0,1376 
0,1742 
0,2119 
0,2502 
0,2884 
0,3815 
0,4649 
0,5455 
0,6134 
0,6713 
0,7199 
0,7904 
0,8312 
0,8480 
0,8467 
0,8315 
0,8065 
0,7748 
0,7037 
0,6039 
0,5369 
0,4619 
0,3944 
0,3317 
0,2824 
0,2375 
0,1991 
0,1665 
0,1389 
0,1157 
0,0962 
0,0799 
0,0499 
0,0310 
0,0191 
0,0117 
0,0070 
0,0039 

O,OOOO 
0,00051 
0,0020 
0,OO45 
0,0078 
0,0169 
0,0289 
0,0436 
0,0605 
0,0794 
0,1000 
0,1220 
0,1452 
0,2071 
0,2721 
0,3380 
0,4,028 
0,4652 
0,5241 
0,6284 
0,7123 
0,7747 
0,8165 
0,8394 
0,8457 
0,8881 
05910 
0,7164 
0,6287 
0,5382 
0,4516 
0,3727 
0,3033 
0,2439 
0,1941 
0,1532 
0,1199 
0,0932 
0,0720 
0,0553 
0,0280 
0,0139 
0,0067 
0,0032 
0,0007 
0,0004 
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Wir bemerken, dass wir in (8) fiar die Wellcnfunktionen absichtlich solche 
Ansiitze gewiihlt haben, welche mit den von den obigen Autoren gebrauchten 
zusammenfallen. Fª den Zustand 2s haben wir auch mit einer andersgearteten 
Wellenfunktion Berechnungen durchgefª es hat sich aber dabei gegenª 
den mit der vorangehenden Variationswellcnfunktion gewonnenen Ergebnisscn 
eine wesentliche Abweichung herausgestellt. So sieht man bci dcr Wellenfunk- 
tion klar, dass die mit (8b) bzw. mit (8b') berechncten Funktionen voneinander 
wesentlich abwcichen (Siehe ]Tig 2). Auf Fig. 1 ist es sofort auffallend, dass die 

�91 . . . . . . . . .  

-0,5 i-"," urtFee Fo--S#" 

- Z O  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Fig. 2. Normierte 2p-Eine]ektron-Wellenfunktionen fiir den GrundzuBtand des Sauerstoff- 
a t o m s  nach  der Methode ron H ~ R ,  HARTrmE--FocK, I)UNC&NSON--COULSON lll ld f ª  
das Ol--Ion, mit der Variationamethode bestimmt. Die vorkommenden Grt~ssen sind in atoma- 

ten Einheiten gegeben 

HARTREEschen, die Focxschen und die Va¡ voneinandcr in vieler 
Hinsicht abweichcn. So sieht man, dass in den voto Atomkern fernlicgenden 
Gebieten die HARTREEsche LSsung aro meisten hinausliiuft, wogegen dies 
fª die Focxsche in viel geringerem Masse der Fall ist, wiihrend die Variations- 
15sung riel steilcr abfiillt als diese beide. Die Ursache des steilen Abfallens der 
Variationsl6sung licgt offcnbar in der einfachcn Gestalt der Funktion und in 
dcr Tatsache, dass die voto Kern entfernten Gebiete keinc so wescntliche 
Rollc bei dcr Bestimmung der Energie spielen als die inneren Gcbiete und die 
Umgebung des Maximums. Auch dic beiden ~self-consistent field~ Lfisungen 
sind dic LSsungen ron Diffcrentialgleichungen, wclche dadurch gewonnen 
wurden dass die Energie zum MŸ gcmacht wurde, aber infolge der 
numerischen LSsung kommen diese LSsungen auch in den iiusseren Gebieten 
an die Wirklichkeit mehr hcran. (In dcr Tat geschieht dies in dem, der gegebenen 
Niiherung entsprechendcn, bestmSglichen Masse.) 
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Nun spielen aber bei molekularphysikalischen Erw~gungen und auch 

in der Theorie der festen KSrper  die iiusseren Teile der Atome eine ausscklag- 

gebende Rolle, und darum muss man auch auf  dieses Gebiet ein entscheidendes 

Gewicht  legen. Mit besonderer  Klarheit  t r i t t  die Unzuliinglichkeit der Varia- 

t ionswellenfunktionen zu Tage, falls wir z. B. auch die VariationsweUenfunk- 

t ionen des OZ--Ions darstellen [5]. In  den iiusseren Gebieten konvergieren 

diese noch schneller gegen Null als die entsprechenden =seff-consistent fieldg 

LSsungen fª  das Sauers toffatom. 
Aus diesen Tatsachen geht  mit  vol lkommener  Klarheit  hervor,  dass es 

unumgiinglich notwendig ist, bessere Variat ion~methoden auszuarbeiten, bzw. 

die FocKschen Gleichungen t'ª m5glichst viele Atome zu 15sen. 
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CPABHEHHE BblqHC.rIEHHI~, I-IPOBE)~EHHbIX BAPHALIHOHHblM METO,I~OM 
H METO,/~OM CAMOCOFJIACOBAHHOFO FIOfl~I ,~JI~ OFIPE,~EYIEHH~I DJIEt(T- 

POHHOI~I CTPYI-(TYPbl ATOMA t(HCJIOPO,/~A 

P. FAILII'IAP H E. CABO 

Pe3toMe 

B ;~aHno~ pa6oTe ,~m onpe~e:]emtn ojmo3.qeicrpomnax Bo:mom~x qbyHKttll~ H 3HeprHH 
aToza KHC2~0p0na HcHo:ih.~ye'rca Bne~emtoe 0j~H.,a B,~ aB'ropon l~0TeHHHa~qbH0e no.qe, Kcrropoe 
Mo¡ rlp~etim'b H ~'~~ orlpe~e.leHH~ 0jIM0.wIeKTp0HHblX C06c'rBeHHI~X dpyHKILHitŸ 6O.rlee 
T~D~�91 aTOMOB. B B~qt tc / IeHHflX llpHMeHetti2 HyMepHqecKHe  H BapHaI~H0tlHMe Me'ro~M. 
~J.~~ CO(~CTBeltHiiX qbyHKIIHl~l Ralo'I'C~i cBo~ilae Ta6.qmita 14 pHCyHKH, ~<0TOphle Aa~OT BOaM0>t<- 
H0c'rt, J~JI~ cpaBHeHHYl peoyJlbTaTOB, FIOJlyqetlHhlX pa3H~MH MeTo/IaMH. 1/13 Ta6.flHH BH.~H0, qT0 
noJ1yqeHllble aIta.qHTHqeCKHM, HeFI0cpe~'lC'TBelIttO Bapl4aIIHOHHtJM MeTO~0M peIJJeItH~I B0 BHeHI- 
HltX o6J~ac'l'~X 3Haql4TeJIbH0 0TJmqa~oTCfl 0T pe3y,qbTaTOB, BIAqHC.,qellllh[X HyMepHqecKH 11 
MeT0~0M CflMOCOF,"Iac0BaHHOF0 U02I~l. 


