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Der erste Teil der vorliegenden Abhandlung befasst sich mit der Untersuchung der mit
der Methode des »self-consistent field« bestimmten Potentiale sowie mit ihrer Verallgemeinerung
fiir samtliche Elemente des periodischen Systems, Es wird der Nachweis gefiihrt, dass die redu-
zierte effektive Kernladung der Atome, die nach der #iblichen Benennung mit Z;/Z bezeichnet
wird, in guter Niherung eine universale (von der Ordnungszabl unabhiingige) Funktion der
Entfernung vom Atomkern ist, wenn diese mit der sich von Atom zu Atom veriéindernden Thomas-
Fermischen Einheit y = 0,8853 a,/Z1/2 gemessen wird. Diese universale Funktion kann auch mit
einem analytischen Ausdruck von einfacher Gestalt in guter Naherung dargestellt werden.

Eine der méglichen Anwendungen des obigen Ergebnisses besteht darin, dass nunmehr
die Moglichkeit geboten wird, gute Anfangspotentiale fiir die mit der Methode des »self-consis-
tent field« durchzufithrenden Berechnungen zu erhalten. Die erwiihnte universale Darstellung
der reduzierten effektiven Kernladung erméglicht auf analytischem Wege die wellenmechanischen
Berechnungen wichtiger atomphysikalischer Konstanten fiir alle Elemente des periodischen
Systems. Im zweiten Teil des Aufsatzes wird eine Methode von Rasetti zur Losung der Einelektron-
Schrédinger-Gleichung angewendet und entwickelt, so dass die Moglichkeit gegeben wird, die
Eigenfunktionen und Energieeigenwerte der in den tiefsten s-, p-, d- und f-Energiezustiinden
befindlichen Elektronen sémtlicher Elemente analytisch auszurechnen. Die Eigenfunktionen
wurden mit den von Slater mit einer halbempirischen Methode berechneten verglichen. Die
mit der hier beschriebenen Methode berechneten sowie die gemessenen Réntgenterme, weiterhin
die mit der Methode des »self-consistent field« berechneten stimmen miteinander gut iiberein.

Einleitung

Vom Gesichtspunkt der theoretischen Untersuchung von Problemen der
Elektronenstruktur der Materie ist es wesentlich, die Elektronenverteilung der
Atome und die méglichen Elektronenenergie-Eigenwerte zu kennen. Zu einer wel-
lenmechanischen Lésung des Problems sind mehrere Verfahren geeignet, von denen
aber bisher zur Lésung von Atomproblemen regelmissig nur zwei herangezogen
wurden : das Variationsverfahren und die Methode des »self-consistent field«
[1]. Mit beiden Verfahren wurden jedoch infolge der mit diesen verbundenen
Rechnungsschwierigkeiten nur eine beschriankte Anzahl von Berechnungen
durchgefiihrt. Die Anwendung des Variationsverfahrens wird durch den Umstand
erschwert, dass bei Elementen von hoher Ordnungszahl die Eigenfunktionen
der in Betracht zu ziehenden Elekironen von grosserer Energie eine iiberaus
komplizierte Gestalt annehmen und dass demgemiss auch der zu variierende
Energieausdruck kompliziert wird. In letzterer Zeit gelang es, die Schwierig-
keiten, die sich der Anwendung des Variationsverfahrens auf Elemente von
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héherer Ordnungszahl entgegenstellten, durch Heranziehung der statistischen
Theorie des Atoms zu iiberwinden [2]. Bei der Anwendung der Methode des
»self-consistent field« besteht hingegen die Hauptschwierigkeit darin, dass die
bei dieser Methode' erforderliche numerische Rechenarbeit — besonders im Fall
von Elementen von hiheren Ordnungszahl — so gross ist, dass sie in absehbarer
Zeit nur mit entsprechenden, eigens fiir diesen Zweck gebauten Rechenmaschinen
durchgefithrt werden kann.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, mit Hilfe einer aus der statistischen
Theorie des Atoms entlehnten Uberlegung die Potentiale der bisher durch-
gefithrten »self-consistent field«-Berechnungen fiir fast alle Elemente des perio-
dischen Systems zu verallgemeinern, und so die Bestimmung von wichtigen
atomphysikalischen Konstanten fiir simtliche Elemente des periodischen
Systems zu ermdoglichen. Als erste Anwendung wurde das Potential als univer-
sale Potentialfunktion in die Einelektron-Schrédinger-Gleichung eingesetzt.
Auf diese Weise gelang es, mit Hilfe eines analytischen Naherungsverfahrens die
Eigenfunktionen und Energieterme der 1s-, 2p-, 3d-, 4f-Elektronen fiir samtliche
Elemente des periodischen Systems zu bestimmen.

Die Bestimmung des Potentials

Zunichst soll ein neutrales Atom untersucht werden, das die Ordnungs-
zahl Z besitzt. Sein Potential betrigt

, (1)

wo Zpye die effektive Kernladung, e die elementare Ladung und r die Entfernung
vom Kern bezeichnet. Z, verindert sich in einem neutralen Atom wie folgt :
am Ort des Kernes stimmt Z, mit der Ordnungszahl Z iiberein ; bei zunehmender
Entfernung vom Kern beginnt der abschirmende Einfluss der Elektronen zu
wirken, was eine Wertverminderung der effektiven Kernladung zur Folge hat ;
bei grosserer Entfernung vom Atomkern wird Z, — da es sich ja um ein neutrales
Atom handelt — sehr schnell verschwinden. Der Verlauf von Z, wird im wesent-
lichen durch die sich von Atom zu Atom indernde Ordnungszahl und durch
die Elektronenwolke bestimmt. Infolgedessen zeigt die effektive Kernladung
bei Atomen von verschiedenen Ordnungszahlen einen ganz anderen Verlauf.
Man kann aber versuchen, die effektiven Kernladungen in ein solches Koordina-
tensystem zu transformieren, dass sie in guter Niherung miteinander iiberein-
stimmen. Der Weg zu dieser Transformation wird von der statistischen Theorie
des Atoms gewiesen.
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In der statistischen Atomtheorie wird die im Atomsystem herrschende
Potentialverteilung durch die wohlbekannte Thomas-Fermische Gleichung [31]

(2)

3/2

dp ¢

P

bestimmt. Die im Ausdruck (2) vorkommende Funktion p(x) hingt mit dem
Potential laut der Gleichung

#(x) = 7 (V—Vo) (3)

zusammen. Die im Ansatz (3) ausser den bereits bekannten Gréssen stehende
Konstante ¥, ist im Falle von neutralen Atomen 0, wihrend die Variable x
mit pu gemiss der Gleichung

r _0,8853 a,

X = —)>

P i (4}

zusammenhingt. Die Losung der Gleichung (2) im Falle der Grenzbedingungen
@(0) = 1, p(x,) = 0 und ¢’(x,) = 0, d. h. fiir neutrale Atome [4], ist durch die
universale Funktion ¢y(x) gegeben.

Die effektive Kernladung steht mit der Funktion gy(x)in einem engen Zu-
sammenhang. Es soll nun dhnlich wie bei dem in Gleichung (1) vorkommenden Z,
auch in der statistischen Atomtheorie eine effektive Kernladung Z, bestimmt
werden. Setzt man die Gleichung (1) in den Ausdruck (3) ein und beriicksichtigt
man, dass ¥, = 0 ist, so ergibt sich, dass fiir ein neutrales Atom in der statis-
tischen Atomtheorie

&

wole) =2 (5)

betrégt. Die reduzierte effektive Kernladung Z,/Z ist also im Thomas-Fermischen

statistischen Atommodell in Bezug auf ein neutrales Atom eine universale
Funktion.

Der in der statistischen Atomtheorie gebriuchlichen Thomas-Fermischen
Niherung entspricht in der wellenmechanischen Methode des »self-consistent
field« ein Naherungsverfahren ohne Austauschglieder, das nach Hartree als
Hartreesche Methode bekannt ist. Wenn Z)/Z in der statistischen Theorie
universal ist, so ist zu erwarten, dass sich auch die Hartreeschen reduzierten
effektiven Kernladungen Z,/Z nicht allzusehr voneinander unterscheiden
werden, wenn man sie in ein entsprechendes Koordinatensystem transformiert.
Nach der statistischen Theorie muss die im Ausdruck (4) definierte Variable x
als unabhiingige Variable eingefiihrt werden, damit der erwartete einheitliche
Verlauf in Erscheinung trete. In Abb. 1 sind die nach der Hartreeschen Naherung
der Methode des wself-consistent field« berechneten reduzierten effektiven
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Kernladungen der Atome von einigen Elementen dargestellt. Um die Abbildung
iibersichtlicher zu machen, wurde nicht jjeder berechnete Punkt eingetragen.
In die Abbildung wurde auch ¢g(x), die reduzierte effektive Kernladung des
Thomas-Fermischen statistischen Atommodells mit einer gestrichelten Linie
eingezeichnet. Vor allem fillt auf, dass die Streuung der mit der Methode des
»self-consistent field« berechneten reduzierten effektiven Kernladungen iiberaus
gering ist, und dies tritt besonders klar zutage, wenn man in Betracht zieht,
dass sich unter diesen Elementen solche von so verschiedenen Ordnungszahlen
befinden wie Berylium (Z = 4), Eisen (Z = 26) und Quecksilber (Z = 80).
Weiterhin ist gut sichtbar, dass die mit der Thomas-Fermischen Methode
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Abb. 1. Darstellung der reduzierten effektiven Kernladungen im universalen Koordinatensystem,
Die mit der Methode des »self-consistent field« berechneten Punkte :

oH: HBWV AKr @ZCa +Be
————————— Kurve ¢@4(x) der Thomas-Fermischen Theorie
Zp/Z = e—}x/(1 + Ayx) mit den Parameterwerten (7)

berechnete reduzierte effektive Kernladung in den inneren Teilen des Atoms
sich der mit der Methode des »self-consistent fieJd« berechneten gut annihert.
Bei einer grosseren Entfernung vom Kern ergeben aber die beiden Methoden
wesentlich anders verlaufende Z,/Z-Kurven ; die mit der Methode des »self-
consistent field« berechneten Kurven verschwinden exponential, wihrend die
mit der Thomas-Fermischen Methode bestimmte Kurve oberhalb dieser
verlduft und weit langsamer, so wie 1/r3 verschwindet. Aus Abb. 1 ist auch gut
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ersichtlich, dass die reduzierte effektive Kernladung auch in der Hartreeschen
Formulierung der Methode des »self-consistent field« in guter Niherung als
universale Funktion angesehen werden kann. Hier ist aber d e Bemerkung am
Platze, dass diese Behauptung nur in einem besonders gewihlten Koordinaten-
system, d. h. bei Einfithrung der Variablen x der Wirklichkeit entspricht. Umge-
kehrt gilt jedoch, dass man, wenn man von der Variablen x auf r iibergeht,
den Verlauf der effektiven Kernladung der einzelnen Atome und auf diese
‘Weise auf Grund des Ansatzes (1) das Potential erhalten kann.

Die weiteren Schritte konnen auf verschiedene Weise vorgenommen
werden. Es ist moglich, fiir jedes beliebige Element angeniherte effektive
Kernladungswerte zu erhalten, wenn man die fiir ein Element, z. B. Hg, bereits
ohne Austauschglieder durchgefiihrten Berechnungen nach der Methode des
»self-consistent field« mittels der Transformation (4) in das der gewiinschten
Ordnungszahl entsprechende Koordinatensystem transformiert. Bei dieser
Transformation ist natiirlich in Betracht zu ziehen, dass die reduzierte effektive
Kernladung Z,/Z die universale Funktion darstellt und dass daher bei der
Transformation deren Werte unverindert iibernommen werden miissen. Auf
diese Weise kann man zu einem guten numerischen Niherungspotential gelan-
gen, welches den Verlauf in den dem Kern naheliegenden Gebieten gut wider-
spiegelt, und 1 den vom Kern entfernten Gebieten einen den Bedingungen der
Wellenmechanik entsprechenden Verlauf zeigt.

Eine &usserst wichtige andere Maglichkeit ist jene, einen analytischen
Ausdruck zu suchen, der den Verlauf der reduzierten effektiven Kernladung
fiir alle Atome angibt. Als eine sehr gute analytische Form erweist sich der Aus-
druck

o T, (©)

weil er nur zwei Parameter enthilt und weil er, wenn die Parameter A, und A4,
zweckmissig gewiihlt werden, gute Durchschnittswerte fiir die auf Abb. 1
sichtbaren Werte von Z,/Z gibt. Die in Abb. 1 aufgetragene voll ausgezogene
Kurve ist die zu den Parameterwerten des Ausdrucks (6)

Ao=0,1837 wund 4, = 1,05 (7)

gehorende Kurve ; sie zeigt in guter Naherung den Wert Z,/Z der schweren
Atome. In Tabelle I sind zu Vergleichszwecken die fiix das Quecksilberatom
bestimmten Z,/Z-Werte angefiihrt, und zwar sowohl fiir den Fall der Berech-
nung mit der Methede des »self-consistent field« als auch fiir den der Berechnung
aus dem Ausdruck (6). Wenn man in Betracht zieht, dass die hier verwendete
analytische Formel lediglich zwei Parameter aufweist, so ist die Ubereinstim-
mung als vorziiglich zu bezeichnen.
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Die auf diese Weise fiir simtliche Atome berechnete reduzierte effektive
Kernladungszahl Z,/Z kann zur Lésung von zahlreichen Problemen Verwendung
finden. Als erste Anwendung soll nun gezeigt werden, dass die Eigenfunktionen
und Energieterme der in den Atomen sidmtlicher Elemente des periodischen
Systems befindlichen 1s-, 2p-, 3d- und 4f-Elektronen in guter Niherung bestimmt
werden kénnen, wenn das durch die Kombination der Ausdricke (6) und (1)
erhaltene Potential in der Einelektron-Schrédinger-Gleichung als universale
Potentialfunktion benutzt wird.

Die Aufstellung und Liésung der Schridinger-Gleichung

Ahnlich wie bei der Hartreeschen Formulierung der Methode des »self-
consistent field« soll vorausgesetzt werden, dass die Eigenfunktion des ganzen
Atoms aus den Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen als ein einfaches
Produkt bestimmt werden kann und dass sich die Elektronen in einem kugel-
symmetrischen Potentialfeld bewegen. Da nach der obigen Annahme das die
Bewegung der Elektronen bestimmende Potential immer kugelsymmetrisch ist,
kann der vom Winkel abhingige Teil der Eigenfunktion als Kugelflichenfunk-
tion dargestellt werden. Die vollstindige Eigenfunktion eines Elektrons ist also

von der Form
p = R() Yom(2:0)- (®)

Hier bezeichnen I und m die Neben- bzw. magnetische Quantenzahl des unter-
suchten Elektrons und Y, die Kugelflichenfunktion mit den Kennzahlen
I und m. Die den radialen Teil R(r) bestimmende Schriédinger-Gleichung kann
in folgender Form geschrieben werden

d2f . [87%m, Z pe? W+17,

R P e I Kl ®
wo f(r) = rR(r) ist. Wird Z, aus dem Ansatz (6) in die Gleichung (9) eingesetzt,
so erhilt man die Schrodinger-Gleichung, die zur Bestimmung der Eigenfunktion
und Energie der Elektronen mit der Nebenquantenzahl ! verwendet werden kann
[10]. Auf Grund des Obengesagten ist der Ausdruck (8) fiir samtliche vorkom-
mende Elemente giiltig, so dass seine Losung als besonders interessant gelten darf.

Die Losung der Differentialgleichung (9) mittels des Potentials
Ze**[r(1 + Ayx) wire kompliziert und ist in analytischer Form auch nicht
moglich. Es gibt jedoch einen anderen Weg, der hier zam Ziel fithrt. Er wurde
von Rasetti [5] beschritten, der zeigte, wie die Differentialgleichung (9) in guter
Niherung gelést werden kann. Die Losung bereitet keine Schwierigkeiten,
wenn das Potential in der Form

1 Zea
et 10)

r e

Zye Z% |
“p® _ 4
r r 2
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geschrieben werden kann. In diesem Falle hat die Losung der Schrédinger-
Gleichung die Gestalt
f=Ar*evr, (11)

wo n* und vy die Gestalt der Eigenfunktion bestimmende Konstanten sind und
A eine normierende Konstante darstellt. Die in den Gleichungen (9), (10) und
(11) vorkommenden Grossen stehen miteinander in folgendem Zusammenhang

n*:% {[1—4A+ 4+ D] 4+1), (12)
Z*
y-Z (13)

Der Wert der Energie wird durch die Gleichung
1
e= =2 Y — %o (14)

gegeben. Die in der Gleichung (10) befindlichen drei Parameter Z*, A und yx,
werden so gewihlt, dass Z,/r und ZJ/r, sowie deren erste und zweite Differential-
quotienten an der Stelle des Maximums der Funktion (11), also an der Stelle
T == o (15)
v
iibereinstimmen. Diese Wahl gewihrleistet, dass das Niherungspotential an
jener Stelle, wo die radiale Dichte

dqtf? = 4nr?R3(r) = 4o A%r2n* e=2Yr (16)

des hier behandelten Elektrons ihren grossten Wert annimt, sowie in der nichsten
Nihe davon, grosstenteils mit dem wirklichen iibereinstimmt. Da dieses Ver-
fahren die Eigenschaft besitzt, immer die beste Niherung des Potentials an der
fiir die untersuchte Eigenfunktion wichtigsten Stelle und in deren Umgebung
zu erreichen, so ist es gewiss, dass unter den Eigenfunktionen von der Form (11)
die mit der obigen Methode gegebene Losung die beste Naherung der wirklichen
Eigenfunktion liefern wird. Besonders gut wird diese Niaherung ausfallen, wenn
das Maximum der Eigenfunktion geniigend steil ist, wie dies bei den Eigen-
funktionen der inneren Elektronen der Atome tatsichlich der Fall ist. Die
Naiherung wird jedoch weniger gut sein, wenn das Maximum der Eigenfunktion
weniger steil ist, weil dann auch die vom Maximum weiter entfernt liegenden
Werte des Potentials in Rechnung zu stellen sind. In diesem Falle muss die
Verinderung der Energie und der Eigenfunktion durch Anwendung der Stérungs-
rechnung entsprechend beriicksichtigt werden.

Die Bestimmung der einzelnen Parameter geht danach folgendermassen
vor sich. Der Wert des Parameters y, kommt im ersten und zweiten Differential-
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quotienten nicht vor, infolgedessen konnen die Parameter Z* und A unabhingig
von ihm berechnet werden. Aus der Ubereinstimmung der Funktionen Z,/r
und Zj/r an der Stelle r,, ldsst sich andererseits der Parameter y, bestimmen,
wenn Z* und A bereits vorher festgestellt wurden. Nach einigen Differenzierungen
und nach entsprechender Gruppierung der Glieder erhilt man bei Verwendung
der Gleichungen (6) und (10)
A=2Zp fo(%m) /a0 = 7)
4 3 oA x
= ZB EImE T (900 dy+ 245 + 23+ 207043 + W Aoy, + AZATRE]
Qg (1 + onm) .

Lrm =Zpfodxm) = (18)
Xy €

—Z Aoxm 2 2 2 2 3 243 4
=Zp ——— [1+ (7 + 3do)xm— 7 gxim— (P oAg + 22gA0) xm — AgAgxm ]

(1 -+ 4oxp)’®
Das in den Gleichungen (17) und (18) vorkommende x,, = r,/u bestimmt den
Ort des Maximums der radialen Dichte. Bemerkenswert ist, dass A und Z*r,,
von der Ordnungszahl — wenn man von der Abhingigkeit von x,, von der
Ordnungszahl absieht — lediglich durch den Faktor Zy abhingen, wihrend f;
und fz* durch die Einfithrung der Variablen x zu universalen, von der Ordnungs-
zahl unabhingigen Funktionen werden. Wenn man von den Gleichungen (17)
und (18) ausgeht, so erhilt man aus den Zusammenhiingen (12), (13) und (15)
zur Bestimmung der Grosse

Zujag = § (19)
die Gleichung zweiten Grades,

E(foe +HP—Elfer + 210+ H(f2 + M+ B+ 12 =0,
deren physikalisch interpretierbare Losung

_ Szt 2fze U+ 1) + Vfz + 4 ze(fr + U+ 1) (20)
2(fz+ + f2)?

lautet. Die Gleichung (20) stellt den Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl
(durch §) und der Stelle x,, des Maximums der Eigenfunktionen (11) (durch f,*
und f3) her. Durch Heranziehung der Gleichung (2) kann der Zusammenhang
Z = Z(x,,) bzw. durch Anwendung der Formel (4) der Zusammenhang Z = Z(r,)
Jeicht tabellarisch dargestellt werden. Aus Abb. 2a und 2b sind die Zusammen-
hinge Z = Z(r,,) fir die tiefsten s-, p-, d-, f-Zustiinde, also fiir die 1s-, 2p-, 3d-
und 4f-Zustinde ersichtlich. Um die Zusammenhinge besser iiberblicken zu
konnen, wurde als Abszisse 1/r,,, der Reziprokwert der Stelle des Maximums
gewihlt. In diesem Koordinateénsystem ist der Zusammenhang Z = Z(1/r,)
durch eine einfache Gerade dargestellt. Eine ausfithrliche Besprechung dieser
Tatsache soll spiter folgen.

3
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Wenn die Stelle des Maximums bekannt ist, kann aus den Gleichungen
(17) und (18) der Wert der Konstanten A und Z* bestimmt werden. Es sind
nunmehr simtliche Parameter, die das angeniherte Potential bestimmen,
bekannt, da auch die Berechnung des Wertes der Konstanten y,, die den an der
Stelle des Maximums der Funktion angenommenen Wert bestimmt, auf keiner-
lei Schwierigkeiten stosst.

a b
1w w0 .
V7 o / S /d
80 7 80 4 A
~ 7 )%
/// A /r //
t60 77 ' 60 77 -
Z V4 z / ///ﬂ
s .
40 4k pie
7/
e
20 20
g 0
/ oo & W 0 Zl 4 , 1) 8 [74
m ™

Abb, 2a. Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl und dem Maximum der radialen Dichte der
1s- und 2p-Elektronen.

———————— Z = Z (1/rm) nach Slater
Z = Z (1/r) nach der hier beschriebenen Methode

Abb. 2b. Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl und dem Maximum der radialen Dichte
der 3d- und 4f-Elektronen.

_____ — — — — Z=2Z(1/rm) nach Slater
Z =Z (1/rm) nach der hier beschriebenen Methode

Bestimmung der Eigenfunktionen

Die die von Slater angegebene Gestalt aufweisenden Eigenfunktionen,
welche die Form der Gleichung (11) besitzen, werden durch die Parameter n*
und y bestimmt. Wenn die das Potential bestimmenden Konstanten bekannt
sind, so konnen mittels der Gleichungen (12), (13) und (15) diese Parameter ohne
weiteres bestimmt werden. Nach Durchfithrung von kleineren Rechnungen
gelangt man zu

ne = (Zpfola) (21)
und
VAT PR

Tm
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In Abb. 3 und 4 ist die Abhingigkeit dieser Parameter von der Ordnungszahl
dargestellt. Es ist bemerkenswert, dass, wihrend im Falle des 1s-Zustandes die
effektive Hauptquantenzahl n* sehr nahe an die tatsichliche Hauptquantenzahl
zu liegen kommt, bei Zustinden mit hsheren Hauptquantenzahlen eine derartige
Korrelation nicht festgestellt werden kann. Der Parameter y, durch den die
Form der Eigenfunktion hauptsichlich in den #usseren, vom Kern entfernten
Gebieten determiniert wird, dndert sich, wie aus Abb. 4 ersichtlich, in guter
Niherung proportional zur Ordnungszahl.

Die Bestimmung der Parameter n* und y konnte bisher, wenn man die
Berechnungen nicht fiir die einzelnen Atome, sondern fiir simtliche Atome des

3
K Ewa
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" ,p/ 3d o
4
0 / '
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Abb. 3. Abhiangigkeit der effektiven Hauptquantenzahl von der Ordnungszahl. Nach Slater
betrigt die effektive Hauptquantenzahl unabhingig von der Ordnungszahl fiir die einzelnen
FElektronenzustinde :

Zustand 1s 2p 3d ' 4f

periodischen Systems vornehmen wollte, nur auf Grund der von Slater einge-
fithrten halbempirischen Methode durchgefiihrt werden [6]. Die Definition des
in der Methode von Slater vorkommenden Parameters stimmt mit der hier
gegebenen iiberein mit dem Unterschied, dass Slater an Stelle des Parameters
die besser zu veranschaulichende Abschirmungskonstante s verwendet. Der
Zusammenhang zwischen den zwei Parametern ist folgender :

Z—s
= ——, (23)

K n*a,
wo Z die Ordnungszahl des Atoms, s die Abschirmungskonstante, rn* die Slater-
sche effektive Hauptquantenzahl und a,den kleinsten Bohrschen Wassersioff-
radius darstellt. Slater nimmt die Bestimmung der Werte von n* und s so vor,
dass die Eigenfunktionen fiir die leichteren Atome vom Helium bis zum Neon
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so gut wie moglich mit den durch das Variationsverfahren bestimmten Eigen-
funktionen iibereinstimmen, und dass sich mit diesen Eigenfunktionen die
‘wichtigsten Atomkonstanten, wie z. B. die Rintgenterme, die Ionisierungs-
energien, die diamagnetischen Suszeptibilititen, fiir die schwereren Atome im
Einklang mit den empirisch gewonnenen Werten ergeben. Die Berechnung der
effektiven Hauptquantenzahl n* und der Abschirmungskonstante s geht nach
Slater folgenderweise vor sich.

Fiir n* sind folgende Werte zu verwenden :
wahre Hauptquantenzahl n = 1234 5 6,
effektive Hauptquantenzahl n* = 1 2 3 3,7 4,0 4,2.

Die Bestimmung der Abschirmungskonstante s geschieht folgendermassen.
Zuerst werden die Elektronen in die folgenden Gruppen eingeteilt

(1s), (2s, 2p); (3s, 3p), (3d). (4s, 4p), (4d, 4f), (55, 5p) ... .

Es werden also jeweils die zu derselben Hauptquantenzahl gehdrenden s- und
p-Elektronen zu einer Gruppe zusammengefasst, wihrend die d-, f-,...
Elektronen eine andere Gruppe bilden. Es wird angenommen, dass die energe-
tische Reihenfolge der einzelnen Zustinde im Inneren des Atoms mit der oben
angegebenen Re:henfolge iibereinstimmt, und dass die Elektronen die Zustinde
auch in dieser Reihenfolge besetzen. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass sich die
stabilere Elektronengruppe im Atom im allgemeinen weiter innen, niher zum
Kern befindet als die weniger stabile. Auf Grund dieser Annahmen bestehen
fiir die Bestimmung der Abschirmungskonstante s folgende Regeln.

1. Alle Elekironengruppen, die weiter aussen liegen als die untersuchte
Gruppe, tragen nichts zu s bei.

2. Jedes Elektron, das zu der Gruppe des untersuchten Elektrons gehort,
trigt zur Abschirmungszahl s 0,35 bei. Eine Ausnahme bilden die Elektronen
der 1s-Gruppe, wo der Beitrag 0,30 ausmacht.

3. Falls das untersuchte Elektron einer (s, p)-Gruppe angehért, so triagt
jedes Elektron einer Gruppe, deren Hauptquantenzahl um 1 kleiner ist, 0,85
zur Abschirmungskonstante bei, wihrend der Beitrag der noch weiter innen
befindlichen Gruppen 1,00 ist. Wenn das untersuchte Elektron einer (d, f)-
Gruppe angehort, so leistet jedes Elektron der weiter innen befindlichen Gruppen,
auch jenes von einer Hauptquantenzahl, die um 1 kleiner ist, zur Abschirmungs-
konstante s einen Beitrag von 1,00.

Nach Slater ist also der Wert der effektiven Hauptquantenzahl n* inner-
halb einer Gruppe von gleicher Hauptquantenzahl eine von der Ordnungszabl
unabhingige Konstante, wihrend sich vy gemiss der Formel (23) linear zur
Ordnungszahl verdndert und die Achse Z an der Stelle Z = s schneidet. In Abb. 4
sind zu Vergleichszwecken auch die von Slater bestimmten Geraden durch ge-
strichelte Linien eingetragen. Die Ubereinstimmung der hier berechneten Kurven

5 Acta Physica II;2
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mit den Slaterschen Geraden ist als gut anzusprechen. Grissere prozentuale
Abweichungen sind im Fall der 2p- und 4f-Zustinde festzustellen, doch stimmt
auch hier der allgemeine Verlauf der Kurven miteinander iiberein. Aus Abb. 3
ist ersichtlich, in welcher Weise die effektiven Hauptquantenzahlen der in den
1s-, 2p-, 3d-, und 4f-Zustinden befindlichen Elektronen von der Ordnungszahl

00
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0 20 &0 4 o
Z

Abb. 4. Abhangigkeit des mit der Abschirmungskonstante zusamm:nhingenden Parameters y
von der Ordnungszahl.

-~ — —- — — — — — — nach Slater
nach der hier beschriebenen Methode

abhingen. Es ist gut sichtbar, dass im Falle von Zustinden mit einer Haupt-
quantenzahl 1 und 2 sich die hier berechnete effektive Hauptquantenzahl bei
Atomen von héherer Ordnungszahl der nach der Slaterschen Methode bestimm-
ten effektiven Hauptquantenzahl asymptotisch nihert. Bei den Hauptquanten-
zahlen 3 und 4 zeigt sich eine dhnliche Tendenz, doch kann das asymptotische
Verhalten nur bei Elementen von hiherer Ordnungszahl, die im periodischen
System vorkommen, wahrgenommen werden.

Die Parameter n* und -y spielen auch noch eine zndere wichtige Rolle,
indem sie némlich die Stelle des Maximums der radialen Dichte bestimmen.
Nach Gleichung (15) geben die Quotienten der zwei Parameter den Ort an, wo
die radiale Dichte ihren Maximalwert erreicht. Die effektive Hauptquanten-
zahl n* weist nach den hier durchgefithrten Berechnungen im allgemeinen einen
kleineren Wert auf als den durch das Slatersche Verfahren bestimmten. Der
Parameter -y ist mit Ausnahme des 3d-Zustandes gleichfalls kleiner als der von
Slater berechnete, es ist deshalb zu erwarten, dass die hier bestimmten Eigen-
funktionsmaxima abgesehen vom 3d-Zustand nur eine geringere Abweichung
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von den durch Slater berechneten aufweisen werden. Im Falle des 3d-Zustandes,
wo der hier berechnete Parameter fast genau mit dem von Slater berechneten
ithereinstimmt, kann auch die Stelle der Maxima infolge der Abweichung in der
effektiven Hauptquantenzahl n* wesentlich voneinander verschieden sein.
In Abb. 2a und 2b ist die Ordnungszahl als Funktion von 1/r, angegeben,
u. zw. sowohl fiir die hier als auch fiir die mit der Slaterschen Methode bestimm-
ten Eigenfunktionen. Wird der Slatersche Wert des Parameters -y aus der Formel
(23) in den Ansatz (15) eingesetat, so ergibt sich

1 _Z—s (24)

rm  n*lq,
1/r,, ist also eine lineare Funktion der Ordnungszahl. Aus den Abbildungen
2a und 2b kann man gut ersehen, dass diese lineare Abhingigkeit auch durch
die hier berechnete Funktion 1/r,, = 1/r,(Z) in sehr guter Niherung erfiillt wird.

Bestimmung der Energie

Eine der wichtigsten Probleme des wellenmechanischen Atompro-
blems ist die Bestimmung der Elektronenterme. Diese bestimmen nimlich die
Wellenlinge der vom Atom emittierten elektromagnetischen Strahlung und
infolgedessen das ganze optische und Réntgenspektrum. Wie wir spiter zeigen
werden, ist die hier angewandte Methode in der geschilderten Form zur Bestim-
mung von optischen Termen ungeeignet, doch lassen sich mit ihr die Rontgen-
terme leicht und mit einer geniigenden Genauigkeit berechnen.

Bei Beriicksichtigung der in den vorhergehenden Abschnitten gemachten
Ausfithrungen ist die Bestimmung der Energieterme eine einfache Aufgabe.
Aus dem Ausdruck (6) ergibt sich, wenn die Formeln (1) und (10) in Betracht

gezogen werden, dass
Zet  e—toxm Z*e? 1 hela,

(Yo = (25)

; 1+ Apxpy T'm 2

m

ist, oder, falls die Gleichungen (17) und (18) eingesetzt und die Glieder geordnet
‘werden :

Ze2 1 (x,e—rxm 1 1
_de 1 pmehorm . LM, 2
TR {1 T Ay, (fz +2fk)l (20)

Die Bestimmung der Energie kann danach mittels der Gleichungen (22) und (26)
aus dem Ansatz (14) vorgenommen werden. Demgemiss ist

Ze? Ze* 1 [xme—’ﬁo"m Szt S J (27)

e=— Fxp) = — — —
(m pox2 L1+ Ay 2

5*
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Die Gleichung (27) ist — abgesehen vom Faktor Z/u — eine universale Funktion
der Variablen x,,, was die Berechnungen in hohem Grade erleichtert, da die
Funktion E(x,) unabhingig von der Ordnungszahl in tabellarische Form
gebracht und in den weiteren Berechnungen verwendet werden kann. Durch
Heranziehung der Formel (19) wurde die Energie der ls-, 2p-, 3d- und 4f-
Zustinde als Funktion der Ordnungszahl bestimmt. Diese Energieterme sind
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Abb. 5. Abhingigkeit der Ensrgieterme der 1s-, 2p-, 3d- und 4f-Elektronen von der Ordnungszahl.
+ + + + 4+ + 4+ + 4+ experimentelle Rontgentermwerte

nach der hier beschricbenen Methode berechnet (auf Grund der
Perturbationsrechnung korrigierte Werte)

000000000000 nach der Methode des »self-consistent field« berechnet (ohne
Beriicksichtigung der Austauschenergie)

aus der Rontgenspektroskopie wohlbekannt und kénnen auf Grund der charak-
teristischen Strahlung der Elemente bestimmt werden. Die Energie der in den
1s-, 2p-, 3d- und 4f-Zustinden befindlichen Elektronen kann mit den Termen
K, L, und L;;;, M;,und M, Ny,;und Ny, bzw. mit deren Mittelwerten gleich-
gesetzt werden. Die Aufspaltung der L-, M- und N-Terme ist das Ergebnis der
vom Spin herrithrenden Dublettaufspaltung. Beim Vergleich mit den empirischen
Werten wurde deren arithmetischer Mittelwert als Wert ohne Spinaufspaltung
angenommen. Die fiir die Rontgenterme giiltigen charakteristischen Gesetz-
missigkeiten treten am klarsten zutage, wenn |/— & als Funktion der Ordnungs-
zahl aufgetragen wird. Die in Abb. 5 mit Kreuzen bezeichneten Punkte ent-
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sprechen den auf Grund von réntgenspektroskopischen Messungen festgestellten
Termwerten {7], wihrend die Kreise die mit der Methode des »self-consistent
field« ohne Beriicksichtigung der Austauschglieder berechneten |/—— ¢ Werte
darstellen [8]. Die voll ausgezogene Linie zeigt das Ergebnis der mit der hier
beschricbenen Methode durchgefiithrten Berechnungen. Die Ubereinstimmung
der theoretischen und experimentellen Werte ist als gut zu bezeichnen.

Zu einem interessanten Vergleich bietet sich Gelegenheit, wenn die Term-
werte der 1s-, 2p-, 3d- und 4f-Elektronen der Ca-, Fe-, W- und Hg-Atome einer
Prifung unterzogen werden. Aus den »self-consistent field«-Berechnungen von
D. R. Hartree und W. Hartree, sowie von Manning und Goldberg sind diese Ener-
gieterme gleichfalls bekannt. Sie sind in Tabelle Il angegeben, zusammen mit
den auf Grund der hier beschriebenen Methode berechneten und gemessenen
Rontgentermwerten. Die mnach den zwei Verfahren erhaltenen Termwerte
weichen weder voneinander noch von den experimentellen Werten wesentlich ab.

Kritische Priifung der Methode ; das Selbstpotential

Im Laufe der hier entwickelten Methcde wurden mehrere Niherungen
durchgefiihrt. Es erscheint daher geboten, nunmehr die Giite dieser Niherungen
zu iberpriifen und sich von ihrer Berechtigung zu iiberzeugen.

1. Der erste Niherungsschritt im Laufe der hier entwickelten Methode
bestand darin, dass die reduzierte effektive Kernladung siamtlicher Atome als
universale Funktion argenommen wurde, was — wie auch aus Abb. 1 ersichtlich
— nur approximativ der Wirklichkeit entspricht. Abweichungen zeigen sich
jedoch lediglich in den dusseren, vom Atomkern weit entfernten Gebieten. Diese
Abweichungen bilden die Ursache fiir den Umstand, dass diejenigen Eigen-
funktionen und Energiewerte, bei deren Bestimmung diese Gebiete eine ent-
scheidende Rolle spielen, weniger gut mit der Erfahrung iibereinstimmen als die
inneren Teile. Immerhin sind die Verhiltnisse besser, als wenn das Thomas-
Fermische gg(x) als reduzierte effektive Kernladung gewihlt worden wiire, weil
die hier gewihlte reduzierte effektive Kernladung ein den wellenmechanischen
Erfordernissen entsprecherdes exponentiales Verschwinden zeigt, wihrend
@o(x) wie 1/x3 im Unendlichen verschwindet. Eine Korrektion des hier begangenen
Fehlers soll nicht vorgenommen werden, da es ja diese Vernachlissigung war,
die eine analytische Durchfithrung der Berechnungen und ihre Ausdehnung auf
das periodische System ermiglicht hatte.

2. Der zweite Niherungsschritt bestand in der Nichtberiicksichtigung des
Umstandes, dass das mit dem vorher berechneten Z,/Z bestimmbare Potential
auch das Potential des untersuchten Elektrons enthilt, und dass daher das
Elektron gleichsam auf sich selbst eine Wirkung ausiibt. Dieses Selbstpotential
fillt am deutlichsten am Rande des Atoms ins Gewicht, wo infolge dieses Fehlers
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das Potential exponential verschwindet und nicht in e/r iibergeht, wie es sein
sollte. Dieses Selbstpotential beeinflusst die Elektronen in verschiedener
Weise. Da das Elektron einer grisseren Abstossungskraft unterworfen ist, ver-
schiebt sich das Maximum der Eigenfunktion in eine griossere Entfernung vom
Kern und weist natiirlich auch eine lockerere Bindung auf, seine Energie wird
also einen kleineren absoluten Wert haben als in der Wirklichkeit.

Die aus dieser Selbstwechselwirkung des Elektrons stammende Energie
des Elektrons kann durch eine Perturbationsrechnung beriicksichtigt und fol-
gendermassen korrigiert werden.

Die Coulombsche Energie des in einer Entfernung t,(r;, 9;, ¢,) vom Kern
befindlichen, mit 1 bezeichneten Elektrons und des in einer Entfernung ty(r,,
Uy, ) vom Kern befindlichen, mit 2 bezeichneten Elektrons lautet

lllfl(‘f1)|2 [pa(t,) 2
g=] —e Rl dv, de, (28)

wo p, die Eigenfunktion des Elektrons 1 und y, die des Elektrons 2 bedeutet,
und wo die Integrale auf dem ganzen Raum auszudehnen sind. Die Berechnung
der Integrale kann ohne Schwierigkeit erfolgen. Wenn man den Ausdruck (8)
sowie die Gleichung

S ! : lm im! .
— r2| 2 E(k + IZ|I))' ,(;()Z)H l(c s0,) P (cos ¥,) eimigi—e2) (29)

k=0 m=—k

anwendet, weiterhin in Betracht zieht, dass die Eigenfunktionen der zwei Elek-
tronen im gegebenen Fall miteinander iibereinstimmen, ergibt sich

g = 2.‘00 ay Fk, (30)

wo die Konstanten a, im wesentlichen aus den Integralen der dreifachen Legen-
dreschen Polynome zusammengesetzt werden kénnen und wo

=)t | [ nafie) e drdr, (31)
0 0

ist. In den Gleichungen (29) und (31) bezeichnet r(a) bzw. r(b) den kleineren
bzw. den grosseren der beiden Werte r; und r,, wihrend f(r) = rR(r) den unter
(11) definierten radialen Teil der Eigenfunktion darstellt. Die Konstanten a,
wurden unter anderem auch von Slater bestimmt, und fiir sie von Gaunt eine
analytische Formel eingefithrt [9]. Die hier benutzten Koeffizienten a, sind
aus der Tabelle HI zu ersehen. F* kann nach partieller Integration in der Form

(o =]

Fr = 3202 [ f2(r)rk dr | ()~ dr’ (32)
0

r
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geschrieben werden. Wird der Ausdruck (11) in die Gleichung (32) eingesetzt
und die neue Integrationsvariable y = 2vyr eingefiihrt, so gelangt man zu

4 2 2
Fk — Y - Jy2n*+k e—v dy ‘ y'2n*—k—1g—y dy’ = yD¥(n¥). (33)

[(2r)!]? 5 0

Der Ausdruck (33) kann sofort integriert und in geschlossener Form angegeben
werden, wenn die effektive Hauptquantenzahl n* eine ganze Zahl ist. Die hier
ausgerechneten effektiven Hauptquantenzahlen sind aber von einigen Aus-
nahmefillen abgesehen nicht ganze Zahlen, und deshalb muss die in (33) ange-
gebene Form verwendet werden.

3. Der in der hier beschriebenen Methode vorkommende dritte Naherungs-
schritt besteht darin, dass die Schrédinger-Gleichung (9) anstatt mit dem aus
dem Ausdruck (6) berechenbaren Potential Z,e/r mittels der durch den Zusam-
menhang (10) definierten Potentials Ze/r gelost wurde. Dieses approximiert
an der Stelle r,, des Maximums der radialen Dichte sehr gut das Potential
Z,e[fr — der Funktionswert sowie die ersten und zweiten Differentialquotienten
sind identisch — doch kann die Abweichung in den von r, entfernt liegenden
Gebieten bedeutend sein. Besonders auffallend ist diese Abweichung an den
nahe zum Kern gelegenen Gebieten, wo Ze/r wie 1/r%, Z,e/r dagegen nur wie
1/r unendlich wird. Aus der Gleichung (17) folgt, dass A immer positiv ist, und
dass deshalb das sich im Naherungspotentialfeld Ze¢/r bewegende Elektron
sich im allgemeinen niher zum Kern befinden wird, als es ohne diese Niherung
zu erwarten gewesen wiire. Die im Punkt 2. und 3. angefithrten Niherungen
heben sich zum Teil auf ; wodurch die Korrektion unbedeutend wird.

Die letztere Niaherung soll hier mittels des Perturbationsverfahrens korri-
giert werden. Der Perturbationsoperator ev kann wie folgt angesetzt werden :

0, —Aox *
e Lre _Zpz_Ze eThx  Z'e 1e  y (34)
r r r 14+ A4,x r 2 r? e

Dies soll nun in eine Reihe an der Stelle r,,, des Maximums der radialen
Dichte des Elekirons, entwickelt werden. Da der Wert beider Potentials sowie
der ihrer ersten und zweiten Differentialquotienten an dieser Stelle miteinander
itbereinstimmt, erhilt man

9%(ev)
ort

sl ol

1
= 3! ord =rny (r - rm)3 +;T[ ]r=rm (T'— Tm)4 T (35)
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Die Perturbationsenergie erster Ordnung lautet :

g = fy)*e%z‘udv = (36)
e? [ 9% o2 9%
EY —rm)wtpdy oo —ra)tprpd .
3![6r3 er J =iyt de+ [aﬂ],:,,,, Jr—rn)tprpdv +

Die hier vorkommenden Integrale und Differentialquotienten kénnen leicht
ausgerechnet werden, fithren jedoch zu langen Formeln, von deren Verdffent-
Lichung hier abgesehen wird.

Bei Beriicksichtigung dieser Perturbation ergibt sich, dass bei denjenigen
Atomen, bei denen die 1s- und 2p-Elektronen eng an den Kern gebunden sind,
die im Punkt 2. und 3. erwdhnten Naherungen einander fast vollstindig kompen-
sieren, wihrend bei den lockerer gebundenen Elektronen die Stérungsenergie
der dritten Niherung ihrem Betrage nach die der zweiten iibertrifft.
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10. In (9) sollte fiir Z, die effektive Kernladung eines einfach ionisierten Atoms
eingesetzt werden, wihrend die von uns eingesetzte Kernladung (6) bezieht sich auf ne-
utrale Atome. Beziiglich des Fehlers siehe S. 165—168.

TABELLE [
Einige fiir das Hg-Atom berechnete Werte der reduzierten effektiven Kcrnlad ung
. Z,Z Zp/Z =
nach Hartree = e=Ax/(1 + Agx)
0,19 0,794 0,801
0,517 0,595 0,592
1,295 0,345 0,339
2,32 0,1879 0,1905
3,52 0,1134 0,1140
4,9 0,0678 0,0680
7,45 0,0289 0,0297
9,6 0,0161 0,0162
15,0 0,005 0,0026
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TABELLE II
Energieterme des Rontgenspektrums der Ca-, Fe-, W- und Hg-Atome
}
Ca ! Fe W Hg
{
experimentelle Werte ..... 148,7 261,95 2560,15 3057,95
K hier berechnet ........... 143,2 254,6 2357,0 2780,2
nach Hartree ............ 149,2 261,6 2382,0 2776,5
experimentelle Werte ..... 12,825 26,35 400,25 487,98
L1, 111 hier berechnet ........... 13,3 27,3 381,0 452,8
nach Hartree ............ 12,795 26,51 370,25 446,0
i
experimentelle Werte ..... 0,155? 67,53 86,32
Miv, v hier berechnet ........... 0,658 66,2 84,5
nach Hartree ............ 0,7578 67,75 85,25
experimentelle Werte ..... 1,99 3,675
Nyi,vil hier berechnet ........... 1,863 4,295
nach Hartree ............ 1,689 4,194
TABELLE 111
1 Imy|  |my] k=0 2 4 6
s Q 0 1
P 1 1 1 1/25
1 0 1 -2
0 0 1 4
d 2 2 1 4/49 1/441
2 1 1 — -
2 0 1 —4 6
1 1 1 1 16
1 0 1 2 —24
0 0 1 4 36
f 3 3 1 25/225 9/1089 1/736164
3 2 1 0 —21 — 6
3 1 1 —15 3 15
3 0 1 —20 18 — 20
2 2 1 0 49 36
2 1 1 0 — 7 — 90
2 0 1 0 —42 120
1 1 1 9 1 225
1 0 1 12 6 —300
0 0 1 16 36 400
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AHAJIMTUUECKUN METOL IJAS MNPUBJMXXEHHOI'O ONPEJIEJIEHHSA
COBCTBEHHbIX ®YHKUHUN U 3HEPTHMHA 3JEKTPOHOB ATOMOB

P. Tammap
PE3IOME

IlepBasi uvacTh CTaTbH 3aHHMAETCSl HCCJENOBAHHEM IIOTEHIHAJIOB, ONPEJEeJEeHHBIX NPH
TIOMONIH METOJa caMOCOrJIaCOBAHHOTO IOJISI, K 0G00NEHHeM X HA BCe 3JIEMEHTHI e PHOAHYECKOI
chcTeMBl. B craThe MOKasblBaeTcsl, YTO NpHUBefeHHBIH 3¢ (eKTHBHBIN 3apsil sfAep HEHTpaJbHbIX
ATOMOB — HCHOJIb3Y S NPUHSATHE 0603HAUeHUs1 — Z p/ Z ABASETCS1 ¢ XOPOIKMM NI PHOTH KEHHEeM Y HE -
BepcaibHOH (He3aBHCHMOH 0T MOPAAKOro Homepa) GyHKuMeH Mecra, eciM pacCTOSIHHE OT 2TOM-
Horo sinpa u = 0,8853a, Z1/2 usmepsiercsi y pasHHIX aTOMOB PasHCH eIuHKLeH, YHUBepcaabHa s
$yHKuHa MoXker GHTb XOpOMIO AaNNPOKCHMHPORAHA TAaK)Ke € AHAJNUTHYECKHM BhipajrKeHHeM
npocrore BHAa. OfHO H3 BO3MOYKHBIX NPHMEHEHHH BHIIEyKa3aHHOro pesyJibTaTa COCTOMT B
TOM, UTO OTKPBIBA€TCSI BO3MOXKHOCTD OIpPele]HTh XOPOUHe HCXOJHbie TOTeHIHAJb AJS pacye-
TOB IIPH MOMCIIH METO/Ia CAMOCOTJIACOBAHHOIO IOJISl. YHHBEPCAJbHBI IPHBEAEHHBIH si1e pHBIH
3apsii oco0eHHO B aHaJHTHUeCcKOH QopMme, JeslaeT BO3MOXKHBIM TAaK)Ke ONpPeJesieHHe rocpei-
CTBOM PacueToB BOJHCBOM MEXaHHMKH Ba>KHBIX IOCTOSTHHBIX ATOMHON (PH3UKH JJIS1 BCeX 3JEMeH-
TOB NEPHOAUYECKOH CHCTEMBl. BO BTOPGH YacTH CTAThH OAMH MeTO[ PaserTH HCHOMb3yercs Ms
pelleHnsi OJHOIEKTPOHHOrO ypaBHeHus: IllpeauHrepa u pasBHBaeTCs Aajblie TAKUM 00pa3oMm,
4YTO OTKPHLJIACH BO3MOJKHOCTb aHAJHUTHYECKOrO ONpejesieHHs] COGCTBEHHBIX (yHKIHH M SHEepPrEi
JNEXTPOHOB BCEX 3JIEMEHTOB B COCTOAHHH S, p, d ¥ | ¢ HanGoJee riyOokoil sHeprued. ABTOp
CPaBHHJI 3TH cobcTBeHHME QyHKIHH € COGCTBEHHBIMH (yHKUMSIMH, Ompe/e/leHHBIMH NpPH II0-
MOILM ITOJTy3IMIIH pHYecKoro meroga Cierepa. OmnpejeneHHbEe NMPH MOMOIM 3TOro mMeroAa PeHr-
TE€HOBBIE TEPMBEI XO0POWIO COBMNAJANOT C MSMEPeHHBIMH H TepMaMH PaCCYHTAHHBIMH 10 METORY
£aMOCOrJIaCOBaHHOIO I10Jisl,



