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Der erste Teil der vorliegenden Abhandlung befasst sich mit der Untersuchung der mi t  
der Methode des ~~self-consistent field~~ bestimmten Potentiale sowie mit ihrer Verallgemeinerung 
fª siimtliche Elemente des periodischen Systems. Es wird der Nachweis gefª dass die redu- 
zierte effektive Kernladung der Atome, die nach der ª Benennung mit Zp/Z bezeichnet 
wird, in guter ~Tiiherung eine universale (ron der Ordnungszahl unabhangige) Funktion der 
Entfernung voto Atomkern ist, wenn diese mit der sich von Atom zu Atom veriindernden Thomas- 
Fermischen Einheit p = 0,8853 ao/Z113 gr wird. Diese universale Funktion kann auch mit 
einem analytischen Ausdruck von einfacher Gestalt in guter Niiherung dargestellt werden. 

Eine der m6glichen Anwendungen des obigen Ergebnisses besteht darin, dass nunmehr 
die MSglichkeit geboten wird, gute Anfangspotentiale fª die mit der Methode des **self-consis- 
tent field~ durchzufª Berechnungen zu erhahen. Die erwiihnte universale Darstellung 
der reduzierten effektiven Kernladung erm6glicht auf analytischem Wege die wellenmechanischen 
Berechnungen wichtiger atomphysikalischer Konstanten fª alle Elemente des pe¡ 
Systems. Ira zweiten Teil des Aufsatzes wird eine Methode ron Rasetti zur L6sung der Einelektron- 
Schr6dinger-Gleichung angewendet und entwickelt, so dass die MSglichkeit gegeben wird, die 
Eigenfunktionen und Encrgie~igenwerte der in den tiefsten s-, p-, d- und f-Energiezustanden 
befindlichen Elektronen s~imtlicher Ekmente analytisch auszureclmen. Die Eigenftmktionen 
wurden mit den von Slater mit einer halbempirischen Methode berechneten verglichen. Die 
mit der hier beschriebenen Methode bereclmettn sowie die gemessenen R6ntgenterme, weiterhin 
die mit der Methode des ~~self-consistent field~~ berechneten stimmen miteinander gut ª 

EinIeitung 

Voto  G e s i c h t s p u n k t  de r  t h e o r e t i s c h e n  U n t e r s u c h u n g  r o n  P r o b l e m e n  d e r  

E l e k t r o n e n s t r u k t u r  d e r  Ma te r i e  i s t  es wesen t l i ch ,  die  E l e k t r o n e n v e r t e i l u n g  d e r  

A t o m e  u n d  die  m6g l i chen  E l e k t r o n e n e n e r g i e - E i g e n w e r t e  zu k e n n e n .  Zu e iner  wel-  

l e n m e c h a n i s c h e n  Lf isung des  P r o b l e m s  s ind  m e h r e r e  V e r f a h r e n  gee igne t , , con  d e n e n  

a b e r  b i s h e r  zur  L 6 s u n g  v o n  A t o m p r o b l e m e n  regelm~lssig n u r  zwei  h e r a n g e z o g e n  

w u r d e n  : da s  u  u n d  d ie  M e t h o d e  des  ~>self-consistent f i e l dg  

[1 ]. Mi t  b e i d e n  V e r f a h r e n  w u r d e n  j e d o c h  info lge  de r  m i t  d iesen  v e r b u n d e n e n  

R e c h n u n g s s c h w i e r i g k e i t e n  n u r  e ine  beschr~lnkte  A n z a h l  r o n  B e r e c h n u n g e n  

d u r c h g e f ª  Die  A n w e n d u n g  des  V a r i a t i o n s v e r f a h r e n s  w i rd  d u r c h  d e n  U m s t a n d  

e r schwer t ,  das s  be i  E l e m e n t e n  v o n  h o h e r  O r d n u n g s z a h l  d ie  E i g e n f u n k t i o n e n  

d e r  in  B e t r a c h t  zu  z i ehenden  E i e k t r o n e n  r o n  grf isserer  E ne rg i e  e ine  ª  

k o m p l i z i e r t e  G e s t a l t  a n n e h m e n  u n d  das s  demgem~iss a u c h  de r  zu  va rh ' e rende  

E n e r g i e a u s d r u c k  k o m p l i z i e r t  wi rd .  I n  l e t z t e r e r  Zei t  ge l ang  es, d ie  Schwier ig-  

k e i t e n ,  die  s ich d e r  A n w e n d u n g  des  V a r i a t i o n s v e r f a h r e n s  a u f  E l e m e n t e  v o n  
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h6herer Ordnungszahl entgegenstellten, dureh Heranziehung der statistischen 
Theorie des Atoms zu ª [2 ]. Bei der Anwendung der Methode des 
�87 fieldy besteht hingegen die Hauptsehwierigkeit darin, dass die 
bei dieser Methode' erforderliehe numerische Reehenarbeit -- besonders ira Fall 
ron Elementen von h6heren Ordnungszahl -- so gross ist, dass sie in absehbarer 
Zeit nur mit entspreehenden, eigens fª diesen Zweck gebauten Reehenmasehinen 
durchgefª werden kann. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, mit Hilfe einer aus der statistisehen 
Theorie des Atoms entlehnten • die Potentiale der bisher dureh- 
gefª ~>self-eonsistent field~~-Berechnungen fª fast alle Elemente des perio- 
dischen Systems zu verallgemeinern, und so die Bestimmung von wiehtigen 
atomphysikalisehen Konstanten fª s/imtliche Elemente des periodischen 
Systems zu erm6gliehen. Als erste Anwendung wurde das Potential als univer- 
sale Potentialfunktion in die Einelektron-Sehriidinger-Gleiehung eingesetzt. 
Auf diese Weise gelang es, mit Hilfe eines analytisehen N/iherungsverfahrens die 
Eigenfunktionen und Energieterme der ls-, 2p-, 3d-, 4f-Elektronen fª s/imtliehe 
Elemente des periodisehen Systems zu bestimmen. 

Die Bestimmung des Potentials 

Zun~iehst sor ein neutrales Atom untersueht werden, das die Ordnungs- 
zahl Z besitzt. Sein Potential betr/igt 

v =  z,,___,, (1) 
T 

wo Zpe die effektive Kernladung, e die elementare Ladung und r die Entfernung 
vom Kern bezeiehnet. Zp ver/indert sich in einem neutralen Atom wie folgt : 
aro Ort des Kernes stimmt Zp mit der Ordnungszahl Z ª ; bei zunehmender 
Entfernung voto Kern beginnt der absehirmende Einfluss der Elektronen zu 
wirken, was eine Wertverminderung der effektiven Kernladung zur Folge hat  ; 
bei gr6sserer Entfernung voto Atomkern wird Zp -- da es sieh ja um ein neutrales 
Atom handelt -- sehr sehnell versehwinden. Der Verlauf von Zp wird ira wesent- 
liehen durch die sieh ron Atom zu Atom /indernde Ordnungszahl und dureh 
die Elektronenwolke bestimmt. Infolgedessen zeigt die effektive Kernladung 
bei Atomen von versehiedenen Ordnungszahlen einen ganz anderen Verlauf. 
Man kann aber versuc~hr die effektiven Kernladungen in ein solches Koordina- 
tensystem zu transformieren, dass s~e in guter N~iherung miteinander ª 
stimmen. Der Weg zu dieser Transformation wird ron der statistisehen Theorie 
des Atoms gewiesen. 
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In der statistischen Atomtheorie wird die ira Atoms)stem herrsehende 
Potentialverteilung dureh die wohlbekannte Thomas-Fermisehe Gleiehung [31 

d2~ q~3jz 
-- = (2) 
dx 2 xal2 

bestimmt. Die ira Ausdruek (2) vorkommende Funktion qg(x) hangt mit dem 
Potential laut der Gleiehung 

r 

~(x) = Z~ ( v -  v0) (3) 

zusammen. Die ira Ansatz (3) ausser den bereits bekannten Gr6ssen stehende 
Konstante V o ist ira Falle ron neutralen Atomen 0, w~ihrend die Variable x 
mit q gemiiss der Gleiehung 

r 0,8853 a0 
x = - ,  ~ -  (4) 

/,L Z 1 /3  

zusammenhiingt. I)ie Li~sung der Gleichung (2) ira Falle der Grenzbedingungen 
qo(0) = 1, q0(Xo) = 0 und ~'(Xo) : 0, d. h. fª neutrale Atome [4], ist dureh die 
universale Funktion ~o(X) gegeben. 

Die effektive Kernladung steht mit der Funktion ~o(X)in einem engen Zu- 
sammenhang. Es soll nun ~ihnlieh wie bei dem in Gleiehung (1) vorkommenden Zp 
aueh in der statistisehen Atomtheorie eine effektive Kernladung Z~ bestimmt 
werden. Setzt man die Gleiehung (1) in den Ausdruek (3) ein und berª 
man, dass V o = 0 ist, so ergibt sieh, dass fª ein neutrales Atom in der statis- 
tisehen Atomtheorie 

Z '  
q:o(X) = p (5 )  Z 

betr~igt. Die reduzierte effektive Kernladung Z'p/Z ist also im Thomas-Fermischen 
statistischen Atommodell in Bezug auf ein neutrales Atom eine uni~ersale 
Funktion. 

Der in der statistischen Atomtheorie gebr~iuchlichen Thomas-Fermischert 
N~iherung entspricht in der wellenmeehanischen Methode des ~~self-consistent 
fieldy ein N~iherungsverfahren ohne Austauschglieder, das nach Hartree als 
Hartreesche Methode bekannt ist. Wenn Z'p/Z in der statistischen Theorie 
universal ist, so ist zu erwarten, dass sich auch die Hartreeschen reduzierten 
effektiven Kernladungen Zp/Z nicht allzusehr voneinander unterscheiden 
werden, wenn man sie in ein entsprechendes Koordinatensystem transformiert. 
Nach der statistischen Theorie muss dio ira Ausdruck (4) definierte Variable x 
als unabh~ingige Variable eingefª werden, damit der erwartete einheitliche 
Verlauf in Erscheinung trete. In Abb. 1 sind die nach der Hartreeschen N~iherung 
der Methode des ~~self-consistent field<~ berechneten reduzierten effektiven 
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Kernladungen der Atome ron einigen Elementen dargestellt. Um die Abbildung 
ª zu machen, wurde nicht jeder berechnete Punkt eingetragen. 
In die Abbildung wurde auch q%(x), die reduzierte effektive Kernladung des 
Thomas-Fermischen statistischen Atommodells mit einer gestrichelten Linie 
eingezeichnet. Vor allem fallt auf, dass die Streuung der mit der Methode des 
�87 fieldcr berechneten reduzierten effektiven Kernladungen ª 
gering ist, und dies t r i t t  besonders klar zutago, wenn man in Betracht zieht, 
dass sich unter diesen Elementen solche ron so ve~schiedenen Ordnungszahlen 
befinden wie Beryllium (Z = 4), Eisen (Z = 26) und Quecksilber (Z = 80). 
Weiterhin ist gut sichtbar, dass die mit der Thomas-Fermischen Methode 

/0 

Qd '  

.zp 
Z 

0,2 

G 0  " ~  
O 2 4 5 8 /0 /2 f4 /£ 

X 
Abb. 1. Darstellung der reduzierten effektiven Kernladungen im tmiversalen Koordinatensystem. 

Die mit der Methode des �87 fieldg berechneten Punkte : 
0 Hg �9 W �9 Kr �9 Ca +Be  

Kurve ~%(x) der Thomas-Fermischen Theorie 
Zp/Z = e-~oX/(1 + Aox) mit den Parameterwerten (7) 

berechnete reduzierte effektive Kernladung in den inneren Teilen des Atoms 
sich d e r m i t  der Methode des >~self-consistent fieldy berechneten gut ann/ihert. 
Bei einer grfisseren Entfernung voto Kern ergeben aber die beiden Methoden 
wesentlich anders verlaufende Zp/Z-Kurven; die mit der Methode des >~self- 
consistent fieldy berechneten Kurven verschwinden exponentŸ w/ihrend die 
mit der Thomas-Fermischen Methode bestimmte Kurve oberhalb dieser 
verl/iuft und weit langsamer, so wie 1Ir 3 verschwindet. Aus Abb. 1 ist auch gut 
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ersichtlich, dass die reduzierte effektive Kernladung auch in der Hartreeschen 
Formulierung der Methode des ~~self-consistent fielda in guter Niiherung als 
universale Funktion angesehen werden kann. Hier ist aber de  Bemerkung aro 
Platze, dass diese Behauptung nur in einem besonders gewiihlten Koordinaten- 
system, d. h. bei Einfª cler Variablen x der Wirkliehkeit entspricht. Umge- 
kehrt gilt jedoch, dass man, wenn man ron der Variablen x auf r ª 
den Verlauf der effektiven Kernladung der einzelnen Atome und auf diese 
Weise auf Grund des Ansatzes (1) das Potential erhalten kann. 

Die weiteren Schritte k6nnen auf verschiedene Weise vorgenommen 
werden. Es ist m6glieh, fª jedes beliebige Element angen~iherte effektive 
Kernladungswerte zu erhalten, wenn man die fª ein Element, z. B. Hg, bereits 
ohne Austausehglieder durchgefª Berechnungen naeh der Methode des 
~~self-consistent field~~ mittels der Transformation (4) in das der gewª 
Ordnungszahl entsprechende Koordinatensystem transformiert. Bei dieser 
Transformation ist natª in Betracht zu ziehen, dass die roduzierte effektive 
Kernladung Zp/Z die universale Funktiort darstellt und dass daher bei der 
Transformation deren Werte unver/indert ª werden mª Auf 
diese Weise kann man zu einem guten numerisehen Niiherungspotential gelan- 
gen, welehes den Verlauf in den dem Kern naheliegenden Gebieten gut wider- 
spiegelt, und m den voto Kern entfernten Gebieten einen den Bedingungen der 
Wellenmeehanik entsprechenden VerJauf zeigt. 

Eine ~iusserst wichtige andere M6glichkeit ist jene, einen analytischen 
Ausdruck zu suchen, der den Yerlauf der reduzierten effektiven Kernladung 
fª alle Atome angibt. Als eine sehr gute analytische Forro erweist sich der Aus- 
druck 

Zp __ e--Zo x 
Z 1 + A~ x,  (6) 

weil er nur zwei Parameter enthiilt und weil er, wenn die Parameter ?~0 und A 0 
zweekmiissig gewiihlt werden, gute Durchschnittswerte f'ª die auf Abb. 1 
siehtbaren Werte ron Zp/Z gibt. Die in Abb. 1 aufgetragene voll ausgezogene 
Kurve ist die zu den Parameterwerten des Ausdrueks (6) 

~o=  0,1837 und A 0 = 1,05 (7) 

gehSrende Kurve ; sie zeigt in guter N~iherung den Wert Zp/Z der schweren 
Atome. In Tabelle I sind zu u die f'ª das Quecksilberatom 
bestimmten Zv/Z-Werte angefª und zwar sowohl fiir den Fall der Berech- 
nung mit der Methode des ~~self-consŸ field~~ als auch fª den der Berechnung 
aus dem Ausdruck (6). Wenn man in Betracht zieht, dass die hier verwendete 
analytische Formel lediglich zwei Parameter aufweist, so ist die • 
mung als vorzª zu bezeichnen. 
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Die auf diese Weise fª s~imtliche Atome berechnete reduzierte effektive 
Kernladungszahl Zp/Z kann zur L6sung ron zahlreichen Problemen Yerwendung 
rinden. Als erste Anwendung soll nun gezeigt werden, dass die Eigenfunktionen 
und Energieterme der in den Atomen siimtlicher Elemente des periodischen 
Systems befind]ichen ls-, 2p-, 3d- und 4f-Elektronen in guter N/iherung bestimmt 
werden k6nnen, wenn das durch die Kombination der Ausdrª (6) und (1) 
erhaltene Potential in der Einelektron-SchrSdinger-Gleichung als universale 
Potentialfunktion benutzt wird. 

Die AufsteUung und LSsung der SchrSdinger-Gleichung 
J~hnlich wie bei der Hartreeschen Formulierung der Methode des ~~self- 

consistent fieldr162 sol] vorausgesetzt werden, dass die Eigenfunktion des ganzen 
Atoms aus den Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen als ein einfaches 
Produkt bestimmt werden kann und dass sich die Elektronen in einem kvgel- 
symmetrischen Potentialfeld bewegen. Da nach der obigen Annahme das die 
Bewegung der Elektronen bestimmende Potential immer kugelsymmetrisch ist, 
kann der voto Winkel abh~ingige Teil der Eigenfunktion als Kugelf]~ichenfunk- 
tion dargestellt werden. Die vollstiindige Eigenfunktion e ines Elektrons ist also 
von der Form 

~, = R(r) Y,m(~,q~). (8) 

Hier bezeichnen l und m die Neben- bzw. magnetische Quantenzahl des unter- 
suchten Elektrons und Ylm die Kugelfl~chenfunktion mit den Kennzahlen 
l und m. Die den radialen Teil R(r) bestimmende SchrSdinger-Gleichung kann 
in folgender Form geschrieben werden 

dr--- ( ~- [a~r2m~ , + Zverg- ) l(l-+- l)J f 2 , (9) 

wo f(r) = rR(r) ist. Wird Zp aus dem Ansatz (6) in die Gleichung (9) eingese~zt. 
so erhiilt man die Schr6dinger-Gleichung, die zur Bestimmung der Eigenfunktion 
und Energie der Elektronen mit der Nebenquantenzahl l verwendet werden kann 
[10]. Auf Grund des Obengesagten ist der Ausdruck (8) fª s~imtliche vorkom- 
mende Elemente gª so dass seine L5sung als besonders interessant gelten darf. 

Die L6sung der Differentialgleichung (9) mittels des Potentials 
Ze-X~ +AoX ) ware kompliziert und ist in analytischer Forro auch nicht 
m6glieh. Es gibt jedoch einen anderen Weg, der hier zum Ziel Fª Er wurde 
von Ras~tti [5 ] besehritten, der zeigle, wie die Differentialgleichung (9) in guter 
Niiherung gel5st werden kann. Die L6sung bereitet keine Schwierigkeiten, 
wenn das Potential in der Forra 

Z~ --Z*er + 21 ~ea~ 2 + eX~ (10) 
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geschrieben werden kann. In diesem FaUe hat die Liisung der Schr6dinger- 
Gleiehung dxe Gesta|t 

f = A r  ~* e - ~ " ,  (11) 

wo n* und 3p die Gestalt der Eigenfunktion bestimmende Konstanten sind und 
A eine normierende Konstante darstellt. Die in den Gleiehungen (9), (10) und 
(11) vorkommenden Griissen stehen miteinander in folgendem Zusammenhang 

1 
n* = ~ { [1 --  4), �91 41(l -4- 1)]1,~ + 1 }, (12) 

Z* 
~ / =  n , a o .  (13) 

Der Wert der Energie wird durch die Gleichung 

1 
8 = - - - -  ~ q  Z o  

2 
(14) 

gegeben. Die in der Gleichung (10) befindlichen drei Parameter Z*, L und Z0 
werden so gewiihlt, dass Zp/r  und Z~/r ,  sowie deren erste und zweite Differential- 
quotienten an der Stelle des Maximums der Funktion (11), also an der Stelle 

n * 
rm = - -  (15) 

5' 

ª Diese Wahl gewahrleistet, dass das N~iherungspotential an 
jener Stelle, wo die radiale Dichte 

4~fz=- 4~rr2R2(r) = 4rrA2r  2n* e-2"Y r (16) 

des hier behandelten Elektrons ihren gr6ssten Wert annimt, sowm in der n~chsten 
~~ihe davon, gr6sstenteils mit dem wirklichen ª Da dieses Ver- 
labren die Eigenschaft besitzt, immer die beste N~iherung des Potentials an der 
fª  die untersuchte Eigenfunktion wichtigsten Stelle und in deren Umgebung 
v.u erreichen, so ist es gewiss, d” unter den Eigenfunktionen ron der Forro (11) 
die mit der obigen Methode gegebene Liisung die beste N~iherung der wirklichen 
Eigenfunktion liefern wird. Besonders gut wird diese N~iherung ausfallen, wenn 
das Maximum der Eigenfunktion genª steil ist, wie dies bei den Eigen- 
funktionen der inneren Elektronen der Atome tatsiichlich der Fall ist. Die 
~liiherung wird jedoch weniger gut  sein, wenn das Maximum der Eigenfunktion 
weniger steil ist, weil dann auch die voto Maximum weiter entfernt liegenden 
Werte des Potentials in Rechnung zu stellen sind. In diesem Falle muss die 
Yeriinderung der Energie und der Eigenfunktion durch Anwendung der St6rungs- 
rechnung entsprechend berª werden. 

Die Bestimmung der einzelnen Parameter geht danach folgendermassen 
wor sich. Der Wert des Parameters Z0 kommt ira ersten und zweiten Differential- 
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__ Z/x Xm 3 e--ZoXra 

ao (1 ~-z4oXm) a 

quotienten nicht vor, infolgedessen k0nnen die Parameter Z* und 3. unabhiingig 
ron  ihm berechnet werden. Aus der I3bereinstimmung der Funktionen Zp/r  

und Z~/r an der Stelle r m liisst 'sich andererseits der Parameter Zo bestimmen, 
wenn Z* und 3. bereits vorher festgestellt wurden. Nach einigen Differenzierungen 
und nach entsprechender Gruppierung der Glieder erh~ilt man bei Verwendung 
der Gleichungen (6) und (10) 

)~ = Z t x  f~(Xm) /ao = (17) 

[2~oAo + 2A2o + ~~ + 2()oAo2 + Ÿ .~_ Ÿ 2 9. , 

Z* r m = Z l t  f z , (Xm) = (18) 

- z ~  Xm e--~0xm [1 + (~ o + ~ 2 2 X ~ o )  ~ , 4 - -  3 A o ) x m - -  ?oXm - (IoA2o + X3m - ~~rAoXm ] �9 
(1 + Aoxm) a 

Das in den Gleichungen (17) und (18) vorkommende x m = rm/IX bestimmt den 
Ort des Maximums der radialen Dichte. Bemerkenswert ist, dass 3. und Z * r  m 

von der Ordnungszahl -- wenn man ron der Abhiingigkeit ron x m von der 
Ordnungszahl absieht -- lediglich durch den Faktor Z/x abhiingen, wahrend f~. 
und f z  �9 durch die Einfª der Variablen x zu universalen, ron der Ordnungs- 
zahl unabhangigen Funktionen werden. Wenn man von den Gleichungen (17) 
und (18) ausgeht, so erhlilt man aus den Zusammenhiingen (12), (13) und (15) 
zur Bestimmung der Gr6sse 

Z ~ / a o  = ~ (19) 

die Gleichung zweiten Grades, 

~2 (fz* + f~,)2 __  ~ [fz* + 2 l (l + 1) ( f z .  + f z ) ]  + q (l + 1)z = O, 

deren physikaliseh interpretierbare L6sung 

= Jz,  + 2(fz, + f x )  l(l  + 1) + ~.[z, z + 4 f z , ( f z ,  + f x )  l(l + 1) (20) 

2(fz, + f z )  z 

lautet. Die Gleichung (20) stellt den Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl 
(durch ~) und der Stelle x m des Maximums der Eigenfunktionen (11) (durch Jz" 
und fz) her. Durch Heranziehung der Gleichung (2) kann der Zusammenhang 
Z = Z(xm)  bzw. durch Anwenaung der Formel (4) der Zusammenhang Z = Z(rm) 
]eicht tabellariscli dargestellt werden. Aus Abb. 2a und 2b sind die Zusammen- 
hiinge Z = Z(rm) fª die tiefsten s-, p-, d-, f-Zust~nde, also fiix die ls-, 2p-, 3d- 
une 4f-Zustiinde ersichtlich. Um die Zusammenhiinge besser ª zu 
k0nnen, wurde als Abszisse 1/rm' der Reziprokwert der Stelle des Maximums 
gew/ihlt. In diesem Koordinatensystem ist der Zusammenhang Z = Z(1/rm) 

durch eine einfache Gerade dargestellt. Eine ausfª Besprechung dieser 
Tatsache soll spiiter folgen. 
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Wenn die Stelle des Maximums bekannt ist, kann aus den Gleichungen 
(17) und (18) der Wert  der Konstanten Ÿ und Z* bestimmt werden. Es sind 
nunmehr s~imtliche Parameter, die das angen~iherte Potential bestimmen, 
bekannt, da auch die Berechnung des Wertes �91 Konstanten Zo, die den ah der 
Stelle des Maximums der Funktion angenommenen Wert bestimmt, auf keiner- 
leŸ Schwierigkeiten stfisst. 
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Abb. 2a. Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl und dem Maximum der radialen Dichte der 
ls- und 2p-Elektronen. 
Z ~ Z (1/rm) nach Slater 
Z = Z (1/rm) nach der hier beschriebenen Methode 

Abb. 2b. Zusammenhang zwischen der Ordnungszahl und dem Maximum der radialen Dichte 
der 3d- und 4f-Elektronen. 
Z = Z ( l [ r m )  nach Slater 
Z = Z (litro) nacb der hier beschriebenen Methode 

Bestimmung der Eigenfunktionen 

Die die von Slater angegebene Gestalt aufweisenden Eigenfunktionen, 
welche die Form der Gleichung (11) besitzen, werden durch die Parameter n* 
und ~/ bestimmt. Wenn die das Potential bestimmenden Konstanten bekannt 
sind, so k~nnen mittels der Gleichungen (12), (13) und (15) diese Parameter ohne 
welteres bestimmt werden. Nach Durchfª von kleineren Rechnungen 
gelangt man zu 

n* = (Zf t fz , /ao)  ~:2 (21) 
und 

~ - -  (Zlxfz*)~:2 (22 )  
r a  
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In  Abb. 3 und 4 ist die Abh/ingigkeit dieser Pa ramete r  von der Ordnungszahl 
dargestel l t .  Es ist bemerkenswert ,  dass, wM~rend im Falle des ls-Zustandes die 
effektive Hauptquan tenzah l  n* sehr nahe an die tats~ichliche Haup tquan tenzah l  
zu liegen kommt,  bei Zustiinden init h6heren Hauptquantenzah len  eine derartige 
Korre la t ion  nicht festgestellt werden kann. Der Paramete r  % durch den die 
Forro  der Eigenfunktion haupts/ichlich in den /iusseren, voto Kern  ent fern ten  
Gebieten determiniert  wird, ~indert sich, wie aus Abb. 4 ersichtlich, in guter  
N~iherung proport ional  zur Ordnungszahl.  

Die Best immung der Paramete r  n* und 3' konnte  bisher, wenn man die 
~Berechnungen nicht fª  die einzelnen Atome, sondern Fª s~imtliche Atome des 

~Ÿ 
f f . / 

f~ 

0 
o 2o ~o-~6o ~o /~o 

.,4bb. 3. Abh~ingigkeit der effektiven Hauptquantenzahl von der Ordnungszahl. Nach Slater 
betr~igt die effektive Hauptquantenzahl unabhiingig von der OrdnungszalM fª die einzelnen 
Elektrone~zustiinde : 

Zustand 

n* 

ls 2p 3d 

1 2 3 

al  

3,7 

l~eriodischen Systems vornehmen wollte, nur  auf  Grund der von Slater einge- 
f ª  halbempirischen Methode durchgefª  werden [6 ]. Die Definition des 
in der Methode von Slater vorkommenden Parameters  s t immt mit  der hier 
gegebenen ª  mit  dem Unterschied, dass Slater an Stelle des Parameters  
die besser zu veranschaulichende Abschirmungskonstante s verwendet.  Der 
Zusammenhang z~4schen den zwei P a r a m e t e r n  ist folgender : 

Z - - s  
3' : , (23) 

t �91  O 

wo Z die Ordnungszahl des Atoms, s die Abschirmungskonstante,  n* die Slater- 
sche effektive Hauptquantenzah l  und a0den kleinsten Bohrschen Wasse~stoff- 
radius darstell t .  Slater n immt  die Best immung der Werte  von n* und s so vor, 
dass die Eigenfunktionen f ª  die leichteren Atome voto Helium bis zum Neon 
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so gut wie mfiglich mit den durch das Variationsverfahren bestimmten Eigen- 
funktionen ª und dass sich mit diesen Eigenfunktionen die 

wichtigsten Atomkonstanten, wie z. B. die Rfintgenterme, die Ionisierungs- 
energien, die diamagnetischen Suszeptibilit/iten, fª die schwereren Atome ira 
Einklang mit den empirisch gewonnenen Werten ergeben. Die Berechnung der 
effektiven Hauptquantenzahl n* und der Abschirmungskonstante s geht nach 
Slater folgenderweise vor sich. 

Fª n* sind folgende Werte zu verwenden : 
wahre Hauptquantenzahl n -~ 1 2 3 4 5 6, 
effektive Hauptquantenzahl n* = 1 2 3 3,7 4,0 4,2. 

Die Bestimmung der Abschirmungskonstante s geschieht folgendermassen. 
Zuerst werden die Elektronen in die folgenden Gruppen eingeteilt 

(ls), (2s, 2p); (3s, 3p), (3a), (4s, 4p), (4a, 4f), (5s, 5p) . . . .  

Es werden also jeweils die zu derselben Hauptquantenzahl gehfirenden s- und 
p-Elektronen zu einer Gruppe zusammengefasst, w~ihrend die d-, f - , . . .  
Elektronen eine andere Gruppe bilden. Es wird angenommen, dass die energe~ 
tische Reihenfolge der einzelnen Zust~inde im Inneren des Atoms mit der oben 
angegebenen Reihenfolge ª und dass die Elektronen die Zust/inde 
auch in dieser Reihenfolge besetzen. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass sich die 
stabilere Elektronengruppe ira Atom im allgemeinen weŸ innen, n~iher zum 
Kern befindet als die weniger stabile. Auf Grund dieser Annahmen bestehen 
fª die Bestimmuvg der Abschirmungskonstante s folgende Regeln. 

1. Alle Elektronengruppen, die weiter aussen liegen als die untersuchte 
Gruppe, tragen nichts zu s bei. 

2. Jedes Elektron, das zu der Gruppe des untersuchten Elektrons gehfirt, 
tr/igt zur Abschirmungszahl s 0,35 bei. Eine Ausnahme bilden die Elektronen 
der ls-Gruppe, wo der Beitrag 0,30 ausmacht. 

3. Falls das untersuchte Elektron einer (s, p)-Gruppe angehfirt, so tr~igt 
jedes Elektron eiver Gruppe, deren Hauptquantenzahl um 1 kleiner ist, 0,85 
zur Abschirmungskonstante bei, w/ihrend der Beitrag der noch weiter innen 
befindlichen Gruppen 1,00 ist. Wenn das untersuchte Elektron einer (d, f ) -  
Gruppe angehSrt, so leistet jedes Elektron der weiter innen befmdlichen Gruppen, 
auch jenes ron einer Hauptquantenzahl, die um 1 kleiner ist, zur Abschirmungs- 
konstante s einen Beitrag von 1,00. 

Nach Slater ist also der Wert der effektiven Hauptquantenzahl n* inner- 
halb einer Gruppe ron gleicher Hauptquantenzahl eine ron der Ordnungszahl 
unabh~ingige Konstante, wahrend sich 3/ gem~iss der Formel (23) linear zur 
Ordnungszahl ver/indert u rd  die Achse Z an der Stelle Z = s schneidet. In Abb. 4 
sind zu Vergleichszwecken auch die von Slater bestimmten Geraden durchge- 
strichehe Linien r Die • der hier berechneten Kurven 

5 Acta Physica I I /2  
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mit den Slaterschen Geraden ist als gut anzusprechen. Gr0ssere prozentuale 
Abweichungen sind ira Fall der 2p- und 4f-Zust/inde festzustellen, doch stimmt 
auch hier der allgemeine Verlauf der Kurven miteinander ª Aus Abb. 3 
ist ersichtlich, in welcher Weise die effektiven Hauptquantenzahlen der in den 
ls-, 2p-, 3d-, und 4f-Zust/inden befindlichen Elektronen ron der Ordnungszahl 
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Abb. 4. Abla~ingigkeit des mit  der Abschirmangskonstante zusamm~nhiingenden Parameter~ ~' 
ron  der OrdnungszahL 

naeh Slater 
nach der hier besehriebenen Methode 

abh~ingen. Es ist gut sichtbar, dass ira Falle ron Zust/inden mit einer Haupt-  
quantenzahl 1 und 2 sich die hier berechnete effektive I-Iauptquantenzahl bei 
Atomen ron h0herer Ordnungszahl der nach der Slaterschen Methode bestimm- 
ten effekfiven I-Iauptquantenzahl asymptotisch n/ihert. Bei den Hauptquanten- 
zahlen 3 und 4 zeigtsicheine/ihnliche Tendenz, doch kann das asymptotische 
Yerhalten nur bei Elementen ron h0herer Ordnungszahl, die ira periodischen 
System vorkommen, wahrgenommen werden. 

Die Parameter n* und 3t spielen auch noch eine endere wichtige Rolle, 
indem sie n/imlich die Stelle des Maximums der radialen Dichte bestimmen. 
Nach Gleichung (15) geben die Quotienten der zwei Parameter den Ort an, wo 
die radiale Dichte ihren Maximalwert erreicht. Die effektive Hauptquanten- 
zahl n* weist nach den hier durchgefª Berechnungen ira allgemeinen einen 
kleineren Wert auf als den durch das Slatersche Verfahren bestimmten. I~er 
Parameter 31 ist mit Ausnahme des 3d-Zustandes gleichfalls klein~r als der ron 
Slater berechnete, es ist deshalb zu erwarten, dass die hier bestimmten Eigen- 
funktionsmaxima abgesehen vom 3d-Zustand nur eine geringere Abweichung 
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,con den durch Slater berechneten aufweisen werden. Im Falle des 3d-Zustandes, 
wo der hier berechnete Parameter fast genau mit dem ron Slater berechneten 
ª kann auch die Stelle der Maxima infolge der Abweichung in der 
effektiven Hauptquantenzahl n* wesentlich voneinander verschieden sein. 
In Abb. 2a und 2b ist die Ordnungszahl als Funktion von 1Ir m angegeben, 
u. zw. sowohl fª die hier als auch fª die mit der Slaterschen Methode bestimm- 
ten Eigenfunktionen. Wird der Slatersche Wert des Parameters 7 aus der Formel 
(23) in den Ansatz (15) eingesetzt, so ergibt sich 

1 Z - - s  
. . . . .  (24) 
r m ~ * 2 u  0 

1Ir m ist also eine lineare Funktion der Ordnungszahl. Aus den Abbildungen 
2a und 2b kann man gut ersehen, dass diese lineare Abh/ingigkeit auch durch 
die hier berechnete Funktion 1Ir m = 1/rm(Z ) in sehr guter N/iherung erfª wird. 

Bes t immung  der Energie 

Eine der wichtigsten Probleme des wellenmechanischen Atompro- 
blems ist die Bestimmung der Elektronenterme. Diese bestimmen n/imlich die 
Wellenl~inge der voto Atom emittierten elektromagnetischen Strahlung und 
info]gedessen das ganze optische und R6ntgenspektrum. Wie wir sp~iter zeigen 
werden, ist die hier angewandte Methode in der geschilderten Form zur Bestim- 
mung ron optischen Termen ungeeignet, doch lassen sich mit ihr die R~ntgen- 
terme leicht und mit einer genª Genauigkeit berechnen. 

Bei Berª der in den vorhergehenden Abschnitten gemachten 
Ausfª ist die Bestimmung der Energieterme eine einfache Aufgabe. 
Aus dem Ausdruck (6) ergibt sich, wenn die Formeln (1)und (10) in Betracht 
gezogen werden, dass 

Ze 2 e-~oxm Z*e 2 1 ~e2ao 
rT_0 . . . . . . . .  (25) 

r m 1 -[- AoX m r m 2 r 2 
m 

ist, oder, falls die Gleichungen (17) und (18) eingesetzt und die Glieder geordnet 
~ r 1 9 1  I i  ; 

Ze2 1 ~ xme-~~ (fz* + l f ~ ] } "  (26) 

Die Bestimmung der Energie kann danach mittels der Gleichungen (22) und (26) 
aus dem Ansatz (14) vorgenommen werden. Demgem~iss ist 

Ze 2 Ze  2 1 [ Xm e -A~ f z *  § f z  ] 
= - -  E(xm)  . . . .  (27) 

~ x~ ~l+Aoxm 

5* 
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Die Gleichung (27) ist - -  abgesehen vom Faktor Z/I,L -- eine universale Funktiort 
der Variablen x m, was die Berechnungen in hohem Grade erleichtert, da die 
Funktion E(xm) unabh/ingig von der Ordnungszahl in tabellarische Form 
gebracht und in den weiteren Berechnungen verwendet werden kann. Durch 
Heranziehung der Formel (19) wurde die Energie der ls-, 2p-, 3d- und 4f- 
Zustande als Funktion der Ordnungszahl bestimmt. Diese Energieterme sind 
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Abb. 5. Abh~ingigkeit der Energieterme der ls-, 2p-, 3d- und 4f-ElektroneD r o n  der Ordntmgszahl.  
-4- + + + �91 + + + + experimentelle R6ntgentermwer te  

nach der hier beschriebenen Methode berechnet  (auf Grund der 
Per turbat ionsrechnung korrigierte Werte)  

o o o o o o o o o o o o nach der Methode des ~,self-consistent fieldy berechnet  (ohne 
Berª  der Austauschenergie) 

aus der Rsntgenspektroskopie wohlbekannt und k0nnen auf Grund der charak- 
teristischen Strahlung der Elemente bestimmt werden. Die Energie der in den 
ls-, 2p-, 3d- und 4f-Zust~inden befindlichen Elektronen kann mit den Termen 
Ks, L n und Lss 1, Mlv und My, Nvs und NvH bzw. mit deren Mittelwerten gleich- 
gesetzt werden. Die Aufspaltung der L-, M- und  N-Terme ist das Ergebnis der 
voto Spin herrª Dublettaufspaltung. Beim u mit den empirischen 
Werten wurde deren arithmetischer Mittelwert als Wert ohne Spinaufspaltung 
angenommen. Die fª die R6ntgenterme gª charakteristischen Gesetz- 
miissigkeiten treten am klarsten zutage, wenn V-- e als Funktion der Ordnungs- 
zahl aufgetragen wird. Die in Abb. 5 mit Kreuzen bezeichnetela Punkte ent- 
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sprechen den auf Grund von r5ntgenspektroskopischen Messungen festgestelhen 
Termwerten [7], w/ihrend die Kreise die mit der Methode des ~~self-consistent 
field, ohne Berª der Austauschglieder berechneten l/L_ e Werte 
darstellen [8]. Die voll ausgezogene Linie zeigt das Ergebnis der mit der hier 
beschriebenen Methode durchgefª Berechnungen. Die • 
der theoretischen und experimentellen Werte ist als gut zu bezeichnen. 

Zu einem interessanten Vergleich bietet sich Gelegenheit, wenn clie Term- 
werte der ls-, 2p-, 3d- und 4f-Elektronen der Ca-, Fe-, W- und Hg-Atome einer 
Prª unterzegen werden. Aus den �87 field~~-Berechnungen von 
D. R. Hartree und IV. Hartree, sowie von Manning und Goldberg sind diese Ener- 
giš gleichfalls bekannt. Sie sind in Tabelle II angegeben, zusammen mit 
den auf Grund der hier beschriebenen Methode berechneten und gemessenen 
R6ntgentermwerten. Die nach den zwei Verfahren erhahenen Termwerte 
weichen weder voneinander noch von den experimentellen Werten wesentlich ab. 

Kritische Prª der Methode ; das Selbstpotentia! 

Ira Laufe der hier ent~• Methcde wurden mehrere N~herungen 
durchgefª Es erscheint daher geboten, nuvmehr die Gª dieser N/iherungen 
zu ª252 und sich ron ihrer Berechtigung zu ª 

1. Der erste N/iherungsschritt im Laufe der hier entwickelten Methode 
bestand darin, dass die reduzierte effektive Kernladung samtlicher Atome als 
universale Funktion avgenommen wurde, was -- wie auch aus Abb. 1 ersichtlich 

- -  nur approximativ der Wirklichkcit entspricht. Abweichungen ze'gen sich 
jedoch lediglich in den ausseren, vom Atomkern weit entfernten Gebieten. Diese 
Abweichungen bilden die Ursache fª den Umstand, dass diejenigen Eigen- 
funktionen und Energiewerte, bei deren Bestimmung diese Gebiete eine ent- 
scheidende Rolle spielen, weniger gut mit der Erfahrung ª als die 
inneren Teile. Immerhin sind die u besser, als wenn das Thomas- 
Fermische %(x) als reduzierte effektive Kernladung gew/ihlt worden w/ire, weil 
die h~er gew~ihlte reduzierte effektive Kernladung ein den wellenmechanischen 
Erfordernissen entsprecher~des exponentiales Verschwinden zeigt, w�91 
%(x) wie 1/x 3 im Unendlichen verschwindet. Eine Korrektion des hier begangenen 
Fehlers soll nicht vorgenommen werden, da es ja diese Vernachl/issigung war, 
die eine analytische Durchfª der Berechnungen und ihre Ausdehnung auf 
das periodische System ermfiglicht hatte. 

2. Der zweite N/iherungssehritt bestand in der Nichtberª des 
Umstandes, dass das mit dem vorher berechneten Zvq bestimmbare Potential 
auch das Potential des untersuchten Elektrons enthalt, und dass daher das 
Elektron gleichsam auf sich selbst eine Wirkung ausª Dieses Selbstpotential 
f/illt aro deutlichsten aro Rande des Atoms ins Gewicht, wo infolge dieses Fehlers 
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das Potential exponential verschwindet und nicht in e/r ª wie es seirt 
sollte. Dieses Selbstpotential beeinflusst die Elektronen in verschiedener 
Weise. Da das Elektron einer gr(isseren Abstossungskraft unterworfen ist, ver- 
schiebt sich das Maximum der Eigenfunktion in eine gr6ssere Entfernung voto 
Kern und weist natª auch eine lockerere Bindung auf, seine Energie wird 
also einen kleineren absoluten Wert haben als in der Wirklichkeit. 

Die aus dieser Selbstwechselwirkung des Elektrons stammende Energie 
des Elektrons kann durch eine Perturbationsrechnung berª und fol- 
gendermassen korrigiert werden. 

Die Coulombsche Energie des in einer Entfernung l~l(rl, t~l, q01) voto Kern 
befindlichen, mit 1 bezeichneten Elektrons und des in einer Entfernung t2(r~, 
82, ~~) voto Kern befindlichen, mit 2 bezeichneten Elektrons lautet 

E1 = ]1~1 -- 1:2l dv 1 dv~, (28) 

wo ~t die Eigenfunktion des Elektrons 1 und ~2 die des Elektrons 2 bedeutet,  
und wo die Integrale auf dem ganzen Raum auszudehnen sin& Die Berechnung 
der Integrale kann ohne Schwierigkeit erfolgen. Wenn man den Ausdruck (8) 
sowie die Gleichung 

1 ~~-~ ~,----+k (k lml)! r(b) k+l~kr(a) k n,ml . . . .  ,mi, = ~ ( k ~ l m l ) !  t c ~  tc~ eim(~l--~~)(29) 
ir1-t,~l 

k = 0  m ~ - - k  

anwendet, weiterhin in Betracht zieht, dass die Eigenfunktionen der zwei Elek- 
tronen ira gegebenen Fall miteinander ª ergibt sich 

ak F k , (30) # 

� 9 1  k = 0  

wo die Konstanten a k ira wesentlichen aus den Integralen der dreifachen Legen- 
dreschen Polynome zusammengesetzt werden k~innen und wo 

r ( a )  k 
F~ = ( 4 . ) '  j f '(~~)f~(r~) r(b-)k+i dr 1 dr 2 (31) 

O 0 

ist. In den Gleichungen (29) und (31) bezeichnet r(a) bzw. r(b) den kleineren 
bzw. den griisseren der beiden Werte r i und r z, wiihrend f ( r )  = r R ( r ) d e n  unter 
(11) definierten radialen Teil der Eigenfunktion darstellt. Die Konstanten a k 
wurden unter anderem auch ron Slater bestimmt, und fª sie von Gaunt eine 
analytische Formel eingefª [9]. Die hier benutzten Koeffizienten a k sind 
aus der Tabelle III  zu ersehen. F k kann nach partieller Integration in der Forro 

F k = 32= 2 } f'Z(r)rk dr j f 2 ( r ' ) r ' - k - i  dr' (32) 
0 r 
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geschrieben werden. Wird der Ausdruck (11) in die Gleichung (32) eingesetzt 
und die neue Integrationsvariable y = 2~/r eingefª so gelangt man zu 

Fk - 4"V ! 2n*+ke--y , } ' 2 n * - k - 1  - - y '  [(2n*)!12 y d~ . y e dy '  = ~c~k(n*) .  (33) 
0 

Der Ausdruck (33) kann sofort integriert und in geschlossener Forro angegeben 
werden, wenn die effektive Hauptquantenzahl n* eine ganze Zahl ist. Die hier 
ausgerechneten effektiven Hauptquantenzahlen sind aber von einigen Aus- 
nahmefMlen abgesehen nicht ganze Zahlen, und deshalb muss die in (33) ange- 
gebene Forro verwendet werden. 

3. Der in der hier beschriebenen Methode vorkommende dritte N/iherungs- 
schritt besteht darin, dass die Schr6dinger-Gleichung (9) anstatt  mit dem aus 
dem Ausdruck (6) berechenbaren Potential Zpe/r mittels der durch den Zusam- 
menhang (10) definierten Potentials ZOe/r gel6st wurde. Dieses approximiert 
an der Stelle r m des Maximums der radialen Dichte sehr gut das Potential 
Zpe/r  - -  der Funktionswert sowie die ersten und zweiten Differentialquotienten 
sind identisch -- doch kann die Abweichung in den ron r m entfernt liegenden 
Gebieten bedeutend sein. Besonders auffallend ist diese Abweichung an den 
nahe zum Kern gelegenen Gebieten, wo ZOe/r w ie  1Ir z, Zne/r  dagegen nur wie 
1/r unendlich wird. Aus der Gleichung (17) folgt, dass )~ immer positiv ist, und 
dass deshalb das sich ira N/iherungspotentialfeld ZOe/r bewegende Elektron 
sich ira allgemeinen n~iher zum Kern befinden wird, als es ohne diese Niiherung 
zu erwarten gewesen w~ire. Die ira Punkt 2. und 3. angefª N/iherungen 
heben sich zum Teil auf ; wodurch d~e Korrektion unbedeutend wird. 

Die letztere N/iherung soll hier mittels des Perturbationsverfahrens korri- 
giert werden. Der Perturbationsoperator ev kann wie folgt angesetzt werden : 

Z p e  o Zp~ _ Z e  e-Zo x Z*e 1 he Zo (34) 
- - e u  = . . . .  - - - -  - - -  

r r r 1 -4- A ,  x r 2 r 2 e 

Dies soll nun in eine Reihe an der Stelle rm, des Maximums der radialen 
Dichte des Elektrons, entwickelt werden. Da der Wert beider Potential~ sowie 
der ihrer ersten und zweiten Differentialquotienten an dieser Stelle miteinander 
ª erh/ilt man 

e v  = L { ~~(ev~) 1 (~ _ ,..)~ + ,_ [ ~'(ev) I ( , - -  ,m)' + . . . .  (3S) 
3!�90 Or a ]r=r m 4!L Or 4 Jr=r~ 
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Die Perturbationsenergie erster Ordnung lautet : 

t i  

et = f ~*e2v~ )dv = (36) 

_ _ e  2~03 vI e z [O'v l 
- -  31[0r z ]r=rm .f (r--rm)Z~*~odv ~- ~ l-Or41r=rm f(r--rm)4~p*~vdv ~- . . . .  

Die hier vorkommenden Integrale und Differentialquotienten k6nnen leicht 
ausgerechnet werden, fª jedoch zu langen Formeln, von deren Ver~ffent- 
lichung hier abgesehen wird. 

Bei Berª dieser Perturbation ergibt sich, dass bei denjenigen 
Atomen, bei denen die ls- und 2p-Elektronen eng an den Kern gebunden sind, 
die ira Punkt 2. und 3. erw~ihnten N~iherungen einander fast vollstandig kompen- 
sieren, w~ihrend bei den lockerer gebundenen Elektronen die StSrungsenergie 
der dritten N~iherung ihrem Betrage nach die der zweiten ª 
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TABELLE I 

Einige fª das I-Ig-Atom berechnete Werte der reduzierten effektiven Kcrnlad ung 

zp/z zp/z = 
x nach Hartree ~ e-Ÿ 1 ~ Aox) 

0,19 
0,517 
1,295 
2,32 
3,52 
4,9 
7,45 
9,6 

15,0 

0,794 
0,595 
0,345 
0,1879 
0,1134 
0,0678 
0,0289 
0,0161 
0,005 

0,801 
O,592 
0,339 
0,1905 
0,1140 
0,0680 
0,0297 
0,0162 
0,0026 
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EIGEITWERTE~ VO~ ATOMELEKTRONEI~ I.  

TABELLE II 

Energieterme des R6ntgenspektrums der Ca-, Fe-, W- und I-Ig-Atome 

K 
experimentelle Werte . . . . .  
hier berechnet  . . . . . . . . . . .  
nach Hartree . . . . . . . . . . . .  

Ca 

148,7 
143,2 
149,2 

Fe 

261,95 
254,6 
261,6 

W 

2560,15 
2357,0 
2382,0 

Hg 

3057,95 
2780,2 
2776,5 

L l l ,  111 
experimentelle Werte . . . . .  
hier bereclmet . . . . . . . . . . .  
nach Hartree . . . . . . . . . . . .  

12,825 
13,3 
12,795 

26,35 
27,3 
26,51 

400,25 
381,0 
370,25 

487,98 
452,8 
446,0 

MIV, V 

.I'~'VI, Vi l  

experimentelle Werte . . . . .  
hier bereehnet  . . . . . . . . . . .  
nacIa Hartree . . . . . . . . . . . .  

experimentelle Werte . . . . .  
hier berechnet . . . . . . . . . . .  
nach Hartree . . . . . . . . . . . .  

0,155? 
0,658 
0,7578 

67,53 
66,2 
67,75 

1,99 
1,863 
1,689 

86,32 
84,5 
85,25 

3,675 
4,295 
4,194 

TABELLE III  

Imtl Imf[ k = 0  2 4 6 

f 

0 0 
1 1 
1 0 
0 0 

1 

1 1/25 
1 - 2  
1 4 

4/49 
- - 2  
- - 4  

1 
2 
4 

25/225 
0 

- -15  
- -20  

0 
0 
0 
9 

12 
16 

1/441 
- - 4  

6 
16 

- -24  
36 

9/1089 
- -21  

3 
18 
49 

- -  7 

- -42  
1 

6 
36 

1/736164 
- -  6 

15 
20 
36 

- -  90 
12O 
225 

- -300 
4O0 
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A H A J I H T H q E C K H F I  METO,R ~3I~ l  H P H B . r I H ) I ( E H H O F O  O I I P E ~ E . , q E H H ~ I  

C O B C T B E H H b l X  dPYHKIAHI~I H 3HEPFHITI  3 . r I E K T P O H O B  A T O M O B  

P. F a m n a p  

P E 3 I O M E  

HepBaa  qaCTb CTaTbH 3aHHMaeTcfl gcc~e~oBaHHeM IIOTeHIIHaYIOB, onpe~e~eHHb~X IlpH 
IIOMOII[H MeT0�91 caMocor~acoBaHHOrO no~~,  Ja 0606IIIeHHebi HX Ha Bce 3~eMeHTbl nepH0~HqecK0/Ÿ 
c n c T e ~ ~ .  B cra~he iioKa3~tBaeTcg, qTO npHBe~eHnuiŸ 3(~~peKTHBHbIi~ 3ap~~ ~~ep  He~Tpa~bHblX 
aTO~IOB - -  Hcno3Ih3y~l npHH~~I, Ie o6oaHaqeHHsl - -  Zp/Z gB3me~c~ c xopomHM npH6JIH~eHBe~ y Hl�91 
Bepea31bHoi~ (HeaaaHcnMo¡ OT n o p a ~ K o r o  Ho~.epa) ~ y H K u n e ¡  MecTa, e can  paccToaHne OT aTO~- 
nOtO a~Ipa/~ = 0 ,8853a  o Z ~la ~aMep~ercfl  y p a a n u x  aroMoa paanr237 e~nHmlei~. YnnBepca~bH~ 
~ y u u u n a  ~ o ~ e T  Oaxb x o p o m o  a n n p o ~ c n ~ n p o ~ a H a  T a ~ ~ e  c aHaanTnqecunM ~ u p a ~ e H n e ~  
npocToro  ~n~la. O~HO na  BOa~O~HUX npH~eHeHn¡ ~ u m e y ~ a a a H H o r o  p e a y z b r a T a  COCTO~T B 
ro~ ,  qTo oT~p~,maeTca BOa~O~HOCTb onpe~le~~tTb x o p o m n e  ~ c x o ~ n u e  noTeHtmaz~~ ~ a a  pacqe-  
TO• n p n  not~omn ~eTo~a ca~oco raacoBaHnoro  n o v a .  YHnBepca~bH~iŸ npn~e~IenHuiŸ a ~ e p n u ¡  
a a p a ~  oco6eHno B ana~nTnqec~o iŸ ~opMe, ~leaaeT aOa~O~HU~ T a ~ ~ e  onpe~e3xeHne nocpe~-  
CTBOM pacqeToB ~O3~HCBO¡ ~ e x a H u ~ n  B a ~ n u x  nOCTOflHHmX aTOMHOi~ ~I~3H~H ~.~fl Bcex a3~e~eH- 
TOB nepno~mqec~o¡  cncTe~u .  Bo BTOpr237 qacTn cTa~bn O~UH ~eTo~ Pa3eTTn ucno~bayeTc~  ~Iafl 
p e m e n g n  O~HOa3~e~TpOHHOrO ypaaHeHg~  I I IpeanHrepa  n paam4Bae~cg ~a~bme  Ta~nM o6paaoM, 
qTO OT~pb~~acb aOa~O~HOCTb aHa3mTnqecRoro onpe~Ie~eHng CO6CTaenHb~X ~ y H m m i Ÿ  n a n e p r ~ ¡  
o~eKTpOHOB acex  a~e~eHTOa B COCTOaHnn S, p, d H [ c nan6o3~ee r~y6o~o iŸ  aHeprnei~. AaTop 
c p a a H n ~  aTn CO6CTaeHHUe ~ y H ~ u n n  C CO6CTaeuHuMn ~ y H ~ U n a ~ n ,  onpe~e~eHHu~I~ n p n  no -  
~ o m n  no~yaMnHpnqec~oro  MeTo~a CaeTepa .  Onpene~teHnue n p n  noMomn aToro MeTona PeHT- 
r e H o a u e  T e p ~ u  x o p o m o  coana~a~oT c n a ~ e p e a H u ~ n  n T e p ~ a ~ n  paccqHTaHHb~~U nO aeTo~Iy 
CaMOCOrdIaCOBaHHOFO II O3I~I. 


