UBER DIE GRUPPIERUNG DER ELEKTRONEN
NACH DER HAUPTQUANTENZAHL
IN DER STATISTISCHEN THEORIE DES ATOMS

Von
P. GOMBAS

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT FUR TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST

(Eingegangen 2. XII. 1955.)

Auf Grund der in zwei vorangehenden Arbeiten vom Verfasser vorgenommenen Ein-
teilung des Impulsraumes durch konzentrische Kugelflichen in Kugelschalen von gleicher
Dicke wird das Paulische Besetzungsverbot durch eine neue Form des Zusatzpotentials ersetzt,
das mit einem von Slater eingefiihrten vereinfachten Potential in einfacher Beziehung steht.
Mit Hilfe dieser Beziehung lidsst sich die mit Kugelflichen vorgenommene Einteilung des
Impulsraumes verfeinern, wobei man dem empirischen Befund, dass die Besetzung von Zu-
stinden mit kleiner Nebenquantenzahl gegeniiber von Zustiinden mit grosser Nebenquanten-
zahl bevorzugt wird, ohne jeder Zusatzhypothese Rechnung tragen kann.

In einer vorangehenden Arbeit! wurde vom Verfasser in die sta-
tistische Theorie des Atoms eine neue kinetische Energiekorrektion einge-
fithrt, die darauf beruht, dass bei Beriicksichtigung der Weizsickerschen Kor-
rektion die kinetische Selbstenergie? der freien Elektronen in Abzug zu brin-
gen ist. Diese wurde auf Grund einer Einteilung des Impulsraumes berechnet,
die darin besteht, dass wir in der Entfernung r vom Atomkern die Impulskugel
durch konzentrische Kugelflichén vom Radius

h
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in Kugelschalen von der Dicke
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einteilen, wo h die Plancksche Konstante bezeichnet. Die ganze Zahl n entspricht
der Hauptquantenzahl und es befinden sich vom Zentrum der Impulskugel
nach aussen hin fortschreitend in den aufeinander folgenden Kugelschalen
die Elektronen mit der Hauptquantenzahl n =1, 2, 3,

Unser Ziel ist zunidchst die mittlere kinetische Energie eines Elektrons
festzustellen und hieraus — ganz dhnlich wie in zwei vorangehenden Arbei-

1 P. Gombds,Acta Phys. Hung. 3, 127, 1953.
2 Niheres hieriiber findet man in den Arbeiten P. Gombds, Acta Phys. Hung. 3, 105,
19535 3, 127, 1953, sowie in der Arbeit P. Gombds, Ann. d. Phys. im Erscheinen.
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ten® — ein nicht-klassisches Abstossungspotential herzuleiten, das das
Besetzungsverbot der energetisch tiefer liegenden vollbesetzten Elektronen-
zustinde zu ersetzen vermag. Da dieses Abstossungspotential immer in der
Schrédinger-Gleichung zur Anwendung gelangt, in der der radiale Anteil der
kinetischen Selbstenergie des Elektrons schon in Betracht gezogen ist, miissen
wir hier in der zu berechnenden mittleren kinetischen Energie des Elektrons
den radialen Anteil der Selbstenergie in Abzug bringen.

Die mittlere kinetische Energie eines Elektrons in der n-ten Kugelschale,
d. h. eines Elektrons mit der Hauptquantenzahl n betrigt

1
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Die mittlere kinetische Selbstenergie des Elektrons in der n-ten Kugelschale

wird also?
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Der radiale Anteil dieser Energie betrigtd ? us. Man erhilt also fiir die durch

den radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie reduzierte mittlere kinetische
Energie eines Elektrons in der n-ten Kugelschale

2 1 1 ¢ 1 1
u=— —|pn_yi'+ -=pe — —Pphi- 4
3 Zm(P 1’Jrzl’]?L3 om P! *)

Hier stellt das erste Glied auf der rechten Seite den azimutalen und das zweite
den durch die Selbstenergie reduzierten radialen Anteil der mittleren kinetischen
Energie des Elektrons in der n-ten Kugelschale dar. Mit Riicksicht auf (1)
ldsst sich u in folgender Form schreiben
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wo e die positive Elementarladung und g, den ersten Bohrschen Wasserstoff-
radius bezeichnet. u ist die Mindestenergie, die man dem Elektron zufiihren

3 P. Gombds, ZS. f. Phys. 118, 164, 1941 und Acta Phys. Hung. 1, 285, 1952.

¢ Man vgl. hierzu P. Gombds, Acta Phys. Hung. 3, 105, 1953 ; 3, 127, 1953, weiter-
hin die Arbeit P. Gombds, Ann. d. Phys.im Erscheinen.

5 Man vgl. hierzu P. Gombds, Ann. d. Phys. im Erscheinen sowie die voranstehende
Arbeit des Verfassers im vorliegenden Heft.
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muss, um es in der n-ten Kugelschale, d. h. in einem Quantenzustand mit der
Hauptquantenzahl r unterzubringen.

Dies bedeutet, dass auf das Elektron, falls man es in einem Quanten-
zustand mit der Hauptquantenzahl n unterbringen will, zufolge des Paulischen
Besetzungsverbotes der energetisch tiefer liegenden vollbesetzten Quanten-
zustinde das nicht-klassische Abstossungspotential

P:—%mﬁgk—%r+%m-nﬂ% @

wirkt. Dieses Potential hat eine ganz dhnliche Bedeutung wie die in zwei friihe-
ren Arbeiten® hergeleiteten Zusatzpotentiale F; und G,. Das Potential P gibt
jedoch eine weniger gute Niherung als die Potentiale F; und G, wie dies auch
in der Abhingigkeit von r zum Ausdruck kommt,als eine natiirliche Folge der
zugrunde gelegten groben Annahmen.

Energieniveaus von Atomen konnen gerade so wie im Falle der Zusatz-
potentiale F;und G, in der Weise berechnet werden,dass man das elektrostatische
Potential V' des Atoms durch das Zusatzpotential P erginzt, d. h. der Berech-
nung das modifizierte Potential

®=V+LP (7)

zugrunde legt, wodurch man von der Orthogonalisierung der Eigenfunktion
auf die energetiéch tiefer liegenden Elektronenzustinde frei wird. Dies bedeutet,
dass man im modifizierten Potential @ den energetisch absolut tiefsten Zustand
des Elektrons zu bestimmen hat.

Wir wollen nun @ mit dem von Slater” eingefithrien Potential ver-
gleichen, das den von ihm angegebenen vereinfachten Eigenfunktionen zugrunde
liegt. Dieses hat folgende Gestalt

o, Z=pe 1, mtE*—1) (8)

r 2 r?

wo Z die Ordnungszahl, ¥ eine Abschirmungskonstante und n* eine effektive
Hauptquantenzahl bezeichnet. Die Werte von n* sind in der Tabelle 1 angege-
ben, beziiglich ¥ verweisen wir auf die Originalarbeit. Das erste Glied auf der
rechten Seite von (8) ist der elektrostatische Anteil des Potentials, dem in (7)
V entspricht, das zweite Glied auf der rechten Seite in (8), das ein Abstossungs-
potential darstellt, entspricht dem Abstossungspotential P in (7). Da beide auf

Gombds, Z8. f. Phys. 118, 164, 1941 und Acta Phys. Hung. 1, 285, 1952.

6 p,
7 J. C. Slater, Phys. Rev. 36, 57, 1930.

10 Acta Physica V4
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dieselbe Weise von r abhiingen, konnen wir die beiden Glieder sehr einfach
vergleichen. Hierzu schreiben wir P in derselben Gestalt wie das entsprechende
Slatersche Glied, wir schreiben also

d. h. wir setzen
2 1)\2 1
n(n —D="|n—-"| +-=(n—1)2 10
=1~ 2] =) (10)
Hieraus ergibt sich
1 4 31172
n=—+4+|n*— —n+ — . 11
2 ( 3 4) (1)

Wir kénnen nun n’ ebenfalls als eine effektive Hauptquantenzahl betrach-
ten und diese mit der Slaterschen effektiven Hauptquantenzahl n* vergleichen.
Die aus (11) fiir die verschiedenen Werte der wahren Hauptquantenzahl n
berechneten Werte fiir n’ sind zusammen mit n* in der Tabelle.1 angegeben.

TABELLE 1

Wahre Hauptquantenzahl ' 1 2 3 4 5 6
!

l
Effektive Hauptquantenzahl n’ ................ ‘ L,15 1,94 290 3,88 4,87 5,86
\ 1 2 3 3,7 4,0 4,2

Wie aus einem Vergleich der effektiven Hauptquantenzahlen n’ und n*
zu sehen ist, stimmen diese bis zu n = 4 sehr gut iiberein, fiir n 2> 5 ist n’ bedeu-
tend grosser als n*. Letzteres ist auf zwei Ursachen zuriickzufithren. Erstens
diirfte fur grosse n, d. h. fiir schwere Atome der elektrostatische Anteil des
Slaterschen Naherungspotentials @; — zufolge der mit wachsendem n zuneh-
menden Unbestimmtheit der Abschirmungskonstante ¥ — mit einem Fehler
behaftet sein, der durch das Abstossungsglied kompensiert wird, was bedeutet,
dass mit wachsendem n eine entsprechende Ungenauigkeit in den Werten von
n* auftritt. Zweitens ist der Unterschied zwischen n’ und n* darauf zuriick-
zufithren, dass in unserem Abstossungspotential dem Umstand, dass die Bese-
tzung von Elektronenzustinden mit grosser Hauptquantenzahl und kleiner
Nebenquantenzahl gegeniiber von Zustinden mit kleiner Hauptquantenzahl
und grosser Nebenquantenzahl bevorzugt wird, nicht Rechnung getragen wird,
wihrend dies bei Slater durch eine mit wachsendem n steigende Reduktion von
n* gegeniiber n beriicksichtigt ist.

Wenn man nun annimmt, dass die Slaterschen n*-Werte richtig sind,
so lisst sich der ganze Gedankengang umdrehen und man kann dann hiervon

Slatersche effektive Hauptquantenzahl n* ......
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ausgehend auf die Einteilung des Impulsraumes weitere Schlusse ziehen. Fiir
die Werte n = 1, 2, 3 und 4, fiir die n* mit n’ gut iibereinstimmt, sind die Kugel-
flichen, mit denen der Impulsraum auf Grund der Slaterschen effektiven
Hauptquantenzahlen n* eingeteilt werden kann, praktisch dieselben wic die
eingangs von uns gewihlten, deren Radien durch (1) gegeben sind. Fir n > 4
werden jedoch bei Zugrundelegung der Slaterschen n*-Werte die von uns

Fig. 7. Zur Einteilung des Impulsraumes.

gewihlten Kugelflichen abgedndert. Aus dem Anwachsen der Differenz n'—n*
mit wachsendem n folgt, dass sich die Impulskugelschalen fiir n > 4 mit wach-
sendem n verschmilern. Eine Verschmilerung in Richtung des azimutalen
Impulses kann jedoch nicht stattfinden, da fiir einen vorgegebenen Wert der
Nebenquantenzahl [ die azimutale Impulskomponente am Ort r durch die
Bedingung

h

rp = [l-}-%);t (12)

festgelegt ist, wo wir gemiss dem iiblichen Kompromiss zwischen der Wellen-
mechanik und der halbklassischen Betrachtungsweise [[(I 4 1)]'* durch

1
!+ 2 ersetzten. Aus (12} folgt

10*
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p; ist also der algebraische Mittelwert der Radien (1) der von uns gewihlten
Kugelschalen; in Richtung des azimutalen Impulses kann demnach eine Verschmii-
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Fig. 2. Verlauf des Quadrates der mit r multiplizierten radialen Eigenfunktion des 4s-Zustandes
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fiir Hg nach Hartree; r in ay-, R%r% in — -Einheiten.
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lerung der Kugelschalen, d. h. eine Kiirzung der Radien der Kugelflichen (1)
keinesfalls vorgenommen werden. Eine Verschmilerung der Impulskugelschalen
kann daher nur in Richtung der radialen Impulskomponente stattfinden. Bei
Zugrundelegung der Slaterschen effektiven Hauptquantenzahl n* werden also
oberhalb n = 4 die Impulskugelflichen in der radialen Richtung abgeplattet
und zwar umso stirker je griosser n ist. Die Verhiltnisse sind ohne Riicksicht
auf quantitative Zusammenhinge schematisch in Fig. 1 dargestellt, in der
entlang eines Meridians ein Querschnitt der Impulskugel und der einteilenden
Kugelflichen, bzw. abgeplatteten Kugelflichen veranschaulicht ist. Das Sla-
tersche Abstossungspotential ist dann als ein entsprechender Mittelwert in den
abgeplatteten Kugelschalen zu betrachten.
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Diese Impulsraumeinteilung entspricht dem empirischen Befund, dass die
Besetzung von Elektronenzustinden mit kleiner Nebenquantenzahl gegeniiber
von Zustinden mit grosser Nebenquantenzahl bevorzugt wird.

Die Ursache dessen diirfte darin zu suchen sein, dass fiir eine vorgegebene
Hauptquantenzahl die radialen Teile der Eigenfunktionen von Quantenzu-
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Fig. 3. Verlauf des Quadrates der mit r multiplizierten radialen Eigenfunktion des 4 f-Zustandes
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stinden mit kleiner Nebenquantenzahl im Verhiltnis zu Zustinden mit grosser
Nebenquantenzahl also z. B. fiir die Zustinde 4s und 4f eines Atoms einen
wesentlichen Unterschied aufweisen. Das Quadrat des mit r multiplizierten
radialen Teils R der Eigenfunktion dieser Zustiinde fiir das Hg-Atom® als Funk-
tion von rist in den Figuren 2 und 3 veranschaulicht. Wihrend im Falle des 4s-
Zustandes -— zufolge der Orthogonalitdtsbedingungen des radialen Anteils
der 4s-Eigenfunktion auf die radialen Is-, 2s- und 3s-Eigenfunktionen — im
inneren des Atoms Nebenmaxima auftreten, ist dies beim 4f-Zustand nicht der
Fall, da dies der energetisch tiefste f-Zustand ist. Zufolge dieser Nebenmaxima
besitzt das Elektron im 4s-Zustand im inneren des Atoms eine bedeutend
grissere Aufenthaltswahrscheinlichkeit als im 4f-Zustand. Hieraus folgt, dass
die Energie des 4s-Zustandes tiefer liegt als die des 4f-Zustandes, d. h. dass die
Besetzung des 4s-Zustandes gegeniiber der des 4f-Zustandes bevorzugt wird.
Dies kommt sehr anschaulich in der in Fig. 1 dargestellten Impulsraumein-
teilung zum Ausdruck.

8 Nach D. R. Hartree, Proc. Raoy. Soc. London (A) 149, 210, 1935.
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Zusammenfassend lidsst sich feststellen, dass einerseits durch das von
Slater eingefithrte und dem empirischen Befund angepasste Niherungspoten-
tial (8) unsere in zwei vorangehenden Arbeiten vorgenommene Impulsraum-
einteilung gut unterstiitzt wird und andererseits mit Hilfe des Slaterschen Poten-
tials die Impulsraumeinteilung weiter verfeinert werden kann und zwar in einer
Weise, die der Bevorzugung der Besetzung von Elektronenzustinden mit kleiner
Nebenquantenzahl gegeniiber von Zustinden mit grosser Nebenquantenzahl
ohne Zusatzhypothesen Rechnung trigt.

O TPYIITHMPOBKE 3JIEKTPOHOB IO NTABHOMY KBAHTOBOMY YWCITY
B TEOPHM CTATUCTUUYECKOH MOJAEJIV ATOMA

. TOMBALI
Peswme

Ha ocuose pasgenexust $a3oBoro npocTpaHcTBa HMIYIbCOB PABHOOTCTOSIMMYU KOH
UEHTPUULCKUMHU CHEPUYECKUMHM TOBEPXHOCTAMM, MPEANOIOMEHHBIMA B ABYX MNpPELbULYLHX
pajdoTax aBTopa, 3AMEHsIETCSt NpaBusio 3anosnHeHust [layau HEKOTOpoH HOBOU (opmoil Komoa-
HHUTEABHOTO MOTEHUMANA, KOTOPAST HAXOMUTCS B HPOCTOM COOTHOMICHHY C YNPOLEHHLIM HOTEH-~
unanom, BeefeHHbM Cnatepom. C MOMOIIGI0 3TOr0 COOTHOWCHUST pa3jeneHue (asosoro mpo-
CTPAHCTBA MMIYJIbCOB CHEPUUECKUMI TIOBEPXHOCTSAMH MOXKHO CAEnaTb 00JIe€ TOHKMM, MTAK
6e30 BCSIKOI IOMOHUTESIBHOR THUIOTE3bl OOBSICHSIETCS IKCTIEPUMEHTANLHBIA GAKT, YTO 3amn0-
HEHHE COCTOSHUHA ¢ GOMbIIMMY TIaBHBIMM KBAHTOBBIMH YMC/IAMM W MAJBIMH OPOMTAJIBHLIMM
KBAHTOBBIMU YKC/1aMK §0J1€€ BLITOAHO, YeM 3ATIONHEHME COCTOSIHUI C MANBIMU TJIABHLIMM KBAaH-
TOBBIMH YUCAAMH M GOMbIUMMH OOPHTASIBHBIMM KBAHTOBBLIMH UMCIAMH.



