
•  DIE GRUPPIERUNG DER ELEKTRONEN 
NACH DER HAUPTQUANTENZAHL 

IN DER STATISTISCHEN THEORIE DES ATOMS 

V o n  

P. GOMB�93 

PHYSIKALISCHES INSTITUT DER UNIVER$IT~,T FC~R TECHNISCHE WISSENSCHAFTEN, BUDAPEST 

(Eingegangen 2. XII.  1955.) 

Auf Grund der in zwei vorangehenden Arbeiten vom Verfasser vorgenommenen Ein- 
teilung des hnpulsraumes durch konzentrische Kugelfl~ichen in Kugelsehalen von gleicher 
Dicke wird das Paulische Besetzungsverbot durch eine neue Forro des Zusatzpotentials ersetzt, 
das mit einem ron Slater eingefª vereinfachten Potential in einfacher Beziehung steht. 
Mit Hilfe dieser Beziehung l~isst sich die mit Kugelfl~ichen vorgenommene Einteilung des 
Impulsraumes verfeinern, wobei man dem empirischen Befund, dass die Besetzung ron Zu- 
stiinden mit kleiner Nebenquantenzahl gegenª ron Zustiinden mit grosser Nebenquanten- 
zahl bevorzugt wird, ohne jeder Zusatzhypothese t~echnung tragen kann. 

I n  e ine r  v o r a n g e h e n d e n  A r b e i t  1 w u r d e  ,com Ver fasse r  in d ie  s t a -  

t i s t i s c h e  Theor i e  des  A t o m s  e ine  neue  k i n e t i s c h e  E n e r g i e k o r r e k t i o n  e inge-  

f ª  d ie  d a r a u f  b e r u h t ,  da s s  be i  B e r ª  de r  We iz s i i cke r schen  K o r -  

r e k t i o n  die  k ine t i s che  Se lb s t ene rg i e  2 de r  f re ien  E l e k t r o n e n  in A b z u g  zu b r i n -  

gen  is t .  Diese  w u r d e  a u f  G r u n d  e ine r  E i n t e i l u n g  des  I m p u l s r a u m e s  b e r e c h n e t ,  

d ie  d a r i n  b e s t e h t ,  das s  w i r  in de r  E n t f e r n u n g  r vo to  A t o m k e r n  d ie  I m p u l s k u g e I  

d u r c h  k o n z e n t r i s c h e  Kugelf l~ich6n v o m  R a d i u s  

h 
P n  = n p ~  = n - -  (1) 

2~ r  
in  K u g e l s c h a l e n  r o n  d e r  D i c k e  

h 
p~ = - -  (2) 

2~rr 

e i n t e i l en ,  wo h die  P l a n c k s c h e  K o n s t a n t e  b e z e i c h n e t .  Die  ganze  Z a h l  n e n t s p r i c h t  

d e r  H a u p t q u a n t e n z a h l  u n d  es b e f i n d e n  s ich vo to  Z e n t r u m  d e r  I m p u l s k u g e l  

n a c h  aussen  h in  f o r t s c h r e i t e n d  in  den  a u f e i n a n d e r  fo lgenden  K u g e l s c h a l e n  

d ie  E l e k t r o n e n  m i t  d e r  H a u p t q u a n t e n z a h l  n = 1, 2, 3 . . . . .  

U n s e r  Ziel  i s t  zun / i chs t  d ie  m i t t l e r e  k i n e t i s c h e  E n e r g i e  e ines  E l e k t r o n s  

f e s t z u s t e l l e n  u n d  h i e r a u s  - -  ganz  / ihnl ich wie  in  zwei  v o r a n g e h e n d e n  A r b e i -  

1 P .  G o m b •  Phys. Hung. 3, 127, 1953. 
2 N~heres hierª findet man in den Arbeiten P .  G o m b •  Acta Phys. Hung. 3, 105, 

1953 ; 3, 127, 1953, sowie in der Arbeit P .  G o m b •  Ann. d. Phys. ira Erscheinen. 
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ten 3 -- ein nicht-klassisches Abstossungspotential herzuleiten, das das 
Besetzungsverbot der energetisch tiefer liegenden vollbesetzten Elektronen- 
zust~inde zu ersetzen vermag. Da dieses Abstossungsp0tential immer in der 
SchrSdinger-Gleichung zur Anwendung gelangt, in der der radiale Anteil der 
kinetischen Selbstenergie des Elektrons schon in Betracht gezogen ist, mª 
wir hier in der zu berechnenden mittleren kinetischen Energie des Elektrons 
den radialen Anteil der Selbstenergie in Abzug bringen. 

Die mittlere kinetische Energie eines Elektrons in der n-ten Kugelschale, 
d. h. eines Elektrons mit der Hauptquantenzahl  n betriigt 

x I , )2  
2 m  p n - 1  + ~ p ~  �9 

Die mittlere kinetische Selbstenergie des Elektrons in der n-ten Kugelschale 
wird also 4 

i ( 1 ) 2  1 2  
u, = 2m p , - 1  + 2 p ~  - -  ~ m P n - I  �9 (3) 

1 
Der radiale Anteil dieser Energie betr/igt 5 �91 Us. Man erh~ilt also fª die durch 

den radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie reduzierte mittlere kinetische 
Energie eines Elektrons in der n-ten Kugelschale 

2 1 {p 1 1 2  1 1 u -  ~ - l Ÿ  p~ + - - - - p L , .  (4) 
3 2m 2 " 3 2m 

Hier stellt das erste Glied auf der rechten Seite den azimutalen und das zweite 
den durch die Selbstenergie reduzierten radialen Anteil der mittleren kinetischen 
Energie des Elektrons in der n-ten Kugelschale dar. Mit Rª auf (1) 
liisst sich u in folgender Forro schreiben 

h ~ I 2 ( 1]~  I ( n _ l ) 2 ]  1 1 e20012{1 z 1 } 2 _ j _  
u - -  8 ~  2 m 3 n - -  + 3- r 2 - -  2 

wo e die positive Elementarladung und a 0 den ersten Bohrschen Wasserstoff- 
radius bezeichnet, u ist die Mindestenergie, die man dem Elektron zufª 

z p. Gomb• ZS. L Phys. 118, 164, 1941 und Acta Phys. Hung. 1, 285, 1952. 
4 Man vgl. hierzu P. Gomb• Acta Phys. Hung. 3, 105, 1953 ; 3, 127, 1953, weiter- 

hin die Arbeit P. Gomb• Ann. d. Phys. ira Erscheinen. 
s Man vgl. hierzu P. Gomb• Ann. d. Phys. ira Erscheinen so~~ie die voranstehende 

Arbeit des Verfasscrs ira vorliegenden Heft. 
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muss, um es in der n-ten Kugelschale, d. h. in einem Quantenzustand mit der 
I-Iauptquantenzahl n unterzubringen. 

Dies bedeutet, dass auf das Elektron, falls man es in einem Quanten- 
zustand mit der Hauptquantenzahl n unterbringen will, zufolge des Paulischen 
Besetzungsverbotes der energetisch tiefer liegenden vollbesetzten Quanten- 
zust~inde das nicht-klassische Abstossungspotential 

-- 1 - -  1 ( n - - 1 ) 2 ] ~ ~  (6) P ~ eao[2[ n 1 1 2 _ f _ ~  

wirkt. Dieses Potential hat  eine ganz/ihnliche Bedeutung wie die in zwei frª 
ten Arbeiten e hergeleiteten Zusatzpotentiale Fi und Gz. Das Potential P gibt 
jedoch eine weniger gute N/iherung als die Potentiale Fi und Gr, wie dies auch 
in der Abh/ingigkeit von r zum Ausdruck kommt, als eine natª Folge der 
zugrunde gelegten groben Annahmen. 

Energieniveaus von Atomen k~nnen gerade so wie im Falle der Zusatz- 
potentiale Fi und Gr in der Weise berechnet werden, dass man das elektrostatische 
Potential V des Atoms durch das Zusatzpotential P erg~inzt, d. h. der Berech- 
nung das modifizierte Potential 

~ =  v + p  (7) 

zugrunde legt, wodurch man von der Orthogonalisierung der Eigenfunktion 
auf  die energetisch tiefer liegenden Elektronenzust/inde frei wir�91 Dies bedeutet, 
dass man ira modifizierten Potential �9 den energetisch absolut tiefsten Zustand 
des Elektrons zu bestimmen hat. 

Wir wollen nun q~ mit dem von Slater 7 eingefª Potential ver- 
gleichen, das den von ihm angegebenen vereinfachten Eigenfunktionen zugrunde 
liegt. Dieses hat folgende Gestalt 

q5 s (Z -- y) e 1 n* (n* -- 1) 
- -  - -  e a  o , (8) 

r 2 r ~ 

wo Z die Ordnungszahl, y eine Abschirmungskonstante und n* eine effektive 
Hauptquantenzahl bezeichnet. Die Werte von n* sind in der Tabelle 1 angege- 
ben, bezª ~ verweisen wir auf die Originalarbeit. Das erste Glied auf der 
rechten Seite von (8) ist der elektrostatische Anteil des Potentials, dem in (7) 
V entspricht, das zweite Glied auf der rechten Seite in (8), das ein Abstossungs- 
potential darstellt, entspricht dem Abstossungspotential P in (7). Da beide auf 

e p .  Gomb• ZS. f. Phys. 118, 164, 1941 und Acta Phys. Hung. 1, 285, 1952. 
7 j .  C. Slater, Phys. Rey. 36, 57, 1930. 

| 0  Acta Physica V/4 
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dieselbe Weise von r abhiingen, k6nnen wir die beiden Glieder sehr einfach 
vergleichen. I-Iierzu schreiben wir P in derselben Gestal t  wie das entsprechende 
Slatersche Glied, wir schreiben also 

d. h. wir setzen 

Hieraus ergibt  sich 

p = 1 n '  (n' - -  1) 
- -  - -  eao - - ,  (9) 

2 r 2 

2 i ~/~~ 1 , ~  1/, n ' ( n ' - -  1) = - ~ -  n - -  3 (10) 

n' 1 -t-{n 2 4 31112 . . . .  n § . (11) 
2 3 

Wir k6nnen nun n' ebenfalls als eine effektive I-Iauptquantenzahl  bet rach-  
ten und diese mit  der Slaterschen effekt iven Haup tquan tenzah l  n* vergleichen. 
Die aus (11) f ª  die verschiedenen Werte  der wahren t Iaup tquan tenzah l  n 
berechneten Werte  fª  n' sind zusammen mit  n* in der Tabelle,1 angegeben. 

TABELLE 1 

Wahre Hauptquantenzahl 1 2 3 4 5 6 

Effektive Hauptquantenzahl n ' .  . . . . . . . . . . . . . . .  
Slatersche effektive Hauptquantenzahl n* . . . . . .  

1,15 1 ,94  2 ,90 3,88 4,87 5,86 
1 2 3 3,7 4,0 4,2 

Wie aus einem Vergleich der effektiven Haup tquan tenzah len  n' und n* 
zu sehen ist, s t immen diese bis zu n = 4 sehr gut ª  f ª  n ~ 5 ist n' bedeu-  
tend  gr6sser als n*. Letzteres  ist  auf  zwei Ursachen zurª252 Ers tens  
dª  f ª  grosse n, d. h. f ª  schwere Atome der elektrostat ische Anteil des 
Slaterschen N~iherungspotentials ~s - -  zufolge der mit  wachsendem n zuneh- 
menden  Unbes t immthe i t  der Abschirmungskonstante  9/ - -  mi t  einem Fehler  
behaf te t  sein, der durch das Abstossungsglied kompensier t  wird, was bedeute t ,  
dass mit  wachsendem n eine entsprechende Ungenauigkei t  in den Werten r o n  
n* auf t r i t t .  Zweitens ist der Unterschied zwischen n' und n* da rau f  zurª  
zufª  dass in unserem Abstossungspotent ial  dem Umstand ,  dass die Bese- 
tzung von Elektronenzust~inden mi t  grosser Haup tquan t enzah l  und kleiner 
Nebenquantenzahl  gegenª r o n  Zust~inden mit  kleiner l : Iauptquantenzahl  
und grosser Nebenquantenzahl  bevorzugt  wird, nicht Rechnung  getragen wird,  
w/ihrend dies bei Slater durch eine mit  wachsendem n steigende Redukt ion von 
n* gegenª n berª  ist. 

Wenn man  nun annimmt,  dass die Slaterschen n*-Werte richtig sind, 
so l~isst sich der ganze Gedankengang umdrehen und man  kann  dann  hiervon 
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ausgehend auf die Einteilung des Impulsraumes weitere Schlusse ziehen. Fª 
die Werte n = 1, 2, 3 und 4, fª die n* mit n' gut ª sind die Kugel- 
fl/ichen, mit denen der Impulsraum auf Grund der Slaterschen effektiven 
Hauptquantenzahlen n* eingeteih werden kann, praktisch dieselben wie die 
eingangs ron uns gew/ihlten, deren Radien durch (1) gegeben sind. Fª n > 4 
werden jedoch bei Zugrundelegung der Slaterschen n*-Werte die ron uns 

$ 1  I 

Fig. 1. Zur Einteilung des Impulsraumes. 

gewiihlten Kugelfl~iehen abge/indert. Aus dem Anwachsen der Differenz n'--n* 
mit waehsendem n folgt, dass sich die Impulskugelsehalen fª n > 4 mit waeh- 
sendero n versehm/ilern. Eine Versehm/ilerung in Riehtung des azimutalen 
Impulses kann jedoeh nieht stattfinden, da fª einen vorgegebenen Wert der 
Nebenquantenzahl l die azimutale Impulskomponente aro Ort r durch die 
Bedingung 

rpl = l -}- 2er 

festgelegt ist, wo wir gem/iss dem ª Kompromiss zwischen der Wellen- 
mechanik und der halbklassischen Betrachtungsweise [I(I-+ 1)]x~2 durch 

1 
I ~ - ~ -  ersetzten. Aus (12) folgt 

10" 
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i 1/h 
pt -- I + 2zrr 

( 1 = 0 ,  1, 2 . . . ) .  

PI ist also der algebraische Mittelwert der Radien (1) der von uns gew/ihlten 
Kugelschalen; in Richtung des azimutalen Impulses kann demnach eine Verschm~i- 

T 
c .  

o�91 
O 0,25 

T 

E 

0,~ O,75 1.00 /,25 
r 

Fig. 2. Verlauf  des Quadrates der mi t  r multiplizierten radialen Eigenfunkt ion des 4s-Zustandes 

fª  Hg nach H a r t r e e ;  r in ao-, R~ ~ in _[_1 -Einhei ten.  
Q0 

lerung der Kugelschalen, d. h. eine Kª der Radien der Kugelfl~ichen (1) 
keinesfalls vorgenommen werden. Eine Verschm~ilerung der Impulskugelschalen 
kann daher nur in Richtung der radialen Impulskomponente stattfinden. Bei 
Zugrundelegung der Slaterschen effektiven Hauptquantenzahl n* werden also 
oberhalb n -~  4 die Impulskugelfl~ichen in der radialen Richtung abgeplattet 
und zwar umso st~irker je gr~sser n ist. Die Verh/iltnisse sind ohne Rª 
auf quantitative Zusammenh~inge schematisch in Fig. 1 dargestellt, in der 
entlang eines Meridians ein Querschnitt der Impulskugel und der einteilenden 
Kugelfl~ichen, bzw. abgeplatteten Kugelfl~ichen veranschaulicht ist. Das Sla- 
tersche Abstossungspotential ist dann als ein entsprechender Mittelwert in den 
abgeplatteten Kugelschalen zu betrachten. 
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Diese ]mpulsraumeinteilung entspricht dem empirischen Befund, dass die 
Besetzung ron Elektronenzust~inden mit kleiner Nebenquantenzahl gegenª 
ron Zust/inden mit grosser Nebenquantenzahl bevorzugt wird. 

Die Ursache dessen dª darin zu suchen sein, dass fª eine vorgegebene 
Hauptquantenzahl die radialen Teile der Eigenfunktionen ron Quantenzu- 

2 

7 

l 

l 

.1 

r ~  

Fig.  3. Verlauf des Quadrates der mit �9 multiplizierten radialen Eigenfunktion des 4f-Zustandes 
fª Hg nach Hartree. r in a0- , R2r 2 in --1 -Einheiten. 

li 0 

st/inden mit kleiner Nebenquantenzahl ira Verhiiltnis zu Zust/inden mit grosser 
Nebenquantenzahl also z. B. fª die Zust/inde 4s und 4f  eines Atoms einen 
wesentlichen Unterschied aufweisen. Das Quadrat des mit r multiplizierten 
radialen TeilsR der Eigenfunktion dieser Zustiinde fª das Hg-Atom s als Funk- 
tion ron r is t in  den Figuren 2 und 3 veranschaulicht.W/ihrend ira Falle des 4s- 
Zl~standes -- zufolge der Orthogonalit/itsbedingungen des radia]en Anteils 
der 4s-Eigenfunktion auf  die radialen ls-, 2s- und 3s-Eigenfunktionen--im 
inneren des Atoms Nebenmaxima auftreten, ist dies beim 4f-Zustand nicht der 
Fall, da dies der energetisch tiefste f-Zustand ist. Zufolge dieser Nebenmaxima 
besitzt das Elektron ira 4s-Zustand im inneren des Atoms eine bedeutend 
griissere Aufenthahswahrscheinlichkeit als ira 4f-Zustand. Hieraus folgt, dass 
die Energie des 4s-Zustandes tiefer liegt als die des 4f-Zustandes, d. h. dass die 
Besetzung des 4s-Zustandes gegenª der des 4f-Zustandes bevorzugt wird. 
Dies kommt sehr anschaulich in der in Fig. 1 dargestellten ]mpulsraumein- 
teilung zum Ausdruck. 

s Nach D. R.  Hartree, Proe. Roy. Soc. Lo~Jdort (A) 149, 210, 1935. 
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Z u s a m m e n f a s s e n d  l~isst s ich fes ts te l len ,  dass  e inerse i t s  du r c h  das  v o n  

Slater e i n g e f ª  u n d  d e m  emp i r i s chen  B e f u n d  a n g e p a s s t e  iNaherungspo ten-  

t i a l  (8) u n s e r e  in  z w e i  v o r a n g e h e n d e n  A r b e i t e n  v o r g e n o m m e n e  I m p u l s r a u m -  

e i n t e i l u n g  g u t  u n t e r s t ª  wi rd  u n d  andererse i t s  m i t  I-Iflfe des S la te rschen  P o t e n -  

t ia ls  die I m p u l s r a u m e i n t e i l u n g  wei te r  ver fe iner t  w e r d e n  k a n n  u n d  zwar in  e ine r  

Weise,  die der  B e v o r z u g u n g  de r  Bese t zung  von  E l e k t r o n e n z u s t a n d e n  mi t  k le ine r  

N e b e n q u a n t e n z a h l  gegen ª  v o n  Z u s t i i n d e n  mi t  grosser  N e b e n q u a n t e n z a h l  

ohne  Z u s a t z h y p o t h e s e n  R e c h n u n g  tr / igt .  

O FPYFIFIHPOBI-(E 3J-IEKTPOHOB rio FJIABHObiY KBAHTOBOMY t-IHC2IY 
B TEOPHH CTATHCTHqECt-(OI~ MO,/2EJIH ATOMA 

li. FOM6AL[I 

P e 3 l o M e  

Ha OCHOBe pa.3JleneHH~ ~a3OBOFO Hp0cTpaHCTBa HMrly.rIbCOB paBHOOTCTOflltlHMH KOH 
IIeHTpHqeCKHMH cqbepHqecKl4MH n0BepXH0CT~~m, rlpe,~non0>~eHHb~MH B .AByX npe,~bl,~y~Hx 
pa£ aBT0pa, 3aMeHfleTC~ npaBH.no 3ario~HeHH:a l-[ay.rlH HeKOT0p0i~ HOB0~I qb0pM0,~ ,~0H0.II- 
HHTe.JIbHOFO n0TeHuHa.na, KOT0pa:a Hax0~HTCfl B IIp0CTOM C00THOI/IeHHH C ylqpOltleHHbIM nOTeH- 
ILita.rl0M, BBe.XeHHbIM C.n3Tep0M. C IIOMOIHblO 3TOF0 C00THOILIeHH~I p.a3AeneHHe ~ba30BOF0 Hp0- 
cTpaHCTBa HMFIy..rlbC0B C(DepI4qecKHMH HOBepXH0CT~IMH M0').KH0 C,~eY[aTb 60nee TOHKHM, HTaK 
6e30 BCflKOH .~0110YIHHTeYlbH0~ FHll0Te3bI 0‰ 3KcHepHMeHTaJIbHM~ ~baKT, qT0 3aH0Yl- 
HeHHe C0CT0aHHI~ C 60J'IbIIIHMH F.rlaBHblMH KBaHTOBbIMH qHC.I'IaMH H Ma.rlblMH 0p‰ 
KBaHTOBbIMH qHCJIaMH 60nee BbIF0.I1H0, qeM 3alloJlHeHHe C0CT0~[HH~ C Ma.rlbIMH FJIaBHbIMH KBaH- 
TOBMMH qHC3aMH H ‰ 0‰ KBaHTOBbIMH qHc~IaMH. 


