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1. Einleitung 

Gegenstand dieser Untersuchung ist die Gesamtheit aller physikalischen 
Fragen hinsichtlich Systemen voto Typ 

H = S i  ti q- Z,.<j vq . (1) 

Fª die durch derartige HAMILTONoperatoren charakterisierten nichtrelati- 
vistischen quantenmechanischcn Vieltei lchenprobleme existierten bereits 1930 
alle Voraussetzungen zu deren Behandlung. Trotzdem erschienen in den nach- 
folgenden Jahren nur vereinzelte Untersuchungen, und erst seit etwa 1955 
werden diese Probleme in grossem Umfang und mit wachsendem Erfolg 
angegriffen. Charakteristisch fª diese neuere Entwicklung ist, dass viele 
Probleme mehrfach gel(ist wurden mit scheinbar ganz verschiedenenMethoden, 
aber gleichen Ergebnissen. Um daher einen • ª die vorliegende 
Problematik und die bisherigen Erfolge zu gewinnen, ist es erforderlich, diese 
scheinbar so verschiedenen Methoden auf ihren gemeinsamen Ursprung 
zurª252 Die genauere Untersuchung zeigt nun, dass viele Methoden 
lediglich durch die Verwendung unterschiedlicher und fª jeden speziellen 
Zweck extra eingefª charakteristischer Bestimmungsgriissen vonein- 
ander abweichen. 

Hier soll nunmehr die gesamte Problemat ik  so grunds/itzlich wie nur 
irgend miiglich angegriffen werden, weil es nur so m~iglich ist, zu den funda- 
mentalsten charakteristischen Gr6ssen vorzustossen, aus denen sich alle 
sonst verwendeten Bestimmungsgr6ssen dann als Spezialf/ille ergeben. Ein 
solches Vorgehen fª automatisch zur Definition eines Wahrscheinlichkeits- 
operators Q, aus dem die bekannten Dichtematrizen [1] [2] [3] als spezielle 
Darstellungen hervorgehen. 
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2. Die physikalisehe Fragestellung 

Die aUgemeinste physikalische Frage, die in der Theoretischen Physik 
an ein System gerichtet werden kann, ist folgendermassen formulierbar: 

Eine Messung am System hat zur Zeit 0 die Information ~)A(( 
ergeben. Welche Information ~)B(~ wª eine Messung zur Zeit 

t ergeben? 
(1) 

Das betrachtete physikalische System wird durch seinen HAMILTONoperator 
H charakterisiert. Eine durch Messung gewonnene Information besteht in der 
Angabe der gemessenen Griissen, der erzielten Messergebnisse und einer 
Angabe ª  den ))Wert(( der betreffenden Information. Zur Beantwortung 
der Frage (1) sind folgende Einzelprobleme zu 16sen: 

1. Analyse der Anfangsinformation ~)A<~, 
2. Beschreibung des Zeitablaufs, 
3. Analyse der zur Fragestellung ))B(( geh6rigen lnformation. 
Im Rahmen der Quantentheorie gehiJren zu einer Information )>A((, 

>)B(<,... folgende Angaben: Es mª die zu einer Information gehiirigen, 
gleichzeitig und unabh/ingig voneinander messbaren GrSssen als untereinander 
vertauschbare HILBERToperatoren 

A~ . . . . .  A p - ~ A  B~ . . . . .  B ~ B  f ~ F  (2) 

bekannt sein. • werden Indizes, wo imrner miiglich, fort- 
gelassen. F ist die Zahl der Freiheitsgrade des betrachteten Systems, und ira 
allgenaeinen gilt [A, B ] _ ~ 0 .  Ferner gehiirt zur Information die Angabe der 
erzielten Messergebnisse, die bei optimaler Messgenauigkeit ª  
mit der Angabe der Messwerte 

a 1 , . . . ,  aF ~ -a  b l , . . . , b / - - ~ b ,  (3) 

also der Eigenwerte der Operatoren (2). Sie charakterisieren die zum Mess- 
ergebnis geh6rigen Eigenzustiinde des Systems, die HILBEaTvektoren qba 
bzw. q)b. Liegen nur ungefiihre Messergebnisse vor, so kann der Zustand nicht 
eindeutig bestimmt, sondern lediglich eine Wahrscheinlichkeit Wx fª das 
Vorhandensein eines Zustands q)x angegeben werden, hier also die Gesamtheit 
aller wa bzw. w~. Dieser Kenntnis iiquivalent ist ein Ensemble ron M gleich- 
artigen (numerierbaren) Systemen, ron  denen sich Mx in Zustiinden qb x 
befinden. Dann ist Wx = M~/M. 

Der IVert ~)J~~ einer solehen Information ist natª aro gr6ssten bei 
genauer Kenntnis des Zustands ~x und aro kleinsten, wenn alle Wx gleiehgross 
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sin& Als Mass fª den Unwert (Unkenntnis) kann angesehen werden: die 
Zahl der Gesamtzustiinde des Ensembles der numerierten Einzelsysteme, die 
zur gleichen Verteilung ~)Mx(( gehSren (bei vollstiindiger Kenntnis nur ein 
einziger !). Diese Zahl stimmt ª mit den m6glichen Umnumerierungen 
der Systeme, die deren Einzelzust/inde ver/indert, aber die Gesamtverteilung 
~~Mx(~ unver~indert 1/isst. Diese Zahl ist bekanntlich 

- - - -  ~ f ª  M - + ~ .  ( 4 )  
R I1 x M~ ! 

Somit ist R -1 ein Mass fª den Informationswert. Das gleiche gih fª eine 
monotone Funktion von R -1, die so gew/ihlt wird, dass der Informationswert 
zweier Systeme sich addiert: 

i ~ - - i  lnR -1~2 :~w x l n w x = -  S__<0. 
M 

(5) 

Diese ira Bereich . . . . .  0 variierende Funktion stimmt bis auf einen un- 
wesentlichen Dimensionsfaktor k mit der negativen Entropie ª 

Weiterhin sind Besonderheiten zu beachten, die ira Zusammenhang mit 
Fragen vom Typ (1) auftreten k6nnen. So wird das Problem (2.1) zeitunab- 
hiingig, wenn eine der drei Bedingungen 

t = 0, [H, A]_ = 0 ,  [H, B]_ = 0 (6) 

erfª ist. Eine gewisse, wenngleich uhwesentliche Komplikation trit t  auf, 
wenn der HAMILTONoperator, wie in der St8rungstheorie oftmals ª 
zeitabhiingig ist: 

~H 
- - ~ = 0 ,  etwa H , ~ - H  ~ (7) 

Ot 

weil dann die Ht fª verschiedene t wegen 

[H,, HA_ = (g, - -  gA [V, H ~  r 0 (8) 

nicht mehr miteinander vertauschbar sind. Gewisse Vereinfachungen treten 
auf, wenn in ( 2 ) f  < F ist, weil dann die gesuchte Information ron vorn- 
herein von einfachercr Art ist. Dieser Fall wird in Kapitel 4 besprochen. 

Nach den ira Anschluss an (1) gemachten Ausfª ist zuniichst 
die Analyse der Anfangszustiinde durchzufª Bei vollst~indiger Kenntnis 
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des Messergebnisses a besteht sie in der Angabe des zugehiirigen Zustands 
~a, der sich aus dem Eigenwertproblem 

AOa -- q~~ a (9) 

berechnet. Bei ungenauer Messung mª alle in Frage kommenden ~a 
mit den aus der Messung folgenden Wahrseheinliehkeiten Wa bestimmt werden. 
Ist nur ein Teil der GrSssen A i ron  (2) gemessen worden, so mª die Wa 
dureh geeignete Annahmen bestimmt werden, wie minimale Willkª minimaler 
Informationswert, Gleiehverteilung, maximal ehaotisehe Verteilung, e t c . . .  

In der ScHR6U~NGERdarstellung besteht  der Ze i tablauf  darin, dass 
alle Anfangszust~inde ~a ª in 

~)a ~ ~[Ja ~ t u ~  e-(ila)H"dt" ~ a  ~~- U(t)  q)a " (10) 

Ira besonderen Falle zeitunabh~ingiger I-IAMILTONoperatoren vereinfacht 
sich (10) zu 

t 
i i 

0 H _ _ 0  : tff[Oe_~Hdr - -~y  H, t' -~Ht  --~e 0 = e  (11) 
0t 

Diese vereinfachte Zeitabh~ingigkeit wird im folgenden verwendet. Treffen 
dagegen die Voraussetzungen (7) zu, so sind in allen nachfolgenden Formeln 
lediglich die Exponentialfaktoren durch die unendlichen Produkte ron (11) 
zu ersetzen. 

Die dritte Aufgabe besteht in der Analyse  der gefragten In format ion  ~)B(,. 
Die zugehSrigen m6glichen Messwerte folgen aus der Eigenwertgleichung 

Bq)b = ~b0 b . (12) 

Ira Falle f < F mª die Bi ron  (2) evtl. noch erg~inzt werden durch Auf- 
suchen ron Operatoren 

C:+t . . . . .  CF --~ C c4~I . . . . .  CF ~ C, (13) 

die untereinander sowie mit den Bi vertauschbar sind und mit ihnen zusammen 
ein vollst~indiges System observabler Gr6ssen bilden. Da die GrSssen B und C 
als gleichzeitig und unabh/ingig voneinander messbar angesehen werden, 
bilden ihre Eigenzust~inde einen Produktraum 

q)bc = ~b q)c = q)c ~bb (14) 

mit den Faktorr~iumen der ~b£ und der q~~. 
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Die A n t w o r t  a u f  die Frage (1) wird nunmehr durch Angabe der Wahr- 
scheinlichkeiten wb fª die Messergebnisse b gegeben. Nach elementaren Regeln 
der Wahrscheinlichkeitstheorie gelten die Beziehungen 

wb : ~-~c Wbc Wbc : Za Wbc,a Wa , (15) 

w/ihrend die hierin auftretenden • in der 
Quantentheorie durcla 

w~~,a = 1 (,~~~, ~ . )  1'-' = (~£ 7%) ( ~ . ,  ~~~) (16) 

bestimmt werden. Gleichzeitig mit den wb aus (15) kSnnen die zu den B 
gehfirigen Erwartungswerte in der Form 

= Z,b bwb = 2Jbc bwbc (17) 

als bei vielen gleichartigen Messungen beobachtete statistische Mittelwerte 
bestimmt werden. 

3. Der Wahrscheinlichkeitsoperator 

Die in (2.15 und 16) auftretenden Wahrscheinlichkeiten kiinnen als 
Erwartungswerte ron  Operatoren dargestellt werden. Be i  voUstiindiger In fo rma-  

t ion >>a<( ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t die Information >>b, c(~ zu erlaalten, 
nach (2.16): 

Wbca : (qbbc, ea q5£ mit ea : ~rJa)(k~a" (1) 

ea wird allgemein als Wahrscheinlichkeitsoperator bezeichnet und bedeutet  
hier den zu ku a gehSrigen Projektionsoperator mit den Eigenwerten 

ea -+ 0,1 eza ---- ea, (2) 

denen zufolge die daneben stehende charakteristische Gleichung gih. 
Die zur  unvollst i indigen A n f a n g s i n f o r m a t i o n  >>A<( geh6rige Wahrschein l ich-  

keit ,  bei t die Information >>b, c<~ zu erhalten, ist 

W~c -= (q~~c, eqb~c) m i t e  = Sa ea Wa . (3) 

Fª den hier auftretenden allgemeineren Wahrscheinlichkeitsoperator gilt 

e = ~a~[Ja) Wa( ~[Ja = Z~a e--(i]~)Ht ~a)  Wa(~a ~(i/~)Ht (4) 
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Er besitzt offenbar die Eigenschaften 

~,~ : ~a  Wa, daher Ha( e - -  wa) = O . (5) 

Diese Gleichungen lassen seine Bedeutung unmittelbar erkennen: Seine Eigen- 
vektoren sind die zur Information ~>A~, gehSrigen Vektoren Ta und seine 
Eigenwerte die zur gleichen Information geh6rigen Wahrscheinlichkeiten Wa. 

Die Ausdrª (1) und (4) lassen erkennen, dass die Wahrscheinl ich-  

keitsoperatoren Qa und ~ hermitisch, normiert und positiv definir sind: 

o f :  ~ T r ~ :  1 O <  O ~  1. (6) 

Die mit Tr~ bezeichnete Spur ist bekanntlich gleich der Summc der Eigen- 
werte, so dass die Normierung aus Za wa = 1 folgt. Die letzte Gleichung (6) 
folgt aus der Wahrscheinlichkeitsbedeutung aller Erwartungswerte. Fª den 
Zeitablauf des Wahrscheinlichkeitsoperators kann die Beziehung 

i 
~(t) -]- ~ - [H ,  Q(t)]_:  0 o(0) = ,,Ac, (7) 

aus (4) entnommen werden. Da ~(0) durch die Anfangsinformation ~>A<~ voll- 
st/indig bestimmt ist, was durch die zweite Gleichung (7) symbolisch aus- 
gedrª werden soll, und die erste Gleichung ron  erster Ordnung hinsicht- 
lich t ist, wird ~(t) durch dŸ Gleichungen (7) vollst/indig bestimmt. / 

Erwartungswerte  von der Art (2.17) k6nnen in der Form 

B : ~oc(q~oc, eBq~bc) : T r e B  : T r B  e (8) 

durch Spurbildungen mit ~ dargestellt werden. Innerhalb einer Spur ª zwei 
Operatoren ist deren Reihenfolge bekanntlich beliebig. 

Der in (2.5) eingefª In format ionswer t  kann durch den Operator 

In ~ dargestelh werden, denn sein Erwartungswert (8) stimmt entsprechend 

I :  Tr  Q ln Q : Za wa ln wa (9) 

mit (2.5) ª Man beachte, dass bei vollst/indiger Information 

la  = Tr  Q~ In Qa = 0 (]o) 

gilt. Fª die Zeitableitungen der Erwartungswerte (8) und (9) gih 

= Tr  B ~ :  - -  i T r  B[9, H ] _  = --i T r [ H ,  B ] _  
~ h 

i 
I = --:- T r  [gln ~, H]_ = 0. 

¡ 

(11) 
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Die erste Gleichung 1/isst erkennen, dass das Ergebnis di s gleiche ist, welchcs 
man auch bei HEISEN8Eacdarstellung der Operatoren zu erwarten h/itte. 
Die Zeitunabh/ingigkeit des mittleren Informationswerts folgt bereits daraus, 
dass der Zeitablauf durch eine unit/ire Transformation beschrieben wird und 
die Spurbildung invariant gegen unit/ire Transformationen ist. 

Zusammenfassend ist festzustellen, dass durch die Einfª von 
Wahrscheinlichkeitsoperatoren e die zu (2.1) gehi~rige Problematik folgender- 
massen aufgeteilt wird: In e(t) ist die Anfangsinformation und der Zeitablauf 
enthahen, w/ihrend die spezielle zur Information ~~B, C<~ geh~irige Frage- 
stellung durch Bildung geeigneter Erwartungswerte berª wird. 

4. Reduzierte Wahrsche in l ichke i ten  e• 

Wir berª nunmehr den zu (2.12 und 13) gehi~rigen Fall 
f < F, in dem die Endinformation aus einem ~~interessierenden~~ Anteil B 
und einem ~~nicht interessierenden<~ Anteil C besteht. Dementsprechend enth/ih 
auch die Anfangsinformation ~>A<~ und der aus ihr konstruierte, in diesem Kapitel 
mit e ~ esc bezeichnete Wahrscheinlichkeitsoperator Anteile, die fª die 
Information B wesentlich sind, und solche, die es nicht sind. Die zur Infor- 
mation B gehSrigen Wahrscheinlichkeiten (2.15) k6nnen als Erwartungswerte 
im Faktorraum der q5 b allein dargestelh werden 

WB = (qS~, es qSb), (1) 

w/ihrend der hier definierte Operator es der reduzierten Wahrscheinlichkeit 
entsprechend (2.15) gem/iss 

es = Zc(qSc, esc q)c) = Trcesc (2) 

durch Spurbildung ira Faktorraum der q5 c aus eBC hervorgeht. Dieser Operator 
ist, je nach der speziellen Fragestellung ~~B<~, oftmals entscheidend einfacher. 
Auch kiinnen entsprechende Erwartungsmerte wegen 

= T r B  e ~- TrB Trc BeBc = TrBBTrc  eBC = TrBBes  (3) 

als Spuren ª  es allein dargestelh werden. 
Fª den Zeitablauf allerdings folgt aus (2) und (3.7) 

~8 -~ Trc ~Bc = ! Trc [eBc , H ] _ .  (4) 

Den HAMILTONgperator des Systems denken wir uns gem/iss 

H = H z + H c - ~ H z c  (5) 
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zerlegt in Anteile, die nur von B bzw. C allein abhiingen, und einen gemischten 
Anteil. HB kann wegen Unabhiingigkeit ron C aus der Spurbildung (4) heraus- 
gezogen werden. Die Vertauschung mit Hc verschwindet unter der Spur, 
wie im Zusammenhang mit (3.8) erwiihnt wurde. Daher geht (4) in 

i [Hn, on]- = i_~ Tr c [9BC, HBc]- (6) 

ª Der Zeitablauf von 0B wird also durch den C-Anteil der Information 
mitbestimmt, wie anschaulich erwartet werden muss. Die zu 0B gehSrige 
reduzierte Information JB ---- In OB wird ira Zeitablauf ebenfalls voto C-Anteil 
her beeinflusst; denn es gilt 

i B  = (i/t�91 TrB In 0B Trc[OBC, HBc]- (7) 

fª die zeitliche ~nderung ihres Erwartungswerts. 
Enth/ilt  der HAMILTONoperator keinen gemischten Anteil HBc, so werden 

die Teilinformationen B und C unabh/ingig. Die rechte Seite ron  (6) ver- 
schwindet, und fª den hier nicht betrachteten Informationsanteil 0c = 

TrBeBC 1/isst sich eine entsprechende, von OBC unabh/ingige Gleichung 
mit Hc stat t  HB angeben. Der Operator der gesamten hier unkorrelierten 
Wahrscheinlichkeit kann als Produkt 

OBC = OB OC (8) 

angesetzt werden. Auch in F/illen Hnc ~ 0 wird (8) oftmals als N~iherungs- 
ansatz verwendet, der einer Vernachl/issigung der Korrelation entspricht. 
In diesem Falle geht (6) in 

i 
~B ~f- ~-  [Hz -~ HBC, 0B] = 0 mit H~C = Tr c HBC QC (9) 

ª Hnc bedeutet hier den ª die Teilinformation C gemittelten Anteil 
der Wechselwirkungsenergie. Die durch (8) und (9) beschriebene N/iherung 
entspricht im klassischen Falle der VLAsov-gleichung [4] und im quanten- 
mechanischen Fall dem I-IAaTar, E--FocKschen Niiherungsverfahren [5]. 
Ausserdem verschwindet bei Vernachl/issigung der Korrelation ira Sinne ron 
(8) die rechte Seite von (7), und auch die Teilinformation B bleibt niiherungs- 
weise zeitunabhiingig. 

Bei Anwendung dieser Betrachtungen auf Vielteilchenprobleme mit 
HAMILTO~operatoren vom Typ (1.1) besitzen alle physikalisch interessierenden 
Gr6ssen entsprechend 

B = Si Bi q- Si<j Bij (10) 
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Teilchen- und Paarei~enschafien. Dementsprechend sind unter der Information 
~>B(( die Eigenschaften )>1<( bzw. ~)1,2(~ ron einem bzw. ron zwei Teilchen zu 
verstehen: 

B = I  C = 2  . . . . .  N 
(11) 

B = l , 2  C-----3 . . . . .  N ,  

w/ihrend )>C<< die ª241 jeweils nicht interessierenden Teilchen enth/ilt. 
In diesem Sinne kann eine Hierarchie reduzierter Wahrscheinlichkeitsopera~ 
toren 

QB = 01'  012 '  0123 . . . .  (12) 

aufgestellt werden, deren Zeitableitungen (6) ein gekoppeltes Gleichunssystem, 
die sogenannte BBGKY-Hierarchie [6], bilden, w/ihrend die Erwartungswerte 
ron (10) nur 01 und 012 enthalten: 

" S i l = N  S i < / l =  [ N)2 " (13) 

Die hier auftretenden binomischen Faktoren folgen aus den Summationen 
ron (10) und bedeuten gemiiss (13) die Teilchen- bzw. Paarzahl. 

5. Untersuchung des Zeitablaufs 

Wenn H in den zur Information A geh6rigen Messgr5ssen Ai enthal- 
ten ist, so treffen die Vereinfachungen ron (2.6)zu, und der g/ahrscheinlich- 
keitsoperator wird zeitunabhiigig : 

= 0 [H,o]_ = 0. (1) 

Bei maximalem Wert der Informatioa A be3teht hier die Aufgabe in der 
Berechnung der Eigenwerte von H und den Al, siehe auch (11 bis 13). Da- 
neben kommeu L6sungen ron (1) mit geringerem Informationswert in Be- 
tracht. Die allgemeinste L6sung ron (1) ist eine willkª Fukt ioa 

o = f(H, At, A z . . . .  ) [H, Ai]_ = 0  (2) 

von H und den mit H und untereinander vertauschbaren Gr6ssen. Liegt 
nur ª H allein eine Anfangsinformation vor, so kommt als L6sung auch 
nur 0 = f(H) in Betracht, und es k6nnen alle Aussagen der Thermodynamik 
gewonnen werden. Spezialf/ille sind die kanonische und die grosskanonische 
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Gesamtheit (letztere, wenn neben H auch die Teilchenzahl N in der Anfangs- 
information enthalten ist): 

~ e t ~ ( F - H )  ~ ~ -  e t ~ ( J - H - 7  N)  . (3) 

ti, F bzw. J ,  ~ sind Parametcr zur Festlegung der Normierung sowie der mitt- 
leren Energie und Teilchenzahl. 

Wcnn H in den zur Anfangsinformation A gehfirigen Griissen nicht 
r ist, so ist ~ r 0, und der Zeitablauf wird durch (3.7) beschrieben. 
Eine gewisse Vereinfachung dieser Gleichung, die fª viele Zwecke nª 
ist, erhalten wir durch den Ansatz 

o(t) = K(t, t) mit Kt(t ' , t")  = K(t" , t ' )  (4) 

mit einem Operator K, der die Gleichungen 

i ! = O ---- K (t', t" i H " (5) 

erfª Jeweils eine dieser beiden Gleichungen kann durch die Hermitizit/its- 
forderung (4) ersetzt werden. Analog zu (3.4) ist 

- i Ht" e~ Ht"  K(t ' ,  t") ---- e s r (6) 

die formale L0sung der Gleichungen (4) und (5). 
Eine andere MSglichkeit besteht darin, e entsprechend 

~(t) ---- ihG(t -4- 0, t -- 0) Gr ', t") -~ G(t", t') (7) 

durch einen Operator ihG zu beschreiben, der die inhomogenen Gleichungen 

{ j t O~t, + i ~ H t i h G ( t ' , t " ) = 6 ( t ' - - t " ) = i $ G ( t ' , t "  --  Ot---- 7~ ~ - + H  (8) 

~rfª Der in der Definition (7) hinzugefª Faktor  i$ vereinfacht die Her- 
mitizit~its- und Normierungseigenschaften ron  G. Eine miigliche L0sung ron  
(7) und (8), die fª t' > t" mit (6) ª also die Bedingung 

erf'ª ist 

O(t' --  t") (i~G(t', t") --  K (t' t")) = 0 

il�91 t") = K (t',t") - -  O(t" --  t') e -  ~ n(t'-t-) 

(9) 

(lo) 
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(man beachte beim Einsetzen ron  (10) in (8), dass fª die Stufenfunktion 
~- 5 gilt). Derartige L6sungen inhomogener Gleichungen sind oftmals leichter 

zu handhaben als die ron homogenen Gleichungen. Ein Beispiel hierfª ist 
die Behandlung stationiirer Probleme mit 0----0 durch die zeitabhingige 

Theorie. Eine LSsung dieser Art ron  (8) erhalten wir durch formale Aufli~sung 

I )' g ( t ' ,  t") = G( t '  - -  t") = ~ o H O(t' - -  t") ( 1 ] )  
i Ot" 

und FouRIEn-darstellung der �91 

G(t', t") = f de 
2~rh 

e-(il~)~(t'-tO 

e - H  
(]2) 

Die FouRIERtransformierte ron  G ist die von HUGENr[OL•Z [7] untersuchte 
Resolvente 

R(e) -- 1 (/)r,) (q)n 

des Operators H, der zusammen mit den Projektionsoperatoren Pn = (I)n) (r 
xlurch seine Eigenwerte E n dargestellt werden kann. 

Jrn c 

~- Gre f 
~ t ,  om "- - - - , , - - - - ~  Re s f ~  

Gav 

Abb. 1 

Die beim Aufl6sen (11) der Differentialgleichung (8) entstehende Un- 
:bestimmtheit entsprieht dem Hinzufª willkª LSsungen der zuge- 
h6rigen homogenen Gleiehung. • deren Wahl jedoeh verfª wir ein- 
deutig, indem wir in (12) die Integration ª e in einer komplexen Ebene 
durchfª und den genauen Weg angeben, siehe Abbildung. 

Die Singularititen des Integranden liegen auf der reellen Achse an den 
Orten r = En der Energieeigenwerte. Fª wir die Integration (12) ober- 
ihalb der reellen Aehse dureh, so entsteht die zu O(t', t") proportionale, retar- 
dierte LSsung Gret. Bei einem Integrationsweg unterhalb der reellen Achse ents- 
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steht die zu O(t", t') proportionale avancierte LSsung Gao. Ein Integrationsweg, 
der nur bei einer einzigen Singularit~it En oberhalb, bei allen ª aber 
unterhalb verl~iuft, entspricht einer inhomogenen L6sung Gn, die nur hinsicht- 
lich des Zustands q~n retardiert  ist. Sie entspricht einem Anfangszustand ~n 
des Systems. Bei geringerem Informationswert, wenn also die Zust~inde q)n 
mit Wahrscheinlichkeiten Wn besetzt sind, wird ein Integrationsweg ben6tigt, 
der sich bei jeder Singularit~it aufspaltet in einen Teilweg oben herum mit dem 
Gewicht wn und einen Anteil unten herum mit dem Anteil 1 -- wn. G-Funktio- 
nen mit geschlossenen Integrationswegen, die bestimmte Singularit~Ÿ um- 
fassen, lassen sich als Differenz zweier L6sungen der inhomogenen Gleichung 
auffassen und sind daher homogene L6sungen Ghom. 

6. St6rungsrechnung 

Besteht der HAMILTOr~operator H = H ~  V wie in (2.7) aus zwei 
Anteilen und sind alle zu H ~ allein gehiirigen Aussagen vom Typ (2.1) bekannt,  
so kann das Problem im Rahmen einer StSrungstheorie untersucht werden 
(Potenzentwicklung nach V). Die Erfahrung hat  gezeigt, dass die zeitabh~ingige 
Form der St6rungstheorie der zeitunabh/ingigen auch in den F/illen (2.6) 
ª ist, in denen sie nicht unbedingt notwendig w/ire (der formale 
Grund besteht letzten Endes darin, dass sich mit Exponentialfunktionen leichter 
rechnen 1/isst als mit Partialbrª / 

Eine stSrungstheoretische Behandlung kann die inhomogene Gleichung 
(5.8) als Ausgangspunkt  w/ihlen und neben G einen zu H ~ geh0rigen Operator 
G o einfª Zwischen beiden gilt dann die Integralgleichung 

G(t, t') = G0(t, t') + S dt" G0(t, t") V(t") G(t", t ' ) .  (1) 

Ihre Richtigkeit wird durch Differenzieren und Vergleich mit (5.8) und der 
dazugeh0rigen ungest8rten Gleichung gezeigt. Diese Integralgleichung kann 
durch eine Potenzreihe gelSst werden, die man dadurch erh/ilt, dass man 
G auf der rechten Seite ron  (1) durch den Wert ersetzt, der aus der Gleichung 
(1) selbst folgt und dieses Verfahren sukzessiv ibrtsetzt. 

Andere Wege der stSrungstheoretischen Behandlung beginnen damit,  
alle Operatoren entsprechend 

SpQA = Sp A'~, A = e(@) H~ Ae-(il ~)H*t, "~ = e (@)n~ ~e -(il¡176 (2) 

von der ScrIUiJDING~,Rdarstellung in die 1Vechselwirkungsdarstellung zu ª 
fª Sie besitzen dann die dureh 

~ = ~ - i  [H o, A]_ ~ -~- -~-i [V, ?]_ =- 0 (3) 
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charakterisierten Zeitabh/ingigkeiten. Fª den in (5.4) eingefª K-Opera- 
tot entstehen die Beziehungen 

~(t) = g ( t ,  t) g*( t ' ,  t") = K( t" ,  t') 

~t '  q- V' K(t', = 0 = K(t', t") 0N' h (4) 

K(t', t") = r~o  e-(i/~)v~t)~t ~t, ~ e(il~)~t)at = S( t ' )  ~o St  ( t")  . 

Die letzte Zeile 1/isst den Zusammenhang mit der bekannten S-Matrix erkennen. 

7. Niiherungsmethoden 

Die zur L/isung des Problemkreises verwendeten N/iherungsmethoden 
sind sehr vielseitig. Sie kfinnen hier nur in grossen Zª dargelegt werden. 
Eine der I-Iauptaufgaben besteht darin, die Gleichun 5 (4.6)fª  den reduzierten 
Operator QB durch eine ron ~nc unabh/ingige N/iherungsgleichung zu ersetzen. 
Hinsichtlich der im Zusammenhang mit (4.12) erw~ihnten BBGKY-Hierarchie 
bedeutet dies, die Gleichungshierarchie bei irgendeinem gewª ~ r , . . .  n 
abzubrechen. Die einfachste N/iherung besteht, wie in (4.8 und 9) bereits 
ausgefª wurde, in der Vernachl/issigung der Korrelation. 

Bei station~iren Problemen kann die Extremaleigenschaft der Energie, 
oder bei geringerem Informationswert der freien Energie, zu einem Variat ions-  
verfahren ausgebaut werden. Bei der Variation ª ~ mª dann allerdings 
die Eigenschaften (3.6) dieses Operators im Ansatz oder durch geeignete 
Nebenbedingungen erfª werden. 

Die aus der S,6rungstheorie entspringenden MSglichkeiten fª N/iherungs- 
verfahren bestehen im Abbrechen der Potenzreihen [8] sowie in der Durch- 
fª von Teilsummationen ª einzelne Glieder der Potenzreihen [9]. 
Schliesslich bleiben noch solche N~iherungsmethoden zu erw/ihnen, die ira 
Rahmen der Operatorendarstellung nicht unmittelbar dargestellt werden 
kSnnen, sondern auf die zu den Operatoren ~ und Qn geh{irigen Matrixdarstel- 
lungen aufbauen. 

8. Matrixdarstellung von ~ und ~B 

Eine Matr ixdars te l lung der Theorie entsteht durch beiderseitige Projek- 
tion aller Operatoren auf die als vollst~indig, normiert und orthogonal voraus- 
gesetzten Vektoren q~x eines Systems ron  Zust~inden x. Insbesondere der 
Wahrscheinlichkeitsoperator Q geht hierbei in die ª als Dichte- 
matrix bezeichnete Grssse 

Q(x, x') = (q)x, ~ ~x,) mit (~bx, ~bx, ) = bxx, (1) 
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uher. Alle Gleichungen der hisherigen Theorie hleihen formal gultig als Matrix
gleichungen fur die entsprechenden Matrixelemente.

Von hier aus erhalten wir durch FouRIERtransformation der Differenz
koordinaten die sogenannte WIGNER-darstellung der Dichtematrix[IO]

f dx' i px' (X' x' )e{p,x} = e" e x - -, x + - .
(2nli)F 2 2

(2)

Damit entsteht eine der klassischen Statistik sehr ahnliche Form der Theorie
[11]; denn fur viele Erwartungswerte gilt

A = SS dxdp A{p,x} e{p,x} mit JS dxdpe{p,xl = 1.

Die Gleichung fUr den Zeitablauf jedoch ist komplizierter:

. 2 . r li (a a a a]Je{p,x} = - -SIn - - -- - -- - H{p,x} e{p,x} 1,= '='
li 2 ap ax' ax ap' p P,x x

(3)

(4)

Sie stimmt nur in erster Ordnung von li mit der klassischen, LIOUVILLE
schen Gleichung uberein. Ausserdem ist zu erwahnen, dass die Losungen von
(2) hzw. (4) in der Regel nicht positiv definit sind, weswegen auch e(p, x)dx dp
nicht die einfache Bedeutung der klassischen Statistik haben kann, namlich.
die Wahrscheinlichkeit dafiir anzugeben, dass das System gewisse Ortseigen
schaften x und Impulseigenschaften p hesitzt.

Nunmehr betrachten wir den Spezialfall von physikaliscben Systemen,
bei denen alle Vektoren (/>x sich mittels irgendwelcher Operatoren at entspre
chend

(5)

dureh einen einzigen normierten Hilbeltvektor (/>0 mit den Eigenschaften (5)
darstellen lassen. (/>0 wird dann als »Vakuum«-Vektor bezeichnet. Die letzte
der Eigenschaften (5) kann durch Umnormierung des Hamiltonoperators H
(HinzufUgen einer geeigneten Konstante) erreicht werden. Damit die Zustande
(5) ein normiertes Orthogonalsystem bilden, mii,:sen die Operatoren ax die
Eigenschaften

(6)

besitzen. Etwas weiter als (6) geht die Forderung

(7}
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an die Operatoren ax. Sie hat zum Beispiel die Giiltigkeit der Gleichungen

(8)

mit Po = eJ>o)(eJ>o als dem Projektionsoperator des Vakuums zur Folge, wenn
Pa(t') irgendein durch Linearkomhinationen der eJ>x aufgehauter Vektor

Pit') = JdxeJ>x!(x, t') = Jdxa!eJ>o!(x, t') (9)

ist. Der Beweis erfolgt durch Einsetzen von (9) in (8), Verwendung von (7)
und Beachtung von (5).

Bei Systemen mit den Eigenschaften (5) und (7) konnen die Matrix
elemente des K·Operators von (5.4) in eine iihersichtliche Form gehracht werden.
Zunlichst gilt infolge (5.6) und analog zu (1)

(10 )

Wegen (8) kann im Innern dieses Ausdrucks ohne Fehler

(Il)

ersetzt werden. Bezeichnen wir Erwartungswerte eines Operators 0 iiher ein
Ensemhle von Systemen mit

und fiihren mit

(12)

( t) - (i/~)Ht -(i/~)Hta x, - e axe (13)

die HEIsENBERGdarstellung der Operatoren ax ein, so erhlilt (10) die iiher
sichtliche Form

K(x't', x"t") = ~at (x", t")a(x't')p.

e(x', x", t) = ~at (x", t)a(x', t)~ .
(14)

In der zweiten Zeile stehen die aus K mit t' = t" = t hervorgehenden Matrix
elemente von e. Bei vielen Untersuchungsmethoden werden Matrixdarstellun
gen in der Form (14) henutzt. In anderen Methoden aher werden diese Matrizen
durch solche ersetzt, die inhomogenen Gleichungen geniigen und nur fUr
t' > t" mit den Grossen (14) iihereinstimmen. Dann entstehen die hekannten
Greenschen Funktionen.

Acta Phys. Hung. Tom. XIX., 1965.



336 w. MACKE 

9. Felddarstellung des Vielteilchenproblems 

Ein besonderer Fall, auf  den die besprochenen Voraussetzungen (8.5 
und 7) zutreffen, ist die F e l d d a r s t e l l u n g  des Vielteilchenproblems, beschrieben 
durch einen I-IAMILTO~Operator 

" : 1  "~~~~~ '~~~ § ~~~~~~ 
(1) 

[91, ~2t]~ = 5(1, 2) [91, ~v21; = [VI, ~v~]~ = 0 ,  

dessen Feldoperatoren ~v den angegebenen Minus- oder Plusvertauschungen 
genª Mit der drl, dr2 . . . .  sind Summationen ª alle Orts- (und gegebenen- 
falls auch Spin-) Eigenschaften zu verstehen. Die in (8.5 und 7) eingefª 
Operatorcn sind hier 

atx = ~~ . . . ~vtN ax = ~VN. . . 9 1 ,  (2) 

w/ihrend £ und Summationen ª Teilchenzust/inde ira Detail 
bedeuten: 

6 x , . Ÿ  ~ ' ( : ~ : l ) P I l i S ( i ,  f dx=j dr1""drNN! (3) 

Der Normierungsfaktor N ! rª  daher, dass in Wirklichkeit keine unterscheid- 
baren Teilchen vorliegen, sondern blosse ,>Ja--Nein(~-Ereignisse, so dass 
jeweils ª die Zahl der Paare, Tripel . . . .  n-tupel summiert werden muss. 

Mit H und den angegebenen Vertauschungen der ~ kann fª die Zeitab- 
h/ingigkeit ron ~v 1 (in der HEISEr~BEnGdarstellung) leicht eine W e l l e n g l e i c h u n g  
abgeleitet werden: 

h 8~v 1 _ [~v~, H]_ = (t, @ J" dr., v2~ v12 V2) YJI" (4) 
i St 

Mit (1) und (2) entsteht fª die Matrixdarstellung des HAMIrToNoperators 

( ax Hatx , )  = ( ~ i  ti -~- z~i< j Vij) (~xx' " (5) 
Sie st immt bis auf die unwesentliche b-Funktion (3) mit dem HAMILTOr~- 
operator (1.1) der Teilchentheorie ª Die Gleichungen (4) und (5) lassen 
ª in einfachster Weise die .~quivalenz ron  Wellen und (ununterscheid- 
baren !) Teilchen innerhalb der Quantentheorie erkennen. Die Elemente der 
Dichtematrix folgen mit (2) aus (8.14): 

e(x, x', t) = <~~vtx . . . .  ~vtN.9,N... ~,~�87 . (6) 

Zur Darstellung reduzierter Dichten unterteilen wir die Variabeln in zwei 
Gruppen 

B = I  . . . . .  n C = n d - 1  . . . . .  N ,  (7) 
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die den T e i l i n f o r m a t i o n e n  ~>B<~ u n d  >>Cy en t sp rechen .  So e n t s t e h e n  du rch  Spur-  
b i ldung  ª  C die mi t  (6) fo rma l  fas t  ª  r eduz i e r t en  D ich t en  

p n ( X ,  x ' ,  t )  = ~~Pr . . . .  ?tn,~pn . . . ~pl>> . (S) 

Al lerdings  mª  bei  der Auf t e i l ung  der  S p u r b i l d u n g  ira Sinne r o n  T r  

~ -  T r B T r r  die N o r m i e r u n g s f a k t o r e n  b e a c h t e t  werden .  Bi ldet  m a n  n~imlich 
die Tei l spuren  ebenfal ls  ira Sinne r o n  (3), so ble iben e n t s p r e c h e n d  

f dr, 1 . . . d ~  N d r  1. . .dr,  n dm+ 1 . . . dr, N ( N  - -  n)l n! f f (9) 

noch  B inomia lkoe f f i z i en t en  u n b e r ª  die sich bei  der  jeweils  zwei ten  
S p u r b i l d u n g  r o n  (8) in der  For ro  

~~ /¡ (~0~ T r Ÿ  ( N - -  n ) ! n !  = 

b e m e r k b a r  m a c h e n .  Da  (10) die Zah l  der  u n t e r  N Tei lchen  v o r h a n d e n e n  
n , t upe l  b e d e u t e t ,  k 6 n n e n  die D i a gona l e l e men te  v o n  ( 8 ) v o t o  Te i l chenbegr i f f  

her  gesehen als n - t u p e l d i c h t e n  au fge fass t  werden .  
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