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1. Einleitung

Gegenstand dieser Untersuchung ist die Gesamtheit aller physikalischen
Fragen hinsichtlich Systemen vom Typ

H:Ziti+21<jvij. (1)

Fir die durch derartige HAMILTONoperatoren charakterisierten nichtrelati-
vistischen quantenmechanischen Vielteilchenprobleme existierten bereits 1930
alle Voraussetzungen zu deren Behandlung. Trotzdem erschienen in den nach-
folgenden Jahren nur vereinzelte Untersuchungen, und erst seit etwa 1955
werden diese Probleme in grossem Umfang und mit wachsendem Erfolg
angegriffen. Charakteristisch fiir diese neuere Entwicklung ist, dass viele
Probleme mehrfach geldst wurden mit scheinbar ganzverschiedenen Methoden,
aber gleichen Ergebnissen. Um daher einen Uberblick iiber die vorliegende
Problematik und die bisherigen Erfolge zu gewinnen, ist es erforderlich, diese
scheinbar so verschiedenen Methoden auf ihren gemeinsamen Ursprung
zuriickzufiithren. Die genauere Untersuchung zeigt nun, dass viele Methoden
lediglich durch die Verwendung unterschiedlicher und fiir jeden speziellen
Zweck extra eingefithrter charakteristischer Bestimmungsgréssen vonein-
ander abweichen.

Hier soll nunmehr die gesamte Problematik so grundsitzlich wie nur
irgend moglich angegriffen werden, weil es nur so maglich ist, zu den funda-
mentalsten charakteristischen Grossen vorzustossen, aus denen sich alle
sonst verwendeten Bestimmungsgrossen dann als Spezialfille ergeben. Ein
solches Vorgehen fiihrt automatisch zur Definition eines Wahrscheinlichkeits-
operators p, aus dem die bekannten Dichtematrizen [1][2] [3] als spezielle
Darstellungen hervorgehen.
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2. Die physikalische Fragestellung

Die allgemeinste physikalische Frage, die in der Theoretischen Physik
an ein System gerichtet werden kann, ist folgendermassen formulierbar:

Eine Messung am System hat zur Zeit 0 die Information »A«
ergeben. Welche Information »B« wiirde eine Messung zur Zeit (1)
¢t ergeben?

Das betrachtete physikalische System wird durch seinen HamiLToNoperator
H charakterisiert. Eine durch Messung gewonnene Information besteht in der
Angabe der gemessenen Grossen, der erzielten Messergebnisse und einer
Angabe iiber den »Wert« der betreffenden Information. Zur Beantwortung
der Frage (1) sind folgende Einzelprobleme zu lgsen:

1. Analyse der Anfangsinformation »A«,

2. Beschreibung des Zeitablaufs,

3. Analyse der zur Fragestellung » B« gehorigen Information.

Im Rahmen der Quantentheorie gehdren zu einer Information »Ae,
»Be, ... folgende Angaben: Es miissen die zu einer Information gehorigen,
gleichzeitig und unabhingig voneinander messbharen Gréssen als untereinander
vertauschbare HILBERToperatoren

A,... Ag—~A By,..., B.~B f<F (%)

bekannt sein. Ubersichtshalber werden Indizes, wo immer méglich, fort-
gelassen. F' ist die Zahl der Freiheitsgrade des betrachteten Systems, und im
allgemeinen gilt [4, B]_0. Ferner gehort zur Information die Angabe der
erzielten Messergebnisse, die bei optimaler Messgenauigkeit iibereinstimmt
mit der Angabe der Messwerte

Ay ey G > @ bl,...,bfﬁb, (3)

also der Eigenwerte der Operatoren (2). Sie charakterisieren die zum Mess-
ergebnis gehorigen Eigenzustinde des Systems, die HiLBERTvektoren @,
bzw. @,. Liegen nur ungefihre Messergebnisse vor, so kann der Zustand nicht
eindeutig bestimmt, sondern lediglich eine Wahrscheinlichkeit w, fir das
Vorhandensein eines Zustands @, angegeben werden, hier also die Gesamtheit
aller w, bzw. w,. Dieser Kenntnis dquivalent ist ein Ensemble von M gleich-
artigen (numerierbaren) Systemen, von denen sich M, in Zustinden P,
befinden. Dann ist w, = M,/M.

Der Wert »J« einer solchen Information ist natiirlich am gréssten bei
genauer Kenntnis des Zustands @, und am kleinsten, wenn alle w, gleichgross
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sind. Als Mass fiir den Unwert (Unkenntnis) kann angesehen werden: die
Zahl der Gesamtzustéinde des Ensembles der numerierten Einzelsysteme, die
zur gleichen Verteilung »M,« gehéren (bei vollstindiger Kenntnis nur ein
einziger !). Diese Zahl stimmt iiberein mit den méglichen Umnumerierungen
der Systeme, die deren Einzelzustinde verindert, aber die Gesamtverteilung
»M,« unverindert lidsst. Diese Zahl ist bekanntlich

M
R:ﬁ%—)[lr[ ) fiir M — co. 4)

Somit ist R™! ein Mass fiir den Informationswert. Das gleiche gilt fiir eine
monotone Funktion von R7!, die so gewithlt wird, dass der Informationswert
zweier Systeme sich addiert:

Fe=lmR'=Z wInw=—S<0. (5)

M

Diese im Bereich —co ... 0 variierende Funktion stimmt bis auf einen un-
wesentlichen Dimensionsfaktor k mit der negativen Entropie iiberein.

Weiterhin sind Besonderheiten zu beachten, die im Zusammenhang mit
Fragen vom Typ (1) auftreten kénnen. So wird das Problem (2.1) zeitunab-
hingig, wenn eine der dret Bedingungen

t=0, [H, Al_=0, [H,Bl.=0 (6)

erfiillt ist. Eine gewisse, wenngleich unwesentliche Komplikation tritt auf,
wenn der HamILTONoperator, wie in der Stdrungstheorie oftmals iiblich,
zeitabhiingig ist:

%I;:#Ov etwa Hf:Ho—*-g:Vv (7)

weil dann die H, fiir verschiedene t wegen

[H, H)] = (g, — &) [V, H’]_ =0 (8)

nicht mehr miteinander vertauschbar sind. Gewisse Vereinfachungen treten
auf, wenn in (2) f << F ist, weil dann die gesuchte Information von vorn-
herein von einfacherer Art ist. Dieser Fall wird in Kapitel 4 besprochen.
Nach den im Anschluss an (1) gemachten Ausfithrungen ist zunichst
die Analyse der Anfangszustinde durchzufiibren. Bei vollstiindiger Kenntnis
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des Messergebnisses a besteht sie in der Angabe des zugehiirilgen Zustands
®,, der sich aus dem Eigenwertproblem

AD, = Dy a (9)

berechnet. Bei ungenauer Messung miissen alle in Frage kommenden &,
mit den aus der Messung folgenden Wahrscheinlichkeiten w, bestimmt werden.
Ist nur ein Teil der Gréssen A; von (2) gemessen worden, so miissen die w,
durch geeignete Annahmen bestimmt werden, wie minimale Willkiir, minimaler
Informationswert, Gleichverteilung, maximal chaotische Verteilung, etec. ..

In der ScarOpINGERdarstellung besteht der Zeitablauf darin, dass
alle Anfangszustinde @, iibergehen in

D, >V, =" it ¢ — (1) D,. (10)

Im besonderen Falle zeitunabhingiger HAmILTONoperatoren vereinfacht
sich (10) zu

8H _
ot

P iy
0: tIoe 7% ¢ ﬁg P (11)

Diese vereinfachte Zeitabhingigkeit wird im folgenden verwendet. Treffen
dagegen die Voraussetzungen (7) zu, so sind in allen nachfolgenden Formeln
lediglich die Exponentialfaktoren durch die unendlichen Produkte von (11)

zZu ersetzen.
Die dritte Aufgabe besteht in der Analyse der gefragten Information »B«.
Die zugehoérigen maoglichen Messwerte folgen aus der Eigenwertgleichung

B®, — By b . (12)

Im Falle f < F miissen die B; von (2) evtl. noch erginzt werden durch Auf-
suchen von Operatoren .
Cf+l" T CF -+ C Cfi1s s 0« s CF > C, (13)

die untereinander sowie mit den B; vertauschbar sind und mit ihnen zusammen
ein vollstiindiges System observabler Grossen bilden. Da die Grossen B und C
als gleichzeitig und unabhingig voneinander messhar angesehen werden,
bilden ihre Eigenzustinde einen Produktraum

Do — O, D, = D, D, (14)

mit den Faktorrdumen der @, und der @..
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Die Antwort auf die Frage (1) wird nunmehr durch Angabe der Wahr-
scheinlichkeiten w, fiir die Messergebnisse b gegeben. Nach elementaren Regeln
der Wahrscheinlichkeitstheorie gelten die Beziehungen

wy = X Wpe Wye = 2 Wye,a Wq » (15)

wihrend die hierin auftretenden Ubergangswahrscheinlichkeiten in der
Quantentheorie durch

Wpe,a = I (q)bca ¥,) lg = (Dye, ¥a) (V> Doe) (16)

bestimmt werden. Gleichzeitig mit den w, aus (15) kénnen die zu den B
gehorigen Erwartungswerte in der Form

E - Zb bwb == Zbc bwbc (17)
als bei vielen gleichartigen Messungen beobachtete statistische Mittelwerte
bestimmt werden.

3. Der Wahrscheinlichkeitsoperator ¢

Die in (2.15 und 16) auftretenden Wahrscheinlichkeiten konnen als
Erwartungswerte von Operatoren dargestellt werden. Bei vollstindiger Informa-
tion »aq ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t die Information »b, c« zu erhalten,
nach (2.16):

Woca = (q)bca Oa ¢bc) mit p, = Ta) (Ta . (1)

p, wird allgemein als Wahrscheinlichkeitsoperator bezeichnet und bedeutet
hier den zu ¥, gehérigen Projektionsoperator mit den Eigenwerten

0qa — 0,1 Qz = Oa> ()
denen zufolge die daneben stehende charakteristische Gleichung gilt.
Die zur unvollstindigen Anfangsinformation » A« gehérige Wahrscheinlich-
keit, bei t die Information »b, c« zu erhalten, ist
Wpe == (®bca stbc) mit o= Za Ca Wy . (3)
Fiir den hier auftretenden allgemeineren Wahrscheinlichkeitsoperator gilt
0 = ZoW,) wa ¥y = Zg & I By) wy(@, &1V (4)
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Er besitzt offenbar die Eigenschaften

oV, = ¥Y,w,, daher Il ,(p— w,)=29. (5)

Diese Gleichungen lassen seine Bedeutung unmittelbar erkennen: Seine Eigen-
vektoren sind die zur Information »A4+ gehorigen Vektoren ¥, und seine
Eigenwerte die zur gleichen Information gehérigen Wahrscheinlichkeiten w,.

Die Ausdriicke (1) und (4) lassen erkennen, dass die Wahrscheinlich-

keitsoperatoren o, und p hermitisch, normiert und positiv definit sind:

=0 Tro=1 0<p<1. (6)

Die mit Trp bezeichnete Spur ist bekanntlich gleich der Summe der Eigen-
werte, so dass die Normierung aus 2, w, = 1 folgt. Die letzte Gleichung (6)
folgt aus der Wahrscheinlichkeitsbedeutung aller Erwartungswerte. Fiir den
Zeitablauf des Wahrscheinlichkeitsoperators kann die Beziehung

o(t) + %[H dH]-=0  o(0) = »Ac (7)

aus (4) entnommen werden. Da ¢(0) durch die Anfangsinformation »A« voll-
stindig bestimmt ist, was durch die zweite Gleichung (7) symbolisch aus-
gedriickt werden soll, und die erste Gleichung von erster Ordnung hinsicht-
lich ¢ ist, wird po(t) durch die Gleichungen (7) vollstiindig bestimmt.
Erwartungswerte von der Art (2.17) kénnen in der Form

B = Zp(®ye, 0BDy) = TroB = TrBy (8)

durch Spurbildungen mit ¢ dargestellt werden. Innerhalb einer Spur iiber zwei
Operatoren ist deren Reihenfolge bekanntlich beliebig.

Der in (2.5) eingefiihrte Informationswert kann durch den Operator
In ¢ dargestelli werden, denn sein Erwartungswert (8) stimmt entsprechend

I=Trolnp=2,w,;1n w, )]

mit (2.5) iiberein. Man beachte, dass bei vollstindiger Information
I,= Trg;ln g, =0 (10)

gilt. Fiir die Zeitableitungen der Erwartungswerte (8) und (9) gilt

B=TrBs— —;—Tr Blo, H] — '? Tr[H, B]_o
(11)
I= -;E—Tr[gln 0, H]. = 0.
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Die erste Gleichung lisst erkennen, dass das Ergebnis dcs gleiche ist, welches
man auch bei Hrrsensercdarstellung der Operatoren zu erwarten hitte.
Die Zeitunabhingigkeit des mittleren Informationswerts folgt bereits daraus,
dass der Zeitablauf durch eine unitire Transformation beschrieben wird und
die Spurbildung invariant gegen unitire Transformationen ist.
Zusammenfassend ist festzustellen, dass durch die Einfithrung von
Wahrscheinlichkeitsoperatoren o die zu (2.1) gehorige Problematik folgender-
massen aufgeteilt wird: In p(t) ist die Anfangsinformation und der Zeitablauf
enthalten, wihrend die spezielle zur Information »B, C« gehérige Frage-
stellung durch Bildung geeigneter Erwartungswerte beriicksichtigt wird.

4. Reduzierte Wahrscheinlichkeiten g5

Wir beriicksichtigen nunmehr den zu (2.12 und 13) gehérigen Fall
f< F, in dem die Endinformation aus einem »interessierenden¢« Anteil B
und einem »nicht interessierenden« Anteil C besteht. Dementsprechend enthiilt
auch die Anfangsinformation » 4« und der aus ihrkonstruierte, in diesem Kapitel
mit p = pgc bezeichnete Wahrscheinlichkeitsoperator Anteile, die fiir die
Information B wesentlich sind, und solche, die es nicht sind. Die zur Infor-
mation B gehorigen Wahrscheinlichkeiten (2.15) konnen als Erwartungswerte
im Faktorraum der &, allein dargestellt werden

wp = (P, 08 Ds) » (1)

wihrend der hier definierte Operator pg der reduzierten Wahrscheinlichkeit
entsprechend (2.15) gemiss

0B = 2(P;, psc D) = Trcope (2)

durch Spurbildung im Faktorraum der @, aus ggc hervorgeht. Dieser Operator
ist, je nach der speziellen Fragestellung » B¢, oftmals entscheidend einfacher.
Auch konnen entsprechende Erwartungsmerte wegen

.E = TrB 0= TI‘B TTC BQBC = TTBBTI'C PBC — TTBBQB (3)

als Spuren iiber gg allein dargestellt werden.
Fiir den Zeitablauf allerdings folgt aus (2) und (3.7)

. . i
ep = Trcope = 3 Trelope,H]- . (4)
Den HamiLronoperator des Systems denken wir uns gemiss

H = Hg + H¢ + Hpc )
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zerlegt in Anteile, die nur von B bzw. C allein abhéngen, und einen gemischten
Anteil. Hg kann wegen Unabhéngigkeit von C aus der Spurbildung (4) heraus-
gezogen werden. Die Vertauschung mit H; verschwindet unter der Spur,
wie im Zusammenhang mit (3.8) erwihnt wurde. Daher geht (4) in

0p + “;i— [Hg,0p]- = ‘;*T’C [98c- Hpcl- (6)

iiber. Der Zeitablauf von gg wird also durch den C-Anteil der Information
mitbestimmt, wie anschaulich erwartet werden muss. Die zu pg gehérige
reduzierte Information Jg = In pp wird im Zeitablauf ebenfalls vom C-Anteil
her beeinflusst; denn es gilt

-I_B = (i/h) TTB In [47:] Trc[ggc, HBC]— (7)

fir die zeitliche Anderung ihres Erwartungswerts.

Enthilt der HaMiLTONoperator keinen gemischten Anteil Hge, so werden
die Teilinformationen B und C unabhingig. Die rechte Seite von (6) ver-
schwindet, und fiir den hier nicht betrachteten Informationsanteil gc =
= Trgppc lidsst sich eine entsprechende, von ggc unabhingige Gleichung
mit H¢ statt Hp angeben. Der Operator der gesamten hier unkorrelierten
Wahrscheinlichkeit kann als Produkt

0BCc == 0B 0C (8)

angesetzt werden. Auch in Fillen Hge # 0 wird (8) oftmals als Niéherungs-

ansatz verwendet, der einer Vernachlissigung der Korrelation entspricht.
In diesem Falle geht (6) in

éB‘*‘%[HB_}“HBé’ 0p] = 0 mit Hpe = Trc Hpe o 9)

itber. Hpg bedeutet hier den iiber die Teilinformation C gemittelten Anteil
der Wechselwirkungsenergie. Die durch (8) und (9) beschriecbene Niherung
entspricht im klassischen Falle der Viasov-gleichung [4] und im quanten-
mechanischen Fall dem HARTREE—Fockschen Niherungsverfahren [5].
Ausserdem verschwindet bei Vernachlissigung der Korrelation im Sinne von
(8) die rechte Seite von (7), und auch die Teilinformation B bleibt néherungs-
weise zeitunabhingig.

Bei Anwendung dieser Betrachtungen auf Vielteilchenprobleme mit
HamirroNoperatoren vom Typ (1.1) besitzen alle physikalisch interessierenden
Grossen entsprechend

B =2Z; B, + Zi_; By (10)
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Teilchen- und Paareigenschaften. Dementsprechend sind unter der Information
»Bq« die Eigenschaften »1« bzw. »1,2« von einem bzw. von zwei Teilchen zu
verstehen:

B:l CIZ,...,N

(11)
B=12 C=3,...,N,

wihrend »C¢ die iibrigen, jeweils nicht interessierenden Teilchen enthilt.
In diesem Sinne kann eine Hierarchie reduzierter Wahrscheinlichkeitsopera-
toren

2B = @15 Q120 Q1230+ - - (12)

aufgestellt werden, deren Zeitableitungen (6) ein gekoppeltes Gleichunssystem,
die sogenannte BBGKY-Hierarchie [6], bilden, wiihrend die Erwartungswerte
von (10) nur p, und p,, enthalten:

1:(Ny (13)

&

Z1=N ZX

i<jf

Die hier auftretenden binomischen Faktoren folgen aus den Summationen
von (10) und bedeuten gemiss (13) die Teilchen- bzw. Paarzahl.

3. Untersuchung des Zeitablaufs

Wenn H in den zur Information A gehorigen Messgrossen A; enthal-
ten ist, so treffen die Vereinfachungen von (2.6) zu, und der Wahrscheinlich-
keitsoperator wird zeitunabhiigig:

6=0 [H,0].=0. (1)

Bei maximalem Wert der Information A4 besteht hier die Aufgabe in der
Berechnung der Eigenwerte von H und den A4, siche auch (11 bis 13). Da-
neben kommen Loésungen von (1) mit geringerem Informationswert in Be-
tracht. Die allgemeinste Losung von (1) ist eine willkiirliche Fuktion

o= f(H, A, Ay, ..) [H, Al =0 (2)

von H und den mit H und untereinander vertauschbaren Gréssen. Liegt
nur itber H allein eine Anfangsinformation vor, so kommt als Ldsung auch
nur g = f(H) in Betracht, und es konnen alle Aussagen der Thermodynamik
gewonnen werden. Spezialfille sind die kanonische und die grosskanonische
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Gesamtheit (letztere, wenn neben H auch die Teilchenzahl IV in der Anfangs-
information enthalten ist):

0 = HE—H) 0= SUH=IN) (3)
B, F bzw. J, ¢ sind Parameter zur Festlegung der Normierung sowie der mitt-
leren Energie und Teilchenzahl.

Wenn H in den zur Anfangsinformation A4 gehérigen Grossen nicht
enthalten ist, so ist ¢ # 0, und der Zeitablauf wird durch (3.7) beschrieben.
Eine gewisse Vereinfachung dieser Gleichung, die fiir viele Zwecke niitzlich
ist, erhalten wir durch den Ansatz

ot) = K(t,t) mit K'(t',t") = K(t",t") 4)

mit einem Operator K, der die Gleichungen

5] i 3 i
—+ —H|K({',t"Y=0=K(t',t" ——H 5
hf+h ](tm atw&” . ] (5)

erfiillt. Jeweils eine dieser beiden Gleichungen kann durch die Hermitizitits-
forderung (4) ersetzt werden. Analog zu (3.4) ist

1

K(tl, t”) —e *

" o(0) en (6)

die formale Losung der Gleichungen (4) und (5).
Eine andere Méglichkeit besteht darin, p entsprechend

o(t) = ikG(t + 0, t — 0) Git',1") = G(t", ") (7
durch einen Operator ihG zu beschreiben, der dié inhomogenen Gleichungen

5 i
-—H 8
az"+7i, ®)

(é_f_ + _ﬁL H" i G(t,1") = (' — 1") = ihG(',1") {—

erfiillt. Der in der Definition (7) hinzugefiigte Faktor i# vereinfacht die Her-
mitizitdts- und Normierungseigenschaften von G. Eine mégliche Lésung von
{7) und (8), die fiir ¢’ > 1" mit (6) iibereinstimmt, also die Bedingung

0@ — ¢") (ihG(t',t") — K(t' t")) = 0 (9)
erfiillt, ist
~fhe-r)

hG(t',¢") = K@’ 3")—6(1" —t')e (10)
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{(man beachte beim Einsetzen von (10) in (8), dass fiir die Stufenfunktion
6 = & gilt). Derartige Losungen inhomogener Gleichungen sind oftmals leichter
zu handhaben als die von homogenen Gleichungen. Ein Beispiel hierfiiv ist
die Behandlung stationdrer Probleme mit ¢ = 0 durch die zeitabhingige
‘Theorie. Eine Losung dieser Art von (8) erhalten wir durch formale Auflésung

" ! L& h 8 -1 ! "
Gt,t")y =6t —1t"y={—— — —H| o1 —1") (11)
i at
und Fourier-darstellung der 6-Funktion
+Wd (ifRye(t’—1")
e e—(i[R)e(t’ —
G(t.1") = - . 12
( ) J 27th ¢e—H (12)

— oo

Die FouriErtransformierte von G ist die von HucEnHOLTZ [7] untersuchte
Resolvente

R(s) = = v T (13)

des Operators H, der zusammen mit den Projektionsoperatoren P, = &,) (D,
durch seine Eigenwerte E, dargestellt werden kann.

+Jme
|
!
i Gref
o )
. . o)} o o Ree
N £
J n k G,
——— -—A—-———’Gav
Abb. 1

Die beim Auflésen (11) der Differentialgleichung (8) entstehende Un-
bestimmtheit entspricht dem Hinzufiigen willkiirlicher Losungen der zuge-
hérigen homogenen Gleichung. Uber deren Wahl jedoch verfiigen wir ein-
deutig, indem wir in (12) die Integration iiber & in einer komplexen Ebene
durchfithren und den genauen Weg angeben, siehe Abbildung.

Die Singularititen des Integranden liegen auf der reellen Achse an den
Orten ¢ = E, der Energieeigenwerte. Fithren wir die Integration (12) ober-
halb der reellen Achse durch, so entsteht die zu 6(t’, t") proportionale, retar-
dierte Losung G,,. Bei einem Integrationsweg unterhalb der reellen Achse ents-
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steht die zu 6(t", t’) proportionale avancierte Losung G,,. Ein Integrationsweg,
der nur bei einer einzigen Singularitit E, oberhalb, bei allen iibrigen aber
unterhalb verlduft, entspricht einer inhomogenen Lésung G,, die nur hinsicht-
lich des Zustands @, retardiert ist. Sie entspricht einem Anfangszustand @,
des Systems. Bei geringerem Informationswert, wenn also die Zustinde @,
mit Wahrscheinlichkeiten w, besetzt sind, wird ein Integrationsweg benétigt,
der sich bei jeder Singularitiit aufspaltet in einen Teilweg oben herum mit dem
Gewicht w, und einen Anteil unten herum mit dem Anteil 1 — w,. G-Funktio-
nen mit geschlossenen Integrationswegen, die bestimmte Singularititen um-
fassen, lassen sich als Differenz zweier Losungen der inhomogenen Gleichung
auffassen und sind daher homogene Losungen G,y

6. Stérungsrechnung

Besteht der HamiLtoNoperator H = H° + T wie in (2.7) aus zwei
Anteilen und sind alle zu HO allein gehérigen Aussagen vom Typ (2.1) bekannt,
so kann das Problem im Rahmen einer Stérungstheorie untersucht werden
( Potenzentwicklung nach V). Die Erfahrung hat gezeigt, dass die zeitabhiingige
Form der Stérungstheorie der zeitunabhingigen auch in den Fillen (2.6)
iiberlegen ist, in denen sie nicht unbedingt notwendig wire (der formale
Grund besteht letzten Endes darin, dass sich mit Exponentialfunktionen leichter
rechnen lidsst als mit Partialbriichen).

Eine storungstheoretische Behandlung kann die inhomogene Gleichung
(5.8) als Ausgangspunkt wihlen und neben G einen zu H? gehorigen Operator
G, cinfiihren. Zwischen beiden gilt dann die Integralgleichung

G(t, 1) = Gy(t, 1) + T &t Goft, ") V(") G(t", 1') . (1)

Ihre Richtigkeit wird durch Differenzieren und Vergleich mit (5.8) und der
dazugehérigen ungestérten Gleichung gezeigt. Diese Integralgleichung kann
durch eine Potenzreihe gelost werden, die man dadurch erhilt, dass man
G auf der rechten Seite von (1) durch den Wert ersetzt, der aus der Gleichung
(1) selbst folgt und dieses Verfahren sukzessiv fortsetzt.

Andere Wege der storungstheoretischen Behandlung beginnen damit,
alle Operatoren entsprechend

SpoA = Sp Ay, A = eUNH" de=GINHt  § - eliIRHt go—(MHY (2)
von der ScHRODINGERdarstellung in die Wechselwirkungsdarstellung zu iiber-
fithren. Sie besitzen dann die durch

A=l Al 472 =0 (3)

|
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charakterisierten Zeitabhingigkeiten. Fiir den in (5.4) eingefithrten K-Opera-
tor entstehen die Beziehungen

Bty = K(t,t)  K'(t',1") = K@, ')

8 i S| 5 5 i
— V" K@',t")y=0= K({',t" ——V’ 4
[+ 7| Ry o =7 ©

K(t’, t7) = UIJ0 e—(i/mV(D)dt 04 ot o(if®y Vitydt — S(t') 0, St (2").

Die letzte Zeile ldsst den Zusammenhang mit der bekannten S-Matrix erkennen.

7. Niherungsmethoden

Die zur Lésung des Problemkreises verwendeten Nidherungsmethoden
sind sehr vielseitig. Sie kénnen hier nur in grossen Ziigen dargelegt werden.
Eine der Hauptaufgaben besteht darin, die Gleichung (4.6) fiir den reduzierten
Operator pg durch eine von ggc unabhingige Niherungsgleichung zu ersetzen.
Hinsichtlich der im Zusammenhang mit (4.12) erwihnten BBGKY-Hierarchie
bedeutet dies, die Gleichungshierarchie bei irgendeinem gewiinschten g,,.. .,
abzubrechen. Die einfachste Niherung besteht, wie in (4.8 und 9) bereits
ausgefiihrt wurde, in der Vernachlissigung der Korrelation.

Bei stationdren Problemen kann die Extremaleigenschaft der Energie,
oder bei geringerem Informationswert der freien Energie, zu einem Variations-
verfahren ausgebaut werden. Bei der Variation iiber p miissen dann allerdings
die Eigenschaften (3.6) dieses Operators im Ansatz oder durch geeignete
Nebenbedingungen erfiillt werden.

Die aus der S.érungstheorie entspringenden Méglichkeiten fiir Ndherungs-
verfahren bestehen im Abbrechen der Potenzreihen [8] sowie in der Durch-
filhrung von Teilsummationen iiber einzelne Glieder der Potenzreihen [9].
Schliesslich bleiben noch solche N#herungsmethoden zu erwéhnen, die im
Rahmen der Operatorendarstellung nicht unmittelbar dargestelit werden
kénnen, sondern auf die zu den Operatoren p und ppg gehoérigen Matrixdarstel-
lungen aufbauen.

8. Matrixdarstellung von ¢ und g

Eine Matrixdarstellung der Theorie entsteht durch beiderseitige Projek-
tion aller Operatoren auf die als vollstindig, normiert und orthogonal voraus-
gesetzten Vektoren @, eines Systems von Zustinden x. Insbesondere der
Wahrscheinlichkeitsoperator ¢ geht hierbei in die iiblicherweise als Dichte-
matrix bezeichnete Grésse

olx, &) = (Prs @ Py) mit (Dy, D) = O (1)
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iiber. Alle Gleichungen der bisherigen Theorie bleiben formal giiltig als Matrix-
gleichungen fiir die entsprechenden Matrixelemente.

Von hier aus erhalten wir durch FouriErtransformation der Differenz-
koordinaten die sogenannte WicNER-darstellung der Dichtematrix[10]

’ 7

x

dx’ —ipx’ X
, X = A — . . 2
o{p.x} j(2nh)F e @[x S Tt (2)

Damit entsteht eine der klassischen Statistik sehr dhnliche Form der Theorie
[11]; denn fiir viele Erwartungswerte gilt

A= ([ dxdp A{p,x}o{p,x} mit [fdxdpop,x}=1. 3)

Die Gleichung fiir den Zeitablauf jedoch ist komplizierter:

. 2 n(d B8 9 9
Ja) = — —sin|—|— — —-— "_||H|p, ,
P} = —— Sm[z [ap o o ap,” {po}e{ps )

D =px =x° (4")

Sie stimmt nur in erster Ordnung von % mit der klassischen, LIoUVILLE-
schen Gleichung iiberein. Ausserdem ist zu erwihnen, dass die Losungen von
(2) bzw. (4) in der Regel nicht positiv definit sind, weswegen auch o(p, x)dx dp
nicht die einfache Bedeutung der klassischen Statistik haben kann, nimlich
die Wahrscheinlichkeit dafiir anzugeben, dass das System gewisse Ortseigen-
schaften ¥ und Impulseigenschaften p besitzt.

Nunmehr betrachten wir den Spezialfall von physikalischen Systemen,
bei denen alle Vektoren @, sich mittels irgendwelcher Operatoren al entspre-
chend

O, =al®, mit aPy=0 HD =0 (5)

durch einen einzigen normierten Hilbertvektor @, mit den Eigenschaften (5)
darstellen lassen. @, wird dann als »Vakuum«-Vektor bezeichnet. Die letzte
der Eigenschaften (5) kann durch Umnormierung des Hamiltonoperators H
(Hinzufiigen einer geeigneten Konstante) erreicht werden. Damit die Zusténde
(5) ein normiertes Orthogonalsystem bilden, miissen die Operatoren a, die

Eigenschaften
(Dyy Dyr) = (D, aal Dy) = 6 (6)

besitzen. Etwas weiter als (6) geht die Forderung

(axal, — 85 )Py =0 (7
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an die Operatoren a,. Sie hat zum Beispiel die Giiltigkeit der Gleichungen
Poa, ¥, (t') = a,P,(t’) Ha,P@') =0 (8)

mit Py, = ®)(PD, als dem Projektionsoperator des Vakuums zur Folge, wenn
W,(t") irgendein durch Linearkombinationen der @, aufgebauter Vektor

Y (t) = [ dxDf(x,t") = [ dxalD,f(x, 1) (9)

ist. Der Beweis erfolgt durch Einsetzen von (9) in (8), Verwendung von (7}
und Beachtung von (5).

Bei Systemen mit den Eigenschaften (5) und (7) kénnen die Matrix-
elemente des K-Operators von (5.4) in eine iibersichtliche Form gebracht werden.
Zunichst gilt infolge (5.6) und analog zu (1)

K(x't', 5"t") = (@, Walt')wa( alt'),Ds) =

= Tt Dy, 1 al, @) (Dare™ D) (10)
Wegen (8) kann im Innern dieses Ausdrucks ohne Fehler
(Do) (@0 -1 — e‘“(ilﬁ)H(t»__t,) (11)

ersetzt werden. Bezeichnen wir Erwartungswerte eines Operators O iiber ein
Ensemble von Systemen mit

<0 = 2w, (D,09,) (12)
und fithren mit

a(x’ t) — e(!'/ﬁ)Hfaxe-—(i/ﬁ)Ht a-'-(x, t) — e(i/fi)Hta;-e—(i/ﬁ)Ht (13)¢

die Hersensercdarstellung der Operatoren a, ein, so erhilt (10) die iiber-
sichtliche Form
K(xltl, x”t”) — <a1‘ (x//, t”)a(x't')>

(14)

o(x', 2", t) = <<al (2", t)a(x’, t)> .

In der zweiten Zeile stehen die aus K mit ¢’ = t” = t hervorgehenden Matrix-
elemente von g. Bei vielen Untersuchungsmethoden werden Matrixdarstellun-
gen in der Form (14) benutzt. In anderen Methoden aber werden diese Matrizen
durch solche ersetzt, die inhomogenen Gleichungen geniigen und nur fir
t' > ¢" mit den Grossen (14) iibereinstimmen. Dann entstehen die bekannten
Greenschen Funktionen.
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9. Felddarstellung des Vielteilchenproblems

Ein besonderer Fall, auf den die besprochenen Voraussetzungen (8.5
und 7) zutreffen, ist die Felddarstellung des Vielteilchenproblems, beschrieben
durch einen HaMILTONOperator

de d

. » r
H :J de, vl t,p, + —‘—2—'——2‘—'/){ v} v ey

o

(1)
v ¥ils = 61, 2) [y wuls = [wl¥dl; =0,

dessen Feldoperatoren y den angegebenen Minus- oder Plusvertauschungen
geniigen. Mit der dt,, dt,, . . . sind Summationen iiber alle Orts- (und gegebenen-
falls auch Spin-) Eigenschaften zu verstehen. Die in (8.5 und 7) eingefiihrten
Operatoren sind hier

aI:wI...tpL Ay = PN+« « Py » (2)
wihrend o6-Funktionen und Summationen iiber Teilchenzustinde im Detail
bedeuten:

8 o= (4 1)PIT,8(i, P de— | dr;...dry (3)
nw = X (£ )P 6G, P) x—J——N!—_

Der Normierungsfaktor IV ! rithrt daher, dass in Wirklichkeit keine unterscheid-
baren Teilchen vorliegen, sondern blosse »Ja—Nein«-Ereignisse, so dass
jeweils iiber die Zahl der Paare, Tripel, ... n-tupel summiert werden muss.
Mit H und den angegebenen Vertauschungen der p kann fir die Zeitab-
hingigkeit von y, (in der HEisENBERGdarstellung) leicht eine Wellengleichung
abgeleitet werden:
R

Bt = [y, H]_ = (; + j dv, 9§ vy, v,) ¥y - (4)

Mit (1) und (2) entsteht fiir die Matrixdarstellung des HamiLroNoperators
{ay Hal)> = (Z;t; + Z',-<jv,-j) Oxr » (5)
Sie stimmt bis auf die unwesentliche ¢-Funktion (3) mit dem HamivTon-
operator (1.1) der Teilchentheorie iiberein. Die Gleichungen (4) und (5) lassen
iibrigens in einfachster Weise die Aquivalenz von Wellen und (ununterscheid-
baren !) Teilchen innerhalb der Quantentheorie erkennen. Die Elemente der
Dichtematrix folgen mit (2) aus (8.14):
o(x, x5 t) = <<yl ... ployn .o > (6)

Zur Darstellung reduzierter Dichten unterteilen wir die Variabeln in zwei

Gruppen
B=1,....n C=n+1,...,N, (7)
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die den Teilinformationen » B¢ und »C« entsprechen. So entstehen durch Spur-
bildung iiber C die mit (6) formal fast iibereinstimmenden reduzierten Dichten

on(® 2, 1) = <yl . yhyn o> (8)

Allerdings miissen bei der Aufteilung der Spurbildung im Sinne von Tr=
= TrgTrc die Normierungsfaktoren beachtet werden. Bildet man nédmlich
die Teilspuren ebenfalls im Sinne von (3), so bleiben entsprechend

J drl. . .drN __J‘ drl. . .drn drn+1 e drN (N — n)! n! (9)
NI n! J (N —n)! NI

noch Binomialkoeffizienten unberiicksichtigt, die sich bei der jeweils zweiten
Spurbildung von (8) in der Form

!
Tr o L— =

afn = —(]—V - n)! n! (10)

n

bemerkbar machen. Da (10) die Zahl der unter [N Teilchen vorhandenen
n-tupel bedeutet, konnen die Diagonalelemente von (8) vom Teilchenbegriff
her gesehen als n-tupeldichten aufgefasst werden.
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