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Eine an der statistisch berechneten kinetischen Energie des Atoms angebrachte Korrek- 
tion ermiiglicht den Einbau des Weizs/ickerschen Inhomogenitiitsanteils der kinetisehen Energie 
in die statistische Theorie des Atoms und eine Erweiterung des statistischen Atommodells. Das 
zur Bestimmung der Elektronen-, bzw. Potentialverteilung im erweiterten Modell dienende 
Yariationsprinzip und eine mit diesem equivalente Integrodifferentialgleichung wird hergeleitet. 
Die Energie des Atoms wird aus dem Variationsprinzip mit dem Ritzschen Verfahren in erster 
~N~iherung berechnet. Durch einige, hauptsiiehlich f'ª kleine Elektronenzahlen wichtige Korrek- 
tionen lassen sich die Berechnungen auch auf die leichtesten Atome ausdehnen. Die Energie 
der Atome ist von den leichtesten Atomen ah bis zu den schwersten in ausgezeichneter • 
einstimmung mit den empirischen, halbempirischen Slaterschen und wellenmechanischen Ener- 
giewerten; die maximale Abweichung ist kleiner als 3%, w~ihrend sich bei den bisherigen 
statistischen Modellen Abweichungen bis zu 50% ergeben. Fª die Elektronendichte erhMt 
man folgende Resultate. Erstens wird die Dichte ana Ort des Kernes, ira Gegensatz zu den bishe- 
rigen statistischen Modellen, nicht unendlich und zweitens zeigt die Dichte in grosser Entfernung 
vom Kern mit wachsender Entfernung einen exponentiellen Abfall. Beide Resultate stehen in 
bester �8 mit den wellenmechanischen Ergebnissen und bedeuten eine wesent- 
liche Verbesserung des statistischen Dichteverlaufes in unmittelbarer Kernniihe und in grosser 
Entfernung voto Kern. 

w 1. Einleitung und Zusammenfassung 

B e k a m l t l i c h  f ª  d ie  W e i z s ~ c k e r s c h e  I rdaomogenJt~i t skorrekt ior t  de r  

k i n e t i s c h e n  E n e r g i e  des  s ta t is t ischer~ A t o m s  zu e iner  sehr  kor~sequerttert  W e i t e r -  

en twick lu r tg  de r  s t a t i s t i s c h e n  Theo r i e  des  A t o m s .  x Mi t  d ieser  K o r r e k t i o n  e r g i b t  

s ich f ª  d ie  E l e k t r o n e a d i c h t e  e in  V e r l a u f ,  de r  in  u ~ m i t t e l b a r e r  U m g e b u n g  

des  Kerr~es, sowie in  grosser  E n t f e r r m n g  v o m  Kerr~ de~  w e l l e n m e c h a n i s c h e n  

b e d e u t e n d  besse r  a p p r o x i m i e r t  als die  ohne  de r  Weizs~ickerschen  K o r r e k t i o n  

berechr te ter t  D i c h t e f u r t k t i o n e n .  H i ~ s i c h t l i c h  de r  E n e r g i e  des  s t a t i s t i s c h e n  A t o m s  

e r f ª  j e d o c h  d iese  K o r r e k t i o n  r t icht  d ie  E r w a r t u n g ,  d e •  d ie  m i t  d iese r  K o r r e k -  

t i on  b e r e c h n e t e  E n e r g i e  de r  A t o m e  e rwe i s t  s ich als b e d e u t e n d  zu hoch  ; so 

e rh~ l t  m a n  z. B.  f ª  da s  R b + - I o n  ~ach  Sokolov ~ eine u m  2 0 ~  zu  hohe  E=erg ie .  

Die  in  de r  u r sp r ª  n.icht k o r r i g i e r t e n  T h o m a s - F e r m i s c h e n  Theor i e  zu  

t i e fe  Ene rg i e  de r  A t o m e  w i r d  also d u r c h  d ie  Weizs~ickersche K o r r e k t i o n  ª  

k o m p e n s i e r t .  D ie s  i s t  a u c h  d e r  G r u n d  d a f ª  dass  d iese  m e i n e r  A n s i c h t  n a c h  

sehr  wesen t l i che  K o r r e k t i o n  in  de r  s t a t i s t i s che r t  T he o r i e  d e r  E l e k t r o n e n h ª  

des  A t o m s  a i c h t  d e n  P l a t z  einnehmer~ k o n n t e ,  de r  i h r  i h r e r  W i c h t i g k e i t  n a c h  

z u k o m m e n  sol l te .  
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In  eirter vorangehertdert Arbeit des Verfassers 3 wurde die statistische 
Berechnurtgsweise der kirtetischert Ertergie eines Elektrortertgases ausfª 
diskutiert ur~d gezeigt, dass mart einert Fehler begeht, werm marL zur Fermischen 
kirtetischea Ertergie des Elektronengases dert Weizs~ickerschert InhomogenŸ 
attteil eiafach hinzuaddiert. Als Resultat der dort durchgefª Betrach- 
turtgen ergab sich, dass mart diesen Fehler korrigieren kann, werm mart die 
kinetische Selbstenergie der freien Elektronen, d. h. die aus der endlichen Impuls. 
breite der freien Elektronen resultierende Energie in Abzug bringt. 

Diese mehr qualitativen Feststellungen vorL I wollen wir in der vorliegen- 
den Arbeit quantitativ formulieren. Es zeigt sich, dass man die kinetische 
Selbstenergie der Elektronen durch eine einfache Formel darstellen und somit 
den besagten Fehler einfach korrigieren kann. ~ a n  gelangt so zu einem erweiter- 
ten statistischen Atommodell, fª das einerseitsderVerlauf derElektronendichte 
die eingangs erw~ihnten Vorzª aufweist und das anderseits fª die Energie 
der Atome sehr befriedigende Werte liefert. Die Elektronendichte bleibt ira 
erweiterten Modell aro Ort des Kernes endlich und f~illt in grosser Entfernung 
voto Kern mit wachsender Entfernung exponentiell ab. Dies ist in bester • 
einstimmung mit dem wellenmechanischen Dichteverlauf und bedeutet in 
unmittelbarer Kernnahe und in grosser Entfernung voto Kern eine wesent- 
liche Verbesserung der bisherigen statistischen Dichteverlaufe, die aro Ort 
des Kernes singular werden und in grosser Entfernung voto Kern zu 
langsam verschwinden, oder aber aro Rand des Atoms unstetig von einem 
endlichen Wert auf Null abfallen. Fª die auf Grund des erweiterten Modells 
berechnete Energie der Atome ergeben sich Werte, die mit den empirischen oder 
auf wellenmechanischem Wege berechneten Energiewerten, oder, sofern solche 
nicht vorliegen, mit den halbempirischen Slaterschen Energiewerten 4 sehr gut 
ª Durch Anbringung einiger, haups~ichlich fª kleinere Elektro- 
nenzahlen wichtiger Korrektionen kann man erreichen, dass die mit dem er- 
weiterten statistischen Modell berechnete Atomenergie die Energie der Atome 
ron den leichtesten Atomen bis zu den schwersten mi~ einem durchweg kleineren 
Fehler als 3~ darstellt. Wenn man in Betracht zieht, dass die auf Grund der 
bisherigen Modelle berechneten Atomenergien Fehler bis zu 50% aufweisen, 
so kann man dies als einen wesentlichen Erfolg des erweiterten Modells 
ansehen. 

Die Einteilung der vorliegenden Arbeit ist die folgende. Nach dieser 
Einleitung und kurzen Zusammenfassung wird im w 2 der korrigierte Ausdruck 
fª die kinetische Energie hergeleitet und im w 3 das erweiterte statistische 
Atommodell entwickelt. Ira w 4 besprechen wir einige in erster Linie fª kleine 
Elektronenzahlen wichtige Korrektionen des 5fodells. Im w 5 berechnen wir die 
Energie des Atoms mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens und geben eine aalsfª 
che Diskussion der Resultate. 
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w 2. Herleitung der kinetischen Energiekorrektion 

Wir ziehen ein Fermi-Gas mit einer kngelsymmetrischen Teilchendichte 
in Betracht, das einstweilen sowohl die Elektronendichte des statistischen 

Atoms als die Nucleonendichte des statistischen Atomkerns darstellen kann. 
Voransse~znngsgem/iss ist also ~ cine Ftmk'tion der einzigen nnabh~ingigen 
Yariablen r, die die Entfernung voto Zentrum (Atomke~n, bzw. Kernmittel- 
pnnkt) bedeutet.  

Die Dichte der Fermischen kinefischen Energie Up tmd des Weizs~icker- 
schen Energieanteils U~ kann man bekanmlich mit der Teilchendichte ~ folgen- 
dermassen darstellen 

mit 

(grad q)2 
U p = ~ F ~ s / 3  und U w = ~ w  , (1) 

h 2 3(3~ 2/3h2 und ~~-- (2) 
z p  ---- 40 [ ~ 1 m 32 :~2m' 

wo h die Planksche Konstante und m die Masse des Teilchens bezeichnet. Wegen 
der Kugelsymmetrie der Verteihmg e ist unter grad ~ die radiale Komponente 
des Gradienten ron ~ zu verstehen. 

Als gesamte kinetische Energiedichte hat man bisher den Ausdruck 

U - -  UF ~- Uw (3) 

b e~rachtet. Wie in I ausfª gezeigt wurde, ist jedoch dieser Ausdruck nnrich- 
tig, da er den radialen Anteil der aus der endlichen Impulsbreite der freien Teil- 
chen resultierenden kinetischen Energie - -  die wir in I kurz kinetische Selbst- 
energie der freien Teilchen nannten - -  doppelt enth~lt. 5 Zur Herleimng des 
richtigen Ausd~uckes hat man also den radialen Anteil der kinetischen Selbst- 
energie der freien Teilchen ron U in Abzug zu bringen. Unsere Aufgabe besteht 
also zun~ichst in der Berechnung dieser kinetischen Selbstenergie. 

Hierzu sei zun~ichst erw~ihnt, dass man - -  wie in I ausfª besprochen 
wurde ~ den Impuls ~ eines Teilchens in zwei Ameile zerlegen kann. Der eine 
Anteil ist ein ~indestimpuls, der daraus resnltiert, dass das in Betracht gezogene 
Teilchen (genauer der Bildpnnkt des in Betracht gezogenen Teilchens) die 
energetisch fiefer ]iegenden, vollbese~zten Impulsraumzellen zufo]ge des Pauli- 
Prinzips, d. h. zufolge der Orthogonalit~itsbedingungen der Eigenfunktionen 
nicht besetzen kann, das Teilchen also ª einen Mindestimpnls verfª muss, 
der es aus dem In~eren der vollbes~z~en Impulskugel bis an den Rand dieser 

Ac#a P~ysir fil/2 
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Kttgel hebt. Der andere ImpatlsanteiI representiert die endliche Impulsbreite 
des Teilche!as, die eine unmittelbare Folge der endlichen Ausdehnung der Impuls- 
raumzellen ist. 

Fig. 1. Zerlegung des Elektronenimpulses V in die Komponenten pr und PI und Aufteilung 
der Impulskugel in Kugelschalen. Die schraffierten Raumteile sollen die vollbesetzten Teile des 

Impulsraumes veranschaulichen 

Zttr Berechmmg dieser Impaxlsanteile zerlegen wir zamachst den Xmpnls 
eines Teilchens in eine radiale atnd azimtttale Komponente, die wir mit pr bzw. 
P t bezeichnen ; man vgl. hierzn Fig. 1. Aats der Forderung, dass der Drehimpuls- 
]3etrag des Teilchens, rpt gleich (l -4- ~) h/(2~r) sei, 6 ergib't sich fª pi 

= , ( 4 )  
r 

wo I die Nebenq~antenzahl bezeiehnet. 
Dieser Zusamme:nhang erm6glieht eine Einteil~ng der Imp~lskugel in 

Zylindersehalen mit Zylinderflgehe~, deren gemeinsame Aehse mit dem Orts- 
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vektor gleichgerichtet ist nnd deren Querschnitte Kreise mit den Radien 

h 1 
p n = - n - - - -  

2~r r (5) 

( n =  0 ,1 ,2 ,3 , . . . )  

sind. Mit Hilfe dieser Einteilu:ng konnte  F e r m i  7 die Anzahl der s-, p-, d-, . . .  
Elektronen ira Atom in sehr guter l~bereinstimmung mit der Erfahrung berech- 
n e n .  

Auf Grund dieses Ergebnisses liegt es nahe, die Impulskugel mit Hilfe ron  
Kugelfl/ichen mit den Radien (5) in Kugelschalen zu unterteilen. Wir setzen 
also fª den maximalen Impulsbetrag in den einzelnen Kugelsehalen 

p = p n  = n p o  

(n = 0, 1, 2, 3 , . . . )  (6) 

mit Po = h/(2~rr) ; man v$1. hierzu Fig. 1. Da sich die Energie des Teilchens zu 
p2 = n 2 p02 als proportional ergibt, ist die Quantenzahl n fª die Energie massge- 
bend, weist also in dieser Hinsicht eine gewisse Avalogie zur Hauptquantenzahl 
a~f. Eine weitere Analogie zur Hauptquantenzahl besteht darin, dass die erste, 
d. h. ener$etisch tiefste Kugelschale (deren innere Berandungsfl/iche auf den 
Kugelmittelp~nkt zusammengezogen ist) die einqu.antigen s-Teilchen, die zweite 
Kugelschale die zweiquantigen s- und p-Teilchen, die dritte Kugelschale die 
dreiquantigen s-, p- und d-Teilchen nsw. besetzen, ganz analog zur Elektronen- 
struktur der Atome, wo dem Voivmen der Kugelschalen die zu einer I-Iaupt- 
quantenzahl gehiirenden Zust/inde entsprechen. Weiterhin ist fª grosse p die 
Anzahl der Teilehen mit der Quantenzahl n zu 4~rp2dp = 4~rn2p 3, d.  h .  z u  n z 

pr0portional, ganz/ihnlich zur Anzahl der Elektronen im Atom die in Zust/inde 
mit der Hauptquantenzahl n geb~nden sind. 

Auf Gmnd dieser Schaleneinteilnng der Impulskugel kann man .den weiter 
oben definitierten, aus dem Pauli-Prinzip resultierenden Mindestimpuls der 
Teilchen und mit diesem die kinetische Selbstenergie der Teilchen einfach 
berechnen. Die Teilchen besetzen beginnend ron der innersten, energetisch 
tiefsten Kugelschale die nacheinander folgenden energetisch h~iheren Kugelscha- 
len sukzessive. Wenn die energetisch tiefsten n Kugelschalen voll besetzt sind, so 
werden beim Einbau weiterer Teilchen diese die (n -4- 1)-te Kngelschale besetzen. 
Hierzu mª die Teilchen zufolge des Pauli-Prinzips bis an den Rand der 
vollbese'tzten Impnlsk~gel gehoben werden, d. h. sie mª einen Mindestim- 
pulsbetrag p n  = npo  besitzen. Der Betrag des mittleren Impalses eines Teilchens 
in der (n q- 1)-ten Kugelschale ist also 

p p n  1 = = "4- 2Po npo  -4- ~Po" (7) 

5* 
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Der Betrag des Mindestimpulses, den das Teilchen zufolge des Pauli-Prinzips be- 
sitzen muss, wird also p 1 --~P0. Wenn man also die kinetische Energie des Fermi- 
gases anstatt mit dem Impulsbetrag p mi't dem redttzierten Impulsbetrag p 1 - -~Po 
berechnet, so ist die a~s ,der endlichen Breite der Kugelschalen resultierende 
kinetische Selbstenergie des Teilchens ausgeschaltet. Die mittlere kinetische 

1 Selbstenergie u s eines Teilchens is't die Differenz dermi t  p und p - - ~ P o  berechne- 
ten kinetischen Energie des Teilchens. Es ist also 

2 

= (8) 
2m 2m 

Da der radiale land azimntale kinetische Energieanteil fª freie Teilctlen ira ~i t te l  
gleich is't s, Betr~igt die radiale kinetische Selbstenergie des Teilchens ira Mittel 
Us/2. Die mit diesem radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie reduzierte 
kinetische Energie u des Teilchens Betragt also 

2 

(P 1 ) 
p2 1 1 p2 1 1 p . . . .  ~ p o p  + 

u =  u s -  + = - -  p 2 .  
2 m  2 2 2 m  2 2m 2 m  

Die zweite Forro auf der rechten Seite zeigt, dass d~e reduzierte kine- 
1 pZ 

tische Energie des Teilchens aas zwei Teilert besteht. Ira ersten Teil ua =- 2 2m'  

der gerade die H/ilfte der ursprª kinetischen Energie des Teilehens 
betr~igt, geht der ~trsprª Imp~tls unver~indert ein, dies ist der azim'a'tale 

1 ( p - -  ~ po) ~ 
kinetische Energieanteil des Teilchens. Der zweite Teil uf - -  2 2 m  ' 

represen'tiert den radialen Anteil der reduzierten kinetischen Energie des  Teil- 
chens. In diesem steht stat t  dem ursprª Impulsbetrag p der reduzierte 
Impulsbetrag 1 P - - ~  Po des Teilchens." Eine Reduktion des Impulses tritt  also nur 
beim radialen Anteil der kine'tischen Energie aatf, w/ihrend der azim~ttale axnver- 
ander't bleibt, wie dies auch sein soll. 

Z'ttr Berechnung der gesamten rednzierten Fermischela kinetischen Energie- 
dichte UŸ unseres Fermi-Gases hat man u = Ua q- Ur fª alle besetzten Zu- 
st~inde pro Volumeneinheit zu summieren. Die Anzahl der Qaantenzust/inde 
zwischen dem Impulsbetrag p und p q- dp betr~igt pro Volumeneinheit 

dQ = 8~rP2 
--h~- dp . (10) 

Fª  den azimutalen A.nteil ua haben wir die Summation ª alle Quantenzu- 
st~inde ron p = 0 bis z~tm maximalen Impulsbetrag Pt~ der vollbesetzten Zust~inde 
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durchzufª fª den radialen Anteil u r beginnt aber die Summation nicht 
1 mit den Quantenzustiinden p = 0, sondern ron p = gPo ah, da der Implusbetrag 

1 2mu'~ ~ f ª  =- ~ Po verschwinde't und fª kleinere Impulsbetriige als gP01 negativ 
wird, also seinen physikalischen Sirn verliert. Wenn wir den azimutalen nnd 
radialen Ameil der reduzierten Fermischen kinetischen Energiedichte mit Ua, 
bzw. mit Ur bezeichnen, so hat man 

P/x 
Ua= f uadQ= ~ 1p2 8~P2dp - 2~r 5 

�9 2 2m h a 5 ~  a p ~ '  
O 

(11) 

Uf =-fu~ dQ 

27~ 5 

= 5mhaPp~ - - _  

PI-�91 

f 1 1  [ 2 1 2 ) 8 ~ r P  2 
= ~ V m F  --p0p + ~ p o  - V  dp = 

1 
Po 

7g 4 TI: ~ 2  ~ 3  ~g 5 

2mhapO ptx -t- ~mharO e~ 480mhaPO, 

(12~ 

UŸ = U, + Ur. (13) 

Es sei hier noch betont, dass - -  wie aus der Herleitung ersichtlich ist - -  der 
Ausdruck (12) nur fª solche Impulse Gª hat, deren Betrag grSsser 

I f ª  p ~ ~  1 ist als ~P0; ~P0 hat man U,----O zu setzen. Fiir Ua best6ht keine der- 
artige Einschriinkung. Dies ist auch der G, und dafª dass man den auf der 
rechten Seite ron (11) stehenden Aus&uck nicht mit dem ersten Glied des auf 
der rechten Seite von (12) stehenden Ausdruckes zusammenziehen kann. 

Den Betrag des maximalen Impulses, Pt~' kann man mit der Dichte 
ausdrª Da niimlich voraussetzungsgemiiss die innerhalb der Impulskttgel 
voto Radius Pt~ liegenden Zustiinde alle vollbesetzt sind, muss die Anzahl der 
vollbesetzten Quantenzus~iinde pro Volumeneinheit mit der Anzahl der Teilchen 
in der Volumeneinhei't, d. h. mk der Teilchendichte ~ gleich sein. Man hat also die 
Beziehung 

8~p~ _ ~, (14) 
3h a 

woraus der wichtige Zusammenhang 

Pt~ 2 ~ zc ] h~~/3 (15) 

folgt. 
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Wenn man in (11) und (12) fª pg den Ausdruck (15) und fª Po den Aus- 
druck Po = h/(2~rr) einsetzt, so folgt 

U~ : z0 ~~/~, (16~ 

1 1 
Ur : ~o Q~/:i--~I Q1/Sir -~ ~ 2 r  (17) 

mit 
3 (3_3_tl/3h2 ' 3 (3"} 2/3 h ~, ~1 = 6~~k~r/ m 

i h2 1 h 9, 
~ 2  - -  ~ ~ 3  - -  " 

64~r 2 m 153 60~r ~ m 

(18) 

Es sei noch bemerkt, dass fª verschwindende Korrektion, d. h. fª Po = 0 
in Ur nnr das erste Glied bestehen bleibt und alle ª Glieder verschwinden, 
es wird dann Ua= U ,  Da w~i~erhin x 0 = ~p/2 ist, folgt, dass in diesem Fall 
U'~ = Ua + U~ in U~ ª wie dies auch sein soll. 

Schliesslich sei erw~ihnt, dass die hier erhaltenen Resnlate sowahl fª ein 
Neutronen- oder Protonengas als fª ein Elek~ronengas Giiltigkeit hab~n. 

w 3. Die Grundgleichung des erweiterten statistischen Atommodells 

Wir wollen nun die im vorangehenden Paragraphen erhalte~len Resultate 
auf die Elektronenhª des Atoms znr Bestimmung der Elektronen- und Poten- 
tialverteilung des A toros anwenden. Hierzu bilden wir zun~ichst den Energie- 
altsdrttck des statistischen Atoms, das ira Anschluss ah Lenz 9 folgendermassen 
geschehen kann. Han fª ein System ron Scheklewiinden ein, miz dem man das 
Elektronengas in Teilvolumina unterteilt und zwar in der Weise, dass jedes 
r~iumliche Volumenelement dv noch viele Elektronen enthalte und das Potential 
in diesen Zellen ron einem konstanten Wert nicht stark abweiche. Wir wollen 
im Folgenden ztm~ichst davon absehen, dass diese Bedinglmgen in grosser Ent- 
fernnng voto Atomkern wegen der kleinen Elektronendichte und in der unmittel- 
barer~ Umgebung des Kernes, wo sich das Potential des Atoms sehr stark/indert,  
niclrt erfª sin& Han kann dann die Elektronen in den Teilvol~.mina als ein 
Elektronengas am absohtten Nnllp~mkt der Temperatur betrachten nnd die 
Energie des Atoms einfach berechnen. Die kinetische Energie und Anstansch- 
energie des Atoms ergibt sich durch eine einfache Integration der kinetischen 
Energie, bzw. der Altstauschenergie der einzelnen Teilvolumina ª  das ganze 
Atomvolumen ; die potentielle Energie des Atoms erhalt man, wenn man einer- 
seits die elektrostatische Wechselwirknngsenergie der Ladungselemente des 
Elektronengases mit dem Kern auf das ganze Atom integriert vnd anderseits die 
gegenseitige elektrostatische Vr der Ladnn$selemente der 
Elektronenwolke altf alle Ladungselement-Paare snmmiert, d. h. integriert. 
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Da diese Berechnnrgsweise in der statistischen Theorie des Atoms mehr 
fach gebrancht wnrde lo anad der einzige Unterschied gr252 diesen Berech- 
nungen hier darin besteht, dass man statt  der ursprª Fermischen kineti- 
schen Energiedichte U~ die redttzierte Fermische kinetische Energiedichte U'~ 
einzusetzen hat, kSnnen wir uns kurz fassen urid die einzelnen Energieanteile, 
aus denen sich die Energie des A~oms zusammense~zt, kurz a~geben. Wenn wir 
fª das Atom den azimntalen Anteil der Fermischen kinetischen Energie mit 
EŸ den rednzierten radialen Fermischen kinetischen Energieanteil mit EŸ den 
Weizsackerschen kinetischen Energieanteil mit E~, die aus der Wechselwirkung 
des Kernes mit der Elekt~onenwolke resulderende elektrostatische potentielle 
Energie mit E~, die aus der gegenseitigen Wechselwirku~g der Elektronen des 
Elektrone~gases resuhierende elektrostatische potentielle Energie mit E~ nnd 
schliesslich die Austauschenergie mit Ea bezeichnen, so ist 

E Ÿ  = Xo f eS/3 dv,  

f ( l / s i  
r 

P I . t ~ - , )  P o  

f (grad e e Ew -~ x~, ) dv 
O 

E~ = f Z~~ - -  - - ~ d v ,  
~ r 

l_l_e ~ ~ (~o(r)~o(r') dvdv" 1 

E~ = - -  :~a f ~~1a dv , �9 

~2 ~ ~ - -  ~3 dv , 

{19) 

(20) 

(22) 

J V~ e~ dv, (23) 

(24) 

Hier bezeichnet p die Elektlonendichte des A~oms, dv das u 
Z die Ordnu~gszahl des Atoms, ~ den Ortsvek~or und e die positive Elementar- 
Iadung. Die Werte der Konstanten %, ~1 ~2, ~3 und • erh/ilt man, wenn man 
in (18), bzw. in der zweiten Gleichung (2) m mit der Elektronenmasse 
identifiziert. In a~omaren Einheiten ausgedrª ergibt sich 

3 (3~~)~.13 e2 ao, X 1 = (3~rZ) 1/a e z aD = ~0, 

1 5 f~~2f a 1 1 1 
x2 = - -  e 2  aD = ~ 3 )  ~ o ,  ~ a  - -  e 2 a  o - -  - -  (25) 

16 ~ 3840~r z 2310~r 4 (3~r2)2t a ~o, 

1 
w - - -  - -  e 2  a o  

8 
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wo a 0 den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnet. Die Konstante xa 
ira Ausdruck der Austauschenergie hat folgenden Wert 11 

3 ~ 3 ~  1/3 
= e 2. (26) 

Ve ist das Potential der Elektronenwolke, das man folgendermassen dar- 
stellen kann 

- - e  [ p(r') dv'. (27) Ve(r,)-~- 3 J~--r'l 

Die/ntegrat ion ist bei allen Energieanteilen mit Ansnahme ron EŸ auf 
das ganze Atom, d. h. auf alle diejenigen Gebiete auszudehnen, in denen ~ > 0  ist. 
Ira Energieanteil EŸ hingegen, h a t m a n  die Integration nnr auf den Raumteil 

1 auszndehnen, inwelchemp~ >__ ~-P0 ist. Die Grenze dieses Raumteiles ist dnrch 
die Gleichung 

1 
P~ = ~  Po (28) 

gegeben. Wenn man fª Pt~ den Ausdruck (15) und fª Po den Ausdruck 
Po = hi (2zrr) einsetzt, weiterhin beide Seiten auf die dritte Potenz hebt und 
mit r 3 multipliziert, so erhiilt man 

1 
= _ _  (29) 

rzP 24~2 �9 

Diese Gleichung ist fª r zu liisen, wozu man ~ als Funktion ron r kennen muss. 
Wenn wir die weiter unten erhaltenen Resultate, wonach ~ fª r = 0 nicht 
unendIich wird und fª r ~- ~ exponentiell verschwindet, vorwegnehmen, so 
ist zu sehen, dass die Gleichung (29) fª r zwei reelle positive Wurzeln hat, ron  
denen wir die kleinere mit ri und die griissere mit ra bezeichnen. Die Integration 
in EŸ ist also auf eine Kugelschale auszudehnen, deren innere Berandungs- 
flache die Kugelfl~che mit dem Radius ti und deren iiussere Berandungsfl~che 
die Kugelfl/iche mit dem Radius ra ist. 

Mit den Energienanteilen (19)--(24) erhMt man fª die Energie des Atoms 
als Furrktion von ~ folgenden Ausdruck 

E = E Ÿ  + E Ÿ 2 4 7  + E ~  + E ~ - ~ E a  (30) 

Die Elektronendichte ~ hat der Bedingung 

f pe dv Ne 

zu genª die besagt, dass die Anzahl der Elektronen des Atoms 

(31) 

N sei. 
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Wir haben nun mit  Rª auf  die Nebenbedingung (31) diejenige 
Dichteverteilung ~ zu bestilnmen, die E zum 1V[inimum macht.  Wenn man mit  V o 
einen Lagrangeschen 1V[uhiplikator bezeichnet, so kann man zur Best immung 
von ~ ron  folgendem Variationsprinzip ausgehen 

6(Ei+  Vo Ne)  = 0,  (32) 

wo die Variation hinsichtlich ~ durchzufiihren ist. ~ i t  der Beze ichnung 

= 01/2 (33) 

ergibt sich hieraus die folgende Grundgleichung 

5 4 
4z~ A v - -  3- z~ ~v13 _ _ f  (% r) A- --~ x~ ~p'la -t- ( V - -  Vo)e ~ = 0, (34) 

die den wichtigen Zu~ammenhang zwischen dem Potential  und ~p ---- ~1/2 dar- 
stellt. 

Die Funkt ion  f ( %  r), die aus dem radialen Anteil der Fermischen kineti- 
schen Energie resuhiert ,  hat  folgende Bedeutung:  

fª  ti < r < ra ist f ( ~ , r )  = ~p 
OUr 5 4 a 1 1 
~0 3 ~ 0 ~ / 3 7 / 3 - - - - ~ 1 ~ 3 5 /  - -  ~-  ~ 2 ~ 0 - - '  (35) 

. 3 r r 2 

fª  0 ~.< r ~_~ ri, sowie fiir r:>ra ist f ( %  r) = O. (36) 

Dass f ( %  r) in den Gebieteu innerhalb ri und ausserhalb ra~ identisch 0 ist, 
1 h/ingt dami t  zusammen, dass Ur fª Pr~ ~ ~-Po identisch verschwindet. Die 

F u n k t i o n f u n d  ihre Ableitung nach r, Of/Sr sind bei den Grenzradien ti und ra 
stetig. Aus (29) folgen namlich bei 1 i und  ra fª %o die Werte 

1 1 
~v --  ( ?)'24~r2r~ , bzw. ~ = ( ~)'24~9"~ 2, (37) 

mit  denen man sich leicht ª dass bei ri und ra sowohl f  -~ 0 wie 8f/8r = 0 
ist, was mit  Rª auf  (36) bedeutet,  dass f und Of/Sr an den genannten 
Stellen und somit ira ganzen Raum stetig sind. 

V bezeichnet das Gesamtpotential  des Atoms, es ist also 

V(r) Ze -f- Ve Ze I ~v 2 (r') = - -  - -  e d v ' .  (38) 
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Dies bedeutet mit anderen Worten, dass V der Poissonschen Gleichung 

AV = 4ne~~ t39) 
genª 

In  Verbindung mit (34) k6nnte man aus (39) fª 9, als erweiterte Thomas- 
Fermische Gleich, ng, eine Differentialgleichung vierter Ordnung herleiten, 
deren L0sung sich aber iiusserst kompliziert gestalten wª Es ist deshalb 
zweckmassiger die Gleichung (34) zu Grunde zu legen, die mit (3B) eine Integro- 
Differentialgleichung darstellt, in der der Lagrangesche Multiplikator V 0 aus der 
Bedingung (31) zu bestimmen ist. Auf die Randbedingungen und auf die L0sung 
der Gleichung (34) kommen wir in einer sp~iteren Arbeit zurª 

Hier m5chten wir noch zeigen, dass man die Gleichung (34) ganz/ihnlich 
wie die ursprª Thomas-Fermische Gleichung auch noch auf einem anderen 
und zwar auf einem elementaren Wege herleiten kann. Hierzu berechnen wir an 
einem Ort r im Atom die Gesamtenergie eines Elektrons. Diese setzt sich aus 
der kinetischen, der potemiellen und der Austauschenergie des Elektrons 
zusammen. 

Die kinetische Energie eines Elektrons mit dem Impulsbetragp ist p2/(2m). 
Als zeitlichen ~fittelwert betrachtet, kann man diese in zwei gleiche Teile zerlegen, 
von denen der eine den azimutalen und der andere den radialen Anteil der 
kinetischen Energie des Elektrons darstellt. Zur Ausschaltung der radialen 
kinetischen Selbstenergie des Elektrons hat man - -  wie dies im w 2 ausfiihrlich 
diskutiert wurde - -  den Impulsbetrag bei der Berechnung des radialen Anteiles 
um po~2 zu reduzieren, also fª den radialen Anteil der kinetischen Energie 
1- (p-- ~pg)2/(2m) zu setzen. Den radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie 
der Elektronen ziehen wir durch den Weizsiickerschen Energieanteil, d. h. durch 
den fª alle Elektronen als gleich gross vorausgesetzten SchrSdingerschen 
radialen kinetischen Energieanteil ~ 4  xwA ~'/~/~'/~ ~ - -  4 ~wA ~hp in Betracht. 
Wir haben also fª die kinetische Energie des hervorgehobenen Elektrons 

_ _ _  ( ~ p 0 )  1 -2 (40~ ek . . . .  4x wA~_+ 1 p~ _f 1 , P - -  
~P 2 2m 2 2m! 

Die potentielle Energie des Elektrons 1/isst sich mit dem Gesamtpoter~tial 
V des Atoms folgendermassen darstellen 

~p = - -  v ~ .  ( 4 1 )  

Fª die Austauschenergie des hervorgehobenen Elektrons mit dem Impuls- 
betrag p, die aus der Austauschwechselwirkung dieses Elektrons mit allen ª 
Elektronen (und sich selbst) resultiert, erhMt man 1~ 

e2( p2~-p~p t~+p  ) 
- -  I n  - -  -J- 2 p ~  . ( 4 2 )  e~ h p p~ - -  p , 
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Die Gesamtenergie des hervorgehobenen Elektrons mit  dem Impulsbe- 
t rag p wird' also 

e = ek + ep -{- ea. (43) 

Den h5chsten Wert  erreicht e f ª  ---- p~~ ; wir bezeichnen diese h6chste Gesamt. 
energie des Elektrons mit e~. Damit  das Elektron ira Verbande des Atoms ver- 
bleibe, d. h. an das Atom gebunden sei, kann  eg h0chstens gleich werden mit  der 
hSchstm5glichen potentiellen Energie des Elektrons im Atom. Wenn wir anneh- 
men, dass alle Zust~inde vollbesetzt sind, so wird e~ gerade gleich mit  der hSchst- 
m0glichen potentiellen Energie. Wenn wir das hSchste Potential  ira Atom mit 
V o bezeichnen, so besteht also danrt die Gleichung 

e v. - -  - -  Vo e.  (44) 

Durch Einsetzen des Ausdruckes fª e~, d. h. des Ausdruckes (43) fª p = F~ 
ergibt sich hieraus die Gleichung 

2e2p~ (45) 
~_~pO) +" + V e =  V oe ,  4~w A~P 1 p2 1 (p 1 z 

~p 2 2m 2 2m ~ h - -  

in der das drit te Glied auf der linken Seite natª nur in dem Raumtei l  einen 
Sinn hat,  in welchem pg>~~ p3 ist. Wenn man dies berª so ergibt sich 
aus (45) mit  der mit  (15) identischen Beziehung 

1 [ 3 ~  J/a 
P ~ = 2 \ ~ ]  h~p2"a (46) 

genau die Gleichung (34). 

Aus der Grundgleichung (34) l~isst sich das Verhalten von y~ = ~~I~ bei 
r = 0 und fª sehr grosse r verhMtnism~issig einfach feststellen, worauf wir in 
einer demniichst folgenden Arbeit zurª  wollen ; hier seien nur kurz 
die Resultate erwiihnt. Mit einer Reihenentwicklung in der Umgebung ron  
r = 0 ergibt sich, dass e, ira Gegensatz zu den frª  statistischen Atom- 
modellen, bei r ~ 0 endlich bleibt, also ein iihnliches Vethalten aufweist wie die 
wellenmechanische Dichteverteilung, was als eine wesentliche Verbesserung des 
statistischen Dichteverlaufes anzusehen ist. Das Verhalten r o n  ~ fª  sehr grosse 
r-Werte l~isst sich aus der asymptot ischen Gleichung ermitteln.  Aus die~er 
folgt, dass ~ fª sehr grosse r -Wer t e  mit  wachsendem r exponentiell 
abf~illt, sich abo auch hier iihnlich zum wellenmechanischen Dichteverlauf 
verhMt. Auch hier entsteht  also imDichtever lauf  eirte wesentlicheVerbesserung, 
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denn in den frª statistischen Atommodellen geht die Dichte in grosser 
Entfernung voto Kern entweder viel zu langsam - -  n~mlich wie 1Ir G - -  gegen 
Null, oder aber die Dichte f/illt bei einem errdlichen r-Wert unstetig auf Null ab. 
Durch die Weizs/ickersche Korrektion, der in der Gleichung das Glied 4 xw A~o 
entspricht, wird also sowohl bei r =- 0 als in grosser Entfernung vom Kern ein 
gutes Anpassen an den wellenmechanischen Dichteverlauf erzielt. 

Bevor wir uns der naherungsweisen Bestimmung der Atomenergien mit 
Hilfe des Ritzschen Verfahrens zuwenden, wollen wir im n~chsten Paragraphen 
noch einige fª kleine Elektronenzahlen wichtige Korrektionen besprechen. 

w 4. Korrektionen fª kleine Elektronenzahlen 

Um die Berechnungen auch auf Atome mit kleiner Elektronenzahl aus- 
dehnen zu k~nnen, wollen wir einige Korrektionen besprechen, die fª kleine 
und auch noch fª mittlere Elektronenzahlen ron Wichtigkeit sind. 

Wir wollen zun~ichst den aus der elektrostatischen Selbstwechselwirkung des 
Elektrons und aus der Selbstaustauschwechselwirkung des Elektrons resultieren- 
den Fehler korrigieren. In der wellenmechanischen Hartree-Fockschen Naherung 
kompensieren sich diese beiden Fehler vollstiindig, so dass eine Korrektion dort 
nicht erforderlich ist. Beim statistischen Atommodell besteht aber nur eine 
teilweise Kompensation, 13 so dass eine Korrektion dieser Fehler notwendig ist. 

Die elektrostatische Selbstwechselwirkung des Elektrons kann man nach 
Fermi und Amaldi 14 in der Weise korrigieren, dass man fª das Potential der 
Elektronenwolke Ve ª das korrigierte Potential 

V ›  (47) 

setzt. Diese Korrektion aussert sieh darin, das ira Energieausdruek an Stelle von 
E~ die korrigierte Energie 

E; = 1 -  E~ 

t r i t t  und in der Grundgleichung (34) an Stelle von V das korrigierte Potentia] 

V' =--Ze + { 1 - - 1 )  V e r  (49) 

zu setzen ist. Fª N = 1 verschwindet l/e und Ep', wie dies auch sein soll. 
Die aus der Selbstaustauschwechselwirkung des Elektrons resuhierende 

Energie kann man aufGrund /ihnlicher Betrachtungen wie die, auf denen die 
Fermi-Amaldische Korrektion der elektrostatischen Selbstwechselwirkung beruht, 
kor¡ Mit Rª darauf, dass nur die Elektronen mit parallelem Spin 
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miteinander in Austauschwechselwirkung treten und die Anzahl der Elektronert 
mit gleicher Spinrichtung NI2 betriigt, kann man die Austauschenergie durch 

Multiplikation mit dem Faktor 1 - - � 9  korrigieren, was damit gleichbedeutend 

ist, dass man sowohl in der Grundgleichung (34) als im Ausdruck der Austausch- 
energie (24) statt  der Konstate xa die Konstante 

einfª wo o" die Anzahl der Elektronen in der K - Elektronenschale der Atome 
ira Grundzustand bezeichnet. Es ist also fiar Wasserstoff o" = 1 und fª alle 
ª Atome ~ = 2. Der Ausdruck fª die korrigierte Austauschenergie lautet 
somit 

E'~=(X--~)Ea. (51) 

Die korrigierte Austauschenergie verschwindet also fª das Wasserstoffatom und 
fª das Iteliumatom, wie dies auch sein soll und zwar fª das Heliumatom 
wegen der zueinander aittiparallelen Spineinstellung der beiden Elektronen im 
Grundzustand, derzufolge zwischen den beiden Elektronen keine Austausch- 
wechselwirkung stattfindet. 

Es sei noch erw~ihnt, dass die ziemlich grobe Korrektion ron  Ea nur ron 
geringer Bedeutung ist, da Ea schon ah sich nur eine kleine Korrektionsenergie 
darstellt. 

Wir haben schliesslich noch an der Fermischen kinetischen Energie eine 
Korrektion anzubringen. Diese Energie sollte n~imlich fª die beiden Elektronen 
der K-Elektronenschale verschwinden, da fª diese Elektronen die kinetische 
Energie all.qn durch den Weizs/ickerschen Energieanteil dargestellt wird. 
Dementsprechend sollte man in der statistischen Betrachtungsweise die Fermische 
kinetische Enefgie der Elektronen in der energetisch tiefsten Impulsraumzelle, 
d. h. etwa in der Impulskugel voto Radius Po, nicht mitz~ihlen. Da aber diese 
Energie ira Energieausdruck (30) enthalten ist, hat man zur Korrektion dieses 
Fehlers die Fermische kinetische Energie der Elektronen in der Impulskugel 
vom Radius P0 r o n  der Energie des Atoms noch in Abzug zu bringen. 

Fª die Dichte dieser Energie erhMt man mit Hilfe von (9) und (10) 

Po 

f f 2ml (p2___2_Po P 1 v , , . 1  2~8TŸ tro = u d Q =  + - ~ p o t ~ ; - @ =  
O 

7zc 5 1 
- -  224 x3---, (52) 15mhzPO -- r5 



1 4 2  r .  oo~mxs 

wobei zu beachten ist, dass dieser Ausdruck fª U 0 nur fª P~>=Po Gª 
hat. 

In  dem Raumteil, in welchem p~ >=Po ist, ergibt sich also fª die Fermische 
kinetische Energie der Elektronen in der energetisch tiefsten Impulszelle 

f 

~ 1 =  J Uo dv . (53) 
P~>Po 

Die Integration ist hier nur auf diejenigen Raumteile auszudehnen, in welchert 
P~~Po ist. Die Grenze dieses Integrationsgebietes wird durch die Gleichung 

P~ = Po (54) 

definiert, aus der ganz analog zu (28) und (29) jetzt die Gleichung 

1 
r3Q = 3-  ~ (55) 

folgt. Diese hat ganz ~ihnlich zu (29) wieder zwei reelle positive Wurzeln, ron  
denen wir die kleinere mit rŸ und die gr6ssere mit r• bezeichnen. Die Integration 
in (53) ist also auf eine Kugelschale auszudehnen, die innen von der Kugelfliiche 
mit dem Radius r~- und aussen von der Kugelfliiche mit dem Radius ra begrenzt 
wird. Es ergibt sich also 

r~ 

~1=896~~3f l~dt= 7 ( 1  1 ) e  2 (56) 
r 3 60-~ rŸ 2 ~2 ao 

Dies ist aber noch nicht die vollstiindige kinetische Energie der Elektronen 
in der energetisch tiefsten Impulszelle, denn die Integration wurde nur in der 
weiter oben definierten Kugelschale ausgefª Man hat also noch die Raum- 
teile ausserhalb dieser Kugelschale, d. h. den Raumteil, den die Kugelflache voto 
Radius r~- einschliesst und den ausserhalb der Kugel mit dem Radius r• befindli- 
chen Raumteil in Betracht zu ziehen. In beiden Raumteilen ist die Fermische 
radiale kinetische Ene rg i ed i ch t e -  wie man sich an Hand der Definitions- 
gleiehtmgen (11) und (12) leicht ª  im Verhaltnis zur azimutalen klein, 
so dass man nur die azimutale Fermische kinetische Energie in Betracht ztt 
ziehen hat, die durch den Ausdruck (19) dargestellt wird. Wie sich aus den ira 
folgenden Paragraphert erhaltenen Resultaten ergibt, erweist sich die azimutale 
Fermische kinetische Energie irt dem ausserhalb der Kugel vom Radius r~ befind- 
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lichen Raumteil als sehr klein und kann vernachl~issigt werden, ttingegen ist die 
azimutale Fermische kinetische Energie in der Kugel voto Radius r}, die man 
folgendermassen darstellen kann 

r i' 

+/2 ----- 4~r~o j Qs!s r~dr (57) 
O 

von gleicher Gr6ssenordnung wie ~/t" 
Die gesamte kinetische Energiekorrektion wird also 

= 71 + ~ ~ .  (58) 

Das Verfahren zur Bestimmung der Elektronendichte und Energie des 
Atoms gestahet sich nun folgendermassen. 1V[an wird ~o = ~~/~ aus der Gleichung 

5 s _~~• + (V' Vo)ep O, 4xw A~P--3~oP 7/ -- f(p,r)  + - -  = (59) 

oder aber p samt E'  direkt aus dem mit diesem ~iquivalenten Variationsprinzip 

~(E' + VoNe) = 0 

mit dem Energieausdruck 

(60) 

E' = EŸ + EŸ + E w -}- E~ -}- EŸ + E~ (61) 

bestimmen. 15 Fª die Gesamtenergie E des Atoms erhMt man 

E~ = E£ ---~, (62) 

wo E£ den mit der L6sung ,p aus (61) berechneten Energiewert bezeichnet. 
Wir nennen dieses u ira Folgenden Verfahren I. 

Kan kann die Fermische kinetische Energie der Elektronen in der Impuls- 
kugel mit dem Radius Po auch noch auf eine andere Weise ausschahen, die sich 
zwar nicht so gut begrª l~isst wie die Korrektion ,/, aber den Vorteil hat, 
dass fª N = 1 und 2 der statistische Energieausdruck in den Schr6dingerschen 
Energieausdruck ª Diese Form der Korrektion beruht einfach darauf, 
dass man in grober Naherung die Fermische kinetische Energie eines Elektrons 
in der tiefsten Impulszelle mit dem Mittelwert der Fermischen kinetischen 
Energie, d. h. mit (E~ + EŸ gleichsetzt und diese mittlere Energie fª die 
Elektronen der K-Elektronenschale-- deren Anzahl o- betr~igt-- in Abzug bringt, 
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Man fª also statt E l urtd EŸ die entsprechenden korrigierten Energieaus- 
drª 

d r  r 

ein. Dies kann man auch so formulieren, dass man in den Energieausdrª (19) 
und (20) und in der Grundgleichung (34) statt  der Konstanten xi (i : 0, 1, 2, 3) 
die korrigie~ten Konstanten 

i~Ÿ = ( l - - N )  ~i (64) 

setzt. 
Tatsachlich ist diese Korrektion bei Weitem nicht so grob~ wie es auf den 

ersten Blick hin erscheint. Diese Korrektion ist namlich sowieso nur fª 
kleine Elektronenzahlen ron Wichtigkeit und gerade fª diese ist sie brauch- 
bar und zwar umso besser je kleiner N ist ; fª N : 1 und 2 gilt sie exakt. Bei 
kleinen Elektronenzahlert ist ausserdem zu beachten, dass den wesentlichen 
Anteil der kinetischen Energie der Weizstickersche Anteil darstellt und der 
Fermische Anteil im VerhMtnis zu diesem klein ist, demzufolge ein Fehler in der 
Korrektion sehr stark abgeschwticht, wird. Fª grosse Elektronenzahlen ist die 
Korrektion (64) nur eine grobe Naherung, aber fª grosse N ist die Korrek- 
tion ira YerhMtnis zur Gesamtenergie sehr klein, so dass sich ein Fehler in der 
Korrektion auf die Gesamtenergie nur unbedeutend auswirkt. Die relativ 
grSsste Unsicherheit liegt bei mittelgrossen N-Werten, aber auch hier wird der 
Fehler durch den auch hier noch stark ins Gewicht fallenden Weizs~ickerschen 
Energieanteil ganz bedeutend verringert. 

Mit dieser Korrektion gestaltet sich also das Verfahren zur Bestimmung 
der Elektronenverteilung und Energie des Atoms so, dass man ~p entweder aus 
der Gleichung 

4 ~~~ ~5/~ (65) 4~wA~o--5~£ -~ + (V'--Vo)e~p : 0 

bestimmt, wof '  folgende Bedeutung hat 

(66) 

oder aber man kann ~ und E"  auch direkt aus dem Variationsprinzip 

(E" q- Vo Ne) = 0 (67) 
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mit dem Energieausdruck 

E" = EŸ + EŸ + E .  + E~ + E~ + E'o (68) 

bestimmen. 15 Fª die Gesamtenergie des Atoms E~ ergibt sich 

E~ = E0, (69) 

wo Eo den mit der LSsung ~o nach (68) berechneten Energiewert bezeichnet. 
Dieses Verfahrert nennen wir im Folgenden Verfahren II. 

Ob dieses Verfahren bei konstant gehaltenem Z die Abh~ingigkeit der 
Gesamtenergie ron N richfig wiedergibt, .kann erst dann festgestellt werden, 
wenn genª genaue LSsungen der Gleichung (65) vorliegen. Wir kommen auf 
diese Frage noch im n~ichsten Paragraphen zurª 

w 5. Bestimmung der Energie des Atoms in erster N�91 mit dem Ritzschen 
Verfahren 

Wir wollen nun ausgehend vom Variationsprinzip (60) die Energie einiger 
Atome mit dem Ritzschen Verfahrert in erster N~iherung bestimmert. Wie wir 
schon ira Paragraph 3 erwahnt haben, ergibt sich aus der Grundgleichung (34), 
dass ~ bei r = 0 kortstant ist und fiir r ~ c~ exponentiell gegen Null geht. 
Dementsprechend machen wir fª ~ in erster N~iherung den Ansatz 

N e = -  e x~ (70) 
A 

wo A eine Normierungskonstante bezeichnet und die Variable x mit r folgender- 
massen zusammenh/ingt 

1 
r = - - -  x n . (71) 

Die Konstanten Ÿ und n betrachten wir als Variationsparameter, die aus der 
l~inimumsforderung der Energie bestimmt werden. Wie sich zeigt, h~ingt die 
Energie des Atoms sehr empfindlich von den Parametern ~ und n ab und man 
erhMt mit diesem einfachen Ansatz fª die Energie des Atoms schon eine sehr 
gute N~iherung. Fª die Elektronendichte gibt jedoch dieser einfache Ansatz der 
ersten Naherung - -  wie dies bei dem Ritzschen Verfahren ganz allgemein der 
Fall ist - -  eine bedeutend weniger gute Approximation. Zur Erzielung einer 
griisseren Genauigkeit fª die Dichteverteilung hatte man die h~heren N~iherun- 
gen des Variationsverfahrens durchzurechnen. Zu diesen hSheren N~herungen 

6 Acta Physica I I I / 2  
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gelangt man z. B. wenn man den Ansatz (70) mit  einem Polynom F von folgen- 
der F o r m F --  (1 + c 1 x + c 2 x 2 -f- . . . + ck xk) 3 multipliziert,  wo die Kons tan ten  
cl, c 2 , . . . ,  ck als wei tereVar ia t ionsparameter  zu be t rachten  sind. xe 

Wir  berechnen zun~ichst die Normierungskonstante  A, fª  die sich aus der 
Normierungsbedingung (31) der Wert  

A _4~ n/ ' (3n)  (72) 
~3 

ergibt. 
Wir  gehen nun zurBerechnung  der Energieantei le (19)--(24) mit  dem Aus- 

druck  (70) ª Die Abh/ingigkeit der Energieanteile von Z und dem Variations- 
pa ramete r  2. gestaltet  sich als sehr einfach ; die Abh~ingigkeit r o n  N und dem 
Varia t ionsparameter  n ist kompliz~erter. Man findet 

E Ÿ  = ,~2Q~, E~ =: ~2Qr, E~  = ~2Qw, (73) 

Ekp = --~Pk, Eep " = ~P~, E• = --~Pa, (74) 

wo Qa, Qr, Qw, Pk, Pe und 
bezeichnen 

Pa die folgenden r o n  )~ unabh/ingigen Ausdrª  

Q a = 

X a  

47r~~ N5q fe-f;  Xx 3n-1 dx 
Qr == [4~n/,(3n)]S/~ 

xi 

x a 

- -n~Nfe-Xx"+ldx- -27ry '3{~  n / ' f i n (  ) ~ § 

xi 

~o ~3)3~ 
[4~nF (3n)l 2/3 NS;3' (75) 

x a 

4~• N4/3f e-~~Xx 2n- Idx ~- 
[47Ÿ 4/a 

x i 

(76) 

2 / /  ~ 
X a  

Qw = ~~N 9 / ' ( n 4 - 2 ) ,  
n 2 s  ' ( 3 n )  ( 7 7 )  

p k = Z N e  ~ F ( 2 n )  , (78) 
/" (3n) 

r162 x 

e 2 �9 
1", --= N ( N - -  1) le xx2n-' i e-X'x'3n-ldx'dx 

- 2 ' "~ [/" (3n)] J J 
o o 

(79) 

_ na I 3 ~3n 

~o r4=/~(~n)ll~~l~- ~ N~,~~. (80) 
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Hier bedeutet  xi und xa die den aus (29) best immten Radien ri und r~ entspre- 
chenden x-Werte ; es bestehen also die Zusammenhange 

x, = (~r0 ,J .  u n d  x .  = (Xr.) ' : ' .  (81)  

Fª  xi und x~ ergibt sich'mit (70), (71) und (72) aus (29) diefolgende Bestimmungs- 
gleichung 

x3ne_X_ 1 nU(3n), (82) 
N 6~r 

die zwei positive reelle Wurzeln hat,  r o n  denen xi die kleinere und xa die grOssere 
bezeichnet. Eine wesentliche Erleichterung bei der Durchfª  der Rechnun- 
gen bedeutet,  dass die Bestimmungsgleichung (82) den Variationsparameter 
Ÿ nicht enthMt. 

Hier sei erw~ihnt, dass xa mit Ausnahme der leichtesten Atome so gross ist, 
dass man in den Integralen ira Ausdruck (76) xa ª durch oo ersetzert 
kann. 

Wie die ira n/ichsten Paragraphen durchgefª Berechungen zeigen, 
( 1  1 )  

kann man im Ausdruck (76) das Glied 2r a ~n  x~ n vernaehliissigen. 
\xi 

da es neben den anderen Gliedern ira Ausdruck der kinetischen Energie sehr 
klein ist. 

TABELLE 1 
Werte ron J fª verschiedene Werte von p, bzw. n 

p n J 

2 
2,5 
3 
3,5 
4 
4,5 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

6/6 
7/6 
8/6 
9/6 

10/6 
11/6 
12/6 
14/6 
16/6 
18/6 
20/6 
22/6 
24/6 
26/6 

0,L562~ 
0,1078 a 
0,072802 
0,0482% 
0,031370 
0+0200% 
0,012695 
0,0048743 
0,0017940 
0,0006308~ 
0,00021477 
0,000070814 
0,000022682 
0,0000070740 

6* 
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Das Doppelintegral in (79) l~sst sich sehr einfach geschlossen auswerten, 
wenn der Exponea t  r o n  x'  ira inneren Integral ,  3n- -1 ,  eine ganze Zahl ist. F ª  
n icht  ganzzahlige Exponen t en  kann man das Doppelintegral  mi t  Hilfe der 
Tabel len  der unvollst~ndigen Gammafunkt ion r o n  Pearson 17 auf  nume¡  
Wege mit  geringer Mª bis auf  4-  5 Stellen genau bestimmen. Wir haben 

co X 

Pe __ 1 fe_Xx2n_lfe_X,x,3n_ldx,dx= 
J = N ( N - 1 )  e 2 [r(3n)l~3 3 

o o 

oo X 

l r" 2 p - - I  
- -  ~ | e-Xx- ~-- |e-X 'x 'Pdx 'dx ,  (83) 

[v(p + ~)1 3 ) 
o o 

"0�91 

p = 3n - -  1 (84) 

ist, fikr mehrere p Werte  bis zu 4 Stellen genau berechnet  ; die Resul tate  sind in 
der Tabelle 1 zusammengestellt .  

Wir  wollen nun die Energie des Atoms mit  dem Verfahren I best immen.  
t I ierzu hat  man zun/ichst die Energie E '  zu berechnen,  fª  die sich der folgende 
Ausdruck 

E'  -= (Q~ + Q, -4;- Qw) 2 ~ - -  (Pk - -  Pe ~. Pa) 2 (85) 

ergibt.  Das Glied mit  h ~ represent ier t  die kinetische und das Glied mit  2 die 
potentiel le Energie. Die Variat ionsparameter  2 und n ha t  man aus der Minimums- 
forderung der Energie, d. h. aus dem Gleichungssystem 

OE' OE' 
- -  0 , - -  0 (86 )  

02 On 

zu berechnen. Aus der ersten Gleichung dieses Gleichungssystems folgt f ª  k der 
Wer t  

1 P k - - P e  + P .  (87) 

2 Q a + Q r - 4 - Q w  

Mit diesem 2-Wert erhMt man  aus (85) f ª  E '  den Ausdruck 

E '  - -  1 (Pk  - - P e  �91 Pa)2,  (88 )  
4 Qa-f-Q,.--Ÿ 

der nur  mehr  eine Funk t ion  des Variat ionsparameters  n ist. Diesen hat  man  so zu 
best immen,  dass (88) zum Minimum wird. Dies ist auf  analytischem Wege nicht  
m6glich und hat  auf  numerischen Wege zu geschehen. Hierbei sei erwahnt ,  dass 
bei der Variation r o n  n, bzw. p = 3n--1  nur  die in der Tabelle 1 angegebenen 
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p-Wer te  in Be t r ach t  gezogen wurden und  als Energieminimum der bei diesen 
p - W e r t e n  tiefste E ' -Wer t  be t rachte t  wurde, was f ª  die Energie nu r  eine Unge- 
nauigkeit  r o n  hSchstens 1 bis 2 Promil len bedeutet ,  also unwesentlich ist. 

Nachdem man  die Varia t ionsparameter  )~ und n aus der Minimumsforde- 
rung r o n  E '  bes t immt  hat,  kann man die Korrektionsenergie ~ nach (58), (56) 
und (57) berechnen.  Es ergibt sich 

xŸ 
7 ~2[_1  1 ) 4~rn~ (89) 

- -  60~r ~xi 2n x~ -2�91 + [4~nU(3n)] 5/3 
f 5 N~! a e- "~': X 3n-ldx,  

o 

wo x'i und x• die beiden positiven Wurzeln  der Gleichung 

x 3 % _ x _  1 4nF(3n)  (90) 
N 3 ~r 

sind, die sich aus (55) analog zu (82) ergibt. Die Wurzeln xŸ und x• hiingen mit  
den Wurzeln rŸ und r~ der Gleichung (55) gemiiss (81) zusammen. 

F ª  die Gesamtenergie E~ des Atoms erhiilt man  nach (62) 

E~ = E 0 -  7, (91) 

t 
wo E0 das Minimum von E'  bedeutet ,  und ~ durch (89) definiert ist. 

Die Wer te  der  Variat ionsparameter ,  sowie die Wer te  von E£ ~ und E~ sind 
f ª  einige Atome in der Tabelle 2 zusammengestell t .  

Die Werte ron ~, p, E£ 
TABELLE 2 

p und E~ fª einige Atome. Ÿ in 1/ao-Einheiten , E£ ~7 und Eg in 
e~ -Einheiten. 

B e  

C 
Ne 
Ar 
Kr 
X 
Hg 

Z Z ~ -Eg' 

4 
6 

10 
18 
36 
54 
80 

14,665 
18,514 
55,768 

181,29 
1680,9 
2019,4 
6568,8 

p -E£  

4 11,333 
4 31,346 
5 111,93 
6 478,42 
8 2619,3 
8 7035,5 
9 18264 

1,832 
4,022 

12,56 
44,33 

209,5 
442,9 

1032 

13,165 
35,368 

124,49 
522,75 

2828,8 
7478,4 

19296 

Wir wollen nun die Berechnungen mit  dem im w 4 besprochenen Verfahren 
I I  durchfª  wir legen also je tz t  unseren Bet rachtungen das Variationsprinzip 
(67) zu Grunde, wo E "  den durch (68) definierten Energieausdruck bezeichnet, 
der sich r o n  E '  nur  darin unterscheidet,  dass in (75) und (76) s ta t t  den Konstan-  
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ten xi (i = 0, 1, 2, 3) ª die Kons tan ten  x'/ stehen. Die Best immung der 
Variat ionsparameter  Ÿ und  n erfolgt auf  dieselbe Weise wie vorhin, wobei man  

aber f'ª diese Parameter  etwas andere Werte erh/ilt wie zuvor, was davon her- 
r ª  dass ira vorangehenden Fall die Korrektion ~7 als eine Stiirungsenergie ir~ 

Betracht  gezogei~ wurde, die sich auf  den Verlauf der Elektronendichte in 

erster N~iherung nicht  auswirkt,  w/ihrend im vorliegenden Fall die KorrektiorL 

schon in das zu variierende Energieintegral eingebaut ist, also auf  den Dichtever- 

lauf  mitbest immend wirkt. F ª  die Gesamtenergie des Atoms erh/ilt man  

lp i i  
Eg = E 0 , (92) 

wo E£ das Minimum r o n  E "  bezeichnet. Die Resultate dieser Berechnungen 

sind in der Tabelle 3 angegeben. Nebst diesen ist auch - -  sofern dieser bekannt  

ist - -  der empirische Wer t  Egemp der Gesamtenergie des Atoms angefª  
F ª  leichte Atome sind die empirischen Werte  der Gesamtenergie aus den Spek- 

t ren  entnommen,  bei den Atomen m… h~herer Ordnungszahl wurden z u  den 
empirischen Daten noch die mit  Hilfe wellenmechanischer Verfahren erhaltenen 
Resul tate  vorL Hylleraas,  is von Fock und Petrashen,  19 von Morse; Y o u n g  und 
Haurwi t z ,  2o sowie bei Hg  r o n  D. R .  Har:ree und W. Har:ree 21 zugezogen ; 

bei Ar, Fe, Kr, X und U wurde eine halbempirische Formel von Slater 22 herange- 

z o g e I l .  

TABELLE 3 

Die Werte von ?,, n, E~ und Egernp fª einige Atome. Ÿ in 1/ao-Einheiten, E~' und Egemp 
in e~'/ao-Einheiten 

H 

He 
Be 

C 
O 

Ne 
Na 

Ar 

Fe 
Kr 

X 
Hg 

U 

Z 2, - Egem p 

1 

2 

4 

6 
8 

10 

11 
18 

26 

36 
54 

80 
92 

1 

4,6965 
8,8440 

22,273 

25,079 

62,885 
65,521 

195,05 
576,75 

1746,8 
2076,5 

6696,9 
7084,8 

p -Eg'" 

2 0,5 
2,5 2,8588 

3 14,584 
4 37,713 

4 74,187 

5 126,22 
5 158,41 

6 514,73 
7 1243,3 

8 2721,9 
8 7234,1 

9 18620 

9 26O16 

0,5 
2,904 

14,68 

37,86 
75,07 

129,5 
162,0 

525,36 
1248,7 

2703,6 
7079,4 

18684 

25522 
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Ein Vergleich der Energiewerte E~ mit den Energiewerten Eg aus der 
Tabelle 2 zeigt zun/ichst, dass der Unterschied zwischen Eg und Eg mit Ausnahme 
der leichtesten Atome sehr klein ist. Die Korrektion ~ fª also mit Ausnahme 
der leichtesten Atome praktisch zum selben Resultat wie die Korrektion (64). 
Wenn man noch in Betracht zieht, dass von den beiden Korrektionen fª die 
leichten Atome bestimmt die Korrektion (64) die genauere ist, und diese Korrek- 
tion sich bedeutend einfacher gestahet als die Korrektion ~, so wird man dem 
mit der Korrektion (64) entwickelten Verfahren I I  gegenª dem Verfahren 
I den Vorzug erteilen. 

Ob das Verfahren II bei konstant gehaltenem Z auch die Abh~ingigkeit 
der Gesamtenergie ron N richtig wiedergibt, d. h. ob die Berechnung ron 
Ionisierungsenergien mit diesem Verfahren m~glich ist, sei einstweilen 
dahingestellt. Zur Entscheidung dieser Frage h/itte man zun/ichst die Dichte- 
verteilung der Atome in h6herer N/iherung zu bestimmen, oder aber noch 
besser die Grundgleichung (34) exakt zu 18sen. Auf diese Fragen - -  die die 
Resultate der in der vorliegenden Arbeit durchgefª Berechnungert der 
Atomenergien nicht beeintr~ichtigen - -  mSchten wir in einer demn/ichst folgen- 
dea Arbeit zurª 

Die Resultate fª die Energie des Atoms sind sehr befriedigend; die 
Abweichung der berechneten Energien ron den empirischen, den wellenmechani- 
schen, oder den Slaterschen halbempirischen Werten ist durchweg kleiner als 
30/o . Bei einem Vergleich unserer Energien mit den wellenmechanischen ist zu 
bemerken, dass unsere Energien - -  da sie mit Berª des Elektronen- 
austausches berechnet w u r d e r r -  mit den ebenfalls mit Berª des 
Elektronenaustausches bestimmten Hartree-Fockschen Energiewerten und 
nicht mit den ohne Berª des Elektronertaustausches berechneten 
etwas h~her liegenden Hartreeschen Energiewerten zu vergleichen sind. Dies 
haben wir im Fall von Hg in der Weise berª dass wir die aus den 
HartreeschenTabellen2avonunsberechneten Hartreesche Energie--18306e2/ao 
mit der statistisch nach (24) berechneten Austauschenergie - -  378 e2/ao erg~inz- 
ten. Man erhMt so fª Z = 80 als sehr gute Sch~itzung der Hartree-Fockschen 
Energie den Wert - -  18684 e2/ao mit dem unser in der Tabelle 3 angegebener 
statistisch berechneter Energiewert Eg ausgezeichnet ª Bezª 
der in der Tabelle 3 angegebenen Slaterschen halbempirischen Energien sei 
erw~ihnt, dass diese nur eine Sch/itzung, und zwar eine im allgemeinen mit den 
empirischen Energien sehr gut, cca bis auf 3% ª Sch~itzung 
gebem 

Wie schon ira w 4 erw/ihnt wurde, sichert das Verfahren II  fª die Atome und 
Ionen mit N = 1 und 2 einen ~bergang unseres Energieausdruckes und unserer 
Elektronendichte in den wellenmechanischen Energieausdruck, bzw. in die wel- 
lenmechanische Elektronendichte. Dies ermSglicht die Ausdehnung des Verfahrens 
auf  leichte und ganz leichte Atome, wobei sich fª die Energie der Atome eine 
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ausgezeichnete •  mit  dem empirischen Befund ergibt. F ª  He 
erh~ilt mar~ so einen Energiewert  (man vgl. Tabelle 3), der zum empirischen etwas 
n/iher liegt, als der mi t  der Hylleraasschen ersten N~iherung 24 erhaltene Wer t  

- -  2,848 e2/ao, was seinen GrurLd darin hat ,  dass wir neben dem Variat ionspara- 
meter  A auch noch n var¡  w~ihrend bei Hylleraas n --~ 1 gesetzt wurde. 

Schliesslich sei noch erw~ihnt, dass man  aus der ursprª  Thomas-  
Fermischen Theorie f ª  die Energie der neutralen Atome den Ausdruck 

e 2 
Eg ---- - -  0,769 ZT/3 (93) 

a 0 

erhMt, der fª  die schweren und mittelschweren Atome um cca 20% und  fª  die 
leichten Atome bis ª  50~o zu tiefe Energien gibt. 25 Die vorL uns durchgef ª  
Korrekt ion  des statistischen Modells f ª  also f ª  die Energien der Atome z,~ 
einer ganz wesentlichen Verbesserung. 

Wir kommen rmn noch auf  die Dichtevertei lung der Elektronen zu sprechen, 
die man  nach (70) - -  mit  Rª  auf (71) und (72) - -  eirffach als Funk t ion  r o n  
r darstellen kann,  wobei f ª  die Varia t ionsparameter  A und n die aus der Mini- 
mumforderung der Energie best immten Wer te  einzusetzen sind. Wie schon 
erwiihnt wurde, karm man die mit  dem ersten Schri t t  des Variat ionsverfahrens 
best immte Elektrormndichte ~ nur als eine sehr grobe N/iherung bet rachten .  
Dass man  mit  dem ersten Schri t t  des Variat ionsverf•  f ª  die Dichtever- 
teilung der Elektronen eirm ganz bedeutend schlechtere N~iherung erhMt als f ª  
die Energie des Atoms, h~ingt damit  zusammen, dass bei dem Ritzschen Verfah- 
ren ganz allgemein der exakte  Eigenwert  viel rascher approximier t  wird als die 
exakte  Eiger~funktion. 26 Eine besonders grosse Unsicherheit  in dem von  uns 
berechneten Dichtever lauf  ents teht  haupts~ichlich in den vom Kern  weit  ent- 
fernterl Gebieten. In  grosser Ent fernung voto Kern  wird n~imlich einerseits der 
Dichteverlauf  durch unseren einfachen Ansatz voraussichtlich nur  unzureichend 
dargestellt  und anderseits bedeuten die voto Kern  weit entfernten Gebiete f ª  
das Variat ionsverfahren ª  eine Schwierigkeit, da die Gesamtenergie des 
Atoms gegen eine Dichte~inderung in diesen Gebieterl ausserordentlich unem- 
pfindlich ist. 27 

In  Anbet racht  der Ungenauigkeit  der mit  dem ersten Schri t t  des l~itz- 
schen u gewonnenen Dichtevertei lung kfinnen wir auf  Grund unserer  
Resul ta te  ª  den Verlauf  der Elektronendichte  im erweiterten 1Vfodell noch 
nichts Endgª sagen. Zur germueren Bes t immung des Dichteverlaufes ha t  
man  die Grundgleichung (34) zu lfisen, worauf  wir in einer demn~ichst folgenden 
Arbei t  zur ª  mSchten. 

F ª  die Durchf ª  der numerischen Rechrmngen mSchte ich auch an 
dieser Stelle meinen Assistenten Frl. 0 .  Kunv• Frau  J .  Pozsonyi und Frl. 
J. Vacz£ meinen Dank  aussprechen. 
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K O P P E K U H ~ I  I Ÿ  9 H E P F H H  C T A T H C T H q E C K O ~ I  ATOMHOITI 

MO,~E.rIH 

H. FoMSam 

P e a ~ M e  

Koppe~<~~n KI4HeTHqecKo¡ aHeprnn,  pacqnTanHoiŸ CTaTHCTHqecKnM nyTeM ~e~aeT BOa- 
MOM(HbIbi BI(JIIOqHTb B CTaTI4CTnqecRy~ Teopnm aTo~a Mltro~toreHHy~3 qacTb JInMettn Ben•ceKKepa 
l<14HeTI4qecl<o~ 3HeprHM H pacmHpnTb CTaTHcTHqecKyiO aTOMltylO bto~e~b. B CTaTbe BblBO~HTC~i 
BaptialXtlOHHbl~ n p n n ~ n n ,  cay~amnil ~~~ onpe3e~eHn~ pacnpe�91 3�91 Id IIO-" 
TeHIu4aJIOB pacmHpeHHOfi MoAe~H, H 3I<~HBaYleHTHOe C aTI4M nHTerpa~bHO--~H~b~bepeHttHa~b- 
HOe ypaBHeHHe. PacnpeAeaeHHe IIJIOTHOCTH 3JIeI<TpOHOB H 3Heprlt~I aToma pacqI4TblBaIOTC~ 
B nepBoz  IIpH‰ H3 BapHa~HOHH0rO npHHttBna npH n o z o u l u  MeToAa PHTRa. IIocpe~I- 
(~TBOM HecI~oJIIbt<HX l<oppeI<l[Hgi, OCOfieHHO Ba)RHhlX AJI~t c a y q a f l  HeMH0rHX 3~eKTpOHOB HMe- 
eTCfl BO3MO>KHOCTb pacnpocTpaHHTb pacqeTbI H Ha cambie aerKHe aTo~Ibl. :3Heprn~ aTOMOB 
OT ~ e r q a f i m n x  - -  JIo Han‰ Tfl){<e~IblX xopomo cor2aacyeTc~ c 3MIIHpHqeCI<HMH IIo~Iy3M- 
IIHpHqeCKHMH 3HaqeHH~IMH 3HepFHH, a T&~:~e CO 3HaqeHH~IMH 9HeprHH no C~9Tepy H HO BO~I- 
HOBO~I MeXaHHI<e ; HaH6o~Ihmee OTI<~IOHeHHe HHX<e 3 % ,  TOI'Aa KaI< A~Igl CTaTMCTHqecI<HX Mo- 
Ae~le~, IIpHbleH~IBIIIHXC~t AO CHX nop, OTK~IOHeHH~I AOCTHraJIH AO 50~o. XoA II3IOTHOCTH 3~IeK- 
TpOHOB Tal~a<e ~OCTaTOqHO y~[OB3IeTBOpHTeYlbHO, T.K., BO IIepB~IX, II3IOTHOCTh HaMec~e ~~Ipa, B 
OIVIHqHe OT IIpHMeH~IBUlHXCH AO HaCTo~lll~er3 BpemeHH CTaTHCTHqeCRHX zoAe~ei~, He 6yAeT 
6ecI<0HeqH0~, H B0-BT0pbIx, IIJIOTH0CTb Ha 60.YlbnIOM paCCT0~IHHH 0"t a]Ipa 3I<CIIOHeI-II[HaJIbHO 
y~eH~,maeTc~ c p0CT0~ paCCT0~HH~. 0f ia  pe3y.YlbTaTbl xopomo C0BIIa~aIOT C pe3yJIhTaTa~H 
BOJIHOBOI~ ~exaHHKH H 03HaqaloT 3HaqHTeJIbHylO nonpam<y CTaTHr paciipe~e.rleHH~ 
II3IOTHOCTH. 
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