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Eine an der statistisch berechneten kinetischen Energie des Atoms angebrachte Korrek-
tion erméglicht den Einbau des Weizsickerschen Inhomogenititsanteils der kinetischen Energie
in die statistische Theorie des Atoms und eine Erweiterung des statistischen Atommodells. Das
zur Bestimmung der Elektronen-, bzw. Potentialverteilung im erweiterten Modell dienende
Variationsprinzip und eine mit diesem dquivalente Integrodifferentialgleichung wird hergeleitet.
Die Energie des Atoms wird aus dem Variationsprinzip mit dem Ritzschen Verfahren in erster
Néherung berechnet. Durch einige, hauptsichlich fiir kleine Elektronenzahlen wichtige Korrek-
tionen lassen sich die Berechnungen auch auf die leichtesten Atome ausdehnen. Die Energie
der Atome ist von den leichtesten Atomen an bis zu den schwersten in ausgezeichneter Uber-
einstimmung mit den empirischen, halbempirischen Slaterschen und wellenmechanischen Ener-
giewerten ; die maximale Abweichung ist kleiner als 39%,, wihrend sich bei den bisherigen
statistischen Modellen Abweichungen bis zu 509, ergeben. Fiir die Elektronendichte erhalt
man folgende Resultate. Erstens wird die Dichte am Ort des Kernes, im Gegensatz zu den bishe-
rigen statistischen Modellen, nicht unendlich und zweitens zeigt die Dichte in grosser Entfemung
vom Kern mit wachsender Entfernung einen exponentiellen Abfall. Beide Resultate stehen in
bester Ubereinstimmung mit den wellenmechanischen Ergebnissen und bedeuten eine wesent-
liche Verbesserung des statistischen Dichteverlaufes in unmittelbarer Kernniihe und in grosser
Entfernung vom Kern.

§ 1. Einleitung und Zusammenfassung

Bekanntlich fithrt die Weizsickersche Inhomogenitatskorrektion der
kinetischen Energie des statistischen Atoms zu einer sehr konsequenten Weiter-
entwicklung der statistischen Theorie des Atoms.! Mit dieser Korrektion ergibt
sich firr die Elektronendichte ein Verlauf, der in unmittelbarer Umgebung
des Kernes, sowie in grosser Entfernung vom Kern den wellenmechanischen
bedeutend besser approximiert als die ohne der Weizsickerschen Korrektion
berechneten Dichtefunktionen. Hinsichtlich der Energie des statistischen Atoms
erfiillte jedoch diese Korrektion nicht die Erwartung, denn die mit dieser Korrek-
tion berechnete Energie der Atome erweist sich als bedeutend zu hoch; so
erhilt man z. B. fiir das Rb*-Ton nach Sokolov? eine um 209, zu hohe Energie.
Die in der urspriinglichen, nicht korrigierten Thomas-Fermischen Theorie zu
tiefe Energie der Atome wird also durch die Weizsickersche Korrektion iiber-
kompensiert. Dies ist auch der Grund dafiir, dass diese meiner Ansicht nach
sehr wesentliche Korrektion in der statistischen Theorie der Elektronenhiille
des Atoms nicht den Platz einnehmen konnte, der ihr ihrer Wichtigkeit nach
zukommen sollte.
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In einer vorangehenden Arbeit des Verfassers® wurde die statistische
Berechnungsweise der kinetischen Energie eines Elektronengases ausfiihrlich
diskutiert und gezeigt, dass man einen Fehler begeht, wenn man zur Fermischen
kinetischen Energie des Elektronengases den Weizsickerschen Inhomogenitits-
anteil einfach hinzuaddiert. Als Resultat der dort durchgefiihrten Betrach-
tungen ergab sich, dass man diesen Fehler korrigieren kann, wenn man die
kinetische Selbstenergie der freien Elektronen, d. h. die aus der endlichen Impuls.
breite der freien Elektronen resultierende Energie in Abzug bringt.

Diese mehr qualitativen Feststellungen von I wollen wir in der vorliegen-
den Arbeit quantitativ formulieren. Es zeigt sich, dass man die kinetische
Selbstenergie der Elektronen durch eine einfache Formel darstellen und somit
den besagten Fehler einfach korrigieren kann. Man gelangt so zu einem erweiter-
ten statistischen Atommodell, fiir das einerseits der Verlauf der Elektronendichte
die eingangs erwihnten Vorziige aufweist und das anderseits fiir die Energie
der Atome sehr befriedigende Werte liefert. Die Elektronendichte bleibt im
erweiterten Modell am Ort des Kernes endlich und fillt in grosser Entfernung
vom Kern mit wachsender Entfernung exponentiell ab. Dies ist in bester Uber-
einstimmung mit dem wellenmechanischen Dichteverlauf und bedeutet in
unmittelbarer Kernnihe und in grosser Entfernung vom Kern eine wesent-
liche Verbesserung der bisherigen statistischen Dichteverldufe, die am Ort
des Kernes singulir werden und in grosser Entfernung vom Kern zu
langsam verschwinden, oder aber am Rand des Atoms unstetig von einem
endlichen Wert auf Null abfallen. Fiir die auf Grund des erweiterten Modells
berechnete Energie der Atome ergeben sich Werte, die mit den empirischen oder
auf wellenmechanischem Wege berechneten Energiewerten, oder, sofern solche
nicht vorliegen, mit den halbempirischen Slaterschen Energiewerten® sehr gut
iibereinstimmen. Durch Anbringung einiger, haupsichlich fiir kleinere Elektro-
nenzahlen wichtiger Korrektionen kann man erreichen, dass die mit dem er-
weiterten statistischen Modell berechnete Atomenergie die Energie der Atome
von den leichtesten Atomen bis za den schwersten mit einem durchweg kleineren
Fehler als 39, darstelli. Wenn man in Betracht zieht, dass die auf Grand der
bisherigen Modelle berechneten Atomenergien Fehler bis zu 509, aufweisen,
so kann man dies als einen wesentlichen Erfolg des erweiterten Modells
ansehen.

Die Einteilung der vorliegenden Arbeit ist die folgende. Nach dieser
Einleitung und kurzen Zusammenfassung wird im § 2 der korrigierte Ausdruck
fiir die kinetische Energie hergeleitet und im §3 das erweiterte statistische
Atommodell entwickelt. Im § 4 besprechen wir einige in erster Linie fiir kleine
Elektronenzahlen wichtige Korrektionen des Modells. Im § 5 berechnen wir die
Energie des Atoms mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens und geben eine ausfiihrli-
che Diskussion der Resultate.
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§ 2. Herleitung der kinetischen Energiekorrektion

Wir ziehen ein Fermi-Gas mit einer kugelsymmetrischen Teilchendichte
o in Betracht, das einstweilen sowohl die Elektronendichte des statistischen
Atoms als die Nucleonendichte des statistischen Atomkerns darstellen kann.
Voraussetzungsgemiiss ist also o eine Funkiion der einzigen unabhingigen
Variablen r, die die Entfernung vom Zentrum (Atomkern, bzw. Kernmittel-
punkt) bedeutet.

Die Dichte der Fermischen kinetischen Energie Ur und des Weizsicker-
schen Energieanteils U, kann man bekanntlich mit der Teilchendichte ¢ folgen-
dermassen darstellen

2
Up=up 95/3 und Uy=ux, ggiailﬁi, (1)
e
mit
2/3 1,2 2
zF=—3—(~3—) h— und %, = h -, 2
40\n) m 32n2m

wo h die Planksche Konstante und m die Masse des Teilchens bezeichnet. Wegen
der Kugelsymmetrie der Verteilung g ist unter grad ¢ die radiale Komponente
des Gradienten von g zu verstehen.

Als gesamte kinetische Energiedichte hat man bisher den Ausdruck

U= UF+ Uw (3)

betrachtet. Wie in I ausfiibrlich gezeigt wurde, ist jedoch dieser Ausdruck unrich-
tig, da er den radialen Anteil der aus der endlichen Impulsbreite der freien Teil-
chen resultierenden kinetischen Energie — die wir in I kurz kinetische Selbst-
energie der freien Teilchen nannten — doppelt enthalt.’ Zur Herleitung des
richtigen Ausdruckes hat man also den radialen Anteil der kinetischen Selbst-
energie der freien Teilchen von U in Abzug zu bringen. Unsere Aufgabe besteht
also zuniichst in der Berechnung dieser kinetischen Selbstenergie.

Hierzu sei zunéchst erwiihnt, dass man — wie in I ausfiihrlich besprochen
wurde — den Impuls p eines Teilchens in zwei Anteile zerlegen kann. Der eine
Anteil ist ein Mindestimpuls, der daraus resultiert, dass das in Betracht gezogene
Teilchen (genauer der Bildpunkt des in Betracht gezogenen Teilchens) die
energetisch tiefer liegenden, vollbesetzten Impulsraumzellen zufolge des Pauli-
Prinzips, d. h. zufolge der Orthogonalititsbedingungen der Eigenfunktionen
nicht besetzen kann, das Teilchen also iiber einen Mindestimpuls verfiigen muss,
der es aus dem Inneren der vollbestzten Impulskugel bis an den Rand dieser

5 Acta Poysica IT1/2
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Kugel hebt. Der andere Impulsanteil representiert die endliche Impulsbreite
des Teilchens, die eine unmittelbare Folge der endlichen Ausdehnung der Impuls-
raumzellen ist.

Fig. 1. Zerlegung des Elektronenimpulses » in die Komponenten pr und p; und Aufteilung
der Impulskugel in Kugelschalen. Die schraffierten Raumteile sollen die vollbesetzten Teile des
Impulsraumes veranschaulichen

Zur Berechnung dieser Impulsanteile zerlegen wir zunichst den Impuls B
eines Teilchens in eine radiale und azimutale Komponente, die wir mit p, bzw.
pibezeichnen ; man vgl. hierzu Fig. 1. Aus der Forderung, dass der Drehimpuls-
betrag des Teilchens, rp; gleich (I - -%) h/(27) sei,® ergibt sich fiir p,

pmfi+ D)L, 2

2w 1

wo I die Nebenquantenzahl bezeichnet.
Dieser Zusammenhang erméglicht eine Einteilung der Impulskugel in
Zylinderschalen mit Zylinderflichen, deren gemeinsame Achse mit dem Orts-
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vektor t gleichgerichtet ist und deren Querschnitte Kreise mit den Radien

R 1
Pn=n_——

2w r (5)
(n=10,1,2,3,..)

sind. Mit Hilfe dieser Einteilung konnte. Fermi’ die Anzahl der s-, p-, d-,...
Elektronen im Atom in sehr guter Ubereinstimmung mit der Erfahrung berech-
nen.

Auf Grund dieses Ergebnisses liegt es nahe, die Impulskugel mit Hilfe von
Kugelflichen mit den Radien (5) in Kugelschalen zu unterteilen. Wir setzen
also fiir den maximalen Impulsbetrag in den einzelnen Kugelschalen

DP=pn="npo
(rn=0,1,2,3,...) (6)

mit p, = h/(2tr) ; man vgl. hierzu Fig. 1. Da sich die Energie des Teilchens zu
p? = n? p,? als proportional ergibt, ist die Quantenzahl n fiir die Energie massge-
bend, weist also in dieser Hinsicht eine gewisse Analogie zur Hauptquantenzahl
auf. Eine weitere Analogie zur Hauptquantenzahl besteht darin, dass die erste,
d. h. energetisch tiefste Kugelschale (deren innere Berandungsfliche auf den
Kugelmittelpunkt zusammengezogen ist) die einquantigen s-Teilchen, die zweite
Kugelschale die zweiquantigen s- und p-Teilchen, die dritte Kugelschale die
dreiquantigen s-, p- und d-Teilchen usw. besetzen, ganz analog zur Elektronen-
struktur der Atome, wo dem Volumen der Kugelschalen die zu einer Haupt-
quantenzahl gehorenden Zustinde entsprechen. Weiterhin ist fiir grosse p die
Anzahl der Teilchen mit der Quantenzahl n zu 4np2dp = 4mn®pd, d.h. zu n?
proportional, ganz dhnlich zur Anzahl der Elektronen im Atom die in Zustinde
mit der Hauptquantenzahl n gebunden sind.

Auf Grund dieser Schaleneinteilung der Impulskugel kann man den weiter
oben definitierten, aus dem Pauli-Prinzip resultierenden Mindestimpuls der
Teilchen und mit diesem die kinetische Selbstenergie der Teilchen einfach
berechnen. Die Teilchen besetzen beginnend von der innersten, energetisch
tiefsten Kugelschale die nacheinander folgenden energetisch héheren Kugelscha-
len sukzessive. Wenn die energetisch tiefsten n Kugelschalen voll besetzt sind, so
werden beim Einbau weiterer Teilchen diese die (n - 1)-te Kugelschale besetzen.
Hierzu miissen die Teilchen zufolge des Pauli-Prinzips bis an den Rand der
vollbesetzten Impulskugel gehoben werden, d. h. sie miissen einen Mindestim-
pulsbetrag p, = np, besitzen. Der Betrag des mittleren Impulses eines Teilchens
in der (n 4 1)-ten Kugelschale ist also

P =pn+ 1po=npo + 1po- (1)

5*
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Der Betrag des Mindestimpulses, den das Teilchen zufolge des Pauli-Prinzips be-
sitzen muss, wird also p—3 p,. Wenn man also die kinetische Energie des Fermi-
gases anstatt mit dem Impulsbetrag p mit dem reduzierten Impulsbetrag p ——% Po
berechnet, so ist die aus der endlichen Breite der Kugelschalen resultierende
kinetische Selbstenergie des Teilchens ausgeschaltet. Die mittlere kinetische
Selbstenergie ug eines Teilchens ist die Differenz der mit p und p —% Po berechne-
ten kinetischen Energie des Teilchens, Es ist also

2

.
P? (P 2P_)~. ()

Us= —— -
2m 2m

Da der radiale und azimutale kinetische Energieanteil fiir freie Teilchen im Mittel
gleich isi8, betrigt die radiale kinetische Selbstenergie des Teilchens im Mittel
us/2. Die mit diesem radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie reduzierte
kinetische Energie u des Teilchens betragt also

2

1
ESN
o1 1 pt 1( 2 1. 1 12)(9)
u="_ " y=-P - T | pr= — p?).

2m 2 ° 22m 2 2m Zm(p 5 PoP T+ g Po

Die zweite Form auf der rechten Seite zeigt, dass die reduzierte kine-
2
tische Energie des Teilchens aas zwei Teilen besteht. Im ersten Teil u, = % 2%—” .
der gerade die Hilfte der urspriinglichen kinetischen Energie des Teilchens
betriigt, geht der urspriingliche Impuls unverindert ein, dies ist der azimutale
1

kinetische Energieanteil des Teilchens. Der zweite Teil u, = % (Ph‘;z‘;l"o)‘z,
representiert den radialen Anteil der reduzierten kinetischen Energie des Teil-
chens. In diesem steht statt dem urspriinglichen Impulsbetrag p der reduzierte
Impulsbetrag p——; Po des Teilchens. Eine Reduktion des Impulses tritt also nur
beim radialen Anteil der kinetischen Energie auf, wihrend der azimutale unver-
s#indert bleibt, wie dies auch sein soll.

Zur Berechnung der gesamten reduzierten Fermischen kinetischen Energie-
dichte Ur uuseres Fermi-Gases hat man u — u, + u, fiir alle besetzten Zu-
stinde pro Volumeneinheit zu summieren. Die Anzahl der Quaantenzustinde

zwischen dem Impulshetrag p und p 4 dp betriigt pro Volumeneinheit

8np?
dQ = e dp. (10)
Fiir den azimutalen Anteil u, haben wir die Summation iiber alle Quantenzu-
stande von p = 0 bis zum maximalen Impulsbetrag p,, der vollbesetzten Zustinde
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durchzufiihren, fiir den radialen Anteil u, beginnt aber die Summation nicht
mit den Quantenzustinden p = 0, sondern von p = 2p,an, da der Implusbetrag
2mu’ fiir p = % P, verschwindet und fiir kleinere Impulsbetrige als + p, negativ
wird, also seinen physikalischen Sinn verliert. Wenn wir den azimutalen und
radialen Anteil der reduzierten Fermischen kinetischen Energiedichte mit U,,
bzw. mit U, bezeichnen, so hat man

P
1 n 29
U,— ndl = 5, 11
= Jz Smhs T (1)
0

Pu
11 8x p?
Ur:Jur dQ:j?E(P _POP+~P0) hf dp =
i P

(12)

2n
= smme P 2hp°p‘”L

Po P,u Pe,

480 mh3
Ui:‘=Ua+ Ur- (13)

Es sei hier noch betont, dass — wie aus der Herleitung ersichtlich ist — der
Ausdruck (12) nur fiir solche Impulse Giiltigkeit hat, deren Betrag grosser
ist als % Pos fur p“g % Po hat man U,=0 zu setzen. Fiir U, bestéht keine der-
artige Einschrinkung. Dies ist auch der Grund dafiir, dass man den auf der
rechten Seite von (11) stehenden Ausdiuck nicht mit dem ersten Glied des auf
der rechten Seite von (12) stehenden Ausdruckes zusammenziehen kann.

Den Betrag des maximalen Impulses, p,, kann man mit der Dichte @
ausdriicken. Da niamlich voraussetzungsgemiss die innerhalb der Impulskugel
vom Radius p, liegenden Zustinde alle vollbesetzt sind, muss die Anzahl der
vollbesetzten Quantenzustinde pro Volumeneinheit mit der Anzahl der Teilchen
in der Volumeneinheit, d. h. mit der Teilchendichte g gleich sein. Man hat also die
Beziehung

8n p3
3}‘:;“: , (14)

woraus der wichtige Zusammenhang

1/3
SR YL -

14

folgt.
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Wenn man in (11) und (12) fiir p, den Ausdruck (15) und fiir p, den Aus-
druck p, = h/(2znr) einsetzt, so folgt

Ua = %o 95/39 (16\
Ur:”0@5/3_‘”191/3i+%29‘1‘_”3iv (17)
r r? rd
mit

3 [ 3)\2/8 p? 3 [ 3\V3h2

- el
80 n) m 64w\ m (18)

1 h2 1 h?

Hy = —— —, Hyg = " —

64m2m 153 60atm

Es sei noch bemerkt, dass fiir verschwindende Korrektion, d. h. fir p, = 0
in U, nur das erste Glied bestehen bleibt und alle itbrigen Glieder verschwinden,
es wird dann U,= U,. Da w:iterhin %, = %¢/2 ist, folgt, dass in diesem Fall
U'r = U, + U, in U iibergeht, wie dies auch sein soll.

Schliesslich sei erwihnt, dass die hier erhaltenen Resulate sowohl fiir ein
Neutronen- oder Protonengas als fiir ein Elektronengas Giiltigkeit haben.

§ 3. Die Grundgleichung des erweiterten statistischen Atommodells

Wir wollen nun die im vorangehenden Paragraphen erhaltenen Resultate
auf die Elektronenhiille des Atoms zur Bestimmung der Elektronen- und Poten-
tialverteilung des Atoms anwenden. Hierzu bilden wir zunidchst den Energie-
ausdruck des statistischen Atoms, das im Amnschluss an Lenz® folgendermassen
- geschehen kann. Man fiihrt ein System von Scheidewiinden ein, mit dem man das
Elektronengas in Teilvolumina unterteilt und zwar in der Weise, dass jedes
riumliche Volumenelement dv noch viele Elektronen enthalte und das Potential
in diesen Zellen von einem konstanten Wert nicht stark abweiche, Wir wollen
im Folgenden zunichst davon absehen, dass diese Bedingungen in grosser Ent-
fernung vom Atomkern wegen der kleinen Elektronendichte und in der unmittel-
baren Umgebung des Kernes, wo sich das Potential des Atoms sehr stark dndert,
nicht erfiillbar sind. Man kann dann die Elektronen in den Teilvolumina als ein
Elektronengas am absoluten Nullpunkt der Temperatur betrachten und die
Energie des Atoms einfach berechnen. Die kinetische Energie und Austausch-
energie des Atoms ergibt sich durch eine einfache Integration der kinetischen
Energie, bzw. der Austauschenergie der einzelnen Teilvolumina iiber das ganze
Atomvolumen ; die potentielle Energie des Atoms erhilt man, wenn man einer-
seits die elektrostatische Wechselwirkungsenergie der Ladungselemente des
Elektronengases mit dem Kern auf das ganze Atom integriert und anderseits die
gegenseitige elektrostatische Wechselwirkungsenergie der Ladungselemente der
Elekironenwolke auf alle Ladungselement-Paare summiert, d. h. integriert.
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Da diese Berechnungsweise in der statistischen Theorie des Atoms mehr
fach gebraucht wurde® und der einzige Unterschied gegeniiber diesen Berech-
nungen hier darin besteht, dass man statt der urspriinglichen Fermischen kineti-
schen Energiedichte Up die reduzierte Fermische kinetische Energiedichte Up
einzusetzen hat, kénnen wir uns kurz fassen und die einzelnen Energieanteile,
aus deunen sich die Energie des Atoms zusammensetzt, kurz angeben. Wenn wir
fiir das Atom den azimutalen Anteil der Fermischen kinetischen Energie mit
Ef, den reduzierten radialen Fermischen kinetischen Energieanteil mit E}, den
Weizsickerschen kinetischen Energieanteil mit E,,, die aus der Wechselwirkung
des Kernes mit der Elektronenwolke resulrierende elektrostatische potentielle
Energie mit E;‘,, die aus der gegenseitigen Wechselwirkung der Elekironen des
Elektronengases resultierende elektrostatische potentielle Energie mit Ej, und
schliesslich die Austauschenergie mit E, bezeichnen, so ist

E} = xofgsf?’ dv, 19)
1
Ej = J ("005’3 — xle‘” Tre, )dv’ (20)
P/.t—
2
f(gradQ Jl(fi_@) dv, (21)
o \dr
2
_ _JZ_‘Z odv, (22)
_ JJ ewel®) 4, g, '__iJVeegdv, (23)
|t —1'] 2
Ea:—xaf oildv. (24)

Hier bezeichnet g die Elektionendichte des Atoms, dv das Volumenelement,
Z die Ordnungszahl des Atoms, t den Ortsvektor und e die positive Elementar-
Iadung. Die Werte der Konstanten %, %; %,, %; und %, erhilt man, weon man
in (18), bzw. in der zweiten Gleichung (2) m mit der Elektronenmasse
identifiziert. In atomaren Einheiten ausgedriickt ergibt sich

20 3

1 5 (m)%3 1 1 1
Heg=—elag=——|—| x5, 3= eta, = %9, (25)
16 12a%1 3 38402 23107t (3m2)2/3

: 18
My = 3 (3a2)23e2qy, ;= 3 (3n%)3 e gy = S (1 g5
16 4

Mw:'_'eza01
8
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wo a, den ersten Bohrschen Wasserstoffradius bezeichnet. Die Konstante x4
im Ausdruck der Austauschenergie hat folgenden Wert1!

o = i(i)m e, 26)

T

V. ist das Potential der Elektronenwolke, das man folgendermassen dar-
stellen kann

Ve(r)=—e g%,l dv'. 27

Die Integration ist bei allen Energieanteilen mit Ausnahme von Ef auf
das ganze Atom, d. h. auf alle diejenigen Gebiete auszudehnen, in denen p>>0 ist.
Im Energieanteil E; hingegen, hat man die Integration nur auf den Raumteil
auszudehnen, in welchem Pu = é— Py ist. Die Grenze dieses Raumteiles ist durch

die Gleichung

1
Pu :"5 Po (28)

gegeben. Wenn man fir p, den Ausdruck (15) und fiir p, den Ausdruck
Po = h/ (2nr) einsetzt, weiterhin beide Seiten aaf die dritte Potenz hebt und
mit r3 multipliziert, so erhilt man

1

- 24m2

" (29)

Diese Gleichung ist fiir r zu l6sen, wozu man g als Funktion von r kennen muss.
Wenn wir die weiter unten erhaltenen Resultate, wonach p fiir r = 0 nicht
unendlich wird und fiir r = oo exponentiell verschwindet, vorwegnehmen, so
ist zu sehen, dass die Gleichung (29) fiir r zwei reelle positive Wurzeln hat, von
denen wir die kleinere mit r; und die gréssere mit r, bezeichnen. Die Integration
in Ef ist also auf eine Kugelschale auszudehnen, deren innere Berandungs-
fliche die Kugelfliiche mit dem Radius r; und deren dussere Berandungsfliche
die Kugelfliche mit dem Radius r, ist.

Mit den Energienanteilen (19)—(24) erhilt man fiir die Energie des Atoms
als Funktion von g folgenden Ausdruck

E=E} + Ej + E, + ES + Ey + E, (30)
Die Elektronendichte g hat der Bedingung
jge dv = Ne (3D)

zu geniigen, die besagt, dass die Anzahl der Elekironen des Atoms N sei.
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Wir haben nun mit Riicksicht auf die Nebenbedingung (31) diejenige
Dichteverteilung ¢ zu bestimmen, die E zum Minimum macht. Wenn man mit V),
einen Lagrangeschen Multiplikator bezeichnet, so kann man zur Bestimmung
von ¢ von folgendem Variationsprinzip ausgehen

6(Ei+ VyNe)=0, (32)
wo die Variation hinsichtlich ¢ durchzufithren ist. Mit der Beze ichnung
p =P (33)

ergibt sich hieraus die folgende Grundgleichung
5 4 X
botw Ay — = 2y —f (9, 1)+ Frap P (V—Voep =0, (34)

die den wichtigen Zusammenhang zwischen dem Potential und p = p'/2 dar-

stellt.
Die Funktion f(y, r), die aus dem radialen Anteil der Fermischen kineti-

schen Energie resultiert, hat folgende Bedeutung:

, 5

fir r, <r<r, ist f(p,r)=19p oUr_ ﬁxoyﬂ/:’—ixlyﬁ/"i -+ xztp—l«, (35)
30 3 3 r r?

fir 0<r<r;, sowie fiir r=>r, ist f(y,r) = 0. (36)

Dass f(p, r) in den Gebieten innerhalb r; und ausserhalb r,, identisch 0 ist,
hingt damit zusammen, dass U, fir Pu < % p, identisch verschwindet. Die
Funktion f und ihre Ableitung nach r, 8f/6r sind bei den Grenzradien r; und r,
stetig. Aus (29) folgen néamlich bei7; und r, fiir p die Werte

1
P 1 bzw. p= (37)

T (24q2r3)ie’ (2472 p3)ri’

mit denen man sich leicht iiberzeugt, dass bei r; und r, sowohl f = 0 wie d f/or =0
ist, was mit Riicksicht auf (36) bedeutet, dass f und 3f/5r an den genannten
Stellen und somit im ganzen Raum stetig sind.

V bezeichnet das Gesamtpotential des Atoms, es ist also

V(r):é—}—Ve:é—eJl‘ui(—r'—)—dv’. (38)
r r ft—1'|
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Dies bedeutet mit anderen Worten, dass ¥ dec Poissonschen Gleichung

AV = dmey? (39)
geniigt.

In Verbindung mit (34) kénnte man aus (39) fiir o, als erweiterte Thomas-
Fermische Gleichung, eine Differentialgleichung vierter Ordnung herleiten,
deren Losung sich aber dusserst kompliziert gestalten wiirde. Es ist deshalb
zweckmissiger die Gleichung (34) zu Grunde zu legen, die mit (38) eine Integro-
Differentialgleichung darstellt, in der der Lagrangesche Multiplikator V; aus der
Bedingung (31) zu bestimmen ist. Auf die Randbedingungen und auf die Losung
der Gleichung (34) kommen wir in einer spédteren Arbeit zuriick.

Hier méchten wir noch zeigen, dass man die Gleichung (34) ganz dhnlich
wie die urspriingliche Thomas-Fermische Gleichung auch noch auf einem anderen
und zwar auf einem elementaren Wege herleiten kann. Hierzu berechnen wir an
einem Ort T im Atom die Gesamtenergie eines Elektrons. Diese setzt sich aus
der kinetischen, der potentiellen und der Austauschenergie des Elektrons
Zusammen.

Die kinetische Energie eines Elektrons mit dem Impulsbetrag p ist p2/(2m).
Als zeitlichen Mittelwert betrachtet, kann man diese in zwei gleiche Teile zerlegen,
von denen der eine den azimutalen und der andere den radialen Anteil der
kinetischen Energie des Elektrons darstellt. Zur Ausschaltung der radialen
kinetischen Selbstenergie des Elektrons hat man — wie dies im § 2 ausfiihrlich
diskutiert wurde — den Impulsbetrag bei der Berechnung des radialen Anteiles
um py/2 zu reduzieren, also fiir den radialen Anteil der kinetischen Energie
Hp— 15 Po)%/(2m) zu setzen. Den radialen Anteil der kinetischen Selbstenergie
der Elektronen ziehen wir durch den Weizsickerschen Energieanteil, d. h. durch
den fiir alle Elektronen als gleich gross vorausgesetzten Schridingerschen

radialen kinetischen Energieanteil —4 3, A /o’ = — 43, Aplp in Betracht.
Wir haben also fiir die kinetische Energie des hervorgehobenen Elektrons
(p—zp]
2 — 3 Po
& = — 4‘”!&2 é’lﬁ _LB_ _1__.___2__ . (40)

22m 2 2m

Die potentielle Energie des Elektrons lisst sich mit dem Gesamtpotential
V des Atoms folgendermassen darstellen

g, = — Ve. (41)

Fiir die Austauschenergie des hervorgehobenen Elektrons mit dem Impuls-
betrag p, die aus der Austauschwechselwirkung dieses Elektrons mit allen iibrigen
Elektronen (und sich selbst) resultiert, erhilt man?2

e2(P5,— P, Pu-tP
8a=—7{( __P+2P;L N

In

D Pu

(42)
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Die Gesamtenergie des bervorgehobenen Elektrons mit dem Impulshe-
trag p wird also

e=ex + &p + £a- (43)

Den héchsten Wert erreicht ¢ fiir p = p,, ; wir bezeichnen diese hochste Gesamt-
energie des Elektrons mit &,. Damit das Elektron im Verbande des Atoms ver-
bleibe, d. h. an das Atom gebunden sei, kann ¢, hichstens gleich werden mit der
héchstmoglichen potentiellen Energie des Elektrons im Atom. Wenn wir anneb-
men, dass alle Zustinde vollbesetzt sind, so wird ¢,, gerade gleich mit der héchst-
méglichen potentiellen Energie. Wenn wir das hochste Potential im Atom mit
V, bezeichnen, so besteht also dann die Gleichung

&€

p=—Vye. (44)

Durch Einsetzen des Ausdruckes fiir £, d. h. des Ausdruckes (43) fir p=p,
ergibt sich hieraus die Gleichung

1 02
Ay 1 p2 1 (Pﬁip)+2ezpu (45)

in der das dritte Glied auf der linken Seite natiirlich nur in dem Raumteil einen
Sinn hat, in welchem p ”z; p, ist. Wenn man dies beriicksichtigt, so ergibt sich
aus (45) mit der mit (15) identischen Beziehung

1(3ye.
pe=y ) he (46)

genau die Gleichung (34).
Aus der Grundgleichung (34) ldsst sich das Verhalten von o = o' bei

r = 0 und fiir sehr grosse r verhalinismissig einfach feststellen, worauf wir in
einer demnichst folgenden Arbeit zuriickkommen wollen ; hier seien nur kurz
die Resultate erwihnt. Mit einer Reihenentwicklung in der Umgebung von
r = 0 ergibt sich, dass g, im Gegensatz zu den fritheren statistischen Atom-
modellen, bei r — 0 endlich bleibt, also ein dhnliches Verhalten aufweist wie die
wellenmechanische Dichteverteilung, was als eine wesentliche Verbesserung des
statistischen Dichteverlaufes anzusehen ist. Das Verhalten von @ fiir sehr grosse
r-Werte lasst sich aus der asymptotischen Gleichung ermitteln. Aus dieser
folgt, dass o fiir sehr grosse r-Werte mit wachsendem r exponentiell
abfallt, sich also auch hier ihnlich zum wellenmechanischen Dichteverlauf
verhilt. Auch hier entsteht also im Dichteverlauf eine wesentliche Verbesserung,
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denn in den fritheren statistischen Atommodellen geht die Dichte in grosser
Entfernung vom Kern entweder viel zu langsam — namlich wie 1/r® — gegen
Null, oder aber die Dichte fillt bei einem endlichen r-Wert unstetig auf Null ab.
Durch die Weizsdckersche Korrektion, der in der Gleichung das Glied 4, Ay
entspricht, wird also sowohl bei r = 0 als in grosser Entfernung vom Kern ein
gutes Anpassen an den wellenmechanischen Dichteverlauf erzielt.

Bevor wir uns der niherungsweisen Bestimmung der Atomenergien mit
Hilfe des Ritzschen Verfahrens zuwenden, wollen wir im nichsten Paragraphen
noch einige fiir kleine Elektronenzahlen wichtige Korrektionen besprechen.

§ 4. Korrektionen fiir Lleine Elektronenzahlen

Um die Berechnungen auch auf Atome mit kieiner Elektronenzahl aus-
dehnen zu kénnen, wollen wir einige Korrektionen besprechen, die fiir kleine
und auch noch fiir mittlere Elektronenzahlen von Wichtigkeit sind.

Wir wollen zunichst den aus der elektrostatischen Selbstwechselwirkung des
Elektrons und aus der Selbstaustauschwechselwirkung des Elektrons resultieren-
den Fehler korrigieren. In der wellenmechanischen Hartree-Fockschen Naherung
kompensieren sich diese beiden Fehler vollstindig, so dass eine Korrektion dort
nicht erforderlich ist. Beim statistischen Atommodell besteht aber nur eine
teilweise K ompensation,!3 so dass eine Korrektion dieser Fehler notwendig ist.

Die elektrostatische Selbstwechselwirkung des Elektrons kann man nach
Fermi und Amaldi'* in der Weise korrigieren, dass man fiir das Potential der
Elektronenwolke V, iiberall das korrigierte Potential

v, — (1 ~%) Ve (47)

setzt. Diese Korrektion dussert sich darin, das im Energieausdruck an Stelle von
E, die korrigierte Energie

p

tritt und in der Grundgleichung (34) an Stelle von ¥V das korrigierte Potential

Ze 1
V== 1——\|V.
: +( N) (49)

zu setzen ist. Fiir N = 1 verschwindet V; und Ef,/, wie dies auch sein soll.

Die aus der Selbstaustauschwechselwirkung des Elektrons resultierende
Energie kann man auf Grund dhnlicher Betrachtungen wie die, auf denen die
Fermi-Amaldische Korrektion der elektrostatischen Selbstwechselwirkung beruht,
korrigieren. Mit Riicksicht darauf, dass nur die Elektronen mit parallelem Spin
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miteinander in Austauschwechselwirkung treten und die Anzahl der Elektronen
mit gleicher Spinrichtung IN/2 betriigt, kann man die Austauschenergie durch

o
Meultiplikation mit dem Faktor 1——ﬁ korrigieren, was damit gleichbedeutend

ist, dass man sowohl in der Grundgleichung (34) als im Ausdruck der Austausch-
energie (24) statt der Konstate x, die Konstante

x'a—-(l—~%)x, (50)

einfithrt, wo o die Anzahl der Elektronen in der K - Elektronenschale der Atome
im Grundzustand bezeichnet. Es ist also fir Wasserstoff o = 1 und fiir alle
itbrigen Atome oo = 2. Der Ausdruck fiir die korrigierte Austauschenergie lautet
somit

E,= {1 — %)E (51)

Die korrigierte Austauschenergie verschwindet also fiir das Wasserstoffatom und
fiir das Heliumatom, wie dies auch sein soll und zwar fiir das Heliumatom
wegen der zueinander antiparallelen Spineinstellung der beiden Elektronen im
Grundzustand, derzufolge zwischen den beiden Elektronen keine Austausch-
wechselwirkung stattfindet.

Es sei noch erwihnt, dass die ziemlich grobe Korrektion von E, nur von
geringer Bedeutung ist, da E, schon an sich nur eine kleine Korrektionsenergie
darstellt.

Wir haben schliesslich noch an der Fermischen kinetischen Energie eine
Korrektion anzubringen. Diese Energie sollte nimlich fiir die beiden Elektronen
der K-Elektronenschale verschwinden, da fiir diese Elektronen die kinetische
Energie allzin durch den Weizsickerschen Energieanteil dargestellt wird.
Dementsprechend sollte man in der statistischen Betrachtungsweise die Fermische
kinetische Energie der Elektronen in der energetisch tiefsten Impulsranmzelle,
d. h. etwa in der Impulskugel vom Radius p,, nicht mitzihlen. Da aber diese
Energie im Energieausdruck (30) enthalten ist, hat man zur Korrektion dieses
Fehlers die Fermische kinetische Energie der Elektronen in der Impulskugel
vom Radius p, von der Energie des Atoms noch in Abzug zu bringen.

Fiir die Dichte dieser Energie erhilt man mit Hilfe von (9) und (10)

Py

1 1 8
U= [ud@= [ (= + 4 ) edp -

Tn 1
- i?rﬁ;po = 224n3-— , (52)
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wobei zu beachten ist, dass dieser Ausdruck fiir U, nur fiir p, =p, Giiltigkeit
hat.

In dem Raumteil, in welchem p,, =p, ist, ergibt sich also fiir die Fermische
kinetische Energie der Elektronen in der energetisch tiefsten Impulszelle

m= | Updo. (53)
Pu=Po
Die Integration ist hier nur auf diejenigen Raumteile auszudehnen, in welchen
P #VZ Do ist. Die Grenze dieses Integrationsgebietes wird durch die Gleichung

Pu = Po (54‘)

definiert, aus der ganz analog zu (28) und (29) jetzt die Gleichung

e = (55)

3a2

folgt. Diese hat ganz dhnlich zu (29) wieder zwei reelle positive Wurzeln, von
denen wir die kleinere mit r; und die gréssere mit r, bezeichnen. Die Integration
in (53) ist also auf eine Kugelschale auszudehnen, die innen von der Kugelfliche
mit dem Radius r; und aussen von der Kugelfliche mit dem Radius r; begrenzt
wird. Es ergibt sich also

,
Ta

1 7 1 1) e?
= 896mx —dt=___|——— . 56
n 2 f rd 6On(r}2 ra) (56}

r
1

Dies ist aber noch nicht die vollstindige kinetische Energie der Elektronen
in der energetisch tiefsten Impulszelle, denn die Integration wurde nur in der
weiter oben definierten Kugelschale ausgefithrt. Man hat also noch die Raum-
teile ausserhalb dieser Kugelschale, d. h. den Raumteil, den die Kugelfliche vom
Radius r; einschliesst und den ausserhalb der Kugel mit dem Radius r;, befindli-
chen Raumteil in Betracht zu ziehen. In beiden Raumteilen ist die Fermische
radiale kinetische Energiedichte — wie man sich an Hand der Definitions-
gleichungen (11) und (12) leicht iiberzeugt — im Verhaltnis zur azimutalen klein,
so dass man nur die azimutale Fermische kinetische Energie in Betracht zu
ziehen hat, die durch den Ausdruck (19) dargestellt wird. Wie sich aus den im
folgenden Paragraphen erhaltenen Resultaten ergibt, erweist sich die azimutale
Fermische kinetische Energie in dem ausserhalb der Kugel vom Radius r, befind-
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lichen Raumteil als sehr klein und kann vernachlissigt werden. Hingegen ist die
azimutale Fermische kinetische Energie in der Kugel vom Radius r;, die man
folgendermassen darstellen kann

Ti
Tg = 4mx, J- 053 ridr (67
0

von gleicher Grassenordnung wie 7).
Die gesamte kinetische Energiekorrektion wird also

n=mn+ 1. (58)

Das Verfahren zur Bestimmung der Elektronendichte und Energie des
Atoms gestaltet sich nun folgendermassen. Man wird 9 = @"/* aus der Gleichung

5 4 )
4%w4w——3-xow”3—f(w,r) + 3 " PB4+ (V' —Vy)ey = 0, (59)

oder aber p samt E’ direkt aus dem mit diesem fquivalenten Variationsprinzip

8(E" + VoNe) =0 (60)

mit dem Energieausdruck
E' =Ef + E; + E,, + E} 4 E} 1 E; (61)
bestimmen.'® Fiir die Gesamtenergie E des Atoms erhilt man

Ey=Ey —m, (62}

wo E, den mit der Losung 9 aus (61) berechneten Energiewert bezeichnet.
Wir nennen dieses Verfahren im Folgenden Verfahren I.

Man kann die Fermische kinetische Energie der Elektronen in der Impuls-
kugel mit dem Radius p, auch noch auf eine andere Weise ausschalten, die sich
zwar nicht so gut begriinden lisst wie die Korrektion 7, aber den Vorteil hat,
dass fiir N = 1 und 2 der statistische Energieausdruck in den Schrédingerschen
Energieausdruck iibergeht. Diese Form der Korrektion beruht einfach darauf,
dass man in grober Nidherung die Fermische kinetische Energie eines Elektrons
in der tiefsten Impulszelle mit dem Mittelwert der Fermischen kinetischen
Energie, d. h. mit (Ef + Ef)/N gleichsetzt und diese mittlere Energie fiir die
Elektronen der K-Elektronenschale— deren Anzahl o betrigt — in Abzug bringt.



144 P. GOMBAS

Man fiihrt also statt E; und E} die entsprechenden korrigierten Energieaus-
driicke

E;”:(l——%)E} und E":(l—%)E} (63)

ein. Dies kann man auch so formulieren, dass man in den Energieausdriicken (19)
und (20) und in der Grundgleichung (34) statt der Konstanten %; (i = 0, 1, 2, 3)
die korrigietten Konstanten

g

W = (l_ﬁ) *i (64)

setzt.

Tatsédchlich ist diese Korrektion bei Weitem nicht so grob, wie es auf den
ersten Blick hin erscheint. Diese Korrektion ist niimlich sowieso nur fir
kleine Elektronenzahlen von Wichtigkeit und gerade fiir diese ist sie brauch-
bar und zwar umso besser je kleiner IV ist ; fiir NV = 1 und 2 gilt sie exakt. Bei
kleinen Elektronenzahlen ist ausserdem zu beachten, dass den wesentlichen
Anteil der kinetischen Energie der Weizsickersche Anteil darstellt und der
Fermische Anteil im Verhiltnis zu diesem klein ist, demzufolge ein Fehler in der
Korrektion sehr stark abgeschwicht wird. Fiir grosse Elektronenzahlen ist die
Korrektion (64) nur eine grobe Niherung, aber fiir grosse N ist die Korrek-
tion im Verhiltnis zur Gesamtenergie sehr klein, so dass sich ein Fehler in der
Korrektion auf die Gesamtenergie nur unbedeutend auswirkt. Die relativ
grosste Unsicherheit liegt bei mittelgrossen N-Werten, aber auch hier wird der
Fehler durch den auch hier noch stark ins Gewicht fallenden Weizsédckerschen
Energieanteil ganz bedeutend verringert.

Mit dieser Korrektion gestaltet sich also das Verfahren zur Bestimmung
der Elektronenverteilung und Energie des Atoms so, dass man yp entweder aus
der Gleichung

bty Ap— oy (pu) L (V =V ep =0 (65)

bestimmt, wo f” folgende Bedeutung hat

f= g — Ly Ly
3 3 r

1

e ?
r2

(66)

oder aber man kann p und E” auch direkt aus dem Variationsprinzip

8(E" + VyNe) = 0 (67)
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mit dem Energieausdruck
E"=EY +Ef +E, +EX 4+ E5 + E (68)
bestimmen.!® Fiir die Gesamtenergie des Atoms Ej ergibt sich
E; = Eg, (69)

wo Eg den mit der Losung 9 nach (68) berechneten Energiewert bezeichnet.
Dieses Verfahren nennen wir im Folgenden Verfahren II.

Ob dieses Verfahren bei konstant gehaltenem Z die Abhingigkeit der
Gesamtenergie von N richtig wiedergibt, kann erst dann festgestellt werden,
wenn geniigend genaue Losungen der Gleichung (65) vorliegen. Wir kommen auf
diese Frage noch im nichsten Paragraphen zuriick.

§ 5. Besttimmung der Energie des Atoms in erster Niherung mit dem Ritzschen
Verfahren

Wir wollen nun ausgehend vom Variationsprinzip (60) die Energie einiger
Atome mit dem Ritzschen Verfahren in erster Niherung bestimmen. Wie wir
schon im Paragraph 3 erwihnt haben, ergibt sich aus der Grendgleichung (34),
dass o bei r = 0 konstant ist und fiir r = oo exponentiell gegen Null geht.
Dementsprechend machen wir fiir ¢ in erster Niherung den Ansatz

p=—e %, (70)

wo A eine Normierungskonstante bezeichnet und die Variable x mit r folgender-
massen zusammenhiingt

r= —i— . (71)

Die Konstanten A und n betrachten wir als Variationsparameter, die aus der
Minimumsforderung der Energie bestimmt werden. Wie sich zeigt, hiingt die
Energie des Atoms sehr empfindlich von den Parametern A und n ab und man
erhilt mit diesem einfachen Ansatz fiir die Energie des Atoms schon eine sehr
gute Néherung. Fiir die Elektronendichte gibt jedoch dieser einfache Ansatz der
ersten Niherung — wie dies bei dem Ritzschen Verfahren ganz allgemein der
Fall ist — eine bedeutend weniger gute Approximation. Zur Erzielung einer
grosseren Genauigkeit fiir die Dichteverteilung hitte man die hoheren Niherun-
gen des Variationsverfahrens durchzurechnen. Zu diesen hoheren Néherungen

6 Acta Physica ITI/2
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gelangt man z. B. wenn man den Ansatz (70) mit einem Polynom F von folgen-
der Form F == (1 +¢;x+cox2 + ...+ ¢, a\ck)3 multipliziert, wo die Konstanten
€1y €34 « « « 5 €1 als weitere Variationsparameter zu betrachten sind.1$

Wir berechnen zunichst die Normierungskonstante A, fiir die sich aus der
Normierungsbedingung (31) der Wert

A= da nl'(3n) (72)
A3
ergibt.

Wir gehen nun zur Berechnung der Energieanteile (19)—(24) mit dem Aus-
druck (70) iiber. Die Abhingigkeit der Energieanteile von Z und dem Variations-
parameter A gestaltet sich als sehr einfach ; die Abhingigkeit von N und dem
Variationsparameter n ist komplizierter. Man findet

El} = }s,zQa, E'f = Zera E,= ngw, (73)
Bt =P,  E—iP., F, = —iP,, (14)

wo Qo, Qr, Qu, Py, P, und P, die folgenden von A unabhingigen Ausdriicke

bezeichnen

%y 3\ 5/3
S, o
[4nnD(3n)]2°1 5
dmxgn . t s danyn xa_fx on—
Q= - A___Na/3fe X g3n—l e 1T N4/3fe Fx2n—1dy L
[AmnI’(3n)]5/3 [4mnI’(3n)] /3
x; x;
76
. (76)
+ ]’KL N fe"‘x”“L ldx — 273, (Lz — —:zl—),
(3"’) _xi” xa"
x;
0. = waw, (17)
n?I" (3n)
P, = ZNe? _rem ) (78)
I' (3n)
. e2 m‘fx 4’5_,’"“ ,
P, == N(N—1) [I’(3;LW2J€ x2" IJ e x93 1dx' dx, (79)
0
’ . 3
P,= —— Xa _(3) nN4‘/3. (80)
[47n I'( 3n)]1/31 4



UBER BEINE KINETISCHE ENERGIEKORREKTION DES STATISTISCHEN ATOMMODELLS 147

Hier bedeutet x; und x, die den aus (29) bestimmten Radien r; und r, entspre-
chenden x-Werte ; es bestehen also die Zusammenhinge

x; = (Ar)l/"  und  xg = (Arg)V/". (81)

Fiir x; und x, ergibt sich'mit (70), (71) und (72) aus (29) diefolgende Bestimmungs-

gleichung
1 nI'(3n)

N o=x

3ne~x —

(82)

die zwei positive reelle Wurzeln hat, von denen x; die kleinere und x, die griossere
bezeichnet. Eine wesentliche Erleichterung bei der Durchfiihrung der Rechnun-
gen bedeutet, dass die Bestimmungsgleichung (82) den Variationsparameter
A nicht enthilt,

Hier sei erwidhnt, dass x, mit Ausnahme der leichtesten Atome so gross ist,
dass man in den Integralen im Ausdruck (76) x, iiberall durch <o ersetzen
kann.

Wie die im nichsten Paragraphen durchgefithrten Berechungen zeigen,

1 1
kann man im Ausdruck (76) das Glied 2%%3(— - *—) vernachlissigen,

x2n x2n
da es neben den anderen Gliedern im Ausdruck der kinetischen Energie sehr
klein ist.

TABELLE 1
Werte von J fiir verschiedene Werte von p, bzw. n
p n J

2 6/6 0,1562,

2,5 716 0,1078,

3 8/6 0,07280,

3,5 9/6 0,04820,

4 10/6 0,03137,

4,5 11/6 0,02009,

5 12/6 0,01269;

6 14/6 0,004874,

7 16/6 0,001794,

8 18/6 0,0006308;

9 20/6 | 0,0002147,
10 22/6 0,00007081,
11 24/6 0,00002268,
12 26/6 l 0,000007074,

O*
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Das Doppelintegral in (79) lisst sich sehr einfach geschlossen auswerten,
wenn der Exponent von x” im inneren Integral, 3n—1, eine ganze Zahl ist. Fiir
nicht ganzzahlige Exponenten kann man das Doppelintegral mit Hilfe der
Tabellen der unvollstindigen Gammafunktion von Pearson!” auf numerischem
Wege mit geringer Mithe bis auf 4 - 5 Stellen genau bestimmen. Wir haben

© x
J = P — 1 Je""xzn‘lje_x'x’3”’1dx'dx:
N(N-1) e? [ (3n)]?
0
P 2p—1 1
P_
= ——1—2 e‘xx"?"[e_x'x'?dx'dx, (83)
['(p+1)] /
wo
p=3n—1 (84)

ist, fitr mehrere p Werte bis zu 4 Stellen genau berechnet ; die Resultate sind in
der Tabelle 1 zusammengestellt.

Wir wollen nun die Energie des Atoms mit dem Verfahren I bestimmen.
Hierzu hat man zunichst die Energie E’ zu berechnen, fiir die sich der folgende
Ausdruck

E = (Qa+ Q@+ Qu)2—(Px —Pe + Po) 2 (85)

ergibt. Das Glied mit A2 representiert die kinetische und das Glied mit 1 die
potentielle Energie. Die Variationsparameter 4 und n hat man aus der Minimums-
forderung der Energie, d. h. aus dem Gleichungssystem

FE’ 8E"

=0,
9l on

0 (86)

zu berechnen. Aus der ersten Gleichung dieses Gleichungssystems folgt fiir 4 der

Wert
1 P,—P, + P,

A= (87)
2 Qa + Qr —f“ Qw
Mit diesem A-Wert erhilt man aus (85) fir £’ den Ausdruck
_ 2
,___i(Pk Pe+Pa) (88)

4 Q-0 +0Qu

der nur mehr eine Funktion des Variationsparameters r ist. Diesen hat man so zu
bestimmen, dass (88) zum Minimum wird. Dies ist auf analytischem Wege nicht
méglich und hat auf numerischen Wege zu geschehen. Hierbei sei erwihnt, dass
bei der Variation vonn, bzw. p = 3n—1 nur die in der Tabelle 1 angegebenen
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p-Werte in Betracht gezogen wurden und als Energieminimum der bei diesen
p-Werten tiefste E'-Wert betrachtet wurde, was fiir die Energie nur eine Unge-
nauigkeit von héchstens 1 bis 2 Promillen bedeutet, also unwesentlich ist.

Nachdem man die Variationsparameter A und n aus der Minimumsforde-
rung von E’ bestimmt hat, kann man die Korrektionsenergie 7 nach (58), (56)
und (57) berechnen. Es ergibt sich

1 1 1
= 7\‘2( F—
K 60x x;2" x,;z”) ™

%
5
Nos3 J ¢ 3 n—idx,  (89)

47xgni?
[4mnI* (3n)] 5/3

wo x; und x; die beiden positiven Wurzeln der Gleichung

1 4nI’(3n)
N 3 =

x3re—* = (90)
sind, die sich aus (55) analog zu (82) ergibt. Die Wurzeln x; und x, hingen mit
den Wurzeln r; und r; der Gleichung (55) gemiss (81) zusammen.

Fiir die Gesamtenergie E; des Atoms erhilt man nach (62)

wo E, das Minimum von E  bedeutet, und 7 durch (89) definiert ist.
Die Werte der Variationsparameter, sowie die Werte von Ej, 1) und E; sind
fiir einige Atome in der Tabelle 2 zusammengestellt.

TABELLE 2
Die Werte von A, p, Eg,m und Ej fiir einige Atome. A in 1/a,-Einheiten, Ej, v und E; in
e*/a,-Einheiten.

zZ A r —E; % —E¢’
Be 14,665 4 11,333 1,832 13,165
C 18,514 4 31,346 4,022 35,368
Ne 10 55,768 5 111,93 12,56 124,49
Ar 18 181,29 6 478,42 44,33 522,75
Kr 36 16809 8 2619,3 209,5 2828,8
X 54 2019,4 8 7035,5 442,9 7478,4
Hg 80 6568.8 9 18264 1032 19296

Wir wollen nun die Berechnungen mit dem im § 4 besprochenen Verfahren
IT durchfiihren, wir legen also jetzt unseren Betrachtungen das Variationsprinzip
(67) zu Grunde, wo E”" den durch (68) definierten Energieausdruck bezeichnet,
der sich von E’ nur darin unterscheidet, dass in (75) und (76) statt den Konstan-
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ten %; (i = 0, 1, 2, 3) itberall die Konstanten x; stehen. Die Bestimmung der
Variationsparameter 4 und n erfolgt auf dieselbe Weise wie vorhin, wobei man
aber fiir diese Parameter etwas andere Werte erhilt wie zuvor, was davon her-
rithrt, dass im vorangehenden Fall die Korrektion 7 als eine Storungsenergie in
Betracht gezogen wurde, die sich auf den Verlauf der Elektronendichte in
erster Niherung nicht auswirkt, wihrend im vorliegenden Fall die Korrektion.
schon in das zu variierende Energieintegral eingebaut ist, also auf den Dichtever-
lauf mitbestimmend wirkt. Fiir die Gesamtenergie des Atoms erhilt man

E; = E/, (92)

wo E." das Minimum von E” bezeichnet. Die Resultate dieser Berechnungen
sind in der Tabelle 3 angegeben. Nebst diesen ist auch — sofern dieser bekannt
ist — der empirische Wert Eg,, der Gesamtenergie des Atoms angefiihrt.
Fiir leichte Atome sind die empirischen Werte der Gesamtenergie aus den Spek-
tren entnommen, bei den Atomen mit héherer Ordnungszahl wurden zu-den
empirischen Daten noch die mit Hilfe wellenmechanischer Verfahren erhaltenen
Resultate von Hylleraas,'® von Fock und Petrashen,® von Morse, Young und
Haurwitz,2® sowie bei Hg von D. R. Hariree und W. Har!ree?' zugezogen ;
bei Ar, Fe, Kr, X und U wurde eine halbempirische Formel von Slater?? herange-

zogen.

TABELLE 3

Die Werte von A, n, Eg und Egemp fiir einige Atome. A in 1/a,-Einheiten, Eg und Egemp
in e?/a;,-Einheiten

VA A P —Eg" —_ Egem p
H 1 1 2 0,5 0,5
He 2 4,6965 | 2,5 2,8588 2,904
Be 4 8,8440 3 14,584 14,68
C 6 22,273 4 37,713 37,86
(0] 8 25,079 4 74,187 75,07
Ne 10 62,885 5 126,22 129.5
Na 11 65,521 5 158,41 162,0
Ar 18 195,05 6 514,73 525,36
Fe 26 576,75 7 1243.3 1248,7
Kr 36 1746,8 8 2721,9 2703,6
X 54 2076,5 8 7234,1 7079.4
Hg 80 6696,9 9 18620 18684
U 92 7084,8 9 26016 25522
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Ein Vergleich der Energiewerte E; mit den Energiewerten E; aus der
Tabelle 2 zeigt zunichst, dass der Unterschied zwischen E'é und E;, mit Ausnahme
der leichtesten Atome sehr klein ist. Die Korrektion 7 fithrt also mit Ausnahme
der leichtesten Atome praktisch zum selben Resultat wie die Korrektion (64).
Wenn man noch in Betracht zieht, dass von den beiden Korrektionen fiir die
Jeichten Atome bestimmt die Korrektion (64) die genauere ist, und diese Korrek-
tion sich bedeutend einfacher gestaltet als die Korrektion ), so wird man dem
mit der Korrektion (64) entwickelten Verfahren IT gegeniiber dem Verfahren
I den Vorzug erteilen.

Ob das Verfahren IT bei konstant gehaltenem Z auch die Abhiingigkeit
der Gesamtenergie von IV richtig wiedergibt, d. h. ob die Berechnung von
Jonisierungsenergien mit diesem Verfahren moglich ist, sei einstweilen
dahingestellt. Zur Entscheidung. dieser Frage hitte man zunichst die Dichte-
verteilung der Atome in hoherer Niherung zu bestimmen, oder aber noch
besser die Grundgleichung (34) exakt zu lésen. Auf diese Fragen — die die
Resultate der in der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten Berechnungen der
Atomenergien nicht beeintrichtigen — mochten wir in einer demnichst folgen-
den Arbeit zuriickkommen.

Die Resultate fiir die Energie des Atoms sind sehr befriedigend ; die
Abweichung der berechneten Energien von den empirischen, den wellenmechani-
schen, oder den Slaterschen halbempirischen Werten ist durchweg kleiner als
39%,. Bei einem Vergleich unserer Energien mit den wellenmechanischen ist zu
bemerken, dass unsere Energien — da sie mit Beriicksichtigung des Elektronen-
austausches berechnet wurden — mit den ebenfalls mit Beriicksichtigung des
Elektronenaustausches bestimmten Hartree-Fockschen Energiewerten und
nicht mit den ohne Beriicksichtigung des Elektronenaustausches berechneten
etwas hoher liegenden Hartreeschen Energiewerten zu vergleichen sind. Dies
haben wir im Fall von Hg in der Weise beriicksichtigt, dass wir die aus den
Hartreeschen Tabellen?® von uns berechneten Hartreesche Energie — 18306e%/a,
mit der statistisch nach (24) berechneten Austauschenergie — 378 e?/a, erginz-
ten. Man erhilt so fiir Z = 80 als sehr gute Schitzung der Hartree-Fockschen
Energie den Wert — 18684 e?/a; mit dem unser in der Tabelle 3 angegebener
statistisch berechneter Energiewert E; ausgezeichnet iibereinstimmt. Beziiglich
der in der Tabelle 3 angegebenen Slaterschen halbempirischen Energien sei
erwihnt, dass diese nur eine Schitzung, und zwar eine im allgemeinen mit den
empirischen Energien sehr gut, cca bis auf 39, iibereinstimmende Schitzung
geben.

Wie schon im § 4 erwihnt wurde, sichert das Verfahren IT fiir die Atome und
Tonen mit N — 1und 2 einen Ubergang unseres Energieausdruckes und unserer
Elektronendichte in den wellenmechanischen Energieausdruck, bzw. in die wel-
lenmechanische Elektronendichte. Dies erméglicht die Ausdehnung des Verfahrens
auf leichte und ganz leichte Atome, wobei sich fiir die Energie der Atome eine
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ausgezeichnete Ubereinstimmung mit dem empirischen Befund ergibt. Fiir He
erhilt man so einen Energiewert (man vgl. Tabelle 3), der zum empirischen etwas
niher liegt, als der mit der Hylleraasschen ersten Niherung?' erhaltene Wert
— 2,848 e2/a,, was seinen Grund darin hat, dass wir neben dem Variationspara-
meter A auch noch n variierten, wihrend bei Hylleraas n = 1 gesetzt wurde.
Schliesslich sei noch erwihnt, dass man aus der urspriinglichen Thomas-
Fermischen Theorie fiir die Energie der neutralen Atome den Ausdruck

2
E, = — 0,769 27/3:‘L (93)
0

erhilt, der fiir die schweren und mittelschweren Atome um cca 209, und fiir die
leichten Atome bis iiber 509, zu tiefe Energien gibt. Die von uns durchgefiihrte
Korrektion des statistischen Modells fithrt also fiir die Energien der Atome zu
einer ganz wesentlichen Verbesserung.

Wir kommen nun noch auf die Dichteverteilung der Elektronen zu sprechen,
die man nach (70) — mit Riicksicht auf (71) und (72) — einfach als Funktion von
r darstellen kann, wobei fiir die Variationsparameter A und n die aus der Mini-
mumforderung der Energie bestimmten Werte einzusetzen sind. Wie schon
erwihnt wurde, kann man die mit dem ersten Schritt des Variationsverfahrens
bestimmte Elektronendichte @ nur als eine sehr grobe Niaherung betrachten.
Dass man mit dem ersten Schritt des Variationsverfahrens fiir die Dichtever-
teilung der Elektronen eine ganz bedeutend schlechtere Niherung erhilt als fiir
die Energie des Atoms, hiingt damit zusammen, dass bei dem Ritzschen Verfah-
ren ganz allgemein der exakte Eigenwert viel rascher approximiert wird als die
exakte Eigenfunktion.?® Eine besonders grosse Unsicherheit in dem von uns
berechneten Dichteverlauf entsteht hauptsiichlich in den vom Kern weit ent-
fernten Gebieten. In grosser Entfernung vom Kern wird nimlich einerseits der
Dichteverlauf durch unseren einfachen Ansatz voraussichtlich nur unzureichend
dargestellt und anderseits bedeuten die vom Kern weit entfernten Gebiete fiir
das Variationsverfahren iiberhaupt eine Schwierigkeit, da die Gesamtenergie des
Atoms gegen eine Dichtednderung in diesen Gebieten ausserordentlich unem-
pfindlich ist.??

In Anbetracht der Ungenauigkeit der mit dem ersten Schritt des Ritz-
schen Verfahrens gewonnenen Dichteverteilung konnen wir auf Grund unserer
Resultate iiber den Verlauf der Elektronendichte im erweiterten Modell noch
nichts Endgiiltiges sagen. Zur genaueren Bestimmung des Dichteverlaufes hat
man die Grundgleichung (34) zu lésen, worauf wir in einer demniichst folgenden
Arbeit zuriickkommen méchten.

Fiir die Durchfiihrung der numerischen Rechnungen michte ich auch an
dieser Stelle meinen Assistenten Frl. 0. Kunvdri, Frau J. Pozsonyi und Frl

J. Vaczé meinen Dank aussprechen.
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KOPPEKIIUS KUHETUUECKONU 3HEPTUU CTATHCTHUECKON ATOMHOM
MOJEJHU

I1. 'omGam

Peswome

KoppeKnus KHHeTHYECKOM 3HepTHH, PACUMTAHHOH CTaTUCTHYECKHM MYTEM jfejiaeT BO3-
MO XHbBIM BKJIIOYHTH B CTATHCTHYECKY 10 TEOPHIO ATOMA HRT'OMOT€HHY I0 YacTh NHMEeHH BenncexKepa
KHHeTHUECKOH 3HePTHH W PacHiAPHUTh CTATHCTHUECKYI0 aTOMHYIO MOjeNb. B cTaThe BBIBOAHTCH
BAPHANMOHHBIN NPHHINM, CIY)>KANUK JJIS ONpEflesIeHHsl PaclpeesieHusI 9JeKTPOHOB H I10--
TEHUHWAJIOB pacHIMPEHHON MOJEeNH, ¥ SKEHBAJEHTHOE C STHM WHTErpajbHO~AA{depeHna b~
Hoe ypaBHeHue. PacnpejesieHHe MJIOTHOCTH 3JEKTPOHOB K 9HEPTHS aToMa ' PACUHTHIBAIOTCS
B IEPBOM IPHOJHI)KEHHH H3 BapHALHOHHOI'O IPHHUYNA IIPH roMomd meroga Purua. Tocpeg-
CTBOM HECKOJbKHX KOPpPeKUHH, 0cofeHHO BayKHBIX IS CJIydYasi HEMHOTHX 3JIEKTPOHOB HMe-
€TCSl BO3MOYKHOCTH PACHPOCTPAHHTH PACUEThl M HA caMble JierKdHe aTroMbl. DHEpPIrusl aTOMOB
OT Jieryamux — pxo Haubojiee TSHKeJbIX XOPOUIO COIVIACYeTCSt ¢ IMINHPHYeCKHMH TOJy3M-
NHPUYECKAMH 3HAUCHHSIMHI 3HEPTHU, a TAaK)ke CO 3SHAUeHHsIMH 9Hepruu 1o Cjstepy W IO BOJ-
HOBOM MexaHMKe ; HauOoJibliee OTKJOHeHHe HuXKe 3%, TOrjJa Kak JJsl CTATHCTHUECKHX MoO-
AeJieil, MPHUMEHSIBIIAXCA A0 CHX 0P, OTKJOHEHHS AOCTHraju Ao 50%. Xoj mJIOTHOCTH 3JeK-
TPOHOB TAKe JOCTaTOYHO YOBJIETBOPUTEJBHO, T. K., BO NEPBLIX, IVIOTHOCTL HAMECTE SIAPA, B
OIUIAYKE OT IPUMEHSIBUIMXCSI [0 HACTOSIEr') BPEMEHH CTATHCTHUECKHX Mojenelf, He Oy jer
GeCKOHEUHOM, H BO-BTOPHIX, NMIOTHOCTh Ha GOJBUIOM DPACCTOSIHMH OT SIipa SKCIOHEHIHAJIBHO
yMeHblIaeTcsl ¢ pocrom paccrosigusi. OGa pesyJibTaThl XOPOLIO COBNAJAIT C pe3yJIbTaTaMH
BOJIHOBON MeXaHWKH M 03HAYaT 3HAUYMTEJIbHY 10 IONpPaBKy CTATHCTHYECKOTO pachpejeseHHs
IJIOTHOCTH.
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