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MEDIEN 

Es werden die Gleichungen, welche die Polarisierbarkeit anisotroper Medien ausdrª 
in relativistischer Forro aufgestellt. Auf diese Weise sind sie auch im Falle bewegter Dielektrika 
anwendbar. Auf Grund dieser Gleichungen wird dann die Lagrange-Funktion des elektromagne- 
tischen Feldes angegeben, aus der dann die Feldgleichungen, die kanonischen Funktionen und 
der Energie-Imptds-Tensor abgeleitet werden k6nnen. 

1. Die relativistische Forro der Maxwellschen Gleichungen ira Dieiektrikum 

I n  den le tz ten Jah ren  haben sich verschiedene Verfasser wiederholt  m i t  der 
relat ivist ischen Behandlung  der ph/inomenologischer~ E lek t rodynamik  r o n  
bewegten dielektrischen Medien befasst .  I n  erster  Linie s tand hierbei der Energie- 
Impuls -Tensor  im Mit te lpunkt  des Interesses  [1--6] .  Sowohl die ~ilteren als auch 
die neueren Unte rsuchungen  beschr/ inkten sich indessen auf  die Ausarbei tung 
einer relat ivist ischen Theorie von bewegte• isotropen Medien. I m  nachstehenden 
sollen nun jene Gesetze er6rtert  werden, die fª  den Fall  der anisotropen Dielek- 
t r ika  des e lekt romagnet ischen Feldes Gª  besi tzem 

Zur  Beschreibung des e lekt romagnet ischen Feldes werderL in der ª  
Weise zwei an t i symmet r i sche  Tensoren herar~gezogen, deren K o m p o n e n t e n  si'ch 
aus der elektr ischen Feldst~irke ~ und aus der magnet i schen  Feldst/irke ~ ,  
sowie aus dem Vektor  ~) der elektrischer~ Verschiebung und dem magnet ischen 
Induk t ionsvek to r  ~ in folgender Anordnung  ergeben: 

(o ~z~yi~x I (o ~z~y~x I 
F ik= ~y --~,~ 0 - - i ~ z  ,Gik= ~y --~)x 0 - - i ~ z  . 

i@x i~y i~z 0 i~�91 i~)y i~�91 0 

Die K o m p o n e n t e n  der beiden Tensoren befriedigen die Maxwellschen Gleichun- 
gen in jedem Medium : 

Ok Gik = 4:rs~, (1) 

Oi Fkl -~ Ok Fli~- Ol Fik = O. (2) 
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Wie aus Gleichung (2) hervorgeht, kann der Tensor Fik als Rotation eines 
Vierervektors (des Viererpotentials qi) angesetzt werden : 

Fik = OŸ qgk ~ Ok opi. (3) 

Voto Gesichspunkt der weiteren Behandlung erseheint die Einfª gewisser 
aus den Tensorkomponenten Fi~ und Gik gebildeten neuen GrSssen angebracht. 

, 
Es mSge also 6 ik~s den folgenden, ron Levi-Civi ta eingefª (Pseudo-) Tensor 
bezeichnen : 

[ 0, wenn die Indizes ( ikrs)  nicht alle voneinander verschieden si~d. 
~iffs = " + 1 ,  wenn (ikrs) die gerade Permutation ron  (1234) ist. 

[--1,  wenn (ikrs) die ungerade Permutation ron  (1234) ist. 

Mit Hilfe dieser GrSsse kSnnen die folgenden zwei (Pseudo-) Tensoren definiert 
werden : 

i , 
q --  i �91 Frs, Gi* - -  �91 Grs . (4} 

2 2 

Bei Berª der Definition von 6ikr s sind die Komponenten van Fi~ 

und Gik folgende : 

~z 0 --@x --i9~y ~)z 0 

--ay ~~ 0 _ i~~ , G ' k =  __ f�91 ~ x  

i~~  i ~ y  i ~ z  0 i@z i~y  

\ 

) 0 -- i~z 
i~z  0 

Es bezeichne uk die in Vakuumliehtgeschwindigkeit-Einheiten ausge- 
drª (konstante) Vierergeschwindigkeit des dielektrischen Mediums : 

1 dxk 
U k ~ -  . . . .  

c dv 

Es ist bekannt, dass die Vierergeschwindigkeit folgenden Zusammenhang 
befriedigt : 

uk uk ---- - -  1. (5) 

Mit Hilfe der Vierergeschwindigkeit des Mediums lassen sich folgende Vierer- 
vektoren (bzw. Pseudovektoren) bilden : 

E ,  = F,~ u k ,  Di  = G,k uk ,  B i  -~ Fi*k uk, Hi  -= G*k uk . (6) 
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Die hier verwendeten Bezeichnungen erkl/iren sich aus dem Umstand, dass ira 
FaUe eines ira Vergleich zum Beobachter ruhenden Dielektrikums (u 1 = u~ = 
----- u 3 = 0, u4 ----- i) die Komponenten dieser Vektoren folgenderweise lauten : 

E i  ~--- (~x, (~y, ~z, 0), 

~~ = (~x, ~y, ~., o), 
D i  = (~)x, ~)y, ~)z, 0), 
B; = (~x, ~y, ~~, 0). 

(7) 

Da die Tensoreu Fik,  Gik, Fi*k, G~k antisymmetrisch sind, so folgt aus der Defini- 
tion, dass alle vier eingefª Vierervektoren senkrecht zur Vierergeschwindig- 
keit sind : 

El  ui = 0, Di ui = 0, B~ ui = 0, Hi ui = 0. (8) 

Die Vektoren El,  Di,  Hi ,  Bi  kSnnen ebenso zur Beschreibung des elektro- 
magnetischen Feldes verwendet werden wie die Tensoren Fik und Gik. Dies geht 
auch daraus hervor, dass mit Hilfe der aus Fik gebildeten Vektoren El  und Bg 
bzw. der aus Gik gebildeten Vel~toren Hi und Dk auch die Tensorkomponenten 
selbst ausgedrª werden k~inrten 

F~k = ui Ek  - -  uk Ei  + i�91 urBs, 

G~k = ui Dk ~ uk Di ~ i�91 u~Hs. 
(9) 

(Die Richtigkeit dieser Tensorgleichungen kann am einfachsten in jenem Koordi- 
natensystem verifiziert werden, in welchem das Dielektrikum ruht. Die Tensor- 
forro gew~ihrleistet die Gª des Zusammenhangs auch in jedem anderen 
Inertialsystem.) 

Als Folge der Maxwellschen Gleichungen (1) und (2) lassen sich zwischen 
den Komponenten der Vektoren Ei ,  Di,  Hi ,  B i  die nachsteheuden Zusammen- 
h~inge aufstellen : 

8kDk ---- 4~r~o, O iHk --- 0 kHi -Ÿ UrOrGi*k --= 4~ri�91 

OkBk ~ O, Oq - -  okEi  ~. UrOrFik = O. 

Hier sei 

Qo==----uksk 

die Ruheladur~gsdichte und 

j i  -~ si - - ~ o u i  = tTikEk 

die Dichte des konduktiven Stromes (o'ik ist die Leitf~ihigkeit). Die jetzt erhalte- 
nen Feldgleichungen weisen eine starke formelle )~hnlichkeit mit der dreidimen- 
sionalen Gestalt der Maxwellschen Gleichungen auf und zeigen die Wirkung des 
konduktiven bzw'. konvektiven Stromes ir~ kovarianter Weise getrermt ah. 



7 8  G. ~AI~X 

Die Zahl der zu bestimmertden Feldst/irkekomponertten betr~igt zw61f, und 
zwar die zw61f voneinartder unabh~ingigen Komponentert vort Fik und Gik. Dio 
acht Gleichurtgen des Maxwellschen Gleichungssystems genª aber alleirt nicht, 
um diese ermitteln zu k6nnen, es mª auch noch die materiellen Gleichungerr 
bekanttt seirt, welche die Polarisierbarkeit des dielektrischen Mediums ausdriik- 
ken und dadurch eine Beziehung zwischen den Tertsoren Fik und Gik herstel- 
lea. Werm die durch das Feld hervorgerufene Polarisatiort eine homogerte lineare 
Funktion der Feldst/irkekomportemert ist, so haben die materielleri Gleichungen 
folgende allgemeine Gestalt : 

Gik -- "yikuvFuv. 

Ira Vakuum lautet die Gleichung einfach : 

Gik = Fik. 

In  eirtem isotropelt (homogenert oder inhomogertert) Medium, das sich im Vergleich 
zum Beobachter mit einer Vierergeschwindigkeit ui bewegt, ist die relativisti- 
sche Gestalt der materiellen Gleichungert wie folgt [2 ] : 

1 
Gik = - -  ( Fik ~ ui Ek" A- ukE~) -4- e(uiEk - -  ukEi). (10) 

tx 

Im folgenden soll rmnmehr versucht werden, relativistische Gleichungen aufzu- 
stellen, welche die Beziehung der Tensoren Gik und Fik zueinartder in eirtem aniso- 
tropen Medium angebert. 

2. Die materiellen Gleichungen in einem anisotropen Medium 

Die Form der materiellen Gleichungen in einem ruhertden anisotropeu 
Medium ist bekannt : 

~ x  = exx~x "-~ exy@y -~ exz~z (11) 

(ahnlich auch fª ~y und ~)~), 

~x = q163 +/X~ys +/~~z~, (12) 

(~ihnlich auch fª ~y und ~z)- Da die Determinante !q i nicht NuU ist, k6nnen 
aus G1. (12) die untenstehenden Zusammenh~inge gebildet werdert 

~'~x : ~xx~x -~- ~xy~y + Ÿ162 (13) 

(~ihnlich auch fª ~y und ~~). 
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Die im Falle ron  bewegten Medium gª Gleichungen lassen sich (wenn 
man den Transformationscharakter ron  e und # kennt) aus den fª die ruhenden 
Medien aufgestellten Gleichungen durch Lorentz-Transformation bestimmen. 
Im folgenden soll stat t  der umst~indlichen Ausfª der Transformation ein 
einfacheres Verfahren gew~ihlt werden. 

Zur Charakterisierung der elektrischen Polarisierbarkeit sei der Tensor 
eik, zu der der magnetischen Polarisierbarkeit der Tensor ~ik wie folgt einge- 
fª : in dem aI~ das Dielektrikum fixierten Koordinatertsystem m5gen die 
Komponenten von eik und ~ik folgendermassen lauten : 

/�91 e.xy 8xz O~ /~xx ~xy nxz O~ 
= ! )  __ [~yx )�91 Ÿ162 �91 [�91 eyy ~yz ~ Xik 

~£ o~Z~ o~~~ ~o ~" o ~~~ o~~~ 

In einem Koordirtatensystem, in welchem sich das Dielektrikum (mit einer 
konstanter~ Gescl• bewegt, werden die Komponenten ron  eik und xik 
aus derL obigen Kompormnten durch die Transformation bestimmt. (Dies bedeutet 
die Annahme der Tatsache, dass die Gr6ssen, welche zur Charakterisierung der 
dielektrischen uad magnetischen Polarisierbarkeit in der nichtrelativistischen 
Theorie verwendet wurden, die Komponenten eines Vierertensors bilden.} 

In dem Ruhesystem und infolgedessen auch in jedem anderen Inertial- 
system haben folgende Vektorgleichungen Gª : 

eik ui = 0, eik uk = 0, (14) 

xik ui = 0, ~,k uk = 0. (15) 

Der im Falle eines ruhenden Mediums gª Zusammenhang (11) soll nuu 
mit den eingefª relativistischen Gr5ssen Di, eik und Ek ausgedrª 
werdert. Die Umschreiburtg auf Vektor- und Tensorkomponenten fª zu 
folgender Gestalt der materiellen Gleichung: 

Di = eik E k .  (16~ 

Die mit den Kompoventert Hi~ ~ik und Bk geschriebene Forro der g]eichfall- in 
einem ruhenden Medium gª materielten Gleiehung (13) ist : 

Hi  = xik Bk.  (17} 

Die jetzt erhaltenen ZusammenMinge bestehen zwischen VektorerL und Tensoren, 
sie besitzen also nicht nur in einem speziellen Koordinatensystem (in dem 
das Dielekrtikum ruht) Gª sondern auch in jedem Inertialsystem. 
Dies bedeutet demnach, dass in der Form der Gleichungen (16) und (17) die 
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relativistische, auch fª den Fall eines bewegten, anisotropen Mediums gª 
Gestalt der materiellert Gleichungen gefunden wurde, welche die Polarisierbarkeit 
des Mediums ausdrª 

Es ist leicht einzusehert, dass das unter (16) und (17) atffgestellte Gleichungs- 
system nur je drei unabh~ingige Gleichungen enthMt. Zwischen den zweimal vier 
Gleichungskomponentert (i = 1, 2, 3, 4 ) b e s t e h t  immer folgende Identit~it: 

(Di - -  eik Ek)  Ui ~ O, ( H i  - -  ;~ik B k )  Ui ~ O, 

Die sechs unabhangigert Gleichungskomponertten genª ebert, um bei Kemlmis 
ron  Fik  die sechs Komponentert ron  Gik bestimmen zu kiinnert. 

Die Gleichungen (16) und (17) enthahert implizite die zu ermittelnden 
Komponenten ron  Gik. Nun w~ire es aber ron  mehreren Gesichtspunkten aus 
wª auch im anisotropert Medium die der G1. (10) ~ihnliche explizite 
Forro der materiellen Gleichurtgen zu kennen. (Dies ist z. B. die Voraussetzung der 
Ableitbarkeit der Feldgleichungen aus einem Variatiortsprinzip.) Zum Ansetzen 
des explizitert Zusammenhartges bietet der Ausdruck (9) MSglichkeit. Werm man 
in diese Gleichung die irt (16) bzw. (17) ausgedrª Form vort Di urtd H~ ein- 
setzt, erhMt m a n :  

Gik (ui  e t Ÿ  uk eir) E r  + " * -= (t6 ,,rs u~x~,) Bt  (18) 

oder bei Berª der Definition ron  Er und Bt  : 

( * ) (19) Gik =: ui eku U v - -  uk azzz Uv + -T ~sm un 

was gerade der gesuchte Zusammenhang ist. 
Bei Anwertdung der Gestalt (18) der materiellen Gleichung soU noeh die 

durch die Fik-Komponenten (durch Ei  und Bi)  ausgedrª Forro des Tensors 
G*k gesehrieben werden 

1 
G~k = ~ -  �91 G~b - -  i 6;kab (ua e~r ~ u~ ear) Er -~- V �91243 �91 Uf ~st B t .  (20) 

2 2 

I-Iierbei mSge folgende Gleichheit berª werden : 

1 
- -  �91 �91 = �91 t~ks ~ t)is t~kr. 
2 

Wenn man noch in Betracht  zieht, dass * �91 in jedem Indexpaar arttisymme- 
trisch ist, so l~isst sich der Ausdruck ron  Gi*k auf folgende Gestalt brirtgen : 

Gik = (ui • - -  uk ~ir) Br - -  (t�91 Ur est) Et  . (21) 

Derje tz t  erhaltene Zusammerthang ist der Gleichung (18) vollsRindig iiquivalent. 
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Zu der unter (19) angegebenen expliziten Form der materiellen Gleichung 
war man auf  Grund der Gleiehungen (16) und (17) gelangt. Es soll nun gezeigt 
werden, dass man auch umgekehrt vorgehen kann : die Gleichungen (16) und (17) 
lassen sich auch aus dem Zusammenhang (18) herleiten. Es ist niimlich 

D i  = Gik  uk  -~- (u i  ttk ekr - -  Uk Uk eir) E r  ~ -  (i6~k,. s Uk U, ~st) B t ,  

Hi .~- Gi~ uk = (Hi UR ~kr - -  l'�91 l�91 ~ir)Br - -  (i6i*krs uk Ur est) Et.  

Infolge von (14) und (15) betragt das erste Glied der rechten Seiten Null. Auf 
Grund von 

�91 : - -  �91 

ergibt auch das dritte Glied Null. Wenn man auch den Zusammenhang (5) 
berª erh/ilt man schliesslich : 

Di -= 8ir Gr ,  Hi = ;gir B r ,  

was zu beweisen war. 
Aus dem Vorstehenden folgt~ dass die unter (16) - -  (17), (19), (18) bzw. 

(21) geschriebenen Formen der materiellen Gleichungen vollst~indig ~iquivalent 
sind. B el den n ac hfolgenden Berechnungen kann also immer jene gew/ihlt werden, 
die dem Zweck am besten entspricht. 

E s l~isst sich leicht nachweisen, dass die jetzt aufgestellte Gleichung der 
anisotropen Medien die fª isotrope Medien gª ron  Novob• aufgestellte 
Gleichung (10) als Spezialfall beinhaltet. Man muss hierbei nur berª 
dass in einem isotropen Medium die elektrische und magnetische Polarisierbarkeit 
des Dielektrikums mit je einer skalaren GrSsse ausgedrª werden k6nnen:  

~ik = ~ (~ik + ui u~), ~~~ = ~ (~~~ + u~ u~).  
/_c 

In der Fraxis hat man es meistens mit Dielektrika zu tun, die ron Gesichts- 
punkt  d er elcktrischen Polarisierbarkeit mehr oder minder anisotrop sind, deren 
magneti sche Polarisierbaikeit jedoch im allgemeinen unbedeutend ist (die ma- 
gnetisch e Permeabilitiit betr~gt in guter N~herung /~ = 1). In diesem Falle 
k6nnen die materiellen Gleichungen in folgender einfachen Form geschrieben 
werden : 

G~k = Fik - -  ui (Ek - -  ekn En)  -F uk (El - -  ein En). (22) 

3. Beispiel  f ª  die Polarisation eines bewegten Kristallki~rFers 

I)ie Anwendung der Gleichung, welche die Polarisierbarkeit eines bewegten 
anisotropen Dielektrikums ausdrª soll an einem einfachen Beispiel vorge- 
fª werden. Es sei ein ziegelf0rmiges kristallisches Dielektrikum angenommen, 
wobei aber die Kanten des Ziege]k0rpers nicht mit den Hauptachsen der Kristal- 
lisation zusammenfallen sollen. Wenn man das Koordinatensystem x, y, z so 

2 Acta Physica I I I /2  
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annimmt, dass die Koordinatenachsen parallel mit den Kanten des ZiegelkSrpers 
verlaufen, so bildet die Kristallachse A mit der x-Ac]ase un4 die Kristallachse B 
mit der y-Achse eirLen Winkel qo. Die Kristallachso C sei parallel zur z-Achse. 

Die Polarisierbarkeit des Kristallmaterials in der Richtung der Kristall- 
achsen A, B und C (die im rechten Winkel zueinander stehen) wird durch die 
Suszeptibilit~iten a A ,  a B  und ac  bzw. durch die Dielektrizitiitskonstanten 

eA = I -~- 4~ZO:A, eB = 1 -Ÿ 4 ~ a B ,  e c  = 1 + 4~c~c (23) 

ausgedrª In diesem Falle sind die Komponenten des Tensors 
mitbewegten Bezugssystem : 

Eik : 

eik in dem 

( eAcos2T ~- eusin2T ( 8  A - -  ez)cosqo sinqo 0 0 "~ 
(eA - -  efl)eosq9 sin T eAsin299 + eBeos~q9 0 0 ) . 

0 0 e c  0 

0 0 0 0 

Der Einfachheit halber sei vorausgesetzt, dass die magnetische Suszeptibilit~it 
des Kristalles Null (q = 1) betriigt. 

Es bewege sich der Kristall in der Richtung der negativen x-Achse mit der 
konstanten Geschwindigkeit v = cfi durch das homogene magnetische Feld von 
Richtung z. Es sei kein elektrisches Feld vorhanden. In diesem Falle sind die 
ron  ~qull verschiedenen Komponenten des Tensors Fik : 

F12 ~ - -  F~I ----- ~z = B 

und die Komponenten der Vierergeschwindigkeit des Kristallkt~rpers 

i 
_ - - q  u 2 = 0 ,  u 3 = 0 ,  u 4 - -  

al Vl-~~~~' V 1-~~ 

In  diesem Koordinatensystem, in welchem sich der Kristall mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegt, kSnnen die Komponenten des Tensors eik  durch die 
Lorentz-Transformation der ira 
I(omponenten ermittelt werden: 

~ i k  

ruhenden Koordinatensystem bekannten 

( ~1~ ~~~ 0 --i/~~~~~ 

\ , - - i f l e l l  - -  it~e12 0 - -  f12ellJ 

1 
8 1 1  - -  _ _  ( 8 A C O S 2 ~ 0  q- eBsin~qg), 

1 __ flz 
1 

e12 = V ~ - - ~ - ~ (  e A - -  en)coscpsincP, 
l f- 

e 2 2 =  eAsin2T q- eBcos2T �9 

Nachdem F i k ,  eik und uk bekannt sind, sei nun auf Grund der materieUen 
Gleichung (22) der Tensor Gik,  d. h. der Wert der magnetischen Feldst~irke und 
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der elektrischen Verschiebung ira Inneren der bewegten Kristallmaterie berech- 
net. 

5~z = G12 - -  1 - -  e~2fi~ B, 
1 - -  fl~ 

b2y = Gal = 0, 

- -  1 --~s flB, 
~�91 = iG~~ : 1 _ _ f l 2  

~ x  : G23 : 0, 

~�91 = iGla : ~12fl B, ~�91 = i G ~  - O. 

Auch bei den maximal erreichbaren Geschwindigkeiten k6nnen die Glieder ron  
V 2 

der Gr6ssenordnung t i 2 =  ~vernachl / i ss ig t  werden. Wenn man auch die 

konkrete Form der Tensorkomponenten eik in Betracht zieht, erh~ih man : 

~�91 ---- (eA - -  eB)COS~0 sinTflB, ~)y : (eAsin2~ + eBcos2~ - -  1) f lB ,  ~�91 = O. 

Es ist ersichtlich, dass das bewegte kristallische Dielektrikum (bei den angenom- 
menen Bedingungen) das magnetische Feld nicht beeinflusst, B kann daher mit 
der ausserhalb des Kristalls hervorgerufenen magnetischer~ Feldstiirke identifi- 
ziert werden. Ira Inneren des Kristalls ist indessen der Vektor ~ der elektrischen 
Yerschiebung voa Null verschieden. Da 

ist und die elektrische Feldstiirke @ Null betr~igt, ergibt sich ~) vollstiindig aus der 
elektriSchen Polarisation ~,  welche durch die Bewegung im magnetischen Feld 
verursacht wird. Wenn man auf Grund der Gleichung (23) ah Stelle der Dielektri- 
zitiitskonstante die elektrischeSuszeptibiliuit einfª so erhiilt man folgende 
Polarisationkomponenten : 

~x = [ aA- -  as)cos~ sin~flB, ~y = (aAsin2~ -f- aBcos2~) f lB ,  ~,z = O. 

Der absolute Wert  der ohne irgendein elektrisches Feld hervorgerufenen Polari- 
sation betr~igt 

1%~ I = V ~ 2  + ~~ + ~2  = f lB  Va�93 -4- a~cos 2 ~. (24~ 

Die Richtung des Polarisationsvektors stimmt nicht mit der Richtung der auf 
die molekular gebundenen Ladungen wirkenden, in der Richtung y (senkrecht zur 
Bewegungsgeschwindigkeit und zur magnetischen Feldstiirke) verlaufenden 

2* 
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Lorentzschen Kraft ª sondern weicht ron dieser Richtung um den 
Winkd  

~x (~A--~S) sin q~cos cp 
-- arctg - -  ___-- arc tg 

&~y aA sin ~ qo @ as  cos 2 qo 

ab (Abb. 1.). Die Richtigkeit des aus der relativistischen Gleichung gewonnenen 
Resuhats wird durch die Tatsache bestiitigt, dass man zu einem ahnlichen Ergeb- 
nis gelangt, wenn mar~ die Gr6sse und Richtung der durch das magnetische 
Feld herforgerufenen Polarisation in einem mitbewegten Koordinatensystem bei 
Verwendung der bekannten materiellen Gleichungen der ruhenden medien 
bestimmt. 

Das Ergebnis der Berechnungen zeigt, dass infolge des Durchquerens des 

1 8 

7 ~ 
4- + + + + + i- + + + + + T .i. + . l- 

a 

Abb. 1. 

magnetischen Feldes an der senkrecht zur x-Achse gelengenen Fliiche des 
Kristalls freie Oberfliichenladungen ron einer Dichte ~x und an der senkrecht 
zur y-Achse gelegenen Fl~iche ron  einer Dichte ~y erscheinen, u. zw. mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen an den gegenª Fliichen. Die Dichte 
der Oberfl~chenladungen hiingt dabei ron dem durch die Kristallachsen und die 
Kanten des ziegelf6rmigen K6rpers eingeschlossenen Winkel ab. (Bei Bewegung 
im magnetischen Feld ron isotropen Dielektrika bleibt die senkrecht zur x-Achse 
gelegene Fliiche bei iihnhcher Anordnung immer ungeladen.) 

Wenn man den bewegten Kristallktirper um die die Richtung des magneti- 
schen Feldes angebende z-Achse dreht, so kommt es einmal dazu, dass nur noch 
einander gegenª liegende Fliichen entgegengesetzt gleiche Oberfliichenladun- 
gen aufweisem Dies wird dann eintreten, wenn der Polarisationsvektor gerade zu 
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diesen Fliichen senkrecht ist (Abb. 2). Die Lage des Kristallk5rpers, welche 
beschriebene Erscheinung hervorruft, ist unabh~ingig ron der Translationsge- 
schwindigkeit des Kristalles. 

Der experimentelle Nachweis der hier behandelten Erscheinungen scheint 
techrrisch nicht undurchfª zu sein, obzwar die Versuchsverh~iltnisse 

7f 

~ ~  .~ ~ ~ . 

Abb. 2. 

verwickelter sind als bei dem auf isotrope Dielektrika bezª analogen 
Versueh ron  Wilson. 

4. Die Lagrange- Funktion 

Da man die explizite Gestalt der materiellen Gleichungen kennt, ist es 
leicht verstandlich, dass die Gleichungen (1), (3) und (19) - -  wenn si, ui, eik und 
xik gegeben sind - -  zur Bestimmung des elektromagnetisehen Feldes ange- 
wandt werden kiinnen. ~ a n  setze Gleiehung (3) in (19) ein, und sodann lezteren 
Zusammenhang in (1). Das Resultat ist 

2,,[ (ui~,,, , , , , ,--, , , ,~,.Uv+~ �91 (O,,'p,,'--~v~O.)] =4~~,..(25) 
Diese Gleichung ist ira Falle von i = 1, 2, 3, 4 gª Die vier Potentialkomponen- 
ten Ti werden durch die vier Gleichungskomponenten bestimmt, worauf dann die 
Komponenten der Feldstarken auf die beschriebene Weise gebildet werden 
kSnnen. 

Die durch Potentiale ausgedrª Gestalt (25) der Feldgleichungen kann 
aus der Lagrange-Funktion abgeleitet werden. Hierzu muss man nur voraus- 
setzen, dass in dem ira Vergleich zum Dielektrikum ruhenden Bezugssystem die 
folgenden Zusammenhiinge bestehen: 

�91 = Eyx~ Eyz ~ 8zy~ Ezx ~ Exz, 
(26) 

9r = ~yx~  ~ y z  = ~r  ~zx  : 7�91 

(Diese Zusammenh~inge bilden auch die u dass man ira Inneren 
des Dielektrikums ron  der Energie des elektromagnetischen Feldes als ron 
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einer durch den augenblieklichen Zustand des Kraftfeldes bestimmten, ron 
der Art der Entstehung des Feldes unabh~ingigen Zustandsfunktion spreehen 
kann*. Aus der Gleiehung (26) sowie aus der Definition ron 8ik und 9lik 
folgt, dass in jegliehem Inertialsystem 

eik = eki, uik = xki (27) 
ist. 

Die das elektromagnetische Feld charakterisierende Gleichung (25) 
kann aus folgender Lagrange-Funktion abgeleitet werden: 

1 ( 1 ) 
L ---- 1 F~b Gab - - s n  = - -  Fa~ u~ e~~ U v . - - ~  �91 un • u'~mnuv F , v m s ,  q~~. 

16~ q0n 8~ 
(28) 

(Den Tensor F i k  denke man sich durch das Potential Ti ausgedrª 
Die Euler-Langrangesehe Gleichung lautet n~imlich: 

Doch ist 

O L  Ok a L  0k(2 0~/k) . . . . . .  si = 0. (2 9) 
O qgi ~ O kt~i 

2 0L 1 (  16" v) - -  - -  Us 8ku ttv - -  Uk eiu UV -71- _~_ ikrs Ur ~sm ttnt3mnu F'uv -~- 
O F ik  8~z 

l ( u  1 ) 1 G a .  
-~ -~~ a Sbi Uk - -  l�91 e k lti ~- - ~  �91 ttr ~sm Un �91 Fa~ = 4-~ 

(Es wurde hier der Zusammenhang (27) berª Wenn man dies 
in Gleichung (29) einsetzt, so erhalt man die abzuleitende Gleichung (1) 
bzw. (25). 

Die Kenntnis der Lagrange-Funktion bietet die Mtiglichkeit, auch die 
Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes in anisotropen Dielektrika 
auszuarbeiten. Die zum Potential ~0i kartonisch konjugierten Funktionen sind : 

0L 1 0L 2 0L 1 
~i = c O~i i O O4qoi i 01W4i 4 ~ i  G4i. 

Die zum Vektorpotential ~ kanonisch konjugierte Funktion ist also das x/4:r- 
fache des Versehiebungsvektors ~3, genau so wie im isotropen Medium [2]. 
(Die kanonisch Konjugierte des skalaren Potentials �9 ist auch jetzt Null. 
Wenn man ron der Vertauschungsrelation ausgeht, die zwischen den den 
kanonischen Variablenpaaren zugeordneten Operatoren besteht, so kann auch 
die quantentheoretische Behartdlung durchgefª werden. 

* Siehe z. B. J. Frenkel, loc. cit. [7], S. 55. 
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5. Der Energie-Impuls- Tensor des elektromagnetischen Feldes 

Die genaue Gestalt des Energie-Impuls-Tensors ven isotropen Dielektrika 
ist eine auch heute noch umstrittene Frage [1--6 ]. Es ist wahrscheinlich, dass 
der ven .4braham eingefª symmetrisohe Tensor 

Tik = 1 [| Fi~ Fkr - -  1~ 5ik Fr~ F~~ + ( e l~ - -  1) (ui uk Er E~ - -  E~ Ek + 
4r 4 

1 11[  4' f ' ~ '  -~2--t~ikErEr) = ~  FirGkr t~ikFrsGrs_ -~ 4~~(ttiEr--Fir) ttkEr, 

oder aber der ven Minkowski aufgestel]te asymmetrische, jedoch einfachere 
Tensor 1[ 1 i 

tik = - -  Fir Gkr-- �91 Frs Grs 
4~ ' 

die dynamischen Eigenschaften des elektromagnetischen Feldes in einem 
isotropen Dielektrikum beschreibt. Der Abrahamsche Energie-Impuls-Tensor 
kann, wie dies ven Novob• gezeigt wurde, zusammen mit den Feldgleichun- 
gen aus einer Lagrange-Funktion abgeleitet werden [2 ]. Im nachstehenden sei 
kurz untersucht, in welcher Weise die Energie-Impuls-Ten~orert und die mit 
ihnen zusammenh~ingenden Gr6ssen sich ira Falle ven anisotropen Dielektrika 
modifizieren, die mit der skalaren Dielektrizit~itskonstante e und der skalaren 
Permeabilit~it/~ nicht charakterisiert werden k6nnen. 

In einem anisotropen 1V[edium ist die eine MSglichkeit, die fª die Angabe 
des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes in Betracht kommt, der Minkowski- 
sche asymmetrische Ausdruck- 

'~=XI~r ~~r1~~~~~~14 
Dieser Tensor kann nicht abgeleitet werden, es lasst sich nur sagen, dais er im 
Vakuum, wo e ---- q = 1 ist, zusammen mit dem Abrahamschen Tensor in den 
aus der ElektronerLtheorie bekannten Energie-Impuls-Tensor 

1 FrsFrs] T~ -- ~ [  FirFg~!--~ �91 

ª Die sich als eiuzelne Komponenten des Minkoteskischen Tensors 
ergebende Spannung (die Kraft, die auf die durch den Normalvektor ti gekenn- 
zeichnete Fl~icheneinheit wirkt), die Dichte des Feldimpu'ses, der ira Felde 
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fliessenderl Energiestr5mung und der Feldenergie haben in jedem Ine~tialsystem 
folgende Form : 

t M 1 [ ~ ( ~ ) n ) + ~ ( ~ n )  1 ] 

= - : - t , 4 ' =  • ~ , 
rc 4~c 

c c 
= _ _ t r  X ~ ,  

t 4~ 

u = - -  t44 - ~ (~~) + $!3).  

(Der Stern * bedeutet hier die r/iumlichen Indizes 1, 2, 3.) Die Dichte der ponde- 
romotorischen Kraft, die sich als negative Divergenz des ron  M i n k o w s k i  ange- 
nommenea Energie-Impuls-Tensors ergibt, ist iihnlich wie ira isotropen Dielektri- 
k u I n  ; 

= ~ Oktik = F ,k  s k - - - l - ;  - (Grs Oi ki O~ G~~) . (31) 

Das erste Glied gibt ª die auf die Ladungea wirkende Lorentzsche Kraft ,  
der zweite, in Klammern stehende Ausdruck ª den ah der Grer~zfl~iche der 
Dielektrika auftretenden ponderomotorisehen Druck Aufschluss. 

Kennt  man die Lagrange-Funktior des elektromagnetischen Feldes 
(Abschnitt 4), so kann auch die Variationsmethode der allgemeinen Relativitiits- 
theorie zur Bestimmung des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes angewandt 
werden. Die Variation der Lagrange-Funktion gemiiss dem metrischen Tensor 
ik g~ fª  zu folgendem Energie-Impuls-Tensor : 

Tik-- l z(Eil)k~-EkDi-~HiB,~-~-HkBi)-~- ~(F*---uiBr) ukHr-~-- 

1 (32) 
+ ! (  �9 Sr) u, H r + ~  F~r--  uk (gik .2p 2Ui Uk) (Er Dr -~- Hr Br) . 

4~  

(Die Herleitung des Tensors aus der Lagrange-Funktion wird ira Anhang ange- 
geben.) Der jetzt erhaltene Tensor kann als die Verallgemeinerung des von 
. 4 b r a h a m  eingefª Ertergie-Impuls-Tensors angesehen werden. Der Tensor 
ist symmetrisch, wie die~ ja bei jedem Tensor der Fall ist, der ron  einem Yaria- 
tionsprinzip abgeleitet wurde. Auf diese Weise besitzt der P l a n c k s c h e  Satz ª 
die Triigheit der Energie auch gesoadert fª die Energie des elektromagnetischert 
Feldes Gª und auch das durch das Feld auf das Dielektrikum ausgeª 
Drehmoment  l~isst sich stets auf ponderomotorische Kr~ifte zurª252 
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In einem ira Vergleich zum Medium ruhenden Bezugssystem ergeben sich 
die als einzelne Komponenten des Abrahamschen Tensors erhaltenen Maxwell- 
schen Spannungen, die Feldimpulsdichte, die Energiestr6mungsdichte (der 
Poyntingsche Vektor) und die Feldenergiedichte aus dem ersten, zweiten, dritten, 
bzw. vierten (eingeklammerten) Glied des Ausdruckes ven Tik, u. zw. folgender- 
weise : 

(~A --.__1 T,4 = 1 ~ • ~), 
ic 4 ~re 

r 

t 47r 

1 
u = - T 4 ~  - -  ~ ( ~ ~ + ~ ~ ) .  

8~ 

(Ira Falle eines bewegten Dielektrikums wird der durch dreidimensionaIe Vektoren 
ausgedrª Zusammenhang obiger Gr~ssen komplizierter.) Es ist ersichtlich, 
dass die durch Dreiervektoren ausgedrª Gestalt der Minkowskischen bzw. 
.,4brahamschen Tensorkomponenten ~ ,  ~), ~), ~ sich in anisotropen Medien nicht 
ven den in isotropen Medien bekannten Ausdrª unterscheidet. 

Der Ausdruck der sich aus dem Abrahamschen symmetrischen Tensor 
ergebenden ponderomotorischen Kraft  soll der besseren • 
halber fª jenel~ speziellen, aber praktisch wichtigsten Fall angesetzt werden, wo 
die magnetische Polarisierbarkeit des Mediums vernachl~issigt werden kaun. 
[Gleichung (22). ] In diesem Spezialfall ist auch die Ableitung des symmetrischen 
Tevsors aus der Lagrange-Funktion einfacher (siehe Ar~hang). Das erhaltene 
Ergebnis lautet : 

1[ 1 
Tik -~ ~ F i r F k r + E i E k  -- ( E t D k + E k D i )  - u i u k E r ( E r - -  Dr) - -  

1 �91 FrsCrs]" (33) 
4 ] 

Wenn man die unter (30) geschriebene Gestalt des Minkowskischen Tensors tik 
in Betracht zieht und zur Charakterisierung der elektrischen Polarisation den 
Vektor 

1 (D~- -E i )  
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einfª kann mart zu folgender Form v o n  Tik  gelangen : 

Tik = tik - -  (Fir - -  ui Er) u~ P~ + 1  (El Pg - - E k  Pi) 

�9 * 1 (E iPk -EkPi ) .  ---~ tik 2Vtt~iruv ttk ur Pu Bv + 

Die sich als negative Divergenz des jetzt  hingeschriebenen Abrahamschen Tensors 
ergebende Kraftdichte unterscheidet sich in zwei Gliedern ron dem Minkowski- 
schen Ausdruck (31) : 

1 
= - -  = (�91 B~) + Ki ~kTik F i k s k  + ~ ( G r s o q 1 6 1  --iukOg * 

1 
- -  - -  ~gk (Ei  P k - -  E k  Pi )  �9 

2 

Das vorletzte Glied ist der von Abrahom cingefª und in ruhendem (isotropem) 
Medium in der Gestah von 

at (-~~-c e x ~ j  - - ( ~ x ~ ) -  - - , ~ x  c 8t c Ot - c Ot 

bekarmte Kraftdichteausdruck. Dieser Ausdruck ertthMt ti. a. die auf dert 

Polarisationsstrom - - d u r c h  das magnetische ~Feld ausgeª Lorerttzsche 
St 

Kraft .  Das letzte neue Glied tr i t t  nur irt einem anisotropen Medium auf uad steht 
mit dem Drehmoment in Zusammenhang, das vort ~ auf das damit nicht paral- 
lele ~ ausgeª wird. 

Von einer ausfª Untersuchung, ob der Minkowskische oder aber 
der symmetrische Energie-Impuls-Tensor die im dielektrischea Medium sich 
abspielenden Vorgiinge richtiger beschreibt, soll hier abgesehen werden. 

6. Zusammenfassung 

Aus dem hier Gesagtert ist ersichtlich, dass irt eirtem anisotropen Medium die 
relativistische Theorie des elektromagnetischen Feldes, werm mart vort der 
nichtrelativistischen ph/iaomenologischen Theorie ausgeht, genau so eittdeutig 
eatwickeh werde a kann, wie dies von Minl£ ira Falle ron isotropen Medien 
durchgefª wurde. Hierbei bleiben die Maxwellschert Gleichungea unver- 
/iadert, nur die die Polarisierbarkeit des Feldes ausdrª materiellen 
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Gleichungen verandern sich im Falle eines bewegten Mediums. Der genaue Aus- 
druck des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes und der ponderomotorischen 
Kraft bleibt zwar problematisch, doch ist dies selbst in der nicht-relativisti- 
sehen Theorie bzw. in der relativistisehen Elektrodynamik ron  isotropen Dielek- 
trika eine umstrittene Frage. Auf die Untersuehung des letzteren Problems soll 
in einer sp/iteren Abhandlung zurª werden. 

Es sei hier Herrn Prof. K. F. Novob• fª sei.e wertvollen Anleitungen 
und meinem Mitarbeiter G. Gyiirgyi fª einige Literaturhinweise der beste 
Dank ausgesprochen. 

ANHANG 

Die Ableitung des Abrahamschen Tensors und der Lagrange-Funktion 

Fª den Fall eines anisotropen Mediums wurde die Lagrange-Funktion des 
elektromagnetischen Feldes unter (28) aufgestellt. In nichteuklidischer Metrik, 
bei der mal1 einen Unterschied zwischen kovariantem und kontravariantem Tensor 
macht, hat die Lagrange-Funktion folgende Gestalt : 

1 L = Fa~ G ~£ - -  qPr sr. 
16~ 

Die Variation des Irttegrals der Lagrange-Funktion auf Vierervolumen gem/iss 
dem metrisehen Tensor gtk bestimmt den Energie-Impuls-Tensor : 

� 9 1 1 9 1  1 f T i k � 9 1  {34 

(Hier bezeichnet dx = dx ldx2dx3dx4 . )  Wenn man die Form von Ga~ berª 
sichtigt, so lautet das zu variierende Integral im Falle nichteuklidischer Metrik 

f [  1 r �91 
S-=- -32~ Fub-V~ Vg~ UrZsmun F u v - -  

~r] 
1 e ~~ E~ E~ - -  Tr Vg dx. -8~ ~ 

Bei der Schreibung des Integrals wurde in Betracht gezogen, dass die in Abschnitt 
1 eingefª GrSsse �91 sich ira Laufe der allgemeinen Koordinatentransfor- 
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matiorten wie eine kontravariante Tensordiehte verhMt, also mit ~/g  dividiert 
eirten Tensor ergibt. Dasselbe bezieht sich auf die Stromdichte $~. 

Una die Variation gem/iss dem metrischen Tensor ausfª zu kSnnen, ist 
es zweckm~issig, den Integranden als Kombination der metrisehen Tensorkompo- 
neatert gik und der non der Metrik uaabh~ingigen Gr6ssert zu schreiben. Es ist 
bekannt, dass ~ i ,  Fik, ~r, uk, Fi = Fihu k den Tensor gik nicht epthalten. 
Daraus folgt, dass auch die Tensordichte 

i ~*ik --  �91 E s  
2 

non gik unabh~ingig ist. (Fraglich bleibt, irt welcher Weise zns urtd e~s non gik 
abhiingen.) Wema mart dies alles berª so kanrt man die Abh~ingigkeit 
der grSsse S roa  gik durch folgendea Ansat~. zum Ausdruck bringen : 

S = . I  1- - -  1 *rs ~*mnu au ~ 18-8-~~g ~ ~sm (gik) gar g bn 

Nun soll die Variatiort gem~iss gik ausgefª werden, Wen~ man nach 
bekan~te~ Verfahre~ vorgeht, gelangt man zu folgendem Ergebnis : 

f 1 [  Hr O~rs �91 S = -~~ F* uk + F*~ u; H r + B~ Bs Ogik 

O~ rs 1 ] 
- - E r E s - ‰  -J - -~g ik (Er  Dr -!- Hr B r) �91 V~dx  " 

dem 

Hieraus kann die Forro des gesuchtert Energie-Impuls-Tensors wie folgt gefunden 
werden : 

-~~[ * r BrBS O~rs Tik = F~r ttk H r -Ÿ F~r u iH -'~ ~oik 
v �91 

O e rs l ] 

Ungel6st bleibt noch der Ausdruck UrS urtd e rs. Bei Bestimmung dieser Gr5ssert 
karm man voto bekannten Umstand ausgehen, dass die Energiedichte des 
elektromag~etischen Feldes in einem ira Vergleich zum Medium ~uhertdert 
Be~ugssystem den Wert 
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und der Poyntingsche Vektor den Wert  

|  c T 4 ,  = c ~ •  
z 4 ~  

aufweisen muss. _~hrdich wie bei dem ron  Novob• im isotropen Dielektrikum 
angewandten Verfahren sei die Form ron  ~rs und ~ rs folgendermassen ange- 
~ o m m e n  [2 ] : 

Zrs=Ztrg t s (2  ~ g m n u m u n ) ,  srs~-s"t g t S ( 2 - { - g m n u m u n ) ,  

wo nunmehr ~~ und s~ unabhiingig ron  der Metrik sin& Auf Grund dieser 
Zusammenh~inge erh~ilt man:  

B F  B S - -  - -  
~~rs 1 _  

- -  - -  ui uk B,  H r - -  - - ( B i H k  ~ B k H i ) ,  �91 2 

G r E s 
O Z rs __ ] 
Og ik --" UiUkEr Dr -~- ~ (EiDk - E k D i )  

Wenn rmn alle diese Werte entsprechend eingesetzt werden, ergibt sich folgende 
Gestalt des Energie-Impuls-Tensors : 

111 T~k - -  ~ - - - 2  (E~Dk + EkD~ + H~ Bk -+- Hk B~) -}- (F*~ - -  u, Br) u k H  ~ ~, 

" 1  a 
~- ( F ~ r - -  ttk Br) ui Hr -[- ( -~tz ik  -J- ttittk) (ErDr -~ - " r  Br) �9 

Dieser symmetrische Tensor kann els die auch ira anisotropen Medium gª 
Form des Abrahamschen  Energie-Impuls-Tensors angesehen werden, auf diese 
Forro wurde auch in (32) Bezug geaommen. 

Werm das Medium magnetisch unpolarisierbar ist, so ist die Ableitung des 
Energie-Tmpuls-Tensors wesentlich einfacher. Bei Verwendung der Gleichung (22) 
karm die Lagrange-Funktion folgenderweise geschrieben werden : 

1 
L --  FatlG a ~ -  Trs r =] 

16~ 

~ r  

= - -  F"£243 ~ 1 (2 -~ g m ' u m u ~ ) E ~ E s ( g ' S - - r 2 3 7  vg  

Ausser derL Komponenten ron gik kommen lauter ron der Metrik unabhfingige 
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Ausdrª vor. Wenl~ man der Energie-Impuls-Tensor auf  die durch (34) gegebene 
Methode bildet, so gelangt man zu folgerLdem Ergebnis : 

1[ 1 
Tik = ~ Fi, F[ + EiEk--  (EiDk q- EkDi) -" 

- -uiukEr(Er--D r) igikFrsGrS I �9 

Darauf  wurde in (33) Bezug genommen. 
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P e 3 m M e  

YpaBHeHH~I, Bbipa~aioulHe non~pu3ye~ocTb aHM30Tp0rIHbIX cpe]l, 3aIIMCblBalOTC~ B 
peaflTHBHCTCl<0i~ dpopMe. B Tal<0~l BH�91 0HH bi01~yT �8 np~lMeHeHbi TaK~e B cayqae ~143Ilel<- 
TpHI<0B~ ~BH~ylI[HXC~ C II0CT0~IHH0~ cK0p0CTbIO. Ha 0CHOBe aTOrO ~aeTcg t~yHI<I~H~ 
�91 ~na a~eKTp0MarHHTHCr0 no~~, H3 KOT0pO~ M0~<H0 pacqBTaTb ypaBHr noa~~ 
l~aHOHHqecl<He BeJIHqHHbl ki TeH30p HMny~bc - -  aHeprH~. 


