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Es werden die Gleichungen, welche die Polarisierbarkeit anisotroper Medien ausdriicken
in relativistischer Form aufgestellt. Auf diese Weise sind sie auch im Falle bewegter Dielektrika
anwendbar. Auf Grund dieser Gleichungen wird dann die Lagrange-Funktion des elektromagne-
tischen Feldes angegeben, aus der dann die Feldgleichungen, die kanonischen Funktionen und
der Energie-Impuls-Tensor abgeleitet werden konnen.

1. Die relativistische Form der Maxwellschen Gleichungen im Dielektrikum

In den letzten Jahren haben sich verschiedene Verfasser wiederholt mit der
relativistischen Behandlung der phinomenologischen Elektrodynamik von
bewegten dielektrischen Medien befasst. In erster Linie stand hierbei der Energie-
Impuls-Tensor im Mittelpunkt des Interesses [1—6] . Sowohl die &lteren als auch
die neueren Untersuchungen beschrinkten sich indessen auf die Ausarbeitung
einer relativistischen Theorie von bewegten isotropen Medien. Im nachstehenden
sollen nun jene Gesetze erdrtert werden, die fiir den Fall der anisotropen Dielek-
trika des elektromagnetischen Feldes Giiltigkeit besitzen.

Zur Beschreibung des elektromagnetischen Feldes werden in der iiblichen
Weise zwei antisymmetrische Tensoren herangezogen, deren Komponenten sich
aus der elektrischen Feldstirke § und aus der magnetischen Feldstirke 9,
sowie aus dem Vektor ® der elektrischen Verschiebung und dem magnetischen
Induktionsvektor B in folgender Anordnung ergeben:

0 B, —B, —i6, 0 9. —Hy, —i®s

—%B, 0 B, —i, -9, 0 e —iD,
B, —B, 0 —i, »Ga= Hy —H 0 —i%B,
G, i€, i, 0 D D D 0

Fi=

Die Komponenten der beiden Tensoren befriedigen die Maxwellschen Gleichun-
gen in jedem Medium :

Ok Gix = dsi, (1)

i Fry+ 0y Fji+ 8, Fix = 0. {2)
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Wie aus Gleichung (2) hervorgeht, kann der Tensor Fj; als Rotation eines
Vierervektors (des Viererpotentials ¢;} angesetzt werden :

Fi,=0ipr— 01 @i (3)

Vom Gesichspunkt der weiteren Behandlung erscheint die Einfiihrung gewisser
aus den Tensorkomponenten Fi; und G;; gebildeten neuen Grossen angebracht.
Es moge also Bi’fc,s den folgenden, von Levi-Civita eingefiihrten (Pseudo-) Tensor

bezeichnen :

0, wenn die Indizes (i%rs) nicht alle voneinander verschieden sind.
Sitns = +1 wenn (ikrs) die gerade Permutation von (1234) ist.
[—l wenn (ikrs) die ungerade Permutation von (1234) ist.

Mit Hilfe dieser Grosse konnen die folgenden zwei (Pseudo-) Tensoren definiert
werden :
i

sz = _—? =il:krs Frs, le == _? 61kr$ GTS . (4")

Bei Beriicksichtigung der Definition von 8}krs sind die Komponenten ven F, .
und G}, folgende :

0 —6, 6, —i% 0 —®, Dy —if.

. G 0 —G —i%, . | D> 0 —D —ip,

Bl —6, 6 0 —i®B, | TPl —D, D% 0 —if,
iB, B, B, 0 i9: iy i9 0

Es bezeichne uy die in Vakuumlichtgeschwindigkeit-Einheiten ausge-
driickte (konstante) Vierergeschwindigkeit des dielektrischen Mediums :

Es ist bekannt, dass die Vierergeschwindigkeit folgenden Zusammenhang
befriedigt :

ukuk=—1. (5)

Mit Hilfe der Vierergeschwindigkeit des Mediums lassen sich folgende Vierer-
vektoren (bzw. Pseudovektoren) bilden :

E =Fpu, Di=Gyuw, Bi=Fjuw, H=0Cku. (6)
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Die hier verwendeten Bezeichnungen erkliren sich aus dem Umstand, dass im
Falle eines im Vergleich zum Beobachter ruhenden Dielektrikums (u, = u, =
= ug = 0, ug = i) die Komponenten dieser Vektoren folgenderweise lauten :

E;= (@X» @y’ @b 0)7 D; = (@xs ®y9 Dz, O)a

7
Hi = (959940,  Bi= (8.9, 5,0 @)

Da die Tensoren Fix, Gix, Fix, Gix antisymmetrisch sind, so folgt aus der Defini-
tion, dass alle vier eingefiihrten Vierervektoren senkrecht zur Vierergeschwindig-
keit sind :

E,‘ ui:0, D[ ui:(), B-,-ul-:0, Hiu,-=0. (8)

Die Vektoren E;, D;, H;, B; kénnen ebenso zur Beschreibung des elektro-
magnetischen Feldes verwendet werden wie die Tensoren Fj; und G.Dies geht
auch daraus hervor, dass mit Hilfe der aus Fj; gebildeten Vektoren E; und B,
bzw. der aus G, gebildeten Vektoren H; und Dy auch die Tensorkomponenten
selbst ausgedriickt werden konnen

Fix=ui Ex—ui E; 4 i8%,s u,Bs,

. 9
G;’k = U; D;("—' ug Di + i(sa;krs u,Hs. ( )

(Die Richtigkeit dieser Tensorgleichungen kann am einfachsten in jenem Koordi-
natensystem verifiziert werden, in welchem das Dielektrikum ruht. Die Tensor-
form gewihrleistet die Giiltigkeit des Zusammenhangs auch in jedem anderen

Inertialsystem.)
Als Folge der Maxwellschen Gleichungen (1) und (2) lassen sich zwischen

den Komponenten der Vektoren E;, D;, H;, B; die nachstehenden Zusammen-
hinge aufstellen :

8Dy = 4mp,, 8iHk — 9xH; + u,8,Giy = 4midjy, surfss
9xBr =0, 0iEk — 8B + 1,8, Fi;, = 0.

Hier sei
Qo 7= — UxSk

die Ruheladungsdichte und

Ji=si—ogu; = gk

die Dichte des konduktiven Stromes (o ist die Leitfahigkeit). Die jetzt erhalte-
nen Feldgleichungen weisen eine starke formelle Ahnlichkeit mit der dreidimen-
sionalen Gestalt der Maxwellschen Gleichungen auf und zeigen die Wirkung des
konduktiven bzw. konvektiven Stromes in kovarianter Weise getrennt an.



78 6. MARX

Die Zahl der zu bestimmenden Feldstirkekomponenten betrigt zwalf, und
zwar die zwolf voneinander unabhiingigen Komponenten von Fj; und G;;. Die
acht Gleichungen des Maxwellschen Gleichungssystems geniigen aber allein nicht,
um diese ermitteln zu konnen, es miissen auch noch die materiellen Gleichungen
bekannt sein, welche die Polarisierbarkeit des dielektrischen Mediums ausdriik-
ken und dadurch eine Beziehung zwischen den Tensoren Fi; und G herstel-
len. Wenn die durch das Feld hervorgerufene Polarisation eine homogene lineare
Funktion der Feldstirkekomponenten ist, so haben die materielleni Gleichungen
folgende allgemeine Gestalt :

Gix = 'Yikquuv-
Im Vakuum lautet die Gleichung einfach :
Gix = Fi.

In einem isotropen (homogenen oder inhomogenen) Medium, das sich im Vergleick
zum Beobachter mit einer Vierergeschwindigkeit u; bewegt, ist die relativisti-
sche Gestalt der materiellen Gleichungen wie folgt [2]:

1 .
Gix= — (Fiy—u E{ + wE) + e(u.Ef—uEy). (10)
w

Im folgenden soll nunmehr versucht werden, relativistische Gleichungen aufzu-
stellen, welche die Beziehung der Tensoren G und Fj zueinander in einem aniso-
tropen Medium angeben.

2. Die materiellen Gleichungen in einem anisotropen Medium

Die Form der materiellen Gleichungen in einem ruhenden anisotropen
Medium ist bekannt :

Dy = exx + Exy@y -+ Sxa@z (11)'
(ahnlich auch fiir ®, und D),
%x = Mxx@x +H«xy@y + sz@z (12)

(dhnlich auch fiir B, und B;). Da die Determinante !,ui nicht Null ist, kénnen
aus Gl. (12) die untenstehenden Zusammenhinge gebildet werden

SQx = %xx%x -+ %xy%y -+ %xz%z (13)

(ahnlich auch fir 9, und 9;).
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Die im Falle von bewegten Medium giiltigen Gleichungen lassen sich (wenn
man den Transformationscharakter von ¢ und g kennt) aus den fiir die ruhenden
Medien aufgestellten Gleichungen durch Lorentz-Transformation bestimmen.
Im folgenden soll statt der umstindlichen Ausfithrung der Transformation ein
einfacheres Verfahren gewihlt werden.

Zur Charakterisierung der elektrischen Polarisierbarkeit sei der Tensor
€ik, zu der der magnetischen Polarisierbarkeit der Tensor 3, wie folgt einge-
fithrt: in dem an das Dielektrikum fixierten Koordinatensystem mégen die
Komponenten von & und #;;, folgendermassen lauten :

Exx E€xy Exz Kxx Hxy Hxz
Eyx Eyy Eyz2

Eix —
Exx €2y &z

0o o 0

| Ryx Hyy Ky
Hig == f
Hax  Hzy Kz

0 0 0

(=g =~ i e
SO o

In einem Koordinatensystem, in welchem sich das Dielektrikum (mit einer
konstanten Geschwindigkeit) bewegt, werden die Komponenten von &;, und %
aus den obigen Komponenten durch die Transformation bestimmt. (Dies bedeutet
die Annahme der Tatsache, dass die Grﬁssen; welche zur Charakterisierung der
dielektrischen und magnetischen Polarisierbarkeit in der nichtrelativistischen
Theorie verwendet wurden, die Komponenten eines Vierertensors bilden.}

In dem Ruhesystem und infolgedessen auch in jedem anderen Inertial-
system haben folgende Vektorgleichungen Giiltigkeit :

gipui =0, eig u =0, (14‘)
s U =0, ix wy = 0. (15)

Der im Falle eines ruhenden Mediums giiltige Zusammenhang (11) soll nun
mit den eingefiihrten relativistischen Grossen D;, &;; und E; ausgedriickt
werden. Die Umschreibung auf Vektor- und Tensorkomponenten fiihrt zu
folgender Gestalt der materiellen Gleichung :

D; = eik Ey. (16}

Die mit den Komporenten H;, % und By geschriebene Form der gleichfall« in
einem ruhenden Medium giiltigen materiellen Gleichung (13) ist :

H; = »i By. (17)

Die jetzt erhaltenen Zusammenhiinge bestehen zwischen Vektoren und Tensoren,
sie besitzen also nicht nur in einem speziellen Koordinatensystem (in dem
das Dielekrtikum ruht) Giiltigkeit, sondern auch in jedem Inertialsystem.
Dies bedeutet demnach, dass in der Form der Gleichungen (16) und (17) die
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relativistische, auch fiir den Fall eines bewegten, anisotropen Mediums giiltige
Gestalt der materiellen Gleichungen gefunden wurde, welche die Polarisierbarkeit
des Mediums ausdriickt.

Es ist leicht einzusehen, dass das unter (16) und (17) aufgestellte Gleichungs-
system nur je drei unabhingige Gleichungen enthilt. Zwischen den zweimal vier
Gleichungskomponenten (i = 1, 2, 3, 4) besteht immer folgende Identitit:

(Di— e Eui =0, (Hi— ik Be)us = 0.

Die sechs unabhingigen Gleichungskomponenten geniigen eben, um bei Kenntnis
von Fj; die sechs Komponenten von G bestimmen zu kénnen.

Die Gleichungen (16) und (17) enthalten implizite die zu ermittelnden
Komponenten von G;,. Nun wire es aber von mehreren Gesichtspunkten aus
wiinschenswert, auch im anisotropen Medium die der Gl. (10) ahnliche explizite
Form der materiellen Gleichungen zu kennen. (Dies ist z. B. die Voraussetzung der
Ableitbarkeit der Feldgleichungen aus einem Variationsprinzip.) Zum Ansetzen
des expliziten Zusammenhanges bietet der Ausdruck (9) Maglichkeit. Wenn man
in diese Gleichung die in (16) bzw. (17) ausgedriickte Form von D; und H, ein-
setzt, erhilt man :

Gik = (ui Epr — Ug sir) E, 4+ (iﬁaigkrs ur%st) Bt (18)
oder bei Beriicksichtigung der Definition von E; und B;:
Gik = ( Uj Epey Uy —— Uy €4y Uy + —;‘ a,z'kkm Uy Hgm Un 6;nuv)Fuvs (19)

was gerade der gesuchte Zusammenhang ist.

Bei Anwendung der Gestalt (18) der materiellen Gleichung soll noch die
durch die F;,-Komponenten (durch E; und B;) ausgedriickte Form des Tensors
G*, geschrieben werden

Gi= é— Bixar Gab = —é Oikap (Ua Eor — Up £or) Er -+ *;— Bikad Oubrs Ur #st Br . (20)

Hierbei moge folgende Gleichheit beriicksichtigt werden :

1 .. *
5 Oikap Ogbrs = Bir Oxs— Ojs Or.

Wenn man noch in Betracht zieht, dass 0qp in jedem Indexpaar antisymme-
trisch ist, so lisst sich der Ausdruck von G’:k auf folgende Gestalt bringen :

G = (Wi pr — ug %) Br — (00%,s ur £5t) Ey (21)

Der jetzt erhaltene Zusammenhang ist der Gleichung (18) vollstandig &quivalent.
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Zu der unter (19) angegebenen expliziten Form der materiellen Gleichung
war man auf Grund der Gleichungen (16) und (17) gelangt. Es soll nun gezeigt
werden, dass man auch umgekehrt vorgehen kann : die Gleichungen (16) und (17)
lassen sich auch aus dem Zusammenhang (18) herleiten. Es ist niamlich

D; = Gix uy = (ui uy exr — vy uy £i) Er 4 (8675,5 U Uy %5t) By,

.S %
H; = G uye = (us ug per — g g i) By — (005 i Uy £51) E

Infolge von (14) und (15) betrigt das erste Glied der rechten Seiten Null. Auf
Grund von

* -
ikrs — — 6irks

ergibt auch das dritte Glied Null. Wenn man auch den Zusammenhang (5)
beriicksichtigt, erhilt man schliesslich :

D;=¢ei Ep, H; =x;; B,,
was zu beweisen war.

Aus dem Vorstehenden folgt, dass die unter (16) — (17), (19), (18) bzw.
(21) geschriebenen Formen der materiellen Gleichungen vollstindig dquivalent
sind. B ei den nachfolgenden Berechnungen kann also immer jene gewiihlt werden,
die dem Zweck am besten entspricht.

K« liasst sich leicht nachweisen, dass die jetzt aufgestellte Gleichung der
anisotropen Medien die fiir isotrope Medien giiltige, von Novebdtzky aufgestellte
Gleichung (10) als Spezialfall beinhaltet. Man muss hierbei nur beriicksichtigen,
dass in einem isotropen Medium die elektrische und magnetische Polarisierbarkeit
des Dielektrikums mit je einer skalaren Grésse ausgedriickt werden ké nnen:

eix = € (Sik + ui uyg), Hig = L (it wiwy) .
D

In der Praxis hat man es meistens mit Dielektrika zu tun, die von Gesichts-
punkt d er elektrischen Polarisierbarkeit mehr oder minder anisotrop sind, deren
magneti sche Polarisierbarkeit jedoch im allgemeinen unbedeutend ist (die ma-
gnetisch e Permeabilitit betrigt in guter Ndherung u = 1). In diesem Falle
konnen die materiellen Gleichungen in folgender einfachen Form geschrieben
werden :

Gix = Fix— ui (E — egn En) + uy (E; — ein Ep). (22)

3. Beispiel fiir die Polarisation eines bewegten Kristallkérpers

Die Anwendung der Gleichung, welche die Polarisierbarkeit eines bewegten
anisotropen Dielektrikums ausdriickt, soll an einem einfachen Beispiel vorge-
filhrt werden. Es sei ein ziegelférmiges kristallisches Dielekirikum angenommen,
wobei aber die Kanten des Ziegelkérpers nicht mit den Hauptachsen der Kristal-
lisation zusammenfallen sollen. Wenn man das Koordinatensystem x, y, z so

2 Acta Physica IIIj2
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annimmt, dass die Koordinatenachsen parallel mit den Kanten des Ziegelkérpers
verlaufen, so bildet die Kristallachse 4 mit der x-Achse und die Kristallachse B
mit der y-Achse einen Winkel ¢. Die Kristallachse C sei parallel zur z-Achse.
Die Polarisierbarkeit des Kristallmaterials in der Richtung der Kristall-
achsen A, B und C (die im rechten Winkel zueinander stehen) wird durch die
Suszeptibilititen a4, ag und oc bzw. durch die Dielektrizititskonstanten

£A=1+47505A9 83:1*{—47‘(03’ 8@:1—}—47170:(3 (23)

ausgedriickt. In diesem Falle sind die Komponenten des Tensors &;; in dem
mitbewegten Bezugssystem :

eacos?p | egsinp (24 — £B)cosp sing 0 0
(ea— eg)eosp sing easin?p - epcos?p 0 0
Eix =
0 0 Ec 0
0 0 0 0

Der Einfachheit halber sei vorausgesetst, dass die magnetische Suszeptibilitit
des Kiristalles Null (4 = 1) betrigt.

Es bewege sich der Kristall in der Richtung der negativen x-Achse mit der
konstanten Geschwindigkeit v = ¢f durch das homogene magnetische Feld von
Richtung z. Es sei kein elektrisches Feld vorhanden. In diesem Falle sind die
von Null verschiedenen Komponenten des Tensors Fy:

F12:—'F21=%:= B
und die Komponenten der Vierergeschwindigkeit des Kristallkérpers
1 Uo — 0, Uqg — 0, Uy = ——,
J1—p : ’ tVi—p

In diesem Koordinatensystem. in welchem sich der Kristall mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt, kénnen die Komponenten des Tensors &;; durch die
Lorentz-Transformation der im ruhenden Koordinatensystem bekannten
Komponenten ermittelt werden :

Uy

1 .
&1 €10 0 —ifle;;) En= T (eacos?p + egsinp),
e, —| £12 €a2 0  —ifey 1 .
§ 0 0 ec 0 g1y = —=——=—(£4 — &p)cosgsing,

=7

—LfE — 18 0 —p2% )
Ben Be1a Prey £22= £asinp + epcos®p.

Nachdem Fii, ¢;; und uy bekannt sind, sei nun auf Grund der materiellen
Gleichung (22) der Tensor Gy, d. h. der Wert der magnetischen Feldstiarke und
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der elektrischen Verschiebung im Inneren der bewegten Kristallmaterie berech-

net.
- . 11— 2
—1+e .
Dy = iGl4 = 812{93, @y = iGz4 = T:% ﬂBa D, = 1634 = 0.

Auch bei den maximal erreichbaren Geschwindigkeiten kénnen die Glieder von
2

v
der Grossenordnung B2 = —- vernachlissigt werden. Wenn man auch die
c

konkrete Form der Tensorkomponenten &, in Betracht zieht, erhilt man :

'i) = %’
x = (ea — ep)cosp sinpfB, D, = (easin?p + egcos’p —1) B, D, =10.

Es ist ersichtlich, dass das bewegte kristallische Dielektrikum (bei den angenom-
menen Bedingungen) das magnetische Feld nicht beeinflusst, B kann daher mit
der ausserhalb des Kristalls hervorgerufenen magnetischen Feldstirke identifi-
ziert werden. Im Inneren des Kristalls ist indessen der Vektor © der elektrischen
Verschiebung von Null verschieden. Da

D=6+ 4aP

ist und die elektrische Feldstirke & Null betrigt, ergibt sich D vollstiandig aus der
elektrischen Polarisation §, welche durch die Bewegung im magnetischen Feld
verursacht wird. Wenn man auf GTund der Gleichung (23) an Stelle der Dielektri-
zititskonstante die elektrische Suszeptibilitat einfithrt, so erhilt man folgende
Polarisationkomponenten :

Py = (@a — ap)cosp singfB, By = (aasin?p + apcos’p) fB, B, = 0.

Der absolute Wert der ohne irgendein elektrisches Feld hervorgerufenen Polari-
sation betrigt

| B | = V2 + P2+ P2 = 4B Va2sin?p + a%cos? @ (243

Die Richtung des Polarisationsvektors stimmt nicht mit der Richtung der auf
die molekular gebundenen Ladungen wirkenden, in der Richtung y (senkrecht zur
Bewegungsgeschwindigkeit und zur magnetischen Feldstirke) verlaufenden

2%
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Lorentzschen Kraft iiberein, sondern weicht von dieser Richtung um den

Winkel

Y 0 A—7g) sin @ cos
p=arct§ — — arc tg *(_75)“_‘?_&
B, aasin® ¢ + opcos?

ab (Abb. 1.). Die Richtigkeit des aus der relativistischen Gleichung gewonnenen
Resultats wird durch die Tatsache bestitigt, dass man zu einem ghnlichen Ergeb-
nis gelangt, wenn man die Grosse und Richtung der durch das magnetische
Feld herforgerufenen Polarisation in einem mitbewegten Koordinatensystem bei
Verwendung der bekannten materiellen Gleichungen der ruhenden Medien
bestimmt.

Das Ergebnis der Berechnungen zeigt, dass infolge des Durchquerens des

\B

\ A

Fh+ + + + + 4+ + + + +
' A

-— A 1) - \

+ ok
v

£

magnetischen Feldes an der senkrecht zur x-Achse gelengenen Fliche des
Kristalls freie Oberflichenladungen von einer Dichte 3, und an der senkrecht
zur y-Achse gelegenen Fliche von einer Dichte B, erscheinen, u. zw. mit ent-
gegengesetztem Vorzeichen an den gegeniiberbefindlichen Flichen. Die Dichte
der Oberflichenladungen hingt dabei von dem durch die Kristallachsen und die
Kanten des ziegelférmigen Korpers eingeschlossenen Winkel ab. (Bei Bewegung,
im magnetischen Feld von isotropen Dielekirika bleibt die senkrecht zur x-Achse
gelegene Fliche bei dhnlicher Anordnung immer ungeladen.)

Wenn man den bewegten Kristallkdrper um die die Richtung des magneti-
schen Feldes angebende z-Achse dreht, so kommt es einmal dazu, dass nur noch
einander gegeniiber liegende Flichen entgegengesetzt gleiche Oberflichenladun-
gen aufweisen. Dies wird dann eintreten, wenn der Polarisationsvektor gerade zu
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diesen Flachen senkrecht ist (Abb. 2). Die Lage des Kristallkérpers, welche
beschriebene Erscheinung hervorruft, ist unabhingig von der Translationsge-
schwindigkeit des Kristalles.

Der experimentelle Nachweis der hier behandelten Erscheinungen scheint
technisch mnicht wundurchfithrbar zu sein, obzwar die Versuchsverhiltnisse

Abb. 2.

verwickelter sind als bei dem auf isotrope Dielektrika beziiglichen analogen
Versuch von Wilson.

4. Die Lagrange- Funktion

Da man die explizite Gestalt der materiellen Gleichungen kennt, ist es
leicht verstindlich, dass die Gleichungen (1), (3) und (19) — wenn s;, u;, &;x und
#ix gegeben sind — zur Bestimmung des elektromagnetischen Feldes ange-
wandt werden kénnen. Man setze Gleichung (3) in (19) ein, und sodann lezteren
Zusammenhang in (1). Das Resultat ist

or | (wiekuuy—uy €1y uy + 3 O%krs Ur Xsm Un 8 mnur) (au(Pv'-‘ Ovu) ] =4 msi. (25)
Diese Gleichung ist im Falle von i = 1, 2, 3, 4 giiltig. Die vier Potentialkomponen-
ten p; werden durch die vier Gleichungskomponenten bestimmt, worauf dann die
Komponenten der Feldstirken auf die beschriehene Weise gebildet werden
kénnen.

Die durch Potentiale ausgedriickte Gestalt (25) der Feldgleichungen kann
aus der Lagrange-Funktion abgeleitet werden. Hierzu muss man nur voraus-
setzen, dass in dem im Vergleich zum Dielektrikum ruhenden Bezugssystem die
folgenden Zusammenhinge bestehen:

Exy = Eyxs Ey; ™ Ezys Eax = Exzy (26)
Hxy = Hyxs Hyz = Hzys Hzx — Hxze
(Diese Zusammenhinge bilden auch die Vorbedingung, dass man im Inneren
des Dielektrikums von der Energie des elektromagnetischen Feldes als von
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einer durch den augenblicklichen Zustand des Kraftfeldes bestimmten, von
der Art der Entstehung des Feldes unabhingigen Zustandsfunktion sprechen
kann*. Aus der Gleichung (26) sowie aus der Definition von &, und
folgt, dass in jeglichem Inertialsystem

Eif = Epiy Hije = Ry (27)
ist.
Die das elektromagnetische Feld charakterisierende Gleichung (25)
kann aus folgender Lagrange-Funktion abgeleitet werden:

1 1 ., .
L=— Fu Gap—sn Pn=—— Lgb| Ua Epy Up—— 6abns Un ®sin unmnuv)Fuv—‘sn Pn.
16w 8n 2

(28)

(Den Tensor F;;, denke man sich durch das Potential ¢; ausgedriickt.)
Die Euler-Langrangesche Gleichung lautet nimlich :

L L L
P oL _ ak(z 0 ) —s5;=0. (29)
dpi 0 9rpi oFix
Doch ist
aL 1 . .
= —‘(ui By Up=— U Eiy Uy + — Ojpps Ur Hsm uﬂamnuv) Fuy +
8F,-k 87'[ 2
1 1 . 1
+ -“(ua Epi U — Uy € 1 Uj + —6a.abvs Uy %sm Un Opni | Fao = — Gig.
8xn 2 47

(Es wurde hier der Zusammenhang (27) beriicksichtigt.) Wenn man dies
in Gleichung (29) einsetzt, so erhalt man die abzuleitende Gleichung (1)
bzw. (25).

Die Kenntnis der Lagrange-Funktion bietet die Moglichkeit, auch die
Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes in anisotropen Dielektrika
auszuarbeiten. Die zum Potential ¢; kanonisch konjugierten Funktionen sind :

Die zum Vektorpotential % kanonisch konjugierte Funktion ist also das 1/,7-
fache des Verschiebungsvektors D, genau so wie im isotropen Medium [2].
(Die kanonisch Konjugierte des skalaren Potentials @ ist auch jetzt Null.
Wenn man von der Vertauschungsrelation ausgeht, die zwischen den den
kanonischen Variablenpaaren zugeordneten Operatoren besteht,so kann auch
die quantentheoretische Behandlung durchgefiithrt werden.

* Siehe z. B. J. Frenkel, loc. cit. [7], S. 55.
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5. Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes

Die genaue Gestalt des Energie-Impuls-Tensors von isotropen Dielektrika
ist eine auch heute noch umstrittene Frage [1—6]. Es ist wahrscheinlich, dass
der von Abraham eingefiihrte symmetrische Tensor

1
Ti = ——[Fir Fkr_‘l—aik Fis Frs + (5#»—1) (ui ukErEr—EiEk -+
4 4

1 ’ 1 1 ’ —_
+ — i E, Er) = —\ Fiy Gy — —0ix FrsGrs| + e l(ui E,—Fy) u, E,,
2 47 4 | 4mp

oder aber der von Minkowski aufgestellte asymmetrische, jedoch einfachere
Tensor

?

1 1 )
INES E[Fir Gkr“—Z‘ aik Frs Grs

die dynamischen Eigenschaften des elektromagnetischen Feldes in einem
isotropen Dielektrikum beschreibt. Der Abrahamsche Energie-Impuls-Tensor
kann, wie dies von Novobdtzky gezeigt wurde, zusammen mit den Feldgleichun-
gen aus einer Lagrange-Funktion abgeleitet werden [2]. Im nachstehenden sei
kurz untersucht, in welcher Weise die Energie-Impuls-Tensoren und die mit
ihnen zusammenhingenden Gréssen sich im Falle von anisotropen Dielektrika
modifizieren, die mit der skalaren Dielektrizititskonstante ¢ und der skalaren
Permeabilitit g nicht charakterisiert werden kénnen.

In einem anisotropen Medium ist die eine Moglichkeit, die fiir die Angabe
des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes in Betracht kommt, der Minkowski-
sche asymmetrische Ausdruck :

1 1 '
tix = — [Fir Gyr ——=0ix Frs Gy
4 4 )

7T

Dieser Tensor kann nicht abgeleitet werden, es ldsst sich nur sagen, dass er im
Vakuum, wo € = g = 1 ist, zusammen mit dem Abrahamschen Tensor in den
aus der Elektronentheorie bekannten Energie-Impuls-Tensor

1 -
TY = T[FirFk’!“% Ok F’sF’s]
ﬂ . -

iibergeht. Die sich als einzelne Komponenten des Minkowskischen Tensors
ergebende Spannung (die Kraft, die auf die durch den Normalvektor nt gekenn-
zeichnete Flicheneinheit wirkt), die Dichte des Feldimpulses, der im Felde
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fliessenden Energiestromung und der Feldenergie haben in jedem Inestialsystem
folgende Form :

My = 21;[@5 (Dn) + § (Bn) —-;— (6D + @%)J,

@Mz-.l—t f=-1~SD><%,

4
ic 4me

C=ty=—Cx9,
47

14

1
u=—tyy = (ED+ 99).

(Der Stern * bedeutet hier die raumlichen Indizes 1, 2, 3.) Die Dichte der ponde-
romotorischen Kraft, die sich als negative Divergenz des von Minkowski ange-
nommenen Energie-Impuls-Tensors ergibt, ist dhnlich wie im isotropen Dielektri-

kum :
1
ki:—"aktik: Flksk—‘i? (Grs aiFrs'—‘Frs aiGrs)° (31)
T

Das erste Glied gibt iiber die auf die Ladungen wirkende Lorentzsche Kraft,
der zweite, in, Klammern stehende Ausdruck iiber den an der Grenzfliche der
Dielektrika auftretenden ponderomotorischen Druck Aufschluss.

Kennt man die Lagrange-Funktior des elektromagnetischen Feldes
(Abschnitt 4), so kann auch die Variationsmethode der allgemeinen Relativitats-
theorie zur Bestimmung des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes angewandt
werden. Die Variation der Lagrange-Funktion gemiss dem metrischen Tensor
gik fiithrt zu folgendem Energie-Impuls-Tensor :

1 1
Ti=— 8~(El D,+E.D;:+H:B,+ H.B;) + ~4—(Fﬁ~uiB,) u, H, +
7 T

1 (32)

1
-+ ’_'(Flfr-‘uk Br) u; H, + — (gik -+ 2u; uk) (ErDr + H, Br) .
4m 8=

(Die Herleitung des Tensors aus der Lagrange-Funktion wird im Anhang ange-
geben.) Der jetzt erhaltene Tensor kann als die Verallgemeinerung des von
Abraham eingefiihrten Energie-Impuls-Tensors angesehen werden. Der Tensor
ist symmetrisch, wie dies ja bei jedem Tensor der Fall ist, der von einem Varia-
tionsprinzip abgeleitet wurde. Auf diese Weise besitzt der Plancksche Satz iiber
die Trigheit der Energie auch gesondert fiir die Energie des elektromagnetischen
Feldes Giiltigkeit, und auch das durch das Feld auf das Dielektrikum ausgeiibte
Drehmoment lisst sich stets auf ponderomotorische Krifte zuriickfiihren.
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In einem im Vergleich zum Medium ruhenden Bezugssystem ergeben sich
die als einzelne Komponenten des Abrahamschen Tensors erhaltenen Maxwell-
schen Spannungen, die Feldimpulsdichte, die Energiestromungsdichte (der
Poyntingsche Vektor) und die Feldenergiedichte aus dem ersten, zweiten, dritten,
bzw. vierten (eingeklammerten) Glied des Ausdruckes von Ty, u. zw. folgender-

weise :

A — — T =é[@ (Dn) + D (Gn) + H (Bn) + B (Pn) — —;— 1 (6D +-sy3)] .

ea=Lr, =L exs,

ic 4mc
E=—"Tu=-—6x9,
i 47

1
u=—Ty = (6D+9)

(Im Falle eines bewegten Dielektrikums wird der durch dreidimensionale Vektoren
ausgedriickte Zusammenhang obiger Grossen komplizierter.) Es ist ersichtlich,
dass die durch Dreiervektoren ausgedriickte Gestalt der Minkowskischen bzw.
Abrahamschen Tensorkomponenten € ,®, O, B sich in anisotropen Medien nicht
von den in isotropen Medien bekannten Ausdriicken unterscheidet.

Der Ausdruck der sich aus dem Abrahamschen symmetrischen Tensor
ergebenden ponderomotorischen Kraft soll der besseren Ubersichtlichkeit
halber fiir jenep speziellen, aber praktisch wichtigsten Fall angesetzt werden, wo
die magnetische Polarisierbarkeit des Mediums vernachlissigt werden kann.
[Gleichung (22).] In diesem Spezialfall ist auch die Ableitung des symmetrischen
Tensors aus der Lagrange-Funktion einfacher (siche Anhang). Das erhaltene
Ergebnis lautet :

1 1
Ty, = 2_[Fir Fy, + EiE, — E‘(Ele-!-EkDi) —uiu E, (E,— D,) —
T

- %‘ 5:'}{ Frs Grs} ¢ (33)

Wenn man die unter (30) geschriebene Gestalt des Minkowskischen Tensors #;
in Betracht zieht und zur Charakterisierung der elektrischen Polarisation den

Vektor

1
Pi = — (Di—Ei)
4z
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einfithrt, kann man zu folgender Form von T gelangen :

1
Tie = toc— (Fir —w By ucPr 4+ (E: P—E Py)

= tik‘*’ia;kruv u,u, P, B, + % (E".Pk— EPy).

Die sich als negative Divergenz des jetzt hingeschriebenen Abrahamschen Tensors
ergebende Kraftdichte unterscheidet sich in zwei Gliedern von dem Minkowski-
schen Ausdruck (31) :

Ki=—03xTix=Fiysy + (Grs 01 Frs— Frs0iGps) — tug 0y (0 huvttr Py Br) +

] .
— Ok (Ei Pk—Ey Py) .

Das vorletate Glied ist der von Abraham cingefiithrte und in ruhendem (isotropem)
Medium in der Gestalt von

— 1
i(s l(gxgs):ii(qugg) iﬂx§$+~\3x_8§
Ot c at c ot

47c

bekannte Kraftdichteausdruck. Dieser Ausdruck enthilt d. a. die auf den

5y

Polarisationsstrom durch das magnetische Feld ausgeiibte Lorentzsche

Kraft. Das letzte neue Glied tritt nur in einem anisotropen Medium auf und steht
mit dem Drehmoment in Zusammenhang, das von § auf das damit nicht paral-
lele P ausgeiibt wird.

Von einer ausfithrlicheren Untersuchung, ob der Minkowskische oder aber
der symmetrische Energie-Impuls-Tensor die im dielektrischen Medium sich
abspielenden Vorginge richtiger beschreibt, soll hier abgesehen werden.

6. Zusammenfassung

Aus dem hier Gesagten ist ersichtlich, dass in einem anisotropen Medium die
relativistische Theorie des elektromagnetischen Feldes, wenn man von der
nichtrelativistischen phinomenologischen Theorie ausgeht, genau so eindeutig
entwickelt werde n kann, wie dies von Minkowski im Falle von isetropen Medien
durchgefithrt wurde. Hierbei bleiben die Maxwellschen Gleichungen unver-
indert, nur die die Polarisierbarkeit des Feldes ausdriickenden materiellen
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Gleichungen verindern sich im Falle eines bewegten Mediums. Der genaue Aus-
druck des Energie-Impuls-Tensors des Kraftfeldes und der ponderomotorischen
Kraft bleibt zwar problematisch, doch ist dies selbst in der nicht-relativisti-
schen Theorie bzw. in der relativistischen Elektrodynamik von isotropen Dielek-
trika eine umstrittene Frage. Auf die Untersuchung des letzteren Problems soll
in einer spiteren Abhandlung zuriickgekommen werden.

* ¥

Es sei hier Herrn Prof. K. F. Novobdtzky fiir seire wertvollen Anleitungen
und meinem Mitarbeiter G. Gyorgyi fir einige Literaturhinweise der beste
Dank ausgesprochen.

ANHANG
Die Ableitung des Abrahamschen Tensors und der Lagrange- Funktion

Fiir den Fall eines anisotropen Mediums wurde die Lagrange-Funktion des
elektromagnetischen Feldes unter (28) aufgestellt. In nichteuklidischer Metrik,
bei der man einen Unterschied zwischen kovariantem und kontravariantem Tensor
macht, hat die Lagrange-Funktion folgende Gestalt :

1
L=—F;G%—q,5s".
l6m @ P

Die Variation des Integrals der Lagrange-Funktion auf Vierervolumen gemiss
dem metrischen Tensor g bestimmt den Energie-Impuls-Tensor :

5S = af Lgdx = % J T 5g™ Vg dx. (34

(Hier bezeichnet dx = dx'dx?dx*dx*.) Wenn man die Form von G, beriick-
sichtigt, so lautet das zu variierende Integral im Falle nichteuklidischer Metrik

5*abrs 6*mnuv
71'

Ve Ve

1 ar]. -
e SE Ey— | Vg dx.
o e Vg dx

Bei der Schreibung des Integrals wurde in Betracht gezogen, dass die in Abschnitt
1 eingefiithrte Grosse 6" sich im Laufe der allgemeinen Koordinatentransfor-
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mationen wie eine kontravariante Tensordichte verhilt, also mit 4/, g_ dividiert
einen Tensor ergibt. Dasselbe bezieht sich auf die Stromdichte %.

Um die Variation gemiss dem metrischen Tensor ausfiihren zu kénnen, ist
es zweckmaissig, den Integranden als Kombination der metrischen Tensorkompo-
nenten g'* und der von der Metrik unabhingigen Gréssen zu schreiben. Es ist
bekannt, dass ¢;, Fi, 3’ ux, F;= Fyu" den Tensor g'’* nicht erthalten.
Daraus folgt, dass auch die Tensordichte

%*ik —_— % a*ikrs Frs

von g'* unabhingig ist. (Fraglich bleibt, in welcher Weise %,, und &, von g'*
abhiangen.) Wenn man dies alles beriicksichtigt, so kann man die Abhingigkeit
der grosse S von g** durch folgenden, Ansatz zum Ausdruck bringen :

S = _ *rs cyd¥mn 3 ik o _
ﬂw F* G U i (37%) gor gom
———81 S (g EEs g — o 5']dx.

7

Nun soll die Variation gemass g'* ausgefithrt werden. Wenn man nach dem
bekannten Verfahren vorgeht, gelangt man zu folgendem Ergebnis :

58 = Js [F;‘;ukH 4 Ffu H + B, B, 8"’;
ag’
aers 1 ) _
—E, E; agk‘f——z"g,-k(E,D" - H,B’)] gt ngx.

Hieraus kann die Form des gesuchten Energie-Impuls-Tensors wie folgt gefunden
werden :

T”‘"Z“[Ff' wH + Fy, wH' + B B° 2%
[=}

aers

—EEST+ ——gm (E,D’ +H, Br)]
g

Ungelost bleibt noch der Ausdruck x ; und €. Bei Bestimmung dieser Grossen
kann man vom bekannten Umstand ausgehen, dass die Inergiedichte des
elektromagnetischen Feldes in einem im Vergleich zum Medium ruhenden
Bezugssystem den Wert

1
u——Ty— 5 ED+89)



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD IN BEWEGTEN ANISOTROPEN MEDIEN 93

und der Poyntingsche Vektor den Wert
i 4z

aufweisen muss. Ahnlich wie bei dem von Novobdtzky im isotropen Dielektrikum
angewandten Verfahren sei die Form von %, und ¢ folgendermassen ange-
nommen [2] :

s = KL gts (2 4 gmn w™u") , €7 = £} g8 (2 4 gmn uT u")

wo nunmehr %! und ¢} unabhingig von der Metrik sind. Auf Grund dieser
Zusammenhinge erhilt man :

B B %rs = —u;uy B, H  — %(Bin + B H)),
og*
rs
ErEs 9¢ =—ujusE, D"+ — (E Dy <+ EyDy).
agzk

Wenn nun alle diese Werte entsprechend eingesetzt werden, ergibt sich folgende
Gestalt des Energie-Impuls-Tensors :

1 1
Tw1{~?@m+mm+mm+mm+wpwﬁmm%

7-[ -

!
-+ (F;zkr—— uy Br) u H + (»2—0[;{ -+ u,-uk) (E,Dr -+ H,Br) .

Dieser symmetrische Tensor kann ols die auch im anisotropen Medium giiltige
Form des Abrahamschen Energie-Impuls-Tensors angesehen werden, auf diese
Form wurde auch in (32) Bezug genommen.

Wenn das Medium magnetisch unpolarisierbar ist, so ist die Ableitung des
Energie-Tmpuls-Tensors wesentlich einfacher. Bei Verwendung der Gleichung (22)
kann die Lagrange-Funktion folgenderweise geschrieben werden :

1

L= Fa,,{Gab—— @rs” =]
16=

. 8"
’—N—th Fuv g bv + — ( -}- 5mnumun)ErEs(g'S—B;gts)_q)’_—
167 8 Vg

Ausser den Komponenten von g'* kommen lauter von der Metrik unabhingige
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Ausdriicke vor. Wenn man der Energie-Impuls-Tensor auf die durch (34) gegebene
Methode bildet, so gelangt man zu folgendem Ergebnis :

i = | Fi B+ BBy (BiD £ ED) —
47 2
— wiu B, (B — D) — % gix Fr G

Darauf wurde in (33) Bezug genommen.
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3JIEKTPOMATHUTHOE IIOJIE B ABWXYHUXCHA AHHU30TPOIIHBIX
CPEJAX

JAb. Mapke
Peszome

YpaBHeHHs, BHIpa)Kalollie TMOJISIPH3YEMOCTh AHHU3O0TPONHBIX CPENl, 3AMUCHIBAIOTCA B
pesiTUBHCTCKOH (dopme. B TaKOM BHJe OHH MOTYT OBITh NIPHMEHEHbl TAK)Ke B CJydYae JIH3JIEK-
TPHKOB, ABIDKYUHXCSl ¢ TNOCTOSIHHOM cKopoctelo. Ha ocHoBe 9Toro paercst QyHKuust
Jlarpamyka aJs1 3JIeKTPOMAarHHUTHCIO IIOJISl, H3 KOTOPOM MOJKHO pacuuTarh ypaBHEHHUS I10Jisl,
KaHOHHYeCKHe BeJIHUMHHL H TEH30p MMITYyJbhC — JHEPTHS.



