
SOBRE UNA GEa~EE~_L~ACION: DE:.LA~ ~ CLIRVAS 
DE PEARSON AL CASO BIDIMENSIONAL 

S E B A S T I A N  N A V A R R 0  S A G R I S T A  

INTRODUCCA6N 

E1 presente trabajo tiene, por objeto la obten~i6n de'  superficies 
de probabilidad en forma c0rrelativa a ]as. curvas que Ohmv0 Pear- 
son mediante integraci6n de .su': ecuaci6n :diferencial. : , 

Asl planteado el problema .en toda su'~g3~heralldad, se comprende 
que la soluci6n es mucho .m.~is airlc t y c6mp-i6ja.,.:~/~t ~e : ;  en Iuga r  de 
una ecuaci6n diferencial de primer orden, necesitanadsireseI.ver:.un 
sistema de. ecuaciones en derivadas" pfirciales~ :limit~ndonos,::por fan- 
to, a estudiar algunos casos p a r t i c u i a r e s . ( " "  ""i: " ::i " " . 

Asl como la eeuaci6n diferenciai de:Pears0n,~.para i a  obtenci6n 
de 1as curvas que ilevan, su n0mbre,., se puede 0btener.mediange ge- 
neralizaci6n de la ecuaci6n diferencial de/la'curva' normal'; d6 mis- 
ma manera, mediante generhlizaci6n-del Sistema de"ecuaciones~'ert 
derivadas parciales, a que satiSface ia:supeffieie-: normaI;"se pueden 
obtener otras tantas .superficies de".prol~/b]ridad. ". ; • ") .... 

Mediante una .primera generalizaeiSn .obtenem0s la ecuaci6n 

z ---- k 1 at  b t + a b  ] . .  
i 

De esta ecuaci6n no  se-puede obtener, como caso particular ~ la  
superficie normal, pero las lineas ~ de regres!6n, son .rectillneas, eI 
cieficiente ,r, es precisamente e! ¢oeficiented'ec6rreihci6n"iineal, y 
la lfnea de regresi6n de.la desviaci6n tipica c0ndici0nal es una elipse, 
y, finalmente, la kurtosis, tanto de l a x  como de la y, s61o.depende 
de n. 

Mediante una segund a generaliza'ci6n, obtenemos la ecuaci6n 

ax t + ~ bxy + c y  z 

z = k e  2 (h" + a x  2 + 9, b x y  + eyt) ~ ' 

con n:.+l>O, si h~=O. 
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Esta ecuaci6n tiene, come case .particular , la .superficiel normal 
cuando n=.0.  Las lineas de regresi6n son rectili-neas,'y tanto~stas  
come el coeficiente de correlaci6n son independientes de  h y - ~ . , y  
tienen la 'misma ex'presi6r/, .cdmoen el  ;case de::la: supetficie normal, 
y la kurl:osis d~: l~  ~ ' o  "de la:y s6Io  de~56aade de~:i*~;: ~ _  . . . .  ; : ' 

La filtima generalizaci6n la heroes hecho p o r . u n  procedi~ iento  
distinto a los d o s  'anteriores, y' .delesta forma 0]btenemos ,una super- 
ficie que es case particular d e l a  superficie normal, para valores  c0n- 
venientes de los par~tmetros,. ~ . - . 

Este metodo es general 15ai:a labb~enci6n de otras superficies de 
probabilidad, t en iendo  c o m e  meta el 'poder~ sistematizarlo en forma 
amiloga a l aobten ida  para las curvas de Pearson.  : 

La ecuaci6n de  la suPerficie normal e s  

e 

de la q~,e se de<luce 

o sea 

- -  = - z ( , , x  + By )  
i 

~ z  

~ : y , . . .  , !. 
( . 

y, reclprocamente, la super, hcm normal es la tlnica Solucidn de esta 
ecuacidn~ pues resolvi~ndo!a se fiene que l~ara y constante ,, 

d z  
- - - -  = ((zx + ~ y ) d z ,  

v d.erivando respecto y 

1"~,~ " = I3x + ~' (y), 
z ~y 

7 ' + k ~  ¢(y)  = T y  , 

es ,deeir,. 

- zz . - - T ~ +  ~xy + ¢(y)  

~ z ~ - r y = ~ x + O ' l y ) ,  ~ y  = O ' ( y )  

- l z =  ~--x'9 + ~xy + ~ y ~ +  ki 

a x ~ ÷ 2 [ I  x y + T y  a 
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Un a primera generalizaci6n del sistema an t e r io r  puede s e t  

- -  - z r (xy) - ~ y  

- 1---dz - -  f (xy )  a : ~ + r  (xy ay ,  

cuyo segundo  rniembro tiebe cumpli r  la Condici6n:de:  integr~0bilidad 
que es  f 'y=~'z.  - -  ' 
" Asf, para f(~, y)  y ~('x, y),  poli~omios homog6neos ; .de  s egundo  

grado,  y con la condici6n de in tegrabi l idad . " 
7 

2_L _ z ( ~ ~" + 2 ~ z y ÷ "~ ~,') . 

9 a  
- -  -- z ( ~ x '  + 2Txy-- t -~y")  - ' , 

o la ecuac i6n  equivalente : ° 

az ( ¢ t x , + 2 ~ x y + . f y ~ ) d x  + x ~ + . 2 . f x y + ~ y t ) : d y  
,g 

v resolvi6ndola, como en el caso anter ior ,  r .esulta ' " 

! . ~x,:~axy(~x~:-ty)+ay, • ~ " 
z /~e" --  -3 / 

y, en general ,  s i / ( ~ y )  y ~(~y) son p01inomi0s homog6ne0s :que  cu rn -  
p len  la condici6n de integrabi l idad,  ia soluci6n e s  una  supeff icie  de  
tipo exponencial  de exponente  u n polinomio tambi6n homog~neo  y d e  
un g rado  superior.  

emMmA GgNEa~.LiZACmN 

t 
Consideremos com.o u n a  pr imera  generalizaci6n del s is tema e n  de- 

r ivadas parciales al que satisface !a superficie normal,  el s iguiente  : . 
. , , .  ,, 

~z 
- - -  z~  f (xY) t O ~  

m :1= 1 ,  f '~  = ~'x  
i 

~--3-x = -  z ~ ~ (xy )  ] ~y .. . . . . .  
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1 
Hagamos  r e = l - -  - - - ;  f(xy), v q~(xy) funciones lineales, o sea 

- -  Z ~-~ (~ x + ~ y )  
3 x  

1 

~__£_z = _ z~__~ (~ x + T y) 
3 y  

que es equivalente a la ecuacidn 

1 

-- z-~ +ff dz = (c~ x + 13y)dx + (~ x + "~ y) dy 

que integrada, da para y constante 

I "I 
- - - 1  - -  ft. 

-- Z n dz = i~ x + ~ y) dx  , -- nz  ~ = - -  x°- + ~ xy  + ¢ (y) 
2 

y ctcrivando respecto y 

~ x + ' ~  y = ~ x  + O" (y),  O' (y) = -=-y" - k, 
2 

l ( )° 
- ~ ~ . 1 - -  e - g - x " - ~ x y - ~ - y  + k ,  

- n z n  - -  2 x" 4 - ~ x y  + - ~ - y "  - k l ,  z =  n ~ 2 

que pond~emos en la forma 

z =  [ ( x y ) = k ( 1  x"d. Y"b ~ + 2 r x Y )  n a b  

Esta ecuacidn es la que vamos a considerar para nuestro primer 
estudio. 

.A2nalicemos, con mda detallc, la funcidn de densidad dada con ]a 
ecuacidn anterior, y considerar luego los casos particulares que de 
ella se derivan. 

Veamos cuMes son las condiciones que debe cumplir f (xy)  para 
que pueda representar una funcidn de densidad. 

Supondremos que x*-t - -  y" 2 rxmy es una forma cuadr,'ttica po- 
a ~ b" ab 

sitiva, es decir r2<:1, y, por tanto, la c6nica 

y." 2 r x y  
(C) ~ (x¢,) = ~ -  + 1 = 0 

' " a "  b ~" ab 

representa una elipse de centro el origen. 
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L a  regi6n de 10s puntos  (xy); ilales que es:z>0,.viene ;dada ipor  

b' - - ~ 7  < t 

i 

los cuales son los  puntos interiores a d i d m  elipsea - :i - 
Por otra parte, para que.pueda-representar una func idn de  den2 

sid)d .detin. "ser . .  . . . . . . .  ' " . . . . .  

• .,- f f  f (xy)dxdy = 1 ..... 

.Sean las elipses . 

4" Zy " " 2 r x y " =  L..-- u 

. t  

y considerando como /lreas elementales las d e dichas e! ipses,  e s  

S =  
g l - ,  ~ 

luego~ ,: - " "- 

f o  x k ab. .fit rid. ~ 
1 = ~. ~oe~= V i - z -XT:L"  

la cual, para que sea convergente,. .debe ser  ~..+..1>0 

1 =  l c - -  
(~ + 1 } v i - ~ '  ' = .b  

• , t =  

Por tanto,- l legamos a la conclusi6n de que la func[6n  

-s~a . . . . . .  y ,  q 

• = ~. ; 7 - :  r 7 : /  

es una funci6n de densidad;, siempre q u e -  " ' . -  

n , . + l > O  

v siendo 

k =  ( n + l )  l / 1 - r ' .  
7c ab 

• con r ' < l  . ..... 

x 2 y" 2 r a y  

' Y " :a - - ¥  + b ~ " a---b < 1 
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Fo,'ma .de. la su~. ef f icie,~Cortan'do l a :  superficie 

z = k ( l  ~ ] 2"xY~ n 
a--7--b-q-+ , ab . ]  ' . r 2 < l ,  n+l>o 

. , . • . 

Y 
por un piano paralelo  a! xy, z=&, O~'h~<k se, tiene 

• z*" ~. +. y" 2 rxy 
1 1 

que son elipses homot~ticas y de centro en el eje z. 

- - 1  

P 
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~ Pai-a-n~>lJ si ), a i imen t a  l o g ' i ~ i e s : d i s m i n u y e  n.  . : 
P a r a  - - l < n , < O  ;si. X a u m e n t a  los  .eje s a u m e n t a n .  
V e a m o s  la i n t e r s e c c i d n  con  el p l a n o  z , x .  . . . .  

S e  ob t i ene  la c u b a  " " -  ' ' • ~ .~ 

• ~ = k ( 1 - - x - ~  n " 

.. ' . k "~ :a -1 . . ,  . ; :;. i . . . . .  

• ( a - \ ~ : '  . . . ,  . 2 i n , I ; ' .  " x t \ n - 2 i t . n ' 2 ' l  
, =  

Z '  ~ a t 

C o r t a n d o  p o r  ,un p l a n o  q u e  pa~e p o t  e i :e j ;e 'Z  ~' y :  fo rman~to  :el; ,-tn- 
g u l o  ~ con el p l a n o  zx,  y t o m a n d o  c o m o  eje  x"  la ti 'aza de  es te  p l a n o  -) 

con  el x y ,  se  t i ene  . . . : .-. 

; x i = x '  cos  ~, ~- sen. a . . .  :.~ 

i u e g o  . 

k - - '  i 7 " 

• • . il 

c u y o  n u m e r a d o r ,  es p o s m v o  y a ' q u e  se .puede. p o n e r  e n  ia f o r m a  

(a  s e n  a - -  b r  c o s  a) t + b~ (1 - -  ~ i  c o s  t ~ .. 
• . . . . . .  : . . . . . . .  , + '  

t u e g o  esta  c u r v a  t iene,  la m i s m a  f o r m a  o n e  I a s  v i s t a s  a n t e r i o r m e n t e : :  

C ~ I c u l o  d e  l o s  m o m e n t o s . , - P o r "  la s ime t r l a  de  l a  clipS e, I . r espec to  
del  o r igen ,  ~e d e d u c e  q u e  6ste  es  er c e h t r o  d e  g r a v e a a d :  :~ . . . .  

E l  m o m e n t o  c e n t r a l  d e  o r d e n  f~, .g  es  . ," " ,= : : - ., 

: Ptt, s: -' .'(c) ~ ' ~ ; 

• . . .  ' ' ,  5 .  " 

• , ,  p o r  tan to ,  los m o m e n t o s  d e  o r d e n  i m p a r  son  nu los .  - 
P o n g a m o s  la e c u a c i 6 n . d e  la f u n c i 6 n  de  dens idad ; en ,  la! f o r m a  .:..:-.: 

f ( x y ) =  k I - a t x - -  b --a ' 

f 

S e a n  yx e y o los  :valores de  y d e d u c i d o s  de  Ia e c u a c i 6 n d e  Ia e l ip -  
se  (C) pa r a  ~ cons t an t e ,  es dec i r ,  

] / /  ! y l  r'* Y--~-" - r--3-x = q-  1 1 - r t y~ r x  • 1 - -  .T., 
b a a t x ' - ,  b a . a t '  
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E1 campo de variaci6n de l a x  tiene pot extremos los puntos de 

tangente paralela al eje y, o sean los puntos tales que ~--~'~ =0, lo 
Oy 

que nos da .x.= + a Y, por tanto, 
--z~Yl --2 "z " ' ' 

& 

fV~ xfdxfY, y.[(l l_r: ) ( b rx ):1" -- X ~ -- ~ - -  dy p.f, g = k J a j y ,  a" a 

1/Tm- 

Haciendo el cambio de variables Y rx  ] /1  1 -  r" x~ 
b a -- ~/ a= 

/.VV~ [ I-." )'÷~ j " [ ~  V x'-]" ----" a ; 

pero 

I/' 1-:,, ":]° = ('" 
Para ~ impar Ia filtima integral es nula y, por tanto, 

a 
1 

x ~ 

% exZ 
- - - - -  " 0 2 

La filtima integral, con el cambio 02.=u, 

o sea la integral Euleriana depr imera  especie 
& 

- 1/r~e 2kbg+'r g ~-~(g )(~r~'"B(v+--i n+l)f ° 
g - -  a g ~ 

o 2~ \ a ]  ~ '2 

que con el cambic 1 - - r "  .-xC= t 
a 2 

dp 

1 - 1 - r '  \. {-t  n 
x" 

es B ~ + ~ ,  n + l  

! 

I- r" .\ xf+~-~Jl j . n+~+¥ 
i 

P" f, g - -  - - - ~ + g Z (  r-~. (l ~ r'-f B v+ ~ , 

(l_r2) i o 

[+g-2v- I  1 

f l  ~- n+~+ - -  n + l  t " ( I - t )  o d t  

() ( )( g r-'-'"(1-r")~B v+ 1 ,  n + l  B f+g-2 '~+l  kaf+l bg+Irg ~ 2'~ 
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• . . / , • 

y, fmalmente, ,  en - f u n c J d n  de l a  E u l e r i a n a  d e . s e g u n d a  especie " " . 

kaf¢'b g+' I ' ( n + i )  ~/ '~ " : I"t t+g?22+ l - - ]  

• . • . . . . .  . . 

y por  ser n . ÷ l > O  se deduce que  e x i s t e n  t o d q s : l o s  m o m en to s  'de O r '  
den "par. Sus t i t uyendo  el v a l o r  de  k resul ta  . i  " : -' ~ - 

af b g P (n +~)i 2 g" 
' , , :  - - -  o 

De esta fd rmula  se deduce 
e 

a 2 

Its,0 = 2 ( t - - r  j ( n + 2 )  

r~--"(L=:'-,:~(v+~)r(f÷g~ 2~+1) 
• 1 I -% 

abr 
~'~' = 2(1 - - r~ ) (n+2)  ' 

En t r e  los momentos  se veri~fica la relacidn ' i t r "  • .it,,1 . - -  

En efecto . " .itt÷z,0 " Its;0 

afb [~ (n -4- 2) ( ~ )  
tt,,t= f÷' I , / f + l  + rP P ~(l-:)~ .k .-~--, n+2). :t 2,1.. 

Itt+,,o = ,+I f 1 F p f____~2 

Itf, 1 hr 

Itf+1. o a 
y por  divisi6n 

b Z - 

~ o , , -  , - . 2 ( 1 - : ) ( n + 2 )  

_ 1~4,o = 4 ( l _ r ~ f ( n + 2 ) ( n + 3 ) - ~ .  

y po r  ser  i ndepend ien t e  de f debe  ser 

Itf ,  ( I tL 1 

I t f+l ,  0 PI'2, 0 

Coeficiente de correlaci~n. De  las f6rmulas  ob ten idas  anter ior -  
mente  para  los pr imeros  momen tos  se deduce que 

I~LI, I 
r 

V P'o.,o Ito, o_ 
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es decir ,  el coef ic ien te  r de ta ecuac idn  es p r ec i s amen te  el coef ic ien te  

de co r re l ac i6n  l ineal .  

F , t n c i d n  m a r g i n a l . - - L a  func idn  de  f r ecuene ia  m a r g i n a l  de  la x es 

ff /~ (x) = / '(xy) dy 
I 

que,  con el c a m b i o  de  va r i ab les  v is to  a n t e r i o r m e n t e  pa ra  la obtenci6r~ 
de los m o m e n t o s ,  resu l ta  

) ( - -  
t,~) k "~ I 1 --  r-" 3' r x  "" " = _ ; , g 2  ~ _ _  . ( ] y  

I 

. . . . .  x ~ (1  - -  92; '' d 9 
• 0 ,2  1 

1 

[ ; ( x l = k b B [ ~ - ,  n q - 1 -  1 . . . . . . . . . . . .  m ~ " 
• (U 

v f i n a l m e n t e  

f, (x) = k~, 1 /  " 

I 

P ( g z -  i )  ( 1  1 - r" ) n + ~  
. . . . . . . . . . . .  x g 

/l a 
de t a n g o  - 

A n M o g a m e n t e ,  la func i6n  

(> , )  = x. , ,  V T  

m a r g i n a l  tie la 3' serk~ 
I 

( 1 - /  ) ' l ~ v - 7  b'-" P ~ n + l l  1 .... - - - - v "  

b de t a n g o  . . . . . . . . . . . . . . .  , 
1 'r  1 - ," V I - r "  

El  cen t ro  de g r a v e d a d  es el o r i ge n ,  v h-,s m o m e n t o s  impares  nu-  
los. El coef ic iente  de  a s ime t r i a  es nu lo  v el de exceso  es 

I~ ~. o n + 2 - -  3 
i" = - . . . . . .  ."{ = 3 . . . . . . . . . . .  3 

2,-.~.,, n + ~ n + 3 
- < 0  

que s61o d e p e n d e  de ,n v t e n i e n d o  cl mism,~ va lor  para  el de la x 

y de l a y .  
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D e e s t a  fdrmuia se deduce que ~..+.1~=.-2y-a y por ser ~ ; : ~ 9  
se debe "cumplir la condicidn "~ 

" l ,  5 < y < O  

F~ncidn c o n d i c i o n a l . - - L a  funcidn de f recuencia  condicional de y 
sobre x es . ,. - • • . 

f (xy)  
f ( y / x )  - -  - -  

f ,  ( z )  . 

El centro de gravedad estfi dado por la f6rmuta 

]r I 

: f y y f ( x y ) d y  

m,  (x)  = 1"1 (x)  " 

cuyo numerador es 

• y ,  ~ y 2  1 - r  ~ 

o ,  • d y  
a 

y con el cambio de variables ya. ,utilizado 

y r x  = , V I -  - 1":~" _ _  • *, ~ "  
a 

se tiene 

+,V,-- 
- -  kb*arX (1  

o sea 

1 " 

a~- - -x"  1 - -  a ,  x 2 (1 - -  p,)n d p = 

1 

b r x  br  
= fl (x),  luego m 1 (x) = x 

g a 

Por tanto, la l[nea de regresidn de y sobre x es 

b x  
: y ~  X 

a 

es decir, la regresi6n es rectillnea e independinete del valor de n.-  
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Lo cual es tambidn consecuencia de la relacidn que existe entre los 
m o m e n t o s  . . , . :  

P'f, l ~i r 

P'f+l. o ~ ,  o 

ta 'cual es  p'recisamente la condicidn pa ra '  q u e  ia regres i6n "sea rec- 
i i l fnea.  -: • . . ' 

Ami logamente  la regresi6n de .x sobre y e s  

a r  
y 

b- 

br E l p u n t o  de intersecci6n de la recta y . = - - x  
puesta  en la f o r m a  a 

( /  l - - r ~  ) ( x * "  y r x ) "  " 
a" b a 

con la elipse (C) 

es  1-- --1--r~ x2.=0, o sea ~ =  + _ _ a  que es la t angen te  paralela al 
a' - V" 1--r~ 

eje y ;  .por tanto,  las rectas de regresi6n son Ios di,4metros conju- 
gados  de los ejes coordenados  r .especto.ia.elipse (C) .  

La  var ianza  condicional de y sobre x es 

D' (y/x) = 

• , - a x f ( z y ) d y  

f, (x) 

Calculemos el numerador  mediante  el cambio  

y r x  1 /  1" - -  r" 
b . a  --p ~i - - x ~  g$2 

y se tiene que  es igual  a 

• o, 
3 

, (  ) V_: = ~ b  I-- l - - r  2 :+ x" 2 p~ (1 - p~)n d p 



es  decir ,  

l u e g o  

y f in  a l m e n t e  

SOBRE UNA GENERALIZACION DE LAS CURVAS 

S 
I "n÷T' 

• (-~'i~!~:~ !):; "-=':" : ="('- 3 

. .  - • , . . . . . .  , n + , = . ~ . . ~  . .  

kb 3 :V~F (n + 1) , 1  •:• :..).:: • • 

2 F ( n + :  -' • :'" ' i .  
• : - %  - . . 

b 2 - 1 -- r ~ 

D' (y/x). . - 9 .  P ( n + " a '  " x 

285 

L a  l lnea de regresi6n de  la desi iac i6n tfpica d e  y s o l ~ x  es, 
por tanto ,  . .. 

( b' 1 - ~ :  
Y'- 2 n + 3  - 

es  decir ,  es  la e l ipse  re fer ida  a s u s  e jes  de  e c u a c i 6 n  • - • 

. . . . . . .  . . :e Y" - 1 .  - 
a ~ + b "  - " ' ' 

1 --:.r 2 2 n + , 3  

T r a s l a d e m o s  la y (o sea ~) para le lament~  al e j e y a  part ir  de  l a  
recta de  regres i6n  de y c on  '~ qu e  t o m a r e m o s  c o m o  n u e v o  eje  ~ .  

• " "" " " "5 • '. "- " :a..-:i' , . 

S e  t iene  x = x ' c o s ~  t g ~ - - - - ' b r  l u e g o  c o s t -  
a . .  :.- . ! . .  ~"~ . V a  Z-i-b*'r" 

v la e c u a c i 6 n  de  la e l ipse  referida a los  n u e v o s  e je s  x" y e s  

y2 , ~,. 
x ' - 'eos"a + b2 " - - 1  x 'L  7 a" a'-+b'~'- + : ! b '  = 1 

1 - - r "  2 n + 3  1 - - r "  2 n + 3  

la cual  n o s  da gr~ff icamente el .valor de  la ~ - l l evada  a part i r  del  cen-, 
tro de g r a v e d a d  de  la d i s t r ibu c i6n  de  y sobre  x .  
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Ya vireos que en la elipse 

A ? .  ~.rxy 1 " 
• (C)  a* ~ b ~ a b -  . . . .  

el eje y y la recta de regresi6n de y sobre ~a son dbtmetros, eonjuga- 
.dos, luego su ecuaci6n referida a estos ejes e s  " 

a s + b" ~ . b" 

1 , r :  

luego aquella elipse y dsta son homol6gicas Mine, 
eje y ,  y de eje la recta de regresi6 n de y con x. 

• . • . 

en direcci6n al 

! t ;  

En general, el momento de orden h condicional de y con x es 

• f ,  ( x )  . ' " 

cuyo numerador es, efectuando e l  mismo cambio de variables, 
h + l  

a~ x" p h ( 1  - -  ,o~) ~ d [ ~  = 

h + l  

= k b  h÷~ 1 1 - -  r :  x. .  . B , n -~ 
_ . _  a" 2 , 1 

= kbr* +~ 

) r n+ h+l 



momento  de orden 3 

momento  de orden 4 

"SOBRE UNA GENERALIZACION DE I~S CURVES 

i.uego,el m o m e n t o  .de orden h vale . .  .: ~. 

....... " " " ri~./_~h+:i 3 " . : : 
h. 

• b h /.1 \:) 

C o m o  caso p a ~ i c u l a r  se t i ene :  : 

'-( b ~ 1. 
V~- r (n + 3) 

Por  tatato, el coeficiente de asimetr la  vale 

V-~ r ( n + 3 )  

• : 3  ' ' 3 ~  
• b ~ (2 n q- 3) z D ( n  q- 

(2 n q- -3)] . . . . .  W~-  F (n q- 3 )  

I -- e x'~' 
a ~ 1 

> 0  

287 

y el de  exceso 
\ 

b 4 : 

es decir, 

(2 n 4; 3)" 

- - 6  
2n - i -  5 

= 

<'0  

3 (2.n + 3 ~ 

i ( n + 5  " 3 
3 

v tambi~n s61o depende  de n. 

CdlcuIo de las constantes.--Puesto que en la ecuacidn de la su- 
perficie 

z = k ( l  ~ Y~ 2 r x y )  n 
a" b" + a b  
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• ~ '~,~) ~r- , 

e n t r a n  las c i nco  c o n s t a n t e s  k, a,.  b, r y . % - . n e c e s i t a m o s . c i n c o .  eCua ,  
c l o n e s  p a r a  d e t e r m i n a r l a s .  V i r eos  qu.e los c i nco  pr . imeros m ° m e n t o s  

n o  n u l o s  t i e n e n  p o r ' x ; h l o r  

I¢~:ab = (n  + 1 ) V 1 -  r t 

~0,11 ~ ~g" ----" 2(1 " r ' ) ( n ~ 2 )  

Ya  v i m o s  q u e  

' . .; a f t  " ' 

= °?  = 2 (1 - r') (n  ÷ 

' a b r :  

• l'l,, = 2 ( l O  r=)(n + 2 ) ~  

~4,0 4 (1"- r')' (n + 9) (n + 3). 

q~l"l, I 

p o r  o t r a  pa r t e  . It+'° n + 2  
ItS, o = ~ n + 3  " l u ego  

! 

2t*;io 
3 P { , o  - -  I"4,o 

S u s t i f u y e n d o  en la p r i m e r a  e c u a c i 6 n ,  es tos  valores, y el de  a .  b ,  de- + ¢ 

d u c i d o  del  va lo r  de  ~1.1, se t iene  , 

21"4,o - -  3 I~, o - 
k =  

+ 2~l,+,oVl,.~,ol,.o,,..-. 1-,-,~,, . . . .  , 

F i n a l m e n t e ,  de  la s e g u n d a  y t e rce ra  ecuac i6n  se o b t i e n e n  ! o s ' v a -  

lo res  de  a 2 y b = 
" 

a 2 = 2 ~4,o (l*s,o I*o,2 -- b ~ = 2 
~o,' (3 ~ .o  - -  ~,,o) . . ~,,o (3 ~'Lo --  ~+,o) 

• r " p  

P o n g a m o s  la ecuac lon  de  la supe r f i c i e  en f u n m o n  de n, r, % y %. 

S~  t i ene  

a = = 2 a, 2 (1 - r =) (n -~2)  
y a d e m h s  

(n  + 1) V i  - r ~ 
k =  

:: ab 

<iiuedando f i n a l m e n t e  

Z ---- 

b" ----- 2 %" (1 - r ~) (n + 2) 

. n + l  

2 x a I ~: (n + 2) ] / 1  --  r" 

' [ " 1 x ~ °-r.ry + n-+- ! " 1 ~ . . . . .  

9., ~ '~1 ~ g  L?~. - 1 "  , a l  f," J - -  ~ " 
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ecuaci6n .usa.da por Pearson en ,Biom6trika, , .  para el a j u s t e  de a l g u -  
dist  ibu i . . . . .  has r c o n e s .  ; : " - . 

El~pses equ{probabies.--La prob~bi l idad 'cl'e~ que un punto  eat6 en  
el interior de la elipse : '  % ' 7  

~": o- y' 2ab-rzY . i: .~... !.: ,.: . . .~_...: (F,) -. ~ . + - : ,  - = :  " : "  i 

eS , 

d J  
(E) 

ab ( l - u )  
y tomando  como' direas elementales l a s d e  d i c h a s  elipses es s=  

V I "  r' luego 
! • 

f u  I ¢ i ' -  TK~ab JUf gtnd u = !vH '-I':'-I-, " .'t'K~ab ~.t .(1 ' g/n+i) 

y sus t i tuyendo  el valor de /~ c lueda ' f ina lmente  ' 

P . = I  , u°+t . - . .  . . . . .  ' : 
l 

Para  un dado  valor de P es n . = ( l ' P  TM_,- , co.n-lo que q u e d a  
def in ida  la elipse (E). : , 

P a r a  P.=1/2 se tiene ~v=2 n+a eL cual define la eiipse probable ;  
e s  decir,  la elipse tal que existe la :misma prbbabi l idad  de. que un  
punto  sea interior o ex ter ior  a ella. : " . . . .  

P a r a  proceder a l a s  cohaprobaciones experimenta!es,  b a s t a  di~ridir 
la regi6n del' p lano  interior a l~ elipse ( C ) e n ,  ' diez r e g i o n e s  "de iffual 
probabil idad,  para lo cual b a s t a  hacer en la  r e l a c i 6 n  

P = I - -u~+' ,  P - -  --~ = 1 ,2 ,3  . . .  10 
10 

a las cuales corresponden las elipses d e  par~imetro 
1 

• ( . .~ ~ n+t 

debi6ndose verificar que en el interior de la primera, eiipse y en cada 
una  de las ,nueve coronas restantes debe ha, her, la d6cima parte del 

total. - • 
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Casos partic,dares.--Para n . = l  la funcidn de dens idad  t i ene  pot 

ecuacidn 

z ~ - k ( 1  x~'a., y~+b 0~ 2rXYab ) 

y el coeficiente de exceso pot  set  7 . = - -  
- 3  3 

es en este caso T ~ - - ~  
n + 3  4 

condicidn que debe  cumpl i rse  para que la distribt, cidn pueda ser de 
este t ipo.  

l ' a ra  r v = l / 2  la superf icie  es el e l ipsoide 

x" y: z ~ 2 rzy  _ 1 
a" +-~-" + k" ab 

y las func iones  de frecuencia  marginal  son par~ibolas 

- - -  x" , f .  ( y )  - ~ 1 b" Y" 
2 a" 

6 y el coeficiente de exceso es -¢ . . . . .  
7 P a r a  r=O es 

En  este caso n o  h a y  correiacidn entre  las variables,  pero  no son 
independien tes .  

Pa ra  n = - - I / 2  las funciones  de f recuencia  margina l  son 

/,(x>,= k t,~, /o_(y),= ka~ 

es decir ,  son uni formes .  

S E G U N D A  G E N E R A L I Z A C I O N  

S igu i e ndo  nuest ro  estudio, cons ideremos el s is tema 

( ax  
2 a x  4- 2by ) 

ax - by + n h..-+ ax" + 2 bxy + e.v" 

z = -- bx -- ey + n h" + ax" 4- 2 bxy ÷ ay  
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e l '  c u a l  c o n s t i t u y e  u n a  g e n e r a l i z a c i 6 n  de  las e cuae iones  i a. que.  s a r i s -  

face la super f i c ie  n o r m a l  y c0mprende,~a~fist~,eomo.,casQ:~par. t ic~la~.  

p a r a  ~,,= 0 .  
E s t e  s i s t ema  es e qu i Va l e n t e  a la ecuac i6n  " - " : . . . .  Q 

dz - - a x  b y + n  h , _ l _ a x ~ + 2 b x y , q _ e y ~ j  . 
• . . . :  

la cua l  c u m p l e  la c o n d i c i 6 n  de i n t e g r a b i l i d a d .  . 

I n t e g r a n d o  p a r a  y c o n s t a n t e  

lz  ax~ bxy  + n l  (h = + ax  s + 2. bx, y + . . . . .  ' '" . . . .  eyS,.÷~ ¢;.~ y3 
, . , . . 

d e r i v a n d o  respec to  y " :" " : 

2 b x  + 2 c Y  
- -  b x  - -  c y  q-- n 

.: . . . . .  , h t  + a x  ~ + 2 b x y . J r  ¢ y ~  ~ 

• 2 5 = + 2 ~ Y  . :  " ' 

= - b:~ + n h'  + ~ .  : :  ~, h - - ~ - : ~  + * '"(Y): : : : :  : ̀ -~ ~;;: 

• , ~,* ,L' • ~ -  . ~ y s  

~" (y) = --  ey, ~:(y)  = k~ " 2 

l u e g o  /6-.i: :'. :-: : ., ~..:~.7 . . . .. z : . . . . '  ~-.: . 

lz = k t  - axt  + 2 bxy + vy t + l (h ~ + a x  ~ + 2 b x y +  ey') ~ 

a x ~ + 2 b x y + c y ~  ~: : . . .  

. z = f ( xy )  ---- ke 2 , (h" + a x  t + 2 bxy  + eye) n 

E s t a  ecuac i6n  es la que  v a m o s  a e s tud i a r  comoz ' fur tc i6n  i de  dens i .  
dad ,  y segf in  ya  d i j i m o s  c o n s t i t u y e  u n a  g e n e r a l i z a c i 6 n  de  la supe r f i c i e  

n o r m a l  y c o m p r e n d e  a 6sta p a r a  ,v.=O, l u e g o  en todos  los  cAlc'ulos 

p o s t e r i o r e s  que  o b t e n g a m o s ,  si h a c e m o s  ,v.=.O, d e b e  e l i m i n a r s e  h y 
d e b e  o b t e n e r s e  el v a l o r  c o r r e s p o n d i e n t e  de la super f i c i e  n o r m a l .  

S u p o n d r e m o s  que  ~ ' c Z + 2 b x y + c y  2 es u n a  f u n c i 6 n  cuadrdttica.~ pos i -  

Ova,  es  decir ,  : . : . .... ~ . . . . . . . .  ._. :.:.. .:.,:::: 
. 7  - - . 

a c - - b : > O  a > O  -" : : ' c > O  - ::':  
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Determinemos k para  que aqueUa funcidn cons t i tuya u n a f u n c i d n  
de densidad, para !o cua ldeb6"ser  . . .  _ . . . . . .  ::. ~ : .  " -- " 

. +~-"  a x ' + , b x y + ~ y # "  ~ "  .~'  i f  : - "  

Considerando como/Lreas  elementales, .las eliPses 

h ~ + f a x '  + 2 b x y  + cy t = u  S - x ( u  2 h") 

g -b' 
se o b t i e n e  . . . .  

h | 

":Jh:'e' -£'undu = 1;': ' - :  k =  V d--cp-- 
,.~e ~ ~ • . 

v d e s i g n a n d o  p o r  ~,- . - .  .. 

I = e -  7 .  u ~ du 
, | 

h t -- ~ u 

'g e-'U fh' e - T ' u n d u  

V=-;--:- b '  

• xe  ~ I n 

para n,= 0 es k.= 1 / a e  - b t que coincide con el de la superficie normal.  
9 ~  - , 

L a  integral : . . . .  : 

I n = f h ,  e - T ' l l ,  nd~  

es convergente para cualquier valor de n siempre que h t 0 .  . .:  .. 
"En efecto ., ~-- 

f h  ." u 
• ]'n ---- e -  T -  ~n+~ du 

St,*" 

' : '  . • tl 
Para  -.+_2~.0 la funci6n e - T - u  n+s es constantemente decreciente, 

pues su derivada es 

e-  " + ( n + 2 )  u n+l < 0  . :.-~ 
2 

u 
y ,  por  tanto, la funci6n, e :  * -~+* est~ acotada e n e l  i n t e r v a l o h ~ o .  

Para  ~ . + ~ > 0  dicha.Yunci6n tiene un m/lximo para w~=-9_,(n~+~)>O 
y, por tanto, est~ tam,bi6n acotada. 
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Para,  h,=O e s : " : . - . .  ~ .  . ' ' . "  : /  . . . .  • . . . .  , . . . : :  . . . .  , - . . • . - . 

I n  = -(-. ~'~ d u  2 "+* P ( 1) ' ' " 

y, por tanto, es convergente para ~+. ' i2>0.  " ' " " = =:': ..... ~- 

Respecto  al c /dcu lo  de I,  se  fiene que para K=.O su c~lculo de- 
pende de la funcidn Euleriana d e pr imera  especie,  la-:'~al':-egtA ya 

: Para h=[:O y n.-: -.1, sie'ndo r en tero  y positivo,  v.amos a vet  
. . .  . .  , . 4~ 

que el c~ilculo de I,  s e  puede hacer mediante la t~ibla de la X ~ de. 
r-earson. . . . . . . . . . . . .  - :,.:. 

En efecto, se tiene 

p = p  C(,.>h~) = 1 f]_® 
2 e 

r j n  
2V 

? 

• ' z . ' .  dx e - T u " d u  

luego I . .=2 ~-x . r ( , ~ . + ! )  P,  y s iendo " P = . P r o b ( x 2 > ~  2) y calculada 
con 2(n~+l) grados de libertad, y entoni:es h toma la forma : : 

... !. . .......... i-~: • . .....,: .... 

k= V g -b' 
h ~ . . .  • . 

. . . . .  ' ~ e ' T - 2  "÷1 P ( n  i f -  1) P .  ' ' : :::: = 

En general, para hzlz0  l a  integral I" viene de terminada- :~r  ]a 
funci6n 1-' incompleta.  

Resumie.ndo, la funci6n 

a x  2 + 2 b x y  + c y  ~ 

Z----- k e  2 

es una funci6n de densidad, si 

k 
. h 2 f® 

(h" + a x  ~ q -  2 b x y  .ff- c y ~ ) n  . : : 

h=l=O para cualquier valor d e  n, s iendo 
' ( .  • • : .  

V a e  - -  b" 

U 

e . ~ • n d ~  .i 

y para h.=O s i : ~ . + . l > O - y - e n t o n c e s  

k V a c  - b ~ 

2n+1~ P ( n +  1) 
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F o r m a  de  la su#e,flcie;--Cortando-la s u p e r f i c i e :  p o r " : e l . " - P i a n o  

y , ~ O  c lued  a . ' .. 'i. ' . ,  
a x t  • _ ? . , .  - a x ~  . . , .  

z " k e ' - - - U ( h ~ + a ~ j ~  a > O ;  .: z ' = k a e -  -~-(ht+aa~t)  T M  z (2 n--:h?--axt)  - 

, .  • . : .  

l e  

M o m e n t o s . - - P o r  l a  s imetrfa ,  el c entro  de g r a v e d a d  es  el o r i g e n .  
D c s i g n e m o s  p or  ~" los  m o m e n t o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  c u a n d o  es  b~-.O. 
. T e n e m o s ,  pues ,  

+. ._~ 

 ff. 
H a c i e n d o  e l  c a m b i o  

x ,--  _ , . _ _  p c o s  ,,-,, 
V a '  

& '  X ~ + C '  y 2  

. - -T-- .  (h" + a' ~'  + ~'P~° z '  ~ ~ i  • " 

- : :  1' 
y --  - -  [~ sen w 

V 7  
" '  " " / "  , ~ 7 . .  

" p t  - • 

k f~'~: " ®  ~" (: .:+.p~) p~ d p • d ~ J 0  ~ , e - ~  h' , n  

' = = - - -  - Jo e - T ( M + ~ t ) n p S d p  
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y f i n a l m e n t e  con et c a m b i o  h.Z.+ p~.= u 

I t "  o 

h ~ 

k r, e ~-,- / *a;* u .lh-" e -  ';- .  u ~ (u  - h') d ~  = 
V~=Tj , 2 a '  

h = h a 

k z e -T- k ~ e -~- h ~" 
In.~t _ _  I .  

2 a' V a ' e "  2 a '  ] / a ' e "  

M e d i a n t e  una  i n t e g ra c i 6n  p o t  pa r t es  

II 7d~ n + l  o0 Zb n + l  
[~+,=  e " d u =  d - - 2 e - : .  = 

[ r" " --  - - 2 u ~ + ~ e  - + 2 ( n + l ) j h :  e - T u " d u  
. - 

t 

]12 

I .+ ,  = 2 h -"(n*u e - - g  + 2 (n + 1) [ .  

h a 

-7- h" l c z h  "("+" , k z e "  l .  2 ( n + 1 ) - -  
%- 

~' Va'~.; Va'¢' ~ a' 

y tenien<h) p rcsen te  el va lo r  de k 

t (3r y a n a l o b a m e n t e  

%, ~':,t:: O. 

Con 

[ k ~ h  :m+u 2(n-+-  l ) - h : . l  1 
Lt' ~ " - ~  I - - "  ,o,.- g ~ .  2 a' 

= [ k r, h '¢'+', 

t V J ¢ '  2 / e '  

el m i s m o  c a m b i o  de va r i ab les  h e c h o  a n t e r i o r m e n t e ,  se t iene 

+ ~  
iI' X I + C ~ y "  

• r /  . ~t 4,o = [c . e " (h" + a' x ~ + c ' y ' j n  x4 d x  d y  

' ~ ' - -  ]~ fo ' ': f o 7z '° ~ 4.,> a ' '  1 / ~  " cos '  ~o d,,, e " (h" + p')" 9 s d p 

, 3 k r .  fo ~ ¢ 
I~ ,,o - -  4 a "  ] / a V e ]  - " e "" I h" + 9"- ? o~ d p 
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y . hac i endo  h='.+O=.=u 

3 k x e ® "z u" 
F',, o -  $ a ~ - a - - -  ~ , e (u  - -  h ' /  d u  = 

- 8 a'" 1 / a - = 2  - ( I ~ . .  - 2 h "~ L , . ,  + h '  I ~ )  

m e d i a n t e  la i n t e g r a c i d n  po r  p a r t e s  v i s t a  a n t e r i o r m e n t e ,  se t i ene  

|1-" 

• [n+2 = ~ h" {n+."} e 2 + 2 (n + 2 )  In+, 

h' 

I n + , =  2 h" cn+,~ e -  T + 2'2 [n ~- 1) In 

; u e g o  
h ~ h' 

I,,+, = 2h:<"+')e  " + 4 ( n + 2 ) h ' ( " + ' ) e  '~ + 4 ( n  + 1) ( n , - k 2 ) I ,  

y,  p o r  t an to ,  

1,,+. - -  2 h 2 In+, - [ - h ' I n  = 2 h =cn+'~ 

+ [4 (n + 1) in + 2 - -  h-') + h'] In 

5 2 

e " ( 2 n ÷ 4 - h " - ) +  

y f i n a l m e n t e ,  t e n i e n d o  p r e s e n t e  el v a l o r  de  h, 

, [ k = h  'c"+n / ~ ]  = ( 2 n - k 4 - - h " t +  (n  + l )  (n 4- 2 - h") 3 
I~ ,.o 4: V - a '  ¢ , . ,) + S l  a '~- 

y a n ~ i l o g a m e n t e  

[ , k = h  "m+') ( 2 n + 4 - - h - " ) +  ( n q - l l ( n + 2 - - h " )  ÷ _ _ _  3 
F0,4 = 4 ] /  a,c' 2 c,'. 

V e a m o s ,  en g e n e r a l ,  cu~.l es  la re lac idn  que  exis te  en t r e  e s to s  mo-  
m e n t o s  del m i s m o  o rden .  

1 l 
M e d i a n t e  el c a m b i o  x -  o cos  % )  . . . . .  osen m. se t iene ,  en 

g e n e r a l ,  ]f~ 

,~ ,%' X'-.I. C r ,/Z 

F~ p,:~,, = k e " (h" -+- a '  x'-" ÷ e ' y ' ? '  x " P y  "-q d x  d), 

' - -  . . . . . . . . . . . . . . . .  - e o s ~ P m s e J 1 2 q m d m  [ "  e ,z (tt.2+~./z n p ~ p + c , l + ~ d ~  ~ 
l z ~ P ' ' q -  a ' " e ' "  ] f a T e '  fo  ]o 
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a n f i l o g a m e n t e  
• • . =  p =  • 

, 2 _ / g .  - r e 7 : . . . . .  - :  ~ f . .  -- . 
" ' - -  " : ' - - ' l - - f  - - I . "  Cos'P+"q ~:d'13n=q-sgllI~'~l .~ • " 2 (kt.l.'~=)n~.tp+..q÷ 

[ t s p ' ~ 2 g ' 2 q - 2 g - -  a ' P + g  C ' q - g  v a ' c  ', ". o . . . .  '. " " - ~ o  "~ - - - . .  . . . .  : .... 

v v o r  d i v i s i d n  . . . . .  .... .- 

P'2 p+2 g, 2 q'-2 g 

S i e n d o ,  • . 

Lsp:sq:j£ cos"Peksen"qmd m fo sen"q-'=.d: , ~. 
_ J 

2 q - - I  l "s= ; " 
- -  - -  C O S  ' p + "  o s e n  ' q ~  (o d o )  

2 p + l  Jo ~;" 
o 

v de  e s t a  f 6 r m u l a  se dedu~zen las s i g u i e n t e s  
• a ' .  

2 q - - I  
" L.-p, s q - -  L2p+s, 2q-s 

2 p  + 1 .~ .. 

• 2 q - - 3  : 
~[J2 p + 2 ,  2 q - 2  -~$~ I J 2  p+$ ,  2 q-~4 

. . . . . . . . . .  : . . . . .  . . . . . :  . . . .  - / . .  ~ 

• L~p+,~g-s, ~-.~g+2---- 

I COS spm sen zq in d m =i . . . . . .  , .... . . . . .  

jo L,p,,, 
s , : ~ - 7 - - - - . ~  = --7 - - - - - - - - ' ~  

.f.  c o s ,  p+,g ~ s e h . q _ ~ _ d a  ~ c ] L ,~ ' - t r ,  sa:~i  
• 0 i " • . " ' 

C O S  ~ : p ' ~ !  a ) ' . .  

2 p  + 1 " 
. =  

y ,  por  tan to ,  

L2p, 2 q  

'2. q -- "2g + 1 . L 2 p + 2 q ,  l q - 2 g  

2 p  + 2 g  - - 1  

( 2 q - 1 ) ( 2 q - -  3) . . .  (2q--  2g +:1) -r 
( 2 p + l )  (2p  + 3) (2 p ~- .~-gg-  i-) xJ~ p+' ¢ ' - -  . . . .  . .q"g 

v s u s t i t u y e n d o  i~ste v a l o r  

~t;p, oq ( 2 q  1 ) ( 2 q - - 3 ) . : - ( 2 q - 2 g = ( - 1 )  (a_~',~g 

y a m i t o g a m e n t e  
F 

P-'.p_~, . .+~g ( 2 q . +  1 ) ( 2 q  + 3) (2q  + 2 g  - 1) 

V c a ~ o s  a h o r a  la re lac idn  en t r e  los m o m e n t o s  de d i s t i n t o  o rden .  



I }z c~. 

=/o  'fo . 
• y sust i tuyendo 

2 9 8  . . . . . .  S E B A S T I A N  N A V A R R O  S A G R I S T A  , 

Segdn hemos visto ya anteriormente 
:. . . . .  . ,  , . 

. . . . .  kn :"Jo cOS~Pmsen~qmdmJo e " ~ (h~--t--p*)np"P+zq+ldp " 
P'*'p, *-q, n - -  el,P+½ C,q+½ . . : ¢ - -  . . . . .  

pero se  tiene que - . . . . .  : 

: eos, P o ~son,,~o~d~o . , : 2 q -  1 f sea'q-lcod¢o .... : . C O S I P  ~ • . 

3o 2(p + q)  30 

y por ser :~  ~' 

p2 ou pt 

fo e--i-(h' + p')n P"'+"q+' d P fo e - T  (h'-t-?')"(h"+?'-h') ?'P÷'q-' d? 

Z (h2 jr. p2)n p*.p+2q-1 d p 

= 1 2 q - - l ,  , k~ f ~  
p,l:q,n e' 2 (p+q)  aP+ke'q+}Jo 

es decir, 

p2 

cosZP t° sen2q:Z ~ dm [ fo • 

-- h2 fo e - T  (h~ + p~.)n p~+"q-' d ] " 

• i  q-1 : ' r -  ) 
~ 2 p , , q , n - -  C' 2 ( p " ~ q )  (~-~+i lJ'2P"2'q-2'n~ ÷I ~ ; p : g q  

Segfin vimos ya 

h 1 
lc,, V a'e' - - - -  

h, In+~ = 2 e ~ h 'cn+l~ + 2 (n + 1) I~ 

~eTZn  

y susti tuyendo en la segunda el valor de I en funci6n de k 

h ~ 

h~ - - 2 e  + 2 ( n  + 1 )  h~" 

de donde 

~'~ L 9 (n + 1) + k,, 
~n+, V'a'c" 
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Asi para  p,=0, q = 2  

, 3 ( h o  ~,) 

I"o.~ - 4 c" k.+, 1/a-r2e ' + ~ " 

3h"(4 c' k~- E l-t-" '~ +'Va-~e, + 2 (n+21)  - h")  

= _k-a_ ._k . . . .  g ( ) ~ _ _ + ~ } -  ?~-" _ 3 h ~ ( e , ~  + e - h=) 
4 c': a'~+, 2 8 c'" 

o s e a  

' = . . . .  o ( n ~ l ~ ( n + 2 - - h : )  3 
1~0.~ 4 I /a-r /~  ' , -  n + 4 - h'-') + + o~ c,'2 

2 9 9  

confornle ob tuv imos  an te r io rmente .  

Median te  cstas fdrmulas ,  se conocen todos los m o m e n t o s  cuando  
es b = 0 .  

Ha l l emos  los m o m e n t o s  en el caso b@0. 
Gi rando  los ejes coordenados  has ta  hacerlos coincidir  con los de 

ia elipse 

ax' + 2bxy + ey"-~-T 

las fd rmulas  de t r ans fo rmac idn  son 

x = X c o s ? -  Ysenq¢  

3 ' = X s e n ? + Y e o s ?  

con to que aqu~lla se t rans forma en 

siendo 
a '  X ~ + c' Y "  -- "( 

a ' = a c o s  ~ ? + b s e n 2 ?  + esen ' ,~ 

c ' = a s e n ' - ? - - b s e n 2 ? + e c o s  : ?  

de las cuales se deduce 

(t' C' -~- i t #  - -  b ~, 
2b t g 2 ?  = 
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+oo 

= k f f f e  

Efec tuando,  pues, aquel cambio de variables se tiene 
+oo  
- -  a x 2 + 2  b x y + c y  2 

~;,o = k f f e . .  (h". + ax'. _t_ 2 bxy ._[_ cy2)n x~. dx dy = 

a ,  X~+c  , Y~ 

(h"+a' X'+c'Y")",  X ' c o s " , - X Y  sen 27+Y" cos"~)dXdY 

I-t2,o = cos: ? P'~,0 + son" ? P"o,-~ 

y sus t i tuyendo  los valores ya calculados de t~'2.o y V.'0.2 

[kT:h"('+l' 2 ( n + l ) - - h ' ]  c ' c o s " ? + a ' s o n ' ?  
. + 

P'.,,o = V a' C" 2 a' c" 

Si en las fdrmulas  de t ransfromacidn hacemos X.=sen ~, Y.=cos 
se obtiene .~=0, y . = l ,  y como 

a' X" 4- el Y" = ax" + 2 b~v + cy" 
resulta 

,. a' sen" ? + e' cos" ? = c 

quedando f ina lmente  

[ k:~h ''°+l' 2 ( n + l ) - h " ]  e 
t~'°'° V a ~ - -  b*" 2 ae -- b" 

Para  n=O resulta ~ 2 . o . = - -  
ae-b" 

pondiente  de la superficie normal .  
Ami logamente  resulta 

L Vae- -O"  [ k:h'*(n+" 2 ( . n + _ l ) - - h " ]  

que coincide con el valor corres- 

a 

a e -  b" 

Efectuando el 
covarianza 

+ ~  

~tt,: = k . f f  e 
-zt~ 

+ ~  
a '  X z * e" Y'-' 

= ffe "- 

mismo cambio de variables, se ob t i ene -pa ra  la 

a x * + 2  b x y + c y  2 

~" (h" + ax" + 2 bxy + cy:) n xy dx dy = 

(h: 4- a 'X" + c' Y'~/' (X" sen ~ cos ? + X Y  cos 2?  - 

- Y" sen ? cos ?) dX  dY 
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k x h "c"+" 2 ( n + l )  - h = l  ( e ' - a q  s e n  ~ c o s  .~ 
1",,~ = (~; ,o- -  IQ._,) s e n  ¢? c o s  ,~ = V ' a ;  e" + 2 _, a' c" 

pero  

I 
(c" - -  a ' )  s e n  ~? c o s  ~? = - -  s e n  2 ? ( - -  a e o s  2 ~ - -  2 b s e n  2 O + c e o s  2 ?) = 

2 

1 [ ( a _ c l s e n . 2 v c o s 2 ~ + 2 b s e n ~ 2 ? ] = _ l ( 2 b c o s ~ 2 ~ + 2 b s e n ~ 2 ~ )  - b  

con  Io q u e  

tt = { hT~h:{n+l}  2(7/,  -'~" I ) - -  h "~ ] - -  b 

' "~ V'~zcL--b :'. + 2 a e - b "  

( / g -  b 2 
l ) a r a  n ,=O es  ~,~.~- c:ue c o i n c i d e  con  el c o r r e s p o n d i e n t e  de  

la s u p e r f i c i e  m ) r m a l .  - - b  

\ ' C a l l l O S  tlllg-t r e l a c i d n  (lUe e x i s t e  e n t r e  h)s e l e m e n t o s  y." v los  tz- 
S e  t i e n e  

+~ 
. . . .  axe+2 bxv+cy 2 

I"~ p. o k e . . . . . .  "-' . . . . . .  (h: + ax~" + O ba'v + e.v:, '~ ," 

~co 
0 s e a  

Zt' .~. 2+C' VZ 

= ff - [L2 p,O k -~ . . . . .  ( h " + a ' X : + , ' , ' Y : f ' q X c o s ~ - - Y s e n ? Y " P d X d Y  

-ao 
p e r o  

-,p 

,~=I) 

)- t e n i e n d ( ,  p r e s c n t e  q u e  los  m o m e n t o s  i m p a r e s  son n u l o s  

tL " .g,.,,l 
' ~p,O , ,=O~2"J ° ff p-2v ¢9 Sell" ',,9 e 

~, 3[~+C, y2 

" (h" + a' X" + 

= , , , , ,  A.~ c ° s e  sen'-'v '~" I<-" l,-=" ',, - 
,,=o ~2 ",] 

P o r  la r e l n c i 6 n  q u e  v i m o s  a n t e r i o r m e n t e  e n t r e  los  m o m e n t o s  del  

m i s m o  o r d e n ,  se  v e r i f i c a  

1 . 3  . . . .  (2~  - 1) l a ' , "  
~ ;  . . . . . .  = . . . . . . . . . .  ( 7 ' )  t<., p, 0 P . . . . .  (21, - l )  (2 p --  3) ~- .- (2 p - -  2 ', + l )  , , 
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). p o r  se r  

se ob t i ene  

,, (2p - 1 ) (2p  - 3 ) . . .  ( 2 p - -  2 ' , + 1 )  

= 

~=0 ~ V 

( a' 
= v.'.,p,o c ° s " , ~ + T s e n : , ~  - - -  P"-~ p, o (c' cos" ~ "4- a '  sen" ?)P 

o,p 

3' c o m o  v a  d i j i m os  que  c" cos = ~ .+a '  sen 2 ? = c  q u e d a  f i n a l m e n t e  

[£o. p, 0 --'-- I1"2 p, 0 

E n  p a r t i c u l a r  

V'4, o = " 11.1, o 

y s u s t i t u y e n d o  el va lo r  de  1"4 0 y a  c a l c u l a d o  

3 e" ~ z h -"cn+l~ 
~ 4 ,  0 ~ "  4 (a'  e') e+ } 

3c a (nq-1)(,~+2--h:) M] 
( 2 n + 4 - h " ) +  (a,c,)----- T [. -- + 8 J 

o sea 

1" lg~hg{n+l} (o~n_{_~_hg)ju (n-{-1)(n4O~--h2)h~8 ] " "~C= 
~4. o = 4 V ae-b: 2 + . (aeT~-b"): 

3 ¢" 
P a r a  n,=O resu l ta  t*.l.0- - -  

n o r m a l .  

c o m o  en el caso  de  la super f ic ie  
(ae_b~.) "- 

Coeficiente de correlaci6n.--E1 va lo r  de d i c h o  coef ic ien te  es 

v e n  nues t ro  caso  

IL l ,  1 
r 

1/{ * . 0 I~ o, ~, 

- b  
r - -  - -  

V ~  

es deci r ,  i n d e p e n d i e n t e  de  h v n,  t e n i e n d o  adem~.s el m i s m o  va lor  
que  en el ca so  de  la supe r f i c i e  n o r m a l .  
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la 

F u n c i o n e s  m a r g i n a l e s . - - L a  expres idn  de la func idn  m a r g i n a l  de  

X e s  

f~ (x) = f (xy )  dy 

o sea 
ax'-' + 2 b x y  + cy:  

(It" q- ax" q- 2 bxy -}- cy:)" d y 

H a c i e n d o  

ae - b" _ d, ax"- + 2 bxj, + e j " =  y l /  e - +  b x ' + dx" 
(~ 

.v e fec tuando  el cambio  de va r i ab les  

- -  b 
v V c + ~ x = g h'- + dx'-. t 

V c  

dx-' ~ h a + dx a 

f~ (x) - 2 k - .; f ,  m c - -  t" l i e  e (h"- + dx') "+ ~ e - • (1 + t2) ~ dt 

que es la expresi6n de la ft, nci6n m a r g i n a l  de la X .  Si h a c e m o s  

f 0  = 112 + dx :  ta 
? (x, n) = e ~ (1 -k t") n dt 

que es ta integral  de Lap lace ,  resul ta  

(Ix ~ 

2 l,: dx:)n+, tl (xt  = -~)-=~ ~ "-' (h'- + ~ (x, ,~) 

Expres i6n  anMoga para  la funci6n  marg ina l  de  la y.  P a r a  n . = 0  

k V g =  ,t.,: 
resul ta  f L ( x ) -  I / c -  e "' que coincide con la co r r e spond ien te  de  

l a superf ic ie  normal .  

R e g r e s i d n . - - L a  regres i6n  de y sobre  x es 

m, (z)  = 
f ;  y f (xy) dy 

ft (e) 
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• . • . siendo, el numerador  . , . , .. . , :  

y f(xy) dy = ye ~ (h" + ax" + 2 bxy + ey")~dy 
r o  ¢ ~  . . 

i 

que  con e l - c a m b i o  anterior se  transforma e n  . " ' .  

a . :  . ... • . ® [  
f_® k . ~ (l: + dxt) ~÷ ~ t ® yf(zy)dy.'. --~ce l ®  VM"-b:dZ*,7 ~-~'~ 7 

a - x *  . . . .  " : 

_ b ~ - - - ~  (1 + r )n  a t  = - T V - ;  (h"~- 

+ dx~) ~+~ b ~ (I + : )~ 'd t .=  = fl,Cx " 

luego  ~ ( x )  . . . .  ~ x  y anddogamente . m ~ ( v } = "  ~ y ;  por  tant6,  las " "  a , 

l ineas de regresidn s o n  independientes  d e h  y n y son  rectilIneas, 
t en iendo-adem~is  el mismo va!or que  en. el caso d e - l a  superf ic ie  
n o r m a l .  

' V a r i a n z a  c o n d i c i o n a l . - - S u e x p r e s i 6 n  es, e n  el caso  :de y s o b r e  x ,  

D" (y /x)  = f, (x) . 

Efec tuando 'e l  cambio  de variables  visto anteriormente,  se  t iene 

t Y  - -  b ~ ft(X) D- ' (y /x)=  L "  + "b~'e-T 
0., . . . : 

d x  ~ h~+dx2t, 

2 k  --'V- ." " -~+~f0 ® - .~ " t ~ c ] / ' e  e (h + dx-) e (1 + t") n dt  

• . , • . , .  

÷ d dy= 

luego  

D :  ( y /x )  - - -  

f o  °~ ha+dx~ 
h" + dx: e ~ - (1 q: t") ~ t 2 dt  

' e 1 - ~  _h2+dx!t 2 

" J0 e "~ (1 + t") ~ dt 
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que puede ponerse en la forma, en funci6n de la integral de Laplace 

D~ (Y/X)- h"-+dX=e [ ,~'x, n --b- 1 ) ?  (x, n) 1] 

1 Para n:=0 resutta l ) ' - ' ( y / x ) = - 7 - q u e  coincide con el valor corres- 

ptmdiente de la superficie normal. 

Elipses  equ iprobab les . - -Cons ideremos  las elipses 

(E) h" + ax ~" + 2 bxy + ey: = zt 

La probabilidad 
elipse es 

de que un punto est6 en el interior de dicha 

ax :  + .'2 b x y  + e y  2 

" (h: + am" + 2 bzy + e.¢') n dx dy 

v considerando como ireas elementales dichas elipses como hicimos 
al calcular el valor de k, resulta 

11 a 
o I I  

p __  x k e £ "  ,2 

v susti tuyendo el valor de k 

~h tl --  1__2__1 fll:g I1 fuaO II 

J e " zd'dl~ 
1 a 

2 e "2 Z~n d~t  

quedando finatmente 

P = I - -  

]~tl a:. I1 '2 I I  n e , dz ,  

e - dzt 

Para tin dado val(~r de P, podemos hacar el correspondiente valor 
de u, el cual, sustituido en (E), nos define la elipse tal que la pro- 
babi!Mad ,te que up. punto est': e n  el interior de ella es precisamen- 



~0 6 .~. v.:.. , 9sE~. ~i{,~. +~6va~.o. ~O~!sLA :: 
-L 

re,  P . . . E n . - p a r t i c u l a r ,  ,para. p : , = ! / 2  se .  t i ene  l a  e l i p se  p r o b a b l e . .  H a c i e n d o  

• V ;~ :-" 1 ,  2 , . 3 . , ,  1 0  .~ . 

• * '  . : " 

obtenemos diez elipses tales que l a  probabilidad de que un: punto 

est6 en el interior de cada corona es precisamente--I .: Io Oue!c0ia~ 
t i t u y e  u n  m & o d 0  p a r a  c o m p a r a r  con  l a p r ~ f c i i c a .  ' I0,:" " : . . . .  i':,i~:~!.:i:~i: 

E n  el .  c a s o  d e  . que .n .  s e a  d e - l a  , forma: n - = " #  ' " ' ' " - -  l,,. slendo~~'~ e n t e r o  
y posi , t ivo y a  v i m o s  q u e  - - ' ~  i 

. f u ~  _ u  
. e ~ i* n du  = 2 T M  F i n  + :t) P t  ' 

• " ' . ; .  . . , , , '  : . ' ,  - . . : : ,  ".::.: : ; ~ . : ~ i  

Siendo Pa--Prob (X2:>~) con 2(nJ+l) grados de libertad. 
Por tanto, .si es P2=Prob (x,:~./+,2)?resull:a . . . . .  ~ .-, 

P=I- Pt 
• ' "  : ' = ~ ." , P t .  ' ~ 3 )  ~, 

y la  d i s t r i b u c i 6 n  d e  l a  X 2 de  P e a r s o n  n o s  p r o p o r c t o n a  en ,es te  caso  
el  v a l o r  de  P ,  c o n o c i d o  ~ . y  r e c ! p r o c a m e n t e .  

P a r a  k . = 0  r e s u l t a  P V ~  y . e n t o n c e s  . .  . .  " " 

P = 1 - P r o b  (X s > u) = P r o b  (1 '<~ u )  . . . . .  ' ' 

c o n  2 ( n 1 . + 1 ) g r a d o s  de  l i be r t ad .  E n  genera l ; : "eI  :C&Iculo 'de P d e p e r i d e  
d e  la  ]El i n c o m p l e t a .  , . . . .  

. - -  . .  

Caso  p ~ z r t i c u l a ~ . - - E l c a g o  •par t icular  h~=t) es i n t e r e s a n t e  y a  q u e  ias 
f 6 r m u l a s  o b t e n i d a s  s e  s i m p l i f i c a n  e x t r a o r d i n a r i a m e n t e . .  N u e s t r a  f u n -  
c i 6 n  de  d e n s i d a d  es  e n t o n c e s  

axS+2  b x y + e y  ~ 

e ' =  ke '  

C O I l  

(a:~ + 2 bxy  + ' . e] )  Tl . 

V~ae - b Z 
/ c =  

2 n+l = F (n  + 1) ' 
n + l > O  

H a c i e n d o  / v = 0  en  las  f 6 r m u l a s  o b t e n i d a s  p a r e  los m o m e n t o s  r e -  
s u l t a  

. . ' . - • 

e ( n  ,+ 1) ,~a~ ~ - -  a ( n l q -  1) ~.. 3 ( n + l ) ( n + 2 ) e  s 
• ~ , t =  . b" b" ' t~4 0 = " 

. a e  - -  a e  - -  ' " 2 ( a e  - -  b " ) "  - 



SOBRE U N A  G E N E R A L I Z A C I O N  Dig LAS CURVAS 307 

y des ignando  por ":1 el coeficiente de exceso de la variable x 

P4,o -- 3 n 
"rl-- %4 3 ~ ' =  2 ( n + l )  

dependiente  solamente de n. 
P o n g a m o s  l a  funcidn de dens idad  en funcidn de z,, %, r y n. Del 

l- 

sistema de ecuaciones 

se deduce 

e (n + 1) 

a c  --  b: 

n + l  

Y 
a (n + 1) - -  b 

" a c  -- b ~ 

r ( n  + l)  n - ~  1 
b =  e - -  

% % ( l - - r : )  ' o 2 : ( 1 - - r : )  
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y susti t .uyendo 

~1% (1-r~) ~Q" 2 ~+1" ~" P (n+l)  ~1 ~.- 

El  valor  de  n s e  puede  calcular  de la fdrmula  que hemos vis to  para  
el exceso 

- 3 n  - -  2 " ~  

~ - -  2 (n -+ - l )  ' n - -  2 " h + 3  

P o t  la condicidn ,t~.+l= 3 ~ : > 0  se deduce  que ".h>.--1,5. 
2 " h + ~  

F o r m a  de la swper f i c i e . - -Cor tando  por  el plano y .=0  resul ta  
a x  2 O,X ~ 

Z ~ ] ca  n e -~ x :n ,  z '  ----- k a "  e -~ x : ' - ~  ( 2  n - -  a x : )  

Estas  curvas,  para  los d is t in tos  valores de n. est,'in represontadas  
en la p~igina anter ior .  

Cdl~uIo de las c o n s t a n t e s . - - E n  la ecuacidn de nuestra funcidn de 
dens idad  

a x ~ + ~ b x y + c y  2 

z --- ke ~ (h" -1- ax" + 2 bxy + cy") n 

vamos a de te rminar  las cinco cons tantes  k. a, b, c y h, s u p o n i e n d o  
el valor  de n ya  f i jado de an t emano .  Pa r a  elm necesitamos las cinco 
ecuaciones s iguientes  

- b  
'~1" ~ 0 °  2 , tl.4,o y ' r  - -  - -  

e o j h  2 e ~ U n d u ,  

o v supone mos  que se conocen los valores de ~t', ~.,2, 1~.,, y r dedu-  
cidos de las observaeiones .  

Ha c i e ndo  

[11 . , e "~ u n d u - -  I resulta V ' a e - b "  - I  

Iz4° se puede poner  solamente  en E1 coeficiente de kur tos is  ~3= 
O14 

funci6n de I y h -~, resul tando una ecuaci6n de  segundo  g rado  en I 
y, po r  tanto,  se puede  ob tener  6ste en ,funci6n de h", el cual, susti-  
~ufdo en l l ] ,  se obtien'e una ecuaci6n en h 2, y por tanteo se puede 
obtener  el v a l o r  de 6ste y por  tanto el de I. Estos  valores, sus t i tu ldos  
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- - b  en %2 y %2 j u n t o  con r = - - - _ _ ,  nos  p r o p o r c i o n a  los v a l o r e s  de  
] / "  a e  

a, b y ¢, as[ c o m o  el de h, p o r  ser  h =  

E n  el caso  p a r t i c u l a r  de  n . = - - i  r e su l t a  

%"= I -  2 ] ae-b*" ' %'= [ - 2  ae--b*'' P-4'°= 

l uego  el coef ic ien te  de k u r t o s i s  vale  

3 c'* 
= I ( 2 - - h " ) + / o J - ~  -4 ] 4(ae--C')" 

,a(2 i-h"I +~) 

3 h 4 
-i ~ [-" - (4 ~h'- - -  ;3h" + 6) I + h ~ ~ . . . .  0 

'2. 

es ta  ecuac i6n  t iene sus  d o s  ra[ces  rea les  va  que su d i s c r i m i n a n t e  es  

(3k" -- (;)" + 48 '~hz>0 .  

P o r  ser  r , ~> l )  debe  set" t >  It" - v c o m o  pa ra  I =  he ,,1 p r i m e r  
2 2 

m i e m b r o  de la ecuac i6n  en I ton!a  el v a l o r  --?,h:<O, l uego  de  las 

dos  rafces  h a y  que  t o m a r  s o l a m e n t e  la m a y o r .  
S u s t i t u i d o  este  v a l o r  de  I en [1] 

u h a 

~h ~ 2 e '2 e ( h b  ~" . . . . . . . .  
• ~ t~ I 

y d i s p o n i e n d o  de las t ab l a s  de  la f u n c i 6 n  U i n c o m p l e t a ,  se p u e d e  

o b t e n e r  po r  t an teo  el v a l o r  de  t~ -~. 

C o n o c i d o s  l,)s va lo r e s  de  I v h e, si l l a m a m o s  a I . . . .  s 2 se 

t i ene  2 

do  d o n d e  

e S *  a s ° "  - -  b 

a t - -  _ ~  , ~ . "  _~ . . . . . . . . . . . . . . .  ~- ___~ . . . . . . . . . .  
a e  - -  /) " a C  - -  b "  ' V a ~ ¢  

e , ,  - -  r 8  ~ 

z,? ( 1 --r"-; ~ % ! l - - r : )  ' ~l~ ( I - -  r-'! ' 

[ 8:  
k= 
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y la ecuaci6n toma la forma 

e* / x t  ~ r x y ; ,  y l ~  . ' " " z -_,le2 ~ ' " * e - ~ t  
I , '  0 , . , '  

. . . . . .  " t , 1 - - r ' k a i :  . a t a , ~  . % ] j ,  

No q, ueriamos terminar es te  trabajo Sin hacer u n a  aplicaci6n i~r~Ic- 
tica del mismo. :. , :"- . . . .  " . . ~ :. : " 

En el tratado "de estadlstica-matem~ttica :de .Risger; et T raynard  Se 
estudia el ajuste de la superficle normal  a la tab la  de frecuencia en '  
tre la longitud y anchura de. los hojas de. Hedera  Helix, Uegando 
a la concl,usidn de ciue no se ajuSta 1o conveniente. Teniamos la .  in '  
tencidn de ajusiar una superficie del tipo. que acabamos de esutdiar 
~ = - 1 ,  ya que este caso es una generalizaci6n de la superflcl e nor-' 
mal, y aunq-ae--ya--tenfamos todos los  datos 'prepai'ados con e s t e  
objeto, por no disponer de tablas de la funcidn 1", sin las cuales es 
imposible hacer dicho ajuste,, segfin acabamos de vet:, hemos tenido' 
que desistir y. esperar a una. mejorocas idn  pa ra  poder pu,blicar el re- 
sultado que obtengdmos mediante dicho estudio. 

T E R C E R A  G E ~ E R A L I Z A C I O N  

Si ponemos la ecuaci6n de la superficie normal e n. unidades standard 

• = 1 .. e-. ~ o_r,) !X:-~ rxyyy') 
2 ~ V i -  r* " 

• f 

• . . 

,~ s iguiendo el mismo Proceso de deriva¢idti, se tiene 

~ ,  x--  t-.,g " 
x ! - - r  z 

z y - - r x  

a y  = q - - - - - - z  l ' r "  

entre los cuales eliminando r se llega ,,a la ecuaci6n en 4erivadas par- 
ciales 

p" - q" + z ( p x -  q y ) . =  O . - ~: . • : 

Rec{procamente ve~.mos cmiles son las superficies de probabili- 
dad que satisfacen a esta ecuaci6n. 
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H a c i e n d o  z .=e  ~ se  o b t i e n e  

P e, ~ a u eU 3 u eU . . . .  e~" Pl q = = ql 
3 x  a y  

y s u s t i t u y e n d o  

P~: - -  ql" -~- Pl x - ql Y = 0 

H a l l e m o s  u n a  i n t e g r a l  c o m p l e t a  de  es ta  e c u a c i 6 n  p o r  el m d t o d o  d e  

L a g r a n g e - C h a r p i t ,  y se  l l ega  al  s i s t e m a  d e  e c u a c i o n e s  

d x  dy dz _ --  dPl _ .  - -  dqi 

2 p t  + x  - - 2 q ~ - - y  q , y - - p t x  Pl - q, 

E s t a  se r ie  de  r a z o n e s  i g u a l e s  es  i g u a l  a 

d x  + dp, d (x  4- ~,~ 

p, -i- x x + p~ 

la cua l  i g u a l a d a  con  la f i l t ima  d a  

d (x 4- p,) dq, 
. . . .  ; x - b  pt  = - rq, 

x -k Pl ql 

la cua l ,  j u n t o  con la e c u a c i 6 n  a n t e r i o r ,  nos  p r o p o r c i o n a  el s i s t e m a  

en p y q .  

~ q - P t = - - r q ,  1 

P l : - -  qt" ! P l z - - q t y = O  , 

\ r e s o l v i d n d o l o  se  t i ene  

x -- ry  y -- r x  
Pl = - ~ - - ,  q t  - -  

r ' - - I  r : - - i  

3", p o r  t an to ,  

u 1,' - -  r a g  d u -  x - -  r y  dx -~-  . dy  
r " -  1 r ' - - I  

de d o n d e  
1 

x ~" -- 2 r x y - ~ y "  -b b: z ]-f.e ~(t-r') (z*" 2 r z y - - k y ' )  
2 Ir ~ - -  11 

q u e  es  la in teKral  ' con c ~npLeta las  do.~ c ( m s t a n t c s  /~ v r. 
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Y, 

Para  qt, e represente una superficie de probabil idad debe ser 

por tanto, 

de donde  

-$o 

~ ao 3 '2 f ~  
I = K  e 7 d y  

1 = K ] / 2 ~ ( 1  " r'*) 1 7 2 ~ ;  

(x-ry) = 

e .~ ~ l - r ' )  dx 

y, por tanto, la superficie es 

K = 
2 x W  1 -  r-* 

1 1 
z = ~ e ._, {1-r') (x" - 2 r x y  + y*') 

'2. r. ~ / 1 - r :  

luego l a s t ,  perficie normal es la flnica superficie de probabil idad que 
satisface a aquella ecuaci6n en der ivadas  parciales. 

Tra temos  de generalizar  la ecuaci6n en derivadas parctales ob- 
tenida anter iormente ,  al caso de ser 

K ( p = - q = ) + z ( p x - q y ) = O  

Hac iendo  como en el caso anter ior  z . = e  ~ 

K (q~" - -  qt") + (Pl x - -  q, y)  = 0 

y la integral completa por el m('todo de Lagrange -Charp i t  nos la pro- 
porciona el sistema 

d'v dy - -  dp ,  - dqt 

2 ]~'Pt "+" Z - - 2  q~ - - y  p~ -- qt 

que por combinaciSn de la primera v tercera, esta serie de razones 
es igual a 

d x + K d p ,  d ( x  4- K p~) d ( z + ] ~ . p t )  dql 

K Pz + x x ÷ K p ,  x + K p ,  q, 

de donde e + l ( p ; = - - r q x ,  obteni~ndose el s i s t e m a  

K'(p , "  " I 
--  q~ ) + p t x  -- q l y = O  

x + K p,  = -  rq, 
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K x - -  r y  K y - -  r x  
q , - -  

r ~ - K :  P -- K" 

q u e  r e s u e l t o  n o s  d a  

P l -  

y p o r  t a n t o  

K x - -  r v  K 3 ,  - -  r x  
d u -  d x  ~- 

r" - K "  r" - -  K "  

K x" - 2 r x y  + K y" 
dy;  u = + b 

2 (r: --  K"-) 

y f i n a l m e n t e  
1 

z --  me .,(Ka_r0 (Kx2-2 rxy+Ky'-') 

que con  

bill  dad  

la c ' m d i c i 6 n  para (lU,t r ep re sen t e  una  supe r f i c i e  de p r o b a -  

r y  )~ 

I = m -,~ e - " ~ C d y  e 2(K'-'-rO dx ,  ,tl = 
o - r" 

v q u e d a  

1 
Z ~  .................. e 

"2 r. V r ( :  - ~ 

(K:  - r 2) 
( K x - ' -  2 r x y  + Ky-') 

ta trial  p(mi6nd() la  en la fo rma  

1 
Z ~ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ;:5 e 

r2 
• 2=Vf   'i7 _ i< 

l_ ( ~  e,..,y 

nos  dice que  es taml)i6dn 

F ~ , = ~ . , =  -'~v~\- y ,: . . . . . .  
K 

urn, 5uperf ic ic  n o r m a l  con p a r 4 m e t r o s  
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