SOBRE UNA GENERALIZACION DE: LAS CURVAS
' ‘DE PEARSON AL CASO BIDIMENSIONAL

-SEBASTIAN NAVARRO SAGRISTA
INTRODUCCION

El presente trabajo tiene. por ‘objeto la obtencién"de’ superficies
de probabilidad en forma correlatwa a las. curvas’ que obtuvo Pear-
son mediante integracién de .Su’" ecuacién dxferenctal N e

Asi planteado el problema en toda su ”gbherahdad se comprende
gue la solucién es mucho mas dificil y comple]a, Ya qhe, en Iugar de
una ecuacién diferencial de primer orden, nece51tamos ‘resolver un
sistema de. ecuaciones en derivadas’ parcxale hmxténdonos, por tan—
to, a estudiar algunos casos parnculares. L

Asi como la ecuacién diferencial de’ Pearson, para la obtencxén
de las curvas que llevan su nombre, se puede’ obtener medxan;e ge-
neralizacién de la ecuacién diferencial de la curva normal de la mis-
ma manera, mediante generahzacxén del sistema’ de ecuactones e
derivadas parciales a que satisface la’ superfxcxe normal se pueden
obtener otras tantas .superfictes de pr-obablhdad ool

Mediante una primera generahzacxén obtenemos la ecuamén

z=7a(1—-£—--"z+2my +1>0 ' r’<1
: at b ab

De esta ecuacién no se- puede obtener, como caso particu]ar la
superficie normal, pero las lineas de regresién_ son rectilineas, el
cieficiente ,r, es precisamente el coeficiente de correlacién lineal, y
la linea de regresién de la desviacién tipica condicional es una elipse,
v, finalmente, la kurtosxs tanto de la x como de Ia y, sélo- depende
de n.

Mediante una segunda generahzacxén obtenemos la ecuacién

ax?+ 2 bxy +cy?

z=ke 2 (h* + ax® + 2bxy + c*)®
con n+1>0, si h=0.
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Esta ecuacién tiene, como caso particular, la -superficie riormal
cuando n=0. Las lineas de regresién son rectilineas, y tanto éstas
como el coeficiente de correlacién son independientes de k y ' m, y
tienen la ‘miSma expresién, como en el caso de’la’ superflcte normal
y la kurtosis dé la. "o de 12y sdlo depende ‘de’s nio P

La dltima generalizacién la hemos hecho por. un procedumento
distinto a los dos anteriores, y de esta forma obtenemos una super-
ficie que es caso particular de la superfxcne norma] para valores oon-
venientes -de los parémetros.,_ N : .

Este método es general para Ia obtencxén de otras superflcxes de
probabilidad, ‘teniendo como meta el poder snstematxzarlo en forma
analoga a la obtenida para las curvas de Pearson

La ecuacién de la superflcxe normal es

. ) : x’+2ﬁxy+7y* :
: : z—-lce ot

de la qﬁe se deduce -

)
2 =—z(ax+sy)
Scc
: _ F)
e - ““az ?#?(Bx-h\'y)“
__.’ I T 'A‘” e L :y, . T

© sea
' 1°
——de= (aw+ﬁy dx+ ﬁxwl T;v)dy
y, reciprocamenté, la su‘perilae norrnal es la ‘nica solucién de esta
ecuacién, pues resolviéndola se tiene que para y constante .

y derivando respecto y »

-

1 22 R . AR

'7?:7_3”‘”’ 0, Betry=Brtol)  Tr=0)
2 e 2 I T - .
.q)(y):‘z_y-'*_k“ S le= —z-—x'-i—Bxy-{*?y‘—f—kx
es -decir, . , . : :

axt+283xy+1y?
2z = ke 2 REREN B
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Una primera generalizacién del siste_ma an'terior puede ser

3z
T——Zf(xy)
——z-=-—’2<9(xy) ‘
oy - . T

es decir,

- _1_dz ;_f(xy)'dznh_cp (x’y dy'.l

cuyo segundo mxembro debe cumplir la cond1c16n de mtegra)bxhdad
que €s. f! "? x* ) :

Asi, para f(%, y) y olx, ¥) polmomlos homogéneos de segundo
grado, y con la condicién de integrabilidad

3
—”=—z(a~c=+‘>ﬁxy +1y')
dzx L -
3 R ) . R L L
KA T Y N PR SN
3y . : ’
o la ecuacién . equwalente B ' ) c ; '. .

e eI L .y’)dx+<ﬁx+2m+ay=>dy

v resolviéndola, como en el caso anterlor, resulta

¢ . "‘ aX* Sy (BX+Iyy+2Y
z=Fe - 3 '

Y, en general, si f{xy) v ¢(xy) son polinomios homogéneos que ‘cum-
plen la condicién de integrabilidad, la solucién es. una superficie de
tipo exponencial de exponente un polmomlo tamblén homogéneo y de
un grado superior,

PRIMERA GENERALIZACION -
Consideremos como una primera generalizacién del sistema en de-
rivadas parciales al que satisface la superficie normal, el siguiente :
9z
——=—2"f(zy) I
9 x ¢ ’
5 m*1, f y=%x
x
——=—2"9(y)
oy -
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Hagamos m=1— 712—; fy)y v oolxy) funciovnes lineales, o sea

2 T @z+By
dx ‘ ,
3 1
-——z~=—z"n(§3x—}—*(y)
oy

que es equivalente a la ecuacién

1
—z " wde=(ax+By)dz+Ba+1ndy

que integrada, da para y constante

1 1

-1 . -
—2® dz=T{ax+ By dzx, —nz“z—s—x2+ﬁxy+®(y)
y derivando respecto y : .
Bat1y =Bz 0 (1), cb'(y)=—;—y‘-'—k,

T1
Y a N 1 o ., i ?
—nz ——_--g—x‘+5xy+~;—y"—-lcl, z———-(—é—x“—ﬁxy—?y’ﬁ-kl)

que pondremos en la forma

. x* ¥ 2rry \"
7 = =k _ S S L A
Fay) (1 a b* ab )

Esta ecuacién es la que vamos a considerar para nuestro primer
estudio. '

Analicemos, con toda detalle, la funcién de densidad dada con la
ecuacién anterior, y considerar luego los casos particulares que de
ella se derivan.

Veamos cudles son las condiciones que debe cumplir f(xy) para
que pueda representar una funcién de densidad.

2 2

Supondremos que—:—v—z—ﬁ— y. ——g—rﬂes una forma cuadritica po-
a b* ab
sitiva, es decir <1, y, por tanto, la cénica

z ¥ 2rxy
1=
a* b ab

©) © (xy) =

representa una elipse de centro el origen.
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La regx(’m de los puntos (xy), tales que ‘es’ z>0 vxene dada por

=y Qrxy L
a ¥ o ab
los cuales son los puntos interiores a dicha ehpse o o :
Por otra parte, para que pueda representar una funaén de den-
sidad denn ser . Sl

ff f\xy)dxdy —1
P - Cs (0) - . PP
Sean las elipses
. y3 -Drxy.

a’ + b’ ab

I—u

Y
¥y Lonalderando ‘como areas elementales las de dlchas ehpses, es

mzb (1 ——u)
RAS

1-—#[ u ds ‘Ikab fu“du
[/ 8 .

la cual, para que sea convergente, debe ser m+1>0

S =

luego

e tha e (n + DVI=F

m+DVi=r - =ab

.},

Por tanto, llegamos a la conclusién de que la funcxén
» -yt ‘ery
Y PR Sl AL
es una funcién de densidad, siempre que
‘w+1>0 - con P<l
v siendo

(n+1)V1—r~ _ ¥ 2ray
‘mab a ¥ - ab

k=



278 .+ .SEBASTIAN NAVARRO SAGRISTA .

_Fo1'md de la vmgerficie.—{—Cértan’,dq la: superficie
z=F ';—ﬁ—.—'ﬁ—l—m , <, n+1>0
at b ab J o S

;.

ocrtef

por un plano paralelo al 9.cy, z=Q, O<Chi<Ck se.tiene

- ¥ . 2ray

T i

1
A \z LAY A \o

1] — — 21 - — b1 — =
a(l k) b(l k)_ a(l k)

- . ' ,) . . -
que son €lipses homotéticas y de centro en el eje 2.
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Para’ n>0 st A aumenta Ios ejes’ dxsmmuyen.,
Para —1<n<0 si. ) aumenta los -ejes. aumentan.
Veamos la interseccién con el plano 26,

Se obtlene la curva

X A a R . e . .'v' -

" ' N g 1{—2 2 p i
P 2kn (I—i) , v 27c (1,___:1:7)>(’n la:’ 1)
3 .a S '4‘,‘ . @ oat o

az 2

. Lortando por un plano que pase por eI e]e 7 y formando el 4n-
gulo « con el plano zx, y toman_do como eje x* la traza de cste plano
con el xy, se tiene I »
. =«" COS g, E ;y=;x{ sen a

ivego - v ' B \ '

e

. i n
=7c(1 . b*cos’a + a*sen’ aubz 2rqbsenacosa x,,).
@

cuyo numerador es positivo »ya'que se -puede: poner en la forma
1 -\;
(a sen a — br cos a)’ + b‘(l - r’) cos o
iuego esta curva tiene. la mxsma forma que Ias vistas anterlormente.'"

Ca!lculo de los momentos ——Por la sxmetrla de la ellpse, respecto
deI origen, Se deduce que éste es ef centro de gravedad

El momento central de orden f+ g €s

—f f(wy)xfygdxdy o T
© - coo

|
AR o

v, por tanto, los momentos de orden xmpar son nulos. .
Pongamos la ecuacién de la funcién de densidad en-la: forma -.-: :

o= eff1- 157 (3T

Sean y, e ¥, los“:valore‘s de y deducidos de la ecuacién -de la elip-
se (C) para x constante, es decir,

RN

J——— . e -
Y TT / | . ll__ﬁ_‘_v __1_7 2
e A U il Eertt
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El campo de variacidn de la x tiene por extremos los puntos de

: . . 20
tangente paralela al eje y, o sean los puntos tales que —a—'-=0, lo
: : y

que nos da x=4 a

y, por tanto,
o l_".~;'r‘2.' a4 L st

-
K ey, S ey Jf N

a

Yier? ¥y 1—7° zqn
— ’ — [y _r=
”f,g_kf s xfdxfy, yg[(l at x:) (b a )] 4

Vi
Haciendo el cambio de variables %_ﬁ - Vl 1 —-nr= i
a a”
a .
T T Ay T
— ZpEH Sty =1 2 = 4 1] — — ‘2} — oy
(T kb j: N x(l e x‘) dxj_l[a pV Pk (1—p%"dp
1-r2
pero
—_— g g-v —
rz /_}—r‘ :J_ (g)(f_x_) u(_l‘r“z
[a ﬁpll a Z ﬁé v a il P

Para v impar la dltima integral es nula y, por tanto,

a

1
i=r et AT s g-23 aT e L n
= kpe+t xf<1-1—,ix= dz ¥ (¢ ’—“) 1= [ (1-0t) as
Le s a* - T \2v/\a a -1
Vice .

l-r

~

La dltima integral, con el cambio g®=u, es B(v+ %, n—{—l)

o sea la integral Euleriana de primera especie

a

1
z/3 -2y ey - n+v+ ==
2 kb 8 %‘2‘ g r : 1 Vir f+R—2v 1—-7* 3
== 1 > =) B{v+—,n+l x |—=—2z dr
i BB 0 ] [
que con el cambic 1—7 =1
a
9 f+g~-2v-1 1
kaf“ pEHL 48 /2 g\ . 1 e vt =
P'f,g= _———fEZ() )T 2 (].:7') B(V+—2‘, n+1)f t (l*ﬁ dt
(1_,’.2) 2 0 \=V 0

© LgitipEtiyE g/2 g\ . oo 1 g -9+ i
= — f+g+1 Z( V)T = ‘(1—7') B(V‘f"é‘, 'VH—I) [5’(—-——2-—-———-’ n+v+ 2)

a-ry = °
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¥y finalmente, en -funcién de la Eulenana de segunda espec1e -

f41 pg+1 . g/i' ‘--'9
Pg™ ke ?+g+1 . ;‘(gn+1) (g) g"”(1 r) I‘(H— )I‘&‘fﬁg«c) ,H-l)
Y (1_/’2) [} ] I‘( +'n+2) 0 2y o =7 . ' -J_;

y por_ ser n+1>0 se deduce que existen todgs - los momentos ‘de or-
den ‘par. Sustltuyendo el vanr de k resulta ' : P

~ afbg  T+®)
Fre” f+g
x (1-r% + P( 2

& f+g—9 v+l )

Z(‘;) E""‘(1‘r"'I‘<v+2)1‘( | 3

. “—:‘7

i—n+2)

|
De esta formula se deduce
at . b -

0T TR wmre T T R my
R T

abr C2 i -
R Yo (n 2’ 0T LA (kD ()

ey . Moy

Entre los momentos se verx.fxca la relac16n

En efecto e Poo

_afb L(n+2) rr(l)r'(fji-z) 'A

p’f,1=' f+1 f+1 g g’ 2
(1 =1 l( ) “F"?l+2' : ‘

) af*t T'(n+2) 1\ /[f+2\
p.f+, - as ——— I‘(_. I‘( )
b = F<f+l+'n+2) 2\) 2

x(li—7

O

* b : .
LI L v por ser independiente de f debe ser

y por divisidn
Moo ,
zlf, 1 p‘x,l

P‘n-x,o
Coc¢ficiente de correlacion.—De las férmulas obtenidas anterior-
mente para los primeros momentos se deduce que :
Mo
2 ————
V L }10’ 2
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es decir, el coeficiente r de la ecuacidn es precisamente el coeficiente
de correlacién lineal.

Funcion marginal.—La funcién de frecuencia marginal de la ~ es
. Y2 .,
fi (@) =f {(xy) dy
Ag

que, con el cambio de variables visto anteriormente para la obtencidn
de los momentos, resulta

a

Vier '

Andlogamente, la funcidn marginal de la y seria

de rango —

1
e ne -

— [in+1 — 5 :
f:(y)—-——/mV:-wr nt <1-71 ‘731"")

M)

de rango — - 0o Sy e
V- V-
El centro de gravedad es el origen, v los momentos impares nu-
los. El coeficiente de asimetria e¢s nulo v el de exceso es

que s6lo depende de n v teniendo ¢l mismo valor para el de la x
vy de la v. :



SOBRE UNA GENERALIZACION DE LAS CURVAS 283 .

238y por st m 10

Dé esta férmula se deduce que n+1—-
se debe cumplir la condicién

—15<T<0

*

Funcidn condicional—La funcién de frecuenma cond1c1onal de ¥y
sobre x es

- o [lxy)
f(y/x) = i (@

El centro de gravedad esti ‘clad(ﬁ por la férmula

cuyo numerador es

yf(xy)dy = lcf

’ 1—# y . rz\'P®

1- (L - 22Y] 4
i [( “at 1) (b a)] y
y con el cambio de variables ya utilizado

‘Jb,——‘ﬂ =‘P"|/1-— 1,.—212 z*

a

A4

se tiene
. 1 -
. ! re 1—9 1= "y
=kb“4/:-1 —;—-l—P 1-— p xt 1~ g - 2% (1~p’)“dp=

: 1
2 e — n+7 1 ’
_ e (1— 1 ag’z.xz)\ A —erde

a -1
0 sea
‘ b
_ bz filz), luego m(x)= L
a L a

Por tanto, la linea de regresién de v sobre x es

y=—=z
a

es decir, la regresidn es rectilinea ¢ independinete del valor de #.-
) g
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Lo cual es también consecuencia .de la relac16n que exxste entre los
momentos :

b4 .
i,

P“f, p'1. 1

T p'2,0
ia cual es precnsamente la condxclén para que la regresién sea rec-
tilinea. o , B
Anélogamente la regresiéon de x sobre y es .

r=—13y

b,

El punto de interseccién de la recta y— ﬂgr; con la ehpse (C)
puesta en la .forma ' a

(o= L_gﬁg"___o’
( a* b a E
1—9’2x

. =0, 0 sea w=+ 2

a - Vi-r 4
€je y; por tanto, las rectas de regresién son los didmetros conju-
gados de los ejes coordenados respecto.la elipse (C).

es 1—

que es la tangente paralela al

La varianza condicional de y sobre x es

jy (y - %-. )2 f(zy) dy
¥y X . :
f, (@)

D*(y/z) =

Calculemos el numerador mediante el cambio

2 _ Tz _ _1.'—72 8
b a _PVI &

y se tiene que es igual a : '
¥ rz \*1°
Y = Al dv =
o

-

: 3
N — 2 ﬂ+? 1
=7cb3(1— 1-r x‘-‘) f (1 —pRdp
r .
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es decir, A _

. - ‘ P : o
o 0 Xt Y - IR .
=’?b’<1 ——;?—x’) B(—é‘ft""*‘ 1.);;-7; ,
- kb* Vilint1) ( 1= a;;‘,)fif,:_ :
== | s -

2T (n + ) ¢
luego :

. (‘"% _:_) .

| -
2 [ . B ~'(1-—- a* x)
Platg)t

D (yfz) =

y finalmente

. . _ :.4
D* (y/) = ; b+3 (1_ 1 a.r’w,))...

La linea de regresnén de la desv1a016n tiplca de y sobfe % -es,
por tanto, I -
S 1=, '
= 1- )
7 2n+3 ( et ) :

es decir, es la elipse referida a sus ejes de ecuacién

@ ¥
a® + b

=1.

Traslademos la y (o sea o) péralelamente'a. eje y a partir de la

recta de regresuSn de y con w que tomaremos COmoO nuevo e]e .
br @
Se tiene z = cosa tg a= " luego ‘cosa =

‘a, : '; . "“v Vaz-}—b" :

v la ecuacién de la e]xpse referlda a los nuevos e]es o Yy es

x'% cos’a ¥y > -0
& —+ b =1 a:+bz= + = pt =1

1—7° 2n+3 l—r 2n+3

la cual nos da gréflcamente el valor de la-o- llevada a partir del cen~
tro de gravedad de la distribucién de y sobre x.
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Ya vimos que en la elipse

2t .y 2rxy

-(C : LLE i
(). a‘+b’ ab:

el eje y y la recta de regresiéon de y sobre % son didmetros con}uga- '

dos, luego su ecuamén referlda a estos ejes es :

z'* T
a®+ b + B
1-+% .
luego aquella elipse y ésta son homoldgicas afines en direccién al
eje y, v de eje la recta de regresxén de y con x.

 En general, el momento de orden h condicional de y con x es
Y2/ . brx\b_, .
f (y-*—) f(zy) dy
Y1 a
fi (@)

cuyvo numerador es, efectuando el mismo cambio de variables,
h+1

I—7r? N7 ' et n
= 2 kbt (1— N x) foph(l—p’) dp=
1—r N5 Rl
=kbh“(1_ '—21‘ xg) .2 B( , n+1)
o a 2 .
h+1

_an 1
r (n'—i—

at

T'(n+1) TN - P
252
2
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iuego. el momento de orden h vale

bh (h+1)( %

FUREN.
Vit - k )

Como caso pamicular se tiene:

. I‘_(n_—}—-;) S K
momento de orden 3 3 =7 '(1_ _1__’"_’.:'90:)%‘ -

Vzlmn+3 a
5 3 )
D) o
momento de orden 4  po ‘2 _ 2 (1 1 __2,,: x’)z
VzT (n+ %) @

~

Por tanto, el coeficiente de asimetria vale

b r(n+2) o ._.-..,,(?..‘"f?)fr(”J’ 2), i
Velm+3) @u+3 Vzil+3)
v el de exceso \ .
y ]‘(~2)F(n+2). B . 3@n+3r
— 7y  (@n+t3) h 5\( .3\
VErfes) {(+3)(3)
es decir, ’ ’ .
~6_ _,
2n+5

y también sélo depende de n.

Cdlculo de las constantes.—Puesto que en la ecuacién de la su-
perficie
. » 2 . n
RPN PR S LA
a* b* ab
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entran las cinco constantes k, a, b, 7y m, necesitamos cinco. ecua-
ciones para determinarlas. Vlmos que los cmco pnmeros momentos

no nulos tienen por *valor

brab =+ DVIZR by =oim s
’ s b » ] ey
R TR T R TR TSI
- | : 3at ‘ : .
. Pa0 —- 41 - 7 (n +2) (n+3). Y
Ya vimos que : o . .
P11
e \{ . VPE,O lo,. .A
por otra parte - Pao _on+2 . luego n=3 _Eg_.g:_gi:ﬁ_
3o n+3° Buz, — iy,

Sustifuyendo en la primera ecuacién, estos valores y el de a'. b, de-

ducido del valor de 2., Se tiene
- 2p— 3‘%0
2 o Yot T B

Finalmente, de la segunda y tercera ecuacién se obtienen los ‘va-

lores de a* y b®

az____ofﬁo(pvé”"o “P‘f,) b= 9 P‘-to(p‘z»opon p‘h)
P'02(3}’"20 PM) - P“2,0( ll2,0 p'4,0)

Pongamos la ecuacién de la superficie en funcxon de n, 7, o ¥ o2

Se tiene
=202 — 1Y) (n+2 b’=2c,’(1—7‘)(n+2)
y ademis : :
. mn+DV1i-—r _ 41
% ab 2nalc=(n+‘2)l/1—r‘“'

quedando finalmente
z_ n+1 SRR DU £
rqcz(n-'r?)‘/}——fz ] _.\1—7‘)(72-}—2) G* 5, o,

)

2rry ¥
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ecuac1c’>n usada por Pearson en «Blométnkan para el a]uste de algu-
nas distribuciones. S

Elipses equz?mbables —La proba;bxhdad de que un’ punto esté en
el mtenor de la elipse ,

e 2 P ery __ R

(E) ' + bz : ab’ =1 u

es N ) S

P= ff flxy)dedy .
(€) '

T ab (1-u)

y tomando como areas elementales las de- dlchas elipses es s=———
luego L - Vi-r
1 \ ‘ L
P= l"f u d x kab f uPdy = xkab (1= wm
VI . (n+1)V1— o
y sustxtuyendo el valor de k queda fmalmente » .
P.—l-u oy

l

Para un dado valor de P es n= (1 p)EH | con’ lo que queda‘

definida la elxpse (E). :
1, e .

Para P= 1/2 se tiene m= =2+, el cual define la elipse probable,
es decir, la elipse tal que existe la .misma probabxlldad de que un
punto sea interior o exterior a ella. '

Para proceder a las coinprobaciones expenmentales, basta drv1d1r
la regi6n del plano interior a la elipse (C) en diez regiones de igual
probabilidad, para lo cual basta hacer en la’ relacién -

P=1—u, P=  v=1,2,3 ... 10

a las cuales corresponden las elipses de pardmetro
. 1

N Y
={1—-
w=(1=55)
debiéndose verificar qiue en el interior de la prirﬁera elipse v en cada

una de las nueve coronas restantes debe haber la décima parte del
total. -
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Casos particulares.—Para n=1 la funcién de densidad tiene por

ecuacién

: oy 2 rxy
2=k(l——F—"F4+—7
( a b + ab )

-3
n+3

y el coeficiente de exceso por ser v=

condicidn que debe cumplirse para que la distribucién pueda ser d

este tipo.
Para w=1/2 la superficie es el elipsoide

2t 2
42
~

z 2 ray
+____._.____

. " =1
b* k* ab

y las funciones de frecuencia marginal son parabolas

kxbd 1= kra | — 2
( == e———— —_—— = —
@) = =3 (1 e ) 9= (1 .
y el coeficiente de exceso es v=— % .

Para r=0 es

x.‘. 2\0
Zz = - __—.y°
~* b.-

En este caso no hay correlacién entre las variables, pero no

independientes.
Para n=—1/2 las funciones de frecuencia marginal son

f(xy=kb=, f.(y)y=kan

es decir, son uniformes.

SEGUNDA GENERALIZACION

Siguiendo nuestro estudio, consideremos el sistema

dz . 2 —hyim 2ax 4+ 2by )
— e —ax — ) e e s
ox ) h* + ax® 4 2bxy + cy*
2z 2bhr + 2cy

= 2| — by — cy _{_ "~ ,,,o_._j—__,._-’}_, =
Sy b+ ax® + 2 bry + ey

3
es en este caso y=~—-—

4

a
<

son
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el cual .constituye‘ una generalizacién de las ecuaciones .a‘ que. -satis-
tace la superficie normal y comprende ‘a; xésta .como.. caso: partncular
para n=0. .

Este sistema es equlvalente ala ecuacnén

2a:z+2by
d 1.
K+ az’ +2bzy+cy’) ‘”+ 
- 2bx+20y - d
h’+aa:“+2bxy+cy’) 7

dz—z(—ax-—by—l—'n

+’z( bx—cy+n

la cual cumple la condlcxén de 1ntegrab1]1dad
Integrando para y constante
de

L — ='(”— ax — by+n
2

Qame-2by. .\ x
h:+ ax® + 2bxy + ey )

z . . . R
Iz =— % — bay 4 nl (B + az® + 2 by + eyt gy

derivando respecto y o
2bzx +2cy

— bz — =
* _cy+nh’+aa:’+"bzy+cy’
' : "9bx+2cy e
= — b ) Lo
x+nh’+a:c’4-2bxy+ +<I>(y) :
T yx . .
<I>’(y)——-cy, m(y) - &, ——2—
luego Lt e B - S SN At S I

ax® + 2 bxy + cy

Py +l(h2+ax”+9bzy+cy)

lz=1 —

ax’+2bxy+cy? -

= f(xy) = ke 2 (B + a2 + 2 bzy + c5)”

Esta ecuacién es la que vamos ‘a estudxar como, fnnmén de densi-
dad, y segin ya dijimos constituye una generahzacxon de la superficie
normal y comiprende a ésta para n=0, luego en todos los célculos
posteriores que obtengamos, si hacemos n=0, debe eliminarse h y
debe obtenerse el valor correspondiente de la superficie normal. .

Supondremos que ax2+2bxy+cy €s una funcxén cuadrétlca posx-
{ivd, es decir, : L sl ST

ac — B> 0 a‘">o‘" f‘i"5>“0~ -
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Determmemos k para que aquella - func:én constituya una. func16n
de densxdad para lo cual debe Ser - . ..o i S

o x'+2bx +c1 .
kfj S (h’+aa:’+2bxy+cy") dxdy—l

Consid_erando como’ 4reas elementales, las elipses

x(u — h?)

B ar +2bzy +Fot=u @ S =t
Vac—bt

se obtiene
b : R
2 w _ B . L . ‘—‘—“_ : ) .
_l‘.kL____' e Towtdu=1 k= Vﬂe_ L 1
Vac—bt ™" ’ : o o B
R Te® j;,e 2w du

v designando por . .~ . - %

Cpen Vaw
-I“=ﬁ: e 2.y du ) k=‘—;‘——

—

~re? I,

para n=0 es_k.=b§c_.—_bﬂzque coincide con el de la superficie hormal.;

.

| L.
I,,=f T Ut du
h? .

es convergente para cualquier valor de n- siempre que h=0.

‘En efecto _ O ,
® -3 n+2 s
e 2 -u
Y =

La integral

w
a ; .
Para n+2<D la funmén e —“’_' u™* es constantemente decreciente,
pues su derivada es ‘
ui X unﬂ - -
e“‘z‘["—- : 5 +(n+2)u“+‘]<0

. u - ) .
y; por tanto, la funcidn. e:. 2 -%™* estd acotada en el intervalo-h’®o.
Para n+92>0 dicha funcién tiene un miximo para w=2(ni+2y>0

y, por tanto, estd tamibién acotada.
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- Para. k=0 es.

Q=Lff?u&rﬂwrm+n

y, por tanto, es convergente para n+1>0 S
- Respecto al célculo de I, se tiene que para h=0 su célculo de-

pende de la funcidn Eulerlana de prlmera especxe, la; cual -eSta ya
tabulada : o .

oy * ’ B
Para h$0 y n_—‘)__l sxendo T, entero ¥ posmvo, vamos a ver

que el célculo de . I, ‘se puede hacer mediante la tabla de la x* de.
Pearson. : :

En efecto, se tlene ' . o ' o : I
1 @® _i _r__l.r = 1 } ® __u.
— 2 N ) .. S n
P=P (>n’)= T _L: e ®z u,d:.z—'2““ I‘(n+1)jl:’ :utdu
# 1(3)

luego I,=2"* .T'(n+1).P, y siendo P= Prob (x’>7b’) y calculada
con 2(ni+1) grados de hbertad y entonces k toma, la forma Do

Vac——bz
2 2n+1 I‘(n+1)P

Ic

En general, para h#0 la mtegral I, viene determmada por la
funcién T’ 1ncomp1eta

Resumlendo la funcién

__ ax*+2bxy +cy?

2

z= ke (h* + ax* + 2bay + 08" o

es una funcion de densidad, si h30 para cualquier valor de n, siendo

) YAPVRNTE
ac—b
k= L
P e - u .
e [ e . ?-uldu

h:
v para h=0 si n+1>0y entonces

V ac — b*

kzzMnPn+n
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Forma de la su;berfwze ——Cortando -la superfxcte per- el plano'
y=0 queda o '
ax? A o T ax’ :

z2=ke *® (h’«l—az’) a>0; Z'#_Zéqé ) h’+am’)“"x(2n—-h’-—am’)-

=
. . RIRAN .

Momentos.—Por la simetria, el centro de gravedad es el origen.

Desxgnemos por . los momentos correspondientes cuando es b=0.

Tenemos, pues,

axt+ery?

f Y N s sdndy. -
Haciendo el cambio
= 1 .écosw "”'y—- 1 péen w :
' VZ'— ' Ve
: ~ 0P P ot odpde =
Poo ™ z Va ff ( + P P o ‘ g

2x ®© o
S - f cosodw f ;le“?(ih":f:Pf)“ pde -
a,Va,c, ° o . .
vk o _ o n
o= = [T O
! a Vac o .
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y finalmente con el cambio h*+p*=u
h?

kﬁeZ j'ao "uT

oo = S o e
24V ac Jn

] t2m+D [Tt du
dh?

T = 2R ™% £ 2(n + 1) I,

oo kR Eze® T, 2+ 1A
e T, v — 9 .
al/ao Vac 2a

v teniendo presente el valor de k

y,2

2(041) L )t
" =[k7th +2(n D h]l/
ac 2 a

y analogamente

+..
Va' ¢ 2

’

‘L' __[kﬁh“n“) 2("'_{_1)__;,!} 1
on = e T e

i
¥ =0

Con el mismo cambio de variables hecho anteriormente, se tiene

+®
~ a'xt+c’y?
W=k [fe : (h*+ a' ' + ¢’y 2 dx dy
-

2= o?
, k

® i
T ey ) [ cos* wdn)f e YW+ oido
) a*Vae o0

"

3kx = cn s
M= e S ¢ Ao dp
3 4&7«,“/&’(3 JO



SEBASTIAN NAVARRO SAGRISTA

296
y haciendo h®+p’=u
n?
, Skre? f‘“ — 5 a os
]L40=~————_“_— , € W (u——-h"/“du,:
’ 8a*Vae P
h2
__Bkme?
8a* Va' c

mediante la integracidn por partes vista anteriormente, se tiene

(In+z — 2R Iu+1 + K In)

h?

[=2h"¢ 2 £ 2421,
h!

Prom + DI,

— 2(N+1) -
I...=2h e

tuego
L -k
2R e 2 L4 (n+ 2R e P+ 4w+ D+ 2],

Ir\+‘.! =
h?

y, por tanto,
Te— 2R, + AT, =2R0 g 2 (Qp 14— j3 +
+Mdn+Dn+2-—-r)+rI1,

y finalmente, teniendo presente el valor de k,
knh:(ﬂﬂ) . ‘(, 2___]2 ,4 3
»———~(2n+4——h~)+("+1) n‘)+ z)A_*_:L)_]_"

2 8 }a®

1Vace

y analogamente
k = hﬁ(ﬂ'!'l) .
—2n+4 - A+

P =[
: \Vae
Veamos, en general, cual es la relaciéon que existe entre estos mo-

P

m+Dn+2—0) K] 3
B * 'sﬂ]

1 .
nsen w,3e tiene, en

pcosw,y
Ve

—_
]

mentos del mismo orden.

Mediante el cambio x=--
V a

a xt+c Yyttt Vdx dy

general,
+ o " N
— _n.’x-+c'y-
' 2 e .
!LEp,24[=k// € ) (h T
-0
p'..'
PRI R IR L SN
(h*+0%)%0 &

,c 2x
- ap 24
f cos*wsen®*wdw / e
0 JO

}1-'7 et
2p,< ’ X )
P24 a'? e l/a e
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.y analogamente

. i k YT S ' o T ql.—ﬁ—-, ) L -
Popizgtqtg — { . cos™PrE w;sen”"”“'”f e - B (BP+phrptiiad
' ™t sV g, R et

y por .divisién.

cos*’wsen*?odw

- Popeq _("')g “Jo - _('d')g‘ " Liep,2q

. é' 2 E . I ¢ '2 _»-.
P-2p+2g-,2q-2g - ( cos?PHE @ sent e d w Lip&- g,'gq.zg
(i

.

Siendo : , _ .
. X I . 2P+1
g cos?PHw’ . .
L°p, q——j cos*? asen 'qg)dmz—-f sen"q‘m:d —_—=
2p+1.
2qg—1 p2= o 0t
==t cos‘p’“ wsan'q *odo
2p4+1 Jo

.

v de esta férmula se deducen las siguiéntes

. 29g—1
L? p,? q = —q—“-"I_m 1{+2.éq-2

‘2'17-*71
993
L2p+2,2q—_ = 2; + 3 L2p+},2q—4
, . 9g-2¢4+1_
~L2p+2g-9,v2‘&-2g+2 = 2§+2§_1 Lopieq, 2q-2¢

v, por tanto,

Loo. _2¢-1)(2¢—3).. (2q—‘)g+1) Lnpergsere
T o+ 1)2p+3) ... @p+2g —1)y o q._-g

v sustxtuyendo este valor

Fipod | @g—D(2q—3r...2q—2¢41) (L)g
Piprs 2ace | @P+D@p+3) ... @p+2g—1)

y analogamente

Mepsa  _ (2p—1@p—3...@p—2¢+1) (L’)g-
Popog earte  (2¢+DQRg+3)...2¢+2¢-1)

105 ahora la relacidn entre los momentos de distintc orden.
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Segin hemos visto ya anteriormente
o _ n T tp 3q’ 2 (P3| of\R o2P+2G+1 R
Pop tq,n— o gt j; cos'’ ® sen @dmj; e (h +‘P) P ; dP c

pero se tiene QUe _-
2x ' 2g-1 2x

f cos’Pwsen*?wdw = coswsen?odo
0 : 2p+q - C

y por ser

- L
2

. _# - o o
[; e ‘2 (hz + PZ)n Pzp+zq+1 d p= ./; e (h: + Pz>n (h:+p:_ hz) P?P-ﬂq—l dP

___f 2 (hl f_ P))H-H 2p+29-1 dp — sz‘”‘ p! (hz + pz)n é:pnq—x’d‘é e

_ y sustituyendo

* -
2

_ : o o -2 . '
ST > f " cos™ wsent o do [.[ e % (RM4p7HptPHadp
0 Jo.oo

BXGR o A(ptg) APyt

v

— K f e *(A+pY p"’*’q“dp] '
0 - .

es decir,

1 2gq—=1 ( k, 7 P
Map,2q,n ~ ¢ 2 +gq) (kn+l ep,2q-2,n01 —h P‘?D,M)

Segtin vimos ya
Vae , o _h
—~—=— Lu=2 *® RO L9 4 1T,

xe? I,

k,=

y sustituyendo en la segunda el valor de I en funcién de k
™ e
_Yace _,, TR 9 ) V”
xe? ko - 2 k,
" de donde

2 T h’(ﬂ+1)
kn+l - Va'c
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Asi para p=0, q=2

' 3 }2 ’ 2 s
fo,e = 4¢ ( A il Mo, ne1 h ‘lo,e,n)
: N ‘

WU B A TR TOT e S
o gt 7»( Vae 2

_ 3h | kym AP " 2(n+1)—h”)
( Vace ' 2

+2) = &° 3 Pi2n+2—hrY)

2 Set

tVae 2 8

. k, = REOHD ) . n+Dn+2—5r%) Ay 3
woo= [——5‘—-»*'———- 2n+4-=2p+ ( ( ]-—
e

conforme obtuvimos anteriormente.

Mediante estas formulas, se conocen todos los momentos cuando
es b=0.

Hallemos los momentos en ¢! caso b=30.

Girando los ejes coordenados hasta hacerlos coincidir con los de
la elipse

ar® + 2bxy + ey =17
las férmulas de transformacién son

r=Xcoso — Y sene

¥

v =Xsen9+ Y cos¢
con lo que aquélla se transforma en

a X4+ Xi=v
siendo

a'=acos’s +bsen2v + ¢sento
¢ =asen*9 —bsen29 + ccos* v

de las cuales se deduce

25
a—¢

a ¢ =qge — b, tg29 =
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Efectuando, pues, aquel cambio de variables se tiene

_ axM2bxy+ey?
=k ff Y (R 4ar+2bay+ o) Pdrdy =

~ a’ Xf+c Y?

ff T (e XYY" Xicose—XY sen "‘9+Y cos’p)dXdY

-

o= COS PR, | + sen®o oo

y sustituyendo los valores ya calculados de u/,, ¥ .,

[ Ex pron n 2{n+1) — h”, ¢ cos®@+ a'sen’ @
Vae 9

Si en las férmulas de transfromacién hacemos X.=sen g, Y =cos ¢
se obtiene x=0, v=1, y como

p’ooz

-

ot

ac

a X +eYi=axt+ 2bxy + oy
resulta
Lo @ sen’e + ¢ coste=c¢

quedando finalmente

1o

ac — b*

k= pAOF0 2(n+1) - h® ¢
e [ 252t
! Vac—-b‘

I . .
e que coincide con el valor corres-
ac—b*

pondiente de la superficie normal.
Anilogamente resulta

k= p2B+D 2m +1D —ht a
:J.O a Ii. + J
i Vac—¥ 2

Efectuando el mismo cambio de variables, se obtiene -para la
covarianza
ey

=kf e* : R+aX+e YV (Xsenwcos 9+ XY cos 20 —

Para n=0 resulta u, ,=

ac — b*

ax?+2 btv+cy

T (B daat 42 bxy + ey xydady =

\‘|8

N
w
:
(]
e

|

Ly

— Y®senvcos 9 dXdY
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. . Ex A 9(n4-1) =k (c'—a’) sen P cos @
o= g, — Ity ) Sen @ cos @ = [ 4 ]

Va' c’ 2 ac
pero

1

(¢ —a)senpcos® = —sen222(— aqcos29 —2bsen2@ -+ ccos29%) =
5 : : : .
-

1 . ..
== —[(a—c) sen.29 cos 29+2 b sen’ Q0] = (26cos“2<p+2bsen'2?)=~b

con lo que

1 I 2n4+ 1D =] —b
nooo= | - -
S Vac-b* 2 ac—b*
P ac - b o .
ara m=0 es yu, , = ——- - que coincide con el correspondiente de

fa superficie normal.

Veamos una relacion que existe entre los elementos w” v los p.
Se tiene

ax*+2 bxy +ey?

Yoo = ff r (B 4 ax® + 2 bry + " 2V dx dv
0 sea
+x
. a’ \ fu__\_f
Bypo= /uf e 2 R+a X:+e Y9 Nceose—Ysen2)¥rdX dY
i~

2p 9
2 vz p 2PV rY " .
(Xcos@Ysen’?)“”=E(—1)v( )Xp Y cos*Prosen’ s
Vi

v=1(
v teniendo presente que los momentos impares son nulos

a’' X?+¢' Y2

Mop0 I»Z(O )cos’f""“osen""@ [f T B 4a X+

v=0

p _)
) o 2 p=2 2y - ey 9 w9y 2 ’
Lo VXM YTAX AY = ‘( p)cos-‘v 20 sen’’ @
1o,

¥ o2, 2y
2

v=0
Por la relacién que vimos anteriormente entre los momentos del
mismo orden, se verifica
1.3....2v—1 a’ \) ,
2. 9y - -] P,
U2 p-2v. 2y {»21)_1\)(219__3\ p_:))_l_l / 2p, 0
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y por ser
Qp) 1,3,...2v—1) A
(2‘, @r—-1@p—-3)...Cp—2v+1) (a)
se obtiene
, -~ (P 2p-2v 2y a’y
P'epozp'ﬂ’oz“( )COSD ¥ sen (P(_) N
] ’ V=0 v . C
a’ ? ;
=1y, o<Cos:‘?+ o sen’ ‘”) = -c?f)o (¢ cos®e + a’sen’ o)

y como ya dijimos que ¢’ cos® +a’ sen® p=c¢ queda finalmente

En particular

y sustituyendo el valor de p’,, ya calculado

3 "k pin 3¢ [n+Dn4+2—h% &
- AL LIy P B £
4,0 4 (a, U,)c+.5 (2n+ )+ (@ C')z [ . 2 + 8 ]
0 sea
[ ko B o, m+D(n+2—k) LK'7 3¢
n B —— R ok S A R + —] —
“ | 4V aop 2 8 | (ac—b%?
Para w=0 resulta p, = ——E—C—- como en el caso de la superficie
{ac—b*)

normal.
Coeficiente de correlacion.—E] valor de dicho coeficiente es

M
o= —o

100!07

Il 2
Vac

v en nuestro caso

es decir, independienteé de h v n, teniendo ademés el mismo valor
que en el caso de la superficie normal,
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Funciones marginales.—La expresién de la funcién marginal
la x es

fi(x) = j f (@) dy

0 sea
® ax? + 2 bxy + cy*
f(x) =k_/:-m e K (h*+ az® + 2bxy + ¢ dy
Haciendo
ac = b° b

¢

=d, ax® J,— 2bxy -+ ey’ = (y Ve+ x) + dat®

Ve
v efectuando el cambio de variables

y Ve + Vb_ x=V R -+dz*t

c

‘.lf," h? + dx?

DA _ © TR b
filz) = -:—/"-_—— e Ok + (l:lr:"’)m‘é ﬁ e 2 (L& dt

que es la expresion de la funcién marginal de la X. Si hacemos

Y ___11’+dx2 ¢
?(x, n) =_/(; e : 1+ 6" dt

que es la integral de Laplace, resulta

dx?

Lo =25 T b o m)

T Ve

303

de

Expresién andloga para la funcién marginal de la y. Para n=0

kVT).: _dxt

resulta f ()= ——==—¢ * que coincide con la correspondiente de

Ve
la superficie normal.

Regresion.—La regresion de y sobre x es

j: LY flxy)dy
Y T
1
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siendo. e} numerador

= _ petstbxysey '
ﬁyf(xy)dy kf ye F ,(h‘+az +?bxy+cy') dy

que con el cambio anterior se transforma en.

® o - n+§ VT
yf(xy)dy = é B (lc’—i—dx’) [—-————- '
[ootendr=spme L7
: : aw
b __h’+dx', . b lefT N -
——&—xJe 2 (1+t) dt (-;‘Z‘)‘—{/—E-:—'(hs-*'-»l

nal @ bzt b _ o
+ da?) 2£. e °? (1+t’)°"dt\=(’—-"-;—x)f;‘(x):'—

luego m,(x)=— —I;— x y .énélog'amerite .m(,_,(y)=——' —Z—‘ y; por tantc’;,‘ las

lineas de regresion son independientes de' h .y n y son rectilineas,
teniendo ademés el mismo valor que en el caso de -la superficie
normal. : :

'Varianza condicional.—Su e‘x‘presi()n es, en el caso de 'y sobre x,

[: (y +———x) f(xy)dy

D*(y/z) = @

Efectuando’el cambio de variables visto anteriormente, se tiene

i = e 4TI o v 2
. . . ~® A R . . o ¢
ds? _h4dx?,

n' 2 '._—' n+
+dx=] dy= —2F T (i) %f T Y epn £t
eVe -

luego
hi+dx?

T2 . 2\0 g2 .
h“-l-dx‘ '/0‘ € A edt

¢ Cpe b,
N 'j(; e * (144t

D*(y/z) =
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que puede ponerse en la forma, en funcién de la integral de Laplace

D* (i) = B+ dx® [ e, n+1) 1]

¢ oix, n)

v

) 1 _
Para n=0 resulta DD*(y/x) = — que coincide con el valor corres-
¢

pondiente de la superticie normal.
Elipses equiprobables.—Consideremos las elipses
(k) Pt ax®+ 2bxy + e = u

La probabilidad de que un punto esté en el interior de dicha
elipse es

ax*+ 2hxy +cy?
P= [[F) e : B+ ax® + 2bxy + ey dx dy

v considerando como dreas elementales dichas elipses como hicimos
al calcular el valor de k, resulta

v sustituyendo el valor de k
v u « " © _n
L e *u'du '/;z e *u'du ~j; e *u'du

» 2 u

_u o U
P n ERR
e " u'du f u'du
/h“ h? €

quedando finalmente

X u
/:l e Tu"du

2wt du

i 8
o
!
=

Para un dado valor de P, podemos hacar el correspondiente valor
de u, el cual, sustituido en (E), nos define la elipse tal que la pro-
babilidad de que un punto est® en el interior de ella es precisamen-
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te.P..En-particular, para P=1/2'se tiene la elipseAprob.j;ble.\_Haggend;gj

v C '
' - P = 10 ) . vv.= 1’ 2,3 ..“. -)10‘ I

obtenemos dlez ellpses tales que la probabxhdad de que un punto_

esté en el mterlor de cada corona és precnsamente—-l—- lo que cons-.
tituye un método para comparar con la précnca ’

En el caso de quen sea de la forma n=-1.-1, siendo.r;éntero
y positivo ya vimos que 2 R

o u ' - V o S
‘ ./:: e PWdu=2"T I+ P L

siendo P,=Prob (x*>u) con 2(n+1) grados de hbertad
Por tanto, si es P,=Prob (x”>h2) ‘resulta
. P _
P=1-—L . -
RS Pz cote e a0 "7'.\‘3' o

'

y la distribucién de la x* de Pearson nos proporcxona en este caSO
el valor de P, conocido u y rec1procamente ‘
Para h=0 resulta P,g:'l‘ y entonces .

P = 1 — Prob (X’> u) = Prob < u)

con 2(n+1) grados de llbertad En general;’ eI célculo’de P depende.
de la I' incompleta. v

Caso ?aﬁzculaf ——El caso particular b= =0 es mteresante ya que las
férmulas obtenidas se simplifican extraordinariamente.. Nuestra fun-
cién de densidad es entorces’

ax’+2 hxy+cy?

z=rke 2 (ax® + 2bxy +e9)*
con L '
l/' ac — b
Pty "H1>0

‘Haciendo Iu‘=‘O en las férmulas obtenidas para tos momentos re-
sulta . S
ero S D) amd D). _BatDhm+e

= =

. ac—Dbt oE ac—b* - 0.7 2 (ac — b%*
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y designando por y, el coeficiente de exceso de la variable x

Moo —3n
= _ 3 =T
=g {Z 2+ 1)

1

dependiente solamente de =.
Pongamos la funcién de densidad en funcién de s,, g,, r v n. Del

z
n>t
b
z
4!-;’
>
z
’l-"‘i"
=
L
'/‘ﬂc‘
[
sistema de ecuaciones
st en+1) ot aln—+1) , —b
= s 2 = s r=__=
ac—b* ' ac—b ' Vac
se deduce ‘
n+1 r(n-+1) n-+1
=, b =, =

o (1 —7% 5,0 (1 — 1% o (1 — 7%
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y sustituyendo

e n+l (x* 2rxy |, y* 2 a
(n + 1) —at@&ﬁ-m@+iﬂ(ﬁL_2@@+zf

z= n+} ¢ 2 2
8,6, (1—r3""2. 2. ¢ ' (n+1) G 9% O
El valor de n se puedé calcular de la férmula que hemos visto para
el exceso
—3n -2

D — j—

= ’ n =
" om 1) 271, + 3
~—?—’——7>() se deduce que v,>-—1,5.
27,+3 '

Forma de la superficie.—Cortando por el plano y=0 resulta

Por la condicién n+1=

ax? _ ax? R
z=1Fka"e T z*7, Z2=Fka"e ?* 2*"'(2n — az?

Estas curvas, para los distintos valores de »n. estin representadas
en la pagina anterior.
Cdloulo de las constantes.—En la ecuacién de nuestra funcién de

densidad

_ ax*+2bxy+cy?
z=ke 2 (h* + ax® + 2bxzy + ¢y

.

vamos a determinar las cinco constantes k, a, b, ¢ v h, suponiendo
el valor de = ya fijado de antemano. Para ello necesitamos las cinco
ccuaciones siguientes

Vac—b . . ) __—b
= T T P S ey
= -5 ac

xe® |, e Tudu

v suponemos que se conocen los valores de «,%, s,% u,, v 7 dedu-
cidos de las observaciones.

Haciendo
e DU 1 -
] / e? wdu=— resulta ——=1
o I V ae—b

148
El coeficiente de kurtosis 3= 2% se puede poner solamente en
t 64

funcién de I y h® resultando una ecuacién de segundo grado en I
y, por tanto, se puede obtener éste en funcién de h*, el cual, susti-
tuido en |1], se obtiene una ecuacién en h*, v por tanteo se puede
obtener el valor de éste y por tanto el de [. Estos valores, sustituidos
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o 5 —b .
en 5,° v «,° junto con r=-——, nos proporciona los valores de
ae -
, — I 2
a, b vy ¢, asi como el de k, por ser k= __J{.ig_li_ ;

En el caso particular de n= -1 resulta

at=(1 Py e al=|1 RN_a =
N ) ac—b " 7 2 ) go—pt’ 40T

3¢

I PO B
{ - 2 | 4(ac — b

4
3(21—11‘“'1-{—-—2—)

4([ _ —hi)'
2

3h'
9

-

luego el coeficiente de kurtosis vale B =

=0

13 — (4B =3 +6) I+ h'B—

esta ecuacion tiene sus dos raices reales va que su discriminante es
(3h*—0)* 4+ 483h2>0.

s

h’
)

4

Por ser 7> debe ser i> v como para I= primer

1ola~

miembro de la ecuacién en T toma el valor —3h°<<0, luego de las
dos raices hay que tomar solamente ila mayor.
Sustituido este valor de 1 en [1]

u h?

/‘w e 2 e 2
L= du = .
Joe " I

y disponiendo de las tablas d= la funciéon T’ incompleta, se puede
obtener por tanteo el valor de h?

Conocidos los valores de | v % st llamamos aI*T'; =5

]

tiene
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Y la eruacu’m toma la forma

® [x* orx y?
2= _.Ii__*e—_a—gz-—ro(«?jﬁ* )[2([_sz)+ (Ei 2rzy y’)I

xQQVLf‘ rcl %% A

No querlamos termmar este trabajo sin hacer una aphcacxén préc—
tica del mismo. R :

En el tratado ‘de estadistica- matemAtica ‘de Rxsser et Traynard se
estudia el ajuste de la superficie normal a la tabla de frecuencia en-
tre la longitud y anchura de las hojas de Hedera Helix, llegando
a la conclusién de que no se ajusta lo conveniente. Tenfamos la-in-
tencién de ajustar una superficie del tipo que acabamos de esutdiar
m=—1, ya que este caso es una generalizacién de la superficie nor-
mal, y aunque ‘ya-tenfamos todos los ‘datos’preparados con esté
objeto, por no disponer de tablas de la funcién T, sin las cuales es
imposible hacer dicho ajuste,. seglin acabamos de ver, hemos tenido
que desistir y esperar a una mejor ocasién para poder publlcar el re-
sultado que obtengamos mediante dicho éstudio.

TERCERA GENERALIZACION
Si ponemos la ecuacién de la superficie normal en, unidades standard

y = . ~EGs r,)(x 2rxy+y')

y siguiendo el mismo proceso de ‘derivacién, se tiene

3z ) =Ty

=p= ;
9z 1—r
2z y—rx
. =9== .
dy 1-—7»

entre las cuales ehmmando r se llega a la ecuacién en derivadas par-
ciales '

P - ¢+ z(px —~ qy).=

’ » . . eye
Reciprocamente veamos cudles son las superficies de probabili-
dad que satisfacen a esta ecuacién.
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Haciendo z=e¢" se obtiene

uau u

3
ll_E:eu'pl g=e =€ ¢,

:e _
¥ 3z dy

y sustituyendo
pP—g¢itpr—qy=0

Hallemos una integral completa de esta ecuacién por el método de
Lagrange-Charpit, y se llega al sistema de ecuaciones

dx dv dz _  —dp, — dg,

.

2p, +x —2q—v - HWy—nzx 0, -4

Esta serie de razones iguales es igual a

de4dp, dix+p)

1)l+x x+pl

la cual igualada con la dltima da

dz+p) _ dg,

; z+p =-rq
z + p, a ‘ '

la cual, junto con la ecuacidén anterior, nos proporciona el sistema
en pyq.
ztp=—-rg
pi=qf+pzr—qy=0)

v resolviéndolo se tiene

_x-r Y-z
P r—1" T =1
v, por tanto,
r—r v—TrE
du = DA L dy
r"—1 r—1
de donde
1
2 — Qrxy -+ 9° B = .
% = ‘T‘"'T’T““Tl—j}_ + b z=TKe 2T (g*— Qrxy 449

que es la integral completa con las dos constantes & v or.
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Para que represente una superficie de probabilidad debe ser
ti
// ededy=1
y, por tanto,
- T © _ (x-ry)r.
1= I'j_x e aly_[m e U1 gy
de donde
1=KV2r(l~r) V 2x; R S
2:V1-r
y, por tanto, la superficie es
1 S S
e U (2 — drxy 497

]

to

272V 1 — 7

luego la superficie normal es la dnica superficie de probabilidad que

satisface a aquella ecuacién en derivadas parciales.
Tratemos de generalizar la ecuacién en derivadas parctales ob-

tenida anteriormente, al caso de ser
K@~ @) +2(px — qy) =0

— pU
S=¢

Haciendo como en el caso anterior
Kg*—a¢)+px— g =0
y la integral completa por el método de Lagrange-Charpit nos la pro-

porciona el sistema
dr ay _ —dp, _

2I{p1+é’ B —2¢,—~y Py -4

—dg

que por combinacidn de la primera v tercera, esta serie de razones

es igual a
dz+Kdp, dlz+Kp) Adlz+Kp)  dq
Kp += x4+ Kp, x4+ Kp, "

de donde ¢+ Kp = —rq,, obteniéndose el sistema’

K’(P;z - (]12) +pz—qyv=0
z+Kp =—rq
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que resuelto nos da

Kax-—ry Ky—rx
po= G=""7
r — K¢ r—K
y por tanto
Ka—»ry Ky—7r Kz=2rzy+ Ky
du= "y ¢ =X gy = SE T ERT y
r* - I rr— K 2(r* — K%
v finalmente
1

— e (Kx2-2rxy +Ky?)
2 = 2 (K*-r?) v
z=me *(

que con la condicion para que represente una superficie de proba-
bilidad

. K(x—f—y—)z

K

. v
lsz e ; - z, m=
- - _ >

e 2(K*-r?) dx
v oquerla

1 g

L= e nm g 2(Ki-19)

2z V K2 —¢°

(Kx2~-2rxy + Ky?)

ta cual poniéndola en la forma

x* 2rxy.
] _,(1 I ) (’f— K?
Z mm e e e =

nos dice que es tambiéén una superficic normal con pardmetros
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