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SULLE V~ PER CUI LA VARIET]~. DEGLI S~ (b + ~),SEGANTI 
HA DIMENSIONE MINORE DELL'ORDINARIO. 

Nota di Alessandro Terraoin i  (Torino) .  

Adunanza  del I1 m a r z o  1 9 t t ,  

I. l~ noto ')  c h e l a  sola V., non cono, di St, i cui S~ tangenti si incontrano 

a due a due, ~, se r ~  5, la superficie di VERONESE; e che questa superficie =) ~ pure 

caratterizzata dall'essere, in un tale S ,  la sola, non cono, le cui corde riempiono una 

V 4. Recentemente lo SCORZA a) disse di aver ragione di credere, sebbene non gli fosse 

venuto fatto di dame una dimostrazione, che le V 3 di Sv, o di uno spazio pifi ampio, 
le cui corde non riempiono una V v , rientrino ~ fra le V a spazl tangenti mutuamente 

secantisi. Ora si pu6 dimostrare, pifi precisamente, che queste due categorie di V 3 coin- 
cidono, anzi, pifi in generale, che: 

Se una V k di S (r ~ 2 k) ,r di una delle due proprietor, che le corde riempiano 
una varietgt di dimensione 2 k - - i  (i~_o), 0 cbe due qualsiansi S k tangenti si seghino in 
uno S~, gode pure dell'altra. 

Questo teorema, a sua volta, non ~ se non un caso particolare di un teorema piCa 
generale che ora dimostreremo, teorema che pone in relazione l'eventuale abbassamento 
di dimensione della variet~t degli Sj, (h-[- ~)-seganti di una V k immersa in uno spazio 
di dimensione r "~ (h + i ) k  n t- b, coll'esistenza di h -{- I qualsiansi suoi S k tangenti 
in uno spazio di dimensione minore dell'ordinario. 

Sia infatti in uno S [r ~ (b --~ I )k  --~ b], dove assumiamo coordinate proiettive 
omogenee Xo, x ,  . . . ,  x ,  una V~, luogo di un punto X funzione di k parametri 

-r "r ,  . . . ,  ~k- Posto X " ~ - - O X ( i =  z, z, . . . ,  k), un punto generico dello S k tan- 

gente aUa V k in X ~ dato da 
k 

x + y- x", 
i = I  

I) DEE PEZZO, Sulle superficie deZV n ~ ordine immerse hello spazio d i n  dimensioni [questi Rendiconti, 

t. I 0887) ,  pp. 24t-27i], n ~ I2. 
~) SEVERI, [ntorno ai punti doppi impropri di una superficie generaie delio spazio a quattro dimensioni, 

e a' suoi punti tripli apparenti [questi Rendiconti, t. XV ( i9o i ) ,  pp. 33-5i], n ~ 8. 
8) SCORZA, Le varietd a curve sezioni ellitticbe [Annali di Matematica pura ed applicata, serie III, 

t. XV (I9O8), pp. 217-273], pag. 265. 
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Ora consideriamo h - ] -  I punti della V k corrispondenti rispettivamente ai 
di valori 

1 2 " " " "~'k 

2 " " " ~ k  

dei parametri "r ; il supporre che gli 
dove i ~  o, equivale a supporre 

sistenfi 

! 2 

S k in essi tangenti atla V k stiano in uno [(h-~-I)k-~-b--i], 
the la matrice 

I I x ( - , ' ) ,  . . . ,  x O ' 9 ,  . . . ,  . . . ,  

. . . ,  II 

(nelle r +  I linee della quale bisogna apporre ad x ordinatamente gli indict o, x, . . . ,  r) 
abbia caratteristica (h -~- I ) (k  + x) - -  i. 

D'altra parte, questa condizione 6 pure necessaria e sufficiente atfinch6 gli S h 
(h + I)-seganti della data V k riempiano una M(~+,I~+~_~ 4). Infatti un punto generico 
dello Sj, determinato da h + I punti generici della Vk, come qudli sopra considerati, 

dato da 
b 

),ix(":~) + x(~'~+'). 

Esso dipende dunque dagli ( b + I ) k  parametri "r',, "r'~, . . . ,  "r~,' . . .  , "r ~*', , . . . ,  %~+' 
e dagli h parametri ),: la condizione necessaria e sufficiente, affinch6 essi non siano 
essenziali, coal the le coordinate di un punto della M si possano tutte esprimere in fun- 
zione di soli ( h +  O l c - - ~ h - - i  parametri indipendenti, ~ s) che sia (h-Jr - l ) ( k n t - i ) - - i  

4) Intorno a l l e v  k che godono  di tale propriet/~ cfr.: PALATINI, Sulle w t r i e t d  algebricbe per  le qual i  

sono di dimenaZone minore  del l 'ordinario ,  senza r iempire lo spazio ambieute,  ltna o alcuue delle v a r i e M  for -  

mate da spazi  segauti  [Atti della R. Accademia  delle Scienze di Tor ino ,  vol. XLIV ( I 9 o 8 q 9 o 9 ) ,  

p p .  362-375], dove s i  t r owmo c r a t e  altre Note  dello stesso autore. 

8) Questo i n  v i r t h  del seguente  t eo rema  : Condizione necessaria e suf ic iente ,  aIfinchi tra m-~-  t f u n -  

z ioni  uo ,  u , ,  . . . ,  u m d i n  var iab i l i  x z , . . . ,  x n siano identicamente soddisfat te  m -  [~. relazioni  omogenee 

indipendenti ,  ~ the la carat teris t ica della matr ice  

Uo ~ Uo 
u~ (}X~ " " " ~X u 

c) u, ~u, 
O) u, ~x, "" " Ox,, 

u m ~ u,n 
1] u'n ~X  " " " ~ x , 7  

sia g +  I. 

Questo  teorema,  per  m =  n e ~ . = m - - t ,  si trova enunciato espl ici tamente (e d imos t ra to  diret- 

t amente )  nella Memoria  del CASORATI, Su i  determinanti  di f un ( ton i  [Memor ie  del  Reale Is t i tuto Lom- 

bardo,  t. XIII  ( I877)  (la Memor ia  ~ per6 del I871), pp. I8I-I87] ,  n ~ 3. Esso ~ una conseguenza  di un 

t eo rema  dato da JACOBI: D e  biuis quibusl ibet  Fuuct ionibus homogeneis, etc. [Werke,  t. III, pp. z93-268], 

~en.L CDc. Matem. _Palermo, t. XXXI (l ~ sere. 19it ). ~Stampato il l~ maggto xglt. ~o 
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la caratteristica della matricc 
b 

Y ,x(,3 + x(:"+'), x'"(,"+'), .<(,"+'), . . . ,  x ( , ' ) ,  
I = 1  

. . . .  XlO{" ~ . ~ !I.t . . ,  , . , i f " ) ,  , . , , , ,  . .  x 
I 

E poich6 la caratteristica di questa matrice coincide ovviamente  con quella della 

matrice sopra  considerata, ricadiamo ancora  sulla medesima condizione di sopra. Con-  

chiudiamo dunque  : 

Se una  17 k di S,  [ r ~ ( b - q t - i ) k - } - l ~ ]  ~' tale cb~ i suoi S,, ( b - { - l ) - s e g a n t i  r iempiano 

, h a  v,triehi di dimensione (h  q -  I ) k  @ h - -  i ( i  ~ o) ,  h q -  I qualsiansi  s ,o i  S k ta ,gent i  

s tauno in ttttO S(h+,)k+l,_ i g viceversa. 

V e d r e m o  pill avanti come il nesso tra lc due proprict? b the  abbiamo dimostrato 

csscre equivalenti per una Vk, sia anche pidt int imo.  

2. Lo  Sco~zA ha dimostrato 6) the,  se una  V3, immersa  in S 7 0 in uno  spazio 

piO ampio,  ~ tale, the  i suoi S tangent i  si incont r ino  a due a due, 10 S 6 determinato 

da due S~ tangenti  qualsiansi ~ tangente  alla //" aln"aeno lungo  una  linea (contiene 

cio~ gli S 3 tangenti  alla /7 almeno lungo una l inea);  e un ' ana loga  proposizione 7) ha 

dimostrato per le /74 immerse in spazio di d imensione a lmeno uguale a 9, con un 

procedimento  che si pub estendere a tutte le F~ che g o d o n o  di un 'ana loga  propr ie tL 

Ora  noi d imos t re remo analiticamente una proposiz ione in cui questo risultato ~ induso  

come caso particolare. 

Sia una  f~ di S r [ , ' ~  (b  -I- I)1r n t- b] i cui S,, (b -n t- i)-seganti  r iempiono una 

310,+,1~+~_i. Riferendoci  alle notazioni de[ n u m e r o  precedente, un pun to  di questa M 

n ~ 20. Infatti, secondo questo teorema, 

(2) 

I t  o ~ t~ o ( ) - . . .  III 1~ 2 __ltr ; l to  O X  1 ~ X  r 

It o It o tl o I 

~ ( . r .  . . . . . .  X r )  l~r+ l ' 
o ~ i t  r ~ Zt r 

quindi, se la caratteristica dells matrice (I) ~ t~ @ x, in virtfi della (2), quella della matrice jacobiana 

di u L_, ' . . .  , __u.,_ 6. al massimo uguale a F-, anzi, come mostra l'ultima parte della dimostrazione, 
l( o t l  o 

proprio uguale a tz; cosicch~ tra u,_, - . . ,  _u"'_ passano m - -  7. relazioni, che si tradurranno in altret- 

tante relazioni omogenee Ira le tt. Viceversa, se tra lett  passano m- -u .  relazioni omogenee, la carat- 
teristica della matrice jacobiana considerata ~ ~:  sono dunque nulli, ancora in virth della (2), i deter- 
minanti di ordine g. q- 2 estratti dalla ( 0  e conteneuti elementi della prima colonna : se da questo 
fatto non seguisse che la caratteristica delia (l) ~ ?.-}-I, questo vorrebbe dire che sarebbero nulli tutti 
i determinanti di ordine p.-}- I estratti dalla (i) e contenenti elementi della prima colonna, cosicchh 
passerebbe tra le tt almcno una relazione omogenea in pih di quelle supposte eslstenti. 

15) SCORZA, Determimtzione delle varietal a 3 dimensioni di S r (r ~_ 7) i cui S 3 tangenti si tagliano 
a due a due [questi Rendiconti, t. XXV (i ~ semestre i9o8~, pp. i9Pao4], n ~ 4- 

7) Scorza, Sulle variet?t a 4 dintensioni di S, (r ~ 9) i cui S 4 tangenti si tagliano a due a due 
[questi Rendiconti, t. XXVll (i ~ semestre I9o9) , pp. i48q78], n ~ 2. 
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dato da 
h 

__y + x & + ' ) .  
izl 

Lo So,§ i tangente alla M in un tal punto ~ lo So,+,l~.l,__ i in cui sta quel 
punto insieme col suoi primi derivati rispetto alle ), e alle "r x -r' . ' "r ~'+x 

z~*x~ , - ' - ,  "~'+~'k , cio~ lo Sij,+,)k+b_; dei punti 
b 

Z X, ,~(.. i ) + ~.(,.~1,~. I), X(lJ(..~lJ+'), ~  .%.(~'} (,.,~])-4-1), .r 

x . . . ,  . . . ,  

ossia ancora lo S~+~/k+h_ ~ dei punti 

. . . ,  . . . ,  . . . ,  

. . . ,  

E siccome questo S0,_~,lk+~, ; non dipende daUe ~, conchiudiamo che la  M & toccata 

da uno stesso Sc~,.,~k_j, ~ in tutti i punti di ciascun Sj, (h-q- i)-segante della V k. Ora  
per un punto generico della M passano c~ ~ Sj, (b ~-I) -segant i  della Vk, i quali riem- 
piranno una certa varietk la cui dimensione a potr~ essere minore ,t; b - ] - i ,  m a  sat'~ 

i certo maggiore di ~ - - ] - h  (poich~ per b punti generici di quella varietY, o non passer~ 

nessuno S~ della oo i, o ne passer~ uno solo, cosicch& i ~ b a -  b ' ) :  sar'a dunque 

i 
( i )  13 + h ~ a ~ h + i .  

Quindi gli So,+,),,+l,_i tangenti della M saranno al massimo ~11,+,>~.-i-~. E poich~, 

se una V k ~ toccata da ogni suo S t tangente in pifi di un punto, ;2 toccata da un S k 
tangente generico in tutti i punti di uno spazio 8), la M 6 toccata da uno S~h+~)~+~_i 
tangente generico almeno lungo uno S~.; pifi precisamente, se gli SIj,.,)~.+I._~ tangenti 
della M sono c~ ~162 ( j ~ o ) ,  la M ~ toccata da uno So+,)k+~,_i tangente gene- 

rico in tutti i punti di uno S,+ i.  
Quindi: 
Se una V~ di S [ r ~ ( h - q - i ) k - ] - h ]  b tale che i suoi S,, (b-}-i)-sega,,ti riempiano 

,,,,a Mo,_,,~+,,_ ~ (i > o), la M in ge,m'ale si compo,,e di o~ "'+''k+'-*-r S~+ i ( j  ~ o), 
tali che lungo ciascuno di essi vi ~ uno S~+,)~+~_i tangente fisso, dove ,~ soddisfa alla 
relazione (~). 

Ricordando la condizione trovata nel n ~ I per la matrice che ivi compariva, con- 
dizione caratteristica per le V~ che consideriamo, appare senz'altro, che gli S~ tangenti 

9 ~29 ""9 alia V~ in ciascuno degli h + I  punti che corrispondono ai sistemi di valori -r' - -=~+' 
dei parametri % stanno nello S0,+,l~,_; tangente alla M lungo lo S~, contenente quegli 

h - I - I  punti; anzi in tale S~+,I~,+~,_~ stanno gli S~ tangenti alla V~ in tutti i punti 

8) SEGRE, Preliminari di una teozia &lie varietd luogbi di spa;(i [questi Rendiconti, t. XXX 
(2 ~ semestre igro), pp. 87-I211, n ~ 2o. 
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della V~ situati su uno $I, (b + i)-segante, giacente in quello So,+.l~_~l,_i tangente alia 
m (ciob nel suo S~+ i di contatto), S~, (h + I)-scganti che sono, come si riscontra 
facilmente od § (dove j ha lo stesso significato di sopra). Tali punti della 1~ 
formano su essa una variet,'t di dimensione d, dove d soddisfa alla disuguaglianza: 

(2) (h + i )d  ~ i + ~ + i  - -  h 
che, paragonata colla (x), porge 

i i + y 
(3) d h + i �9 

dunque completare il teorema del n ~ t e il precedente col ~eguente Possiamo 
enunciato : 

Se ,ilia VIr di S r [ r ~ ( l / +  i ) k + h ]  ~' talt, clJ8 ] ) + I  qnalsiansi dei snoi S k tan- 

genti stiano in uno S~t,+.l~.l, ; (i ~ o), un tale spa~io ~ tangente alla V k in ltltti i 
punti di mm certa varietY, la cni dimensiom d soddisfa alla (3):  quello S/I+.I~+j,_ i 
tangente alia wlriet~ degli S~, ( b - ~  l)-seganti della Vk, variet/~ cbe ha attualmente 
dimensione ( b - I - I ) k  + h - - i ,  lango c~*6"+i-~'S~, ses ht Y~ in h +  I paHti di quella 
varietd di dimensione d [dove j ~.~ o e ,] soddisfa alla disug.aglian~a ( I ) ] ,  i qHali ~1, 
costituiscono uno S ~  i. 

l~ chiaro che questo teorema include i risultati ai quail alludevamo nel principio 

di questo n ~ 

Torino, 24 febbrajo I9I~, 

ALESSANDRO TERRACINI. 

E R R A T A - C O R R I G E  

AVVERTENZA.- Le linee si contano dall'aho delia pagina escludendovi ]a ilxtestatura. 
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" 405 20 C(~:) C ( - -  7 )  
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~ 133 32 Pelermo Palermo 

'~ 354 29 La s&ie La sirie 
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