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SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET *).

Memoria di Beppo Levi (Torino).

Adunanza del 24 giugno iyoo.

E merito recente del signor Hisert *) di aver richiamata I’attenzione dei mate-
tici sul procedimento induttivo che, sull’esempio del RiemanN, si usa ricordare col nome
di principio di DIRICHLET; principio pel quale, dall’ esistenza di un limite inferiore dei
valori di un integrale contenente una funzione indeterminata, soggetta solo a date con-
dizioni al contorno del campo di integrazione, dovrebbe concludersi Iesistenza di una
funzione limite la quale soddisfaccia alle nominate condizioni e che, sostituita alla fun-
zione indeterminata, faccia assumere all’integrale considerato precisamente il valore di
quel limite inferiore.

Linsufficienza del principio fu rilevata con particolare evidenza dal WEiERsTRASS **),
e dopo d’allora gli sforzi dei matematici rimpetto ai problemi che esso era destinato a
risolvere si rivolsero a costruire le funzioni richieste come soluzioni di equazioni, in cui,
sotto convenienti ipotesi di continuitd e di derivabilitd, si traducevano le condizioni di
minimo. Eppure il principio non solo conserva una particolare forza suggestiva, ma un
larghissimo valore di capacitd deduttiva non si potra disconoscergli per le dimostrazioni
d’esistenza, ove appena si rifletta che in esso si assume come fondamento lintuizione a
priori dell’aggregato di tutte le funzioni, mentre ogni procedimento costruttivo poggia
di necessitd sulla base piu ristretta formata dallintuizione dell’aggregato dei numeri.

Come si possa concludere in forma rigorosa sulla base di questi concetti hanno
mostrato il signor HuBERT € la sua scuola colla trattazione di alcuni problemi partico-

*) Mio fratello EuGENIO, in un esame critico del Festschrift del signor HiLperT, Uber das D~
CHLETsche Prinzip, che sard tosto citato, era giunto a proposizioni di cui quelle dei n' 30-33 non sono
che ulteriori sviluppi agli scopi precisi del presente lavoro. Furono quelle prime osservazioni a suscitare
in me i pensieri che nel presente lavoro si troveranno sviluppati.

**) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, VIII (1900), pp. 184-188.

**) Uber d. sogenannte DIRICHLET sche Pringip. Werke, 11, p. 49.
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lari: il problema delle geodetiche *) ed un caso particolare del cosidetto problema di
Diricurer *). Ma le difficoltd del procedimento sono ancora tutt’altro che comuni: basti
osservare che le condizioni particolarissime in cui I'HILBERT tratta il problema di Dr-
RICHLET appaiono elemento integrante delle sue deduzioni e pare lascino ben poca spe-
ranza che con ragionamenti analoghi possa trattarsi, senza profonde modificazioni, il
problema generale.

Con ragionamenti che si dilungano completamente da quelli or ricordati dell’Hir-
BERT e dei suoi discepoli—e, oso sperare, anche di maggior portata come metodo
generale —io tratto qui per I'appunto, secondo il nominato concetto, il problema di
DiricHLET nella sua forma pit generale:

Assegnata sul piano (x, y) una curva semplice ¢, ed assegnata su di essa una fun-
zione continua dell’arco, mostrare Pesistenza di una funzione u, la quale — fra quelle
definite in ogni punto del campo U interno a c, continue in U e sul contorno, e derivabili
in T ¢ che su ¢ coincidono colla funzione assegnata — renda minimo Pintegrale

) I(u)z./;fAudxdy:‘/‘P‘/[(g—z)z—}-(%)z]dxdy.

Ragioni di semplicitd inducono qui ad assoggettare la curva ¢ ad una condizione
analoga alla convessitd — ma assai pili larga — che sard precisata in seguito. Sulla ri-
mozione di tal restrizione e su altre applicazioni del metodo a questo medesimo pro-
blema e ad altri affini mi riservo di ritornarc in seguito. Mi sia perd concesso di rile-
vare che lessenza del lavoro non pud ridursi a una quistion di metodo: risultati essen-
zialmente nuovi vi sono ottenuti, sia riguardo al carattere generale della curva ¢ — cui
non si suppone l'esistenza della tangente — , sia riguardo al’amplissimo campo funzionale
considerato — perche alle funzioni u per cui si considera I'integrale non si impongono
altre condizioni che l'esistenza delle derivate necessarie per la formazione dellintegrale
medesimo, e cionondimeno si ottiene l'analiticitd della funzione minimizzante —, sia per
qualche risultato particolare, fra cui mi piace ricordare la dimostrazione della formola
di GReEN come conseguenza della proprietd di minimo e senza supporre, come d’ordi-
nario avviene, Uesistenza delle derivate seconde.

*) NoBLE, Eine neue Methode in der Variationsrechnung (Inaug.-Diss., Gottingen 1901). V. pure Bovrza,
Lectures on the calculus of Variations (Chicago, 1904), p. 253 e seg. Per un integrale doppio analogo al-
I'integrale di DiricHLET di cui si parlera tosto, il sig. HEDRICK nella sua tesi Uber den analytischen Cha-
racter der Losungen v. Differentialgleichungen (Gottingen 1901), cap. V, espone considerazioni analoghe a
quelle dell’HrLBERT nella Nota sopracitata, che vorrebbero esserne il completamento, ma sono lungi non
solo dal rigore necessario ma, oserei dire, da ogni indizio della via per cui tal rigore potrebbe intro-
dursi.

*) HiLBeRT, Uber das DIRICHLET sche Prinzip [Festschrift zur Feler des rsojahrigen Bestehens
der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen 19015 Math. Ann,, LIX (1904), pp. 161-186].
Vi si tratta il problema di DIRICHLET per una superficie di RIEMANN, ove alla funzione incognita si
imponga la sola condizione di subire il salto 1 lungo una linea chiusa che non spezzi la superficie,
mentre del resto la si suppone continya e derivabile sopra lintera superficie.
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Necessita di cose, non ingiustificato amore di generalitd, mi ha indotto ad adottare
per lintegrale la nozione recentemente proposta € sviluppata dal sig. LEBESGUE *) an-
ziché quella comune del Rienany; e se il lettore vorrd concedermi tal necessitd, ne
risulterd forse un esempio dell’utlitd che i nuovi concett, apparentemente talora troppo
complessi e ricercati, possono avere in ricerche comuni.

§ L.

Concetti direttivi del procedimento.

Le considerazioni di questo primo paragrafo non hanno in generale alcun carat-
tere di rigore; esse sono piuttosto intuizioni, atte, spero, a guidare il lettore nella con-
cezione e nella giustificazione del metodo seguito. Particolarmente le considerazioni del
n® 1 non hanno altro scopo preciso che di facilitare una concezione geometrica: esse
non troveranno perd applicazione nei successivi sviluppi analitici.

I. Nel piano numerico (x, y) sia data una curva ¢ semplice chiusa (giacente in-
teramente al finito); sopra di essa sia distesa una funzione continua limitata #(s) del

suo arco s; ponendo z = u(s) = u(xy), il sistema della curva ¢ ¢ della funzione « (s)

risulterd rappresentato da una curva ¢ dello spazio (xyz). Per tutte le superficie
z = u(xy) definite pei valori di (xy) interni al campo I limitato da ¢, ed aventi per

contorno la curva ¢, s'immagini costruito lintegrale

(1) I(M):‘[fAu(xy)dxd_y
T

e si chiami 4 il limite inferiore dei valori di questo : sara chiaramente 4 X\ o.
Si immagini poi dall’aggregato delle funzioni 7 = #(xy) estratta una semplice infinitd
(a) u[? uz’ u;""

tale che
I(”’H—:) < I(u;), hm [(ui) ] d

Alcune ipotesi possono tosto farsi circa le u:
. . . ,0° 0°% .
Si osservi anzitutto che per la funzione z=ax-by--cé 87?2 —+ ay/: = a7 =,

onde, per una nota proprietd delle funzioni armoniche, I’ Azdxdy, calcolato per

questa funzione z, ¢ minimo qualunque sia il campo d’integrazione. Se quindi un
piano = ax - by 4 ¢ taglia una superficie 7 = u,(xy) secondo una linea chiusa, e

*) Vedi: LEBESGUE, Intégrale, Longueur, Aire. Thése. [Annali di Matematica, serie III, t. VII (1902),
pp- 231-359] € Lecons sur Pintégration, ctc. (Paris, Gauthier-Villars, 1904) od anche BOREL, Legons sur
les fonctions de variables réelles, etc. (Paris, Gauthier-Villars, 1905). Per gli integrali d’area, vedi parti-
colarmente la memoria degli Annali.
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se si chiama g = u, (- v) la superficie che si ottiene sostituendo alla parte di 7 = &,
interna a questa linea l'area piana limitata dalla medesima, sard evidentemente
I(u) 2 I(un).

Si pud quindi, nella scrie delle u, sostituire la u alla u , eventualmente attribuen-
dole un indice pit avanzato. Per tal modo si puo supporre che nessuna superficie 3 = u,
sia tagliate da un piano secondo una linea chiusa. In particolare, considerando i piani
gz = cost., si pud supporre che esse superficie non abbiano entro I' alcun punto di mas-
simo o di minimo, ed in particolare possomo supporsi tutte contenute nello strato fra i
piani 3 = cost., tangenti a ¢ nei punti di ordinata massima e minima *).

Si supponga ancora che le due superficie z = u,, 1 = u, (k > h) si attraversino
in un punto A; per ragioni di continuitd esse si taglieranno secondo una linea [ pas-
sante per A, chiusa ovvero facente capo a due punti M, N di ¢: in ogni caso spez-
zante clascuna delle due superficie in due parti. Chiameremo rispettivamente I e 1"
le due parti corrispondenti di U u;, u), u,, u; le parti delle due superficie, attri-
buendo lo stesso apice alle parti i cul punti hanno lo stesso (1 ). Si verificherd almeno
una delle disnguaglianze

f‘/ Aztjjdxdy)»/f.&u;dxdy, /‘/‘Azt;,'dxd_y>f/._\u;'dxdy.
I‘I 1" "I‘I" I‘I’

Si supponga verificata la prima, e si formi la funzione u, uguale a ) in I' e a
W in 0 osard I(w,) > I(w,) > I(n,) e nella serie (@) si potrd sostituire la , alla
u, (sempre, eventualmente, attribuendole un indice > b, ma certo < k) e le due su-
perficie 7 = u,, { = u, non si attraverseranno pitt lungo la linea I/, né si attraver-
seranno lungo linee nuove che non appartenessero all’intersezione di u, e di u,. Ora,
finche si ammettono intersezioni di due superficie della serie (@), questo ragionamento
si puo ripetere; si puo quindi completare una intuizione della serie di superficie 7 = u,
ammettendo che esse non si attraversino mai.

Si consideri ancora 'aggregato delle intersezioni delle superficie u, con una retta
X == cost., y = cost. fissata arbitrariamente per un punto interno a I, e sia K uno dei
suoi punt limiti: da questo aggregato si estragga una successione di punti avente K
per limite e seguentisi in un ordine determinato, e tali che ciascuno appartenga sempre
ad una superficie », di indice pin elevato dei precedenti; si chiami
(b) ey Wy Ty ...
la successione delle funzioni #; che determinano le superficie passanti per questi punt.
Sopra ogni retta x = cost., y = cost. per un punto interno a T, questa successione di

superficie determina una successione di punti, seguentisi tutti nello stesso senso — per

*y E appena da osservare che, se lillazione precedente presta il fianco a qualche dubbio per la
necessitd di ripetere infinite volte la sostituzione di una faccia piana a una regione della superficie e
di respingere eventualmente la superficie ottenuta ad un posto pilt avanzato della seric (a), completa-
mente rigorosa ¢ 'ultima osservazione per la quale basta considerare due piani perfettamente definiti.
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es., per fissare le idee, nel senso delle 7 crescenti— e non sorpassante mai il punto
dintersezione della retta col piano g = max. u(s); clascuna di queste serie di punti
avrd dunque un punto limite unico e ben determinato e la serie delle superficie rappre-
sentanti le funzioni (b) tenderda ad un aggregato limite avente uno ed un solo punto su
ciascuna refta x =cost., y=cost., che incontri I'. Tale aggregato sard esso una super-
ficie avente la linea ¢ per contorno, ed avente derivate, per cui si possa considerare l'in-

r

(Fig. 1).

tegrale I(x)? La Fig. 1, che si riferisce al caso di una successione di linee anziche di
superficie, mostra in forma intuitiva che la conclusione sarebbe precipitata *). Genera-
lizzando tale intuizione allo spazio si vede facilmente —e non sarebbe difficile il con-
fortare l'intuizione con piti precisi ragionamenti che qui sarebbero totalmente fuor di
luogo — che **) I'aggregato limite, previamente chiuso, si potrd comporre d’una super-
ficie (eventualmente composta di pezzi sconnessi) e di un certo aggregato di linee, di

punti e di segmenti di cilindri a generatrici parallele ali’asse delle z. Né ancora sulle

diverse parti potrd affermarsi Pesistenza di tangenti e piani tangenti, né che la superficie
abbia per contorno la linea c¢. ***).

*) Sulla figura si vede generarsi la linea 7 e i punti 4, B, C, ... X, H, come limiti di una serie
di spezzate rappresentanti altrettante funzioni continue, che soddisfano precisamente alle condizioni
della serie (b). Al pilt si potra dubitare di dover escludere dall’aggregato limite i punti della linea r
che hanno la stessa ascissa dei punti 4, B, C, ..., e il dubbio non si potrd risolvere se non preci-
sando in qual modo deve essere preso il limite, questione che qui sarebbe oziosa ed intempestiva.

**) se superficie si vuol chiamare un aggregato chiuso di punti tale che su ogni retta x = cost.,
y = cost. (attraversante il campo I') possegga uno e un sol punto, linea un aggregato analogo che uno
¢ un sol punto abbia su quelle fra queste rette che passano pei punti di una linea piana (e qui mi si
conceda, per brevita I'intuizione della linea piana).

**) Sull’esempio in una sola variabile rappresentato colla Fig. 1 ¢ da notarsi che Paggregato dei
punti che non appartengono alla linea # non pud costituire un’altra linea (segata dalle stesse ordinate
della precedente), ma l'aggregato delle loro ordinate non ¢ denso. E, mutatis mutandis, analoga osser-
vazione si applica allo spazio.

Rend. Circ. Matem. FPalermo, t. XXII (1906). — Stampato il 13 settembre 1906. 38
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Ma queste osservazioni, pur tenendo conto del loro valore di una semplice ap-
prossimazione intuitiva, mostrano per appunto come [ aggregato di quei punti limiti
che non appartengono alla superficie abbia per proiczione sul piano (xy) un aggregato
non denso in nessuna parte di T *), e che le considerazioni seguenti dinno speranza
di eliminare.

2. Si riprenda lintegrale I(x,): si potrd immaginare nel piano (xy) una linea d,
interna a T e sufficientemente prossima a ¢, perche, detto 7, il campo interno ad essa,

/ f Au,dxdy differisca di poco quanto si vuole da I(x,). Si supponga allora di far

subire al campo 7, una piccola traslazione che lo porti nella nuova posizione ¥, ancora
completamente interna a T, e la stessa traslazione di far subire alla parte corrispon-
dente della superficie u.; si riattacchi poi il pezzo di superficie spostata alla linea ¢ me-
diante un conveniente pezzo di superficie continua, e si chiami #; la nuova superficie
cosi ottenuta. Poiché per la costruzione fatta,

f‘/Au dxdy_ff_\u dxdy,

f f Audxdy differird pOChlsslmO dal valore di I(u,). Cosicche, se a ciascuna u; si

fa corrlspondere una d, in modo che col crescere di i vada indefinitamente assotti-
gliandosi la corona limitata dalle curve ¢ e d,, si avrd, nella successione delle #] una
nuova serie di funzioni cui corrisponde una serie di valori dellintegrale I tendente al
minimo 4. E se alle funzioni », e alle loro derivate si suppongono convenienti pro-
prietd di continuitd — il che potrd farsi, al bisogno mediante una limitazione del campo
funzionale cui si suppongono appartenere le funzioni # rispetto alle quali si cerca il
minimo *) — con ugual diritto alla successione delle #; e a quella delle #] si potrd so-
stituire quella formata da convenienti medie di funzioni omologhe delle due serie. Ma
se avveniva che (per il variare sufficientemente rapido delle derivate in taluni punti)
la superficie z = #u,, in punti sufficientemente radi del campo I, si allontanasse note-
volmente dalla superficie limite (onde il prodursi dei punti e linee limiti isolati sopra-
nominati), la traslazione che avra portato la g = u, nella z = u] avrd trasportato questi
punti in altri, corrispondenti ad altre coordinate (xy), cui corrispondono invece sulla

*} Suggerirebbe il desiderio di dire un aggregato di misura nulla o in qualsiasi modo trascura-
bile : disgraziatamente un aggregato pud essere non denso ed avere misura prossima quanto si vuole
alla misura totale del campo! [Cfr.: Encyklopadie, Art. Mengenlehre (SCHOENFLIES), n° 15; Oscoop,
A JoRDAN Curve of positive area [Transactions of the American Mathematical Society, IV (1903),
pp. 107-112]. Daltronde ¢ ben naturale che la presente veduta d'insieme non possa portare ad alcun
risultato positivo, giacché quanto & detto qui si puo dal pit al meno ripetere per ogni problema di
variazioni: e non sempre la soluzione esiste. Qui s'intende solo mostrare il filo direttivo del metodo ¢
le ragioni che ne fanno prevedere la riuscita probabile, quando le condizioni del problema lo permettano.

*) Cfr. per es. il § 3, particolarmente il n° 5.
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superficie 7 = #, punti per cui tal singolaritd piti non si presenti; onde sulla superficie
media che alle due si & voluto sostituire verrd ad attenuarsi, in questi punti eccezio-
nali, la rapida divergenza.

La speranza di glungere effettivamente ad una superficie limite appare notevol-
mente accresciuta.

Ragioni di simmetria consigliano poi di alterare alcun poco il procedimento di me-
dia ora descritto; qual nozione potrd invero guidare la scelta della traslazione cui si
assoggetta la #, > Non certo la conoscenza a priori della funzione, poiché & nel princi-
pio fondamentale della ricerca che di essa non si conosca che il valore che fa assumere
allintegrale I, e le condizioni generali di comportamento al contorno, di continuitd, di
derivabilitd, ecc., — ogni altra conoscenza dovuta ad una descrizione della funzione non
potendo provenire che da procedimenti costruttivi che qui si escludono. Si sostituird
quindi alla semplice media delle funzioni u,, #; una media di tutte quelle funzioni che
dalla #, si ottengono applicandovi tutte le traslazioni di ditezione arbitraria e di am-
piezza non superiore ad una certa *). Si dovrd cio¢ integrare la funzione in una certa
area, dividendo intanto per la misura dell’area medesima: una funzione che si otterrd
da una funzione data u mediante un tal procedimento — che nel seguito verrd meglio
precisato — si chiamerd funzione mediatrice della n: e ripetendo, al bisogno, anche piu
volte questo procedimento di media, da una successione prefissata di funzioni u , u,, u

25 By oo
tale che lim /() = d, si riuscird a ricavare una successione di funzioni che soddisfano

i==00

pure a tal condizione, e convergono uniformemente ad una funzione limite (cfr. n° 39).
Questa sard allora continua e avrd la ¢ per contorno; la dimostrazione dell’esistenza
delle derivate e la determinazione del valore dell’integrale I per la funzione ottenuta ri-
chiederd ancora qualche attenzione e ancora sovverrd percid il procedimento di media.
L'integrazione si presenta in questo procedimento come un mezgo per ridurre le increspa-
ture della funzione primitiva.

§ 2.

L’integrale del Lebesgue.

3. Come si disse nell'introduzione, necessitd di cose ci porterd ad adottare la defi-
nizione dellintegrale data dal LEBESGUE; ne riassumerd percid brevemente il concetto.
Occorre anzitutto ricordare la nozione di misura di un aggregato.

Sopra un segmento S di lunghezza s sia dato un aggregato E di punti: si consideri
una infinitd numerabile (necessariamente) di segmenti contenuti nel segmento S e con-
tenenti, nel loro insieme, 'aggregato E ed aventi a comune al pitr gli estremi. La somma
delle loro lunghezze si dice la misura dell'aggregato di segmenti : essa sard minore o al pit

*) La condizione che la traslazione non facesse uscire y; fuori di I imponeva un limite alla gran-
dezza della traslazione considerata nelle linee precedenti.
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uguale ad 5. S'immaginino ora tutti i possibili aggregati di segmenti di S nelle condizioni
enunciate rapporto ad E; esisterd un limite inferiore (che pud essere nullo) delle loro
misure; questo limite si dird la misura esterna di E. Si consideri poi I'aggregato C(E)
dei punti di S che non appartengono ad E; la differenza fra s e la misura esterna di
C(E) si chiama la misura interna di E. La misura interna non ¢ mai maggiore della
misura esterna; se le due misure sono cguali, aggregato E si dice misurabile, e il valor
comune delle due misure si dice la misura di E.

La definizione si estende immediatamente ad aggregati superficiali; l'aggregato E
sia contenuto in un campo I di area «: si consideri un’infinitd numerabile di aree con-
tenute in T, contenenti £ e non aventi parti comuni; la somma delle loro grandezze
sard la misura del loro aggregato, ed il limite inferiore delle misure di tutd gli aggre-
gati analoghi sard la misura esterna di E. Considerando poi 'aggregato C(E) dei punt
di I' che non appartengono ad E si potrd definire come sopra la misura interna di E;
se le due misure saranno uguali, E sard misurabile e avrd per misura il valore comune
delle due misure. E appena da osservare che alle aree in cui si racchiude E per deter-
minare la misura si pud, senza restringere la definizione, imporre una forma determi-
nata, per es. cerchi o quadrati, il che pud talora semplificare la ricerca.

Cid posto, in un campo T, lineare o superficiale, sia definita una funzione f(p)
del punto mobile p, finita, ma non necessariamente limitata. Si dice che la funzione
¢ misurabile quando, comunque si assegnino i due numeri a e b (a < b), laggregato
dei punti per cui a < f(p) < b & misurabile; ¢ allora misurabile I'aggregato dei punti
per cui a = f(p) *).

Se la funzione f(p) ¢ misurabile, si supponga scomposto l'intervallo di variabilita
di f(p) in un aggregato finito od infinito di intervalli di ampiezza ¢; si chiami
I, ... I, uno qualunque di questi intervalli (I, <[ ; gli indici i possano anche di-
venir negativi) e si chiami m, la misura dell’aggregato dei punti per cui I, £ f(p) <I,,,
e M, la misura dell'aggregato dei punti per cui I, < f(p) LI, ,. Si considerino le
somme

ce:ZI‘.m;, Es:Zli+xMi;
esse sono convergenti assolutamente tosto che una di esse ¢ convergente, e qualunque
siano ¢, ¢’ ¢ sempre ¢, £ X, e il limite superiore delle =, ¢ uguale al limite inferiore

3

delle 2,; la funzione f(p) si dice allora integrabile in I'. Se con dvy si indica il diffe-

renziale del campo T, il valor comune dei due limiti si dice I / f(p)dy.
y

Quando la funzione f(p) potesse avere punti d’co la definizione dell'integrale di-
viene sommamente arbitraria, come pure arbitraria & 'estensione a tal caso della defi-
nizione di Riemann **). Tale arbitrarietd si riduce quasi totalmente quando 'aggregato dei

*) Cfr. LEBESGUE, Lecons sur Pintégration, p. 111.
*) Cfr. ScHOENFLIES, Die Entwickelung der Lebre von den Punktmannigfaltigkeiten [Jahresbericht
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, VIIL, 2 (1900)], pag. 174 e seg.
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punti d’eo abbia misura nulla (in particolare sia numerabile); basterd allora, nella pre-
cedente definizione, trascurare tale aggregato.

Ogni funzione integrabile ¢ assolutamente integrabile.

Quando la funzione f(p) ¢ limitata e misurabile, ¢ anche sempre integrabile nel
scnso del LEBESGUE, e se ¢ integrabile nel senso dei Riemanw, i due integrali coinci-
dono *). Se invece la funzione non ¢ limitata pud mancare Iintegrale del LEBESGUE;
e pud mancare precisamente anche quando la funzione sia integrabile nel senso di Rie-
MaNN-CAUCHY, ma non sia assolutamente integrabile **). Anche in questo caso perd i
due integrali sono uguali quando esistono entrambi ***).

Appunto lo scopo per cui nella presente ricerca si presento particolarmente utile la
considerazione dell’integrale in questo senso gemeralizzato fu di evitare le discussioni pro-
venienti dai dubbi di integrabilita: ma le proprietd fondamentali del nuovo integrale non
sono diverse da quelle dell'integrale di RIEMANN, onde assai raramente il lettore dovrd
preoccuparsi del concetto proprio di esso, poiche, ammessa appena Uintegrabilita, i ragio-
namenti si svolgeranno in generale indipendentemente dalla estensione adottata.

§ 3

Il campo funzionale.

4. Un problema di variazioni non ¢ determinato finché non sia definito il campo
delle funzioni rispetto alle quali si cerca il minimo. Questa definizione daremo dunque
nel caso presente:

Si dovrd supporre anzitutto che ciascuna funzione u(xy) del campo sia continua in
' e sul contorno 1) e per essa esistano le derivate rispetto alla x e alla y, e quindi esista
la Au: che inoltre questa funzione sia integrabile nel campo T $1). Sono queste le con-
dizioni essenziali affinché esista lintegrale (u). E perd da notarsi che nella definizione
dellintegrale secondo il LEBESGUE si possono sempre supporre esclusi dal campo d’in-
tegrazione i punti di un aggregato di misura nulla: si pud quindi ammettere che Ie
Sfunzioni u(xy) possano, nei punti di un tale aggregato, ma soltanto in essi, mancare di
derivata determinata rapporto alla x o rapporto alla y. Questa condizione sard certo
soddisfatta se, per esempio, sopra ciascuna retta y = cost., escluse al pit quelle di un

*) LEBESGUE, Intéigrale, etc., loco citato, pag. 254 (n° 20).

*) LEBESGUE, Lecons sur Uintégration, p. 115.

**) LEBESGUE, Intégrale, ctc., loco citato, pag. 270 (n° 33).

1) La condizione di continuitd delle funzioni # & evidentemente necessaria, senza di che l'integrale
potrebbe senz’altro assumere valori arbitrari, e ogni senso perderebbe la condizione che la u assuma
determinati valori al contorno.

4+) Si noti, in connessione colle ultime linee del n° precedente, che, anche quando A non sia
limitato, la condizione di integrabilita nel senso del LEBESGUE non & qui pil restrittiva che nel senso
del RIEMANN, perché Au ¢ sempre positivo, onde non vi & distinzione fra il chiedere la semplice inte-
grabilita e l'integrabilita assoluta.
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aggregato di misura nulla, la funzione #(vy) ha — rapporto alla x — derivata supe-
riore (o inferiore, a destra o a sinistra) gencralmente finita (non necessariamente limi-
tata) *); ed analoghe condizioni si verifichino sulle rette x = cost., per la derivata rap-
porto alla y.

Non sard fuor di luogo il notare — perche dovrid essere in seguito richiamato —
che, pur soddisfacendo a queste condizioni, alla funzione #(xy) potrebbe, almeno in
alcuni punti del campo, mancare la derivata secondo un’altra qualsiasi direzione %, o,
pure esistendo, non esser legata alle derivate rapporto a x e a y dalla relazione fon-
damentale **):

0 0 0
(2) 35 = 5y (x%) 3y cos (y2).

*) Ctr.: LEBESGUE, Legons, p. 1235 LEVI, Ricerche sulle fungioni derivate [Rendiconti della R. Acca-
demia dei Lincei, s. V, vol. XV (1° sem. 1906), pp. 433-438; 674-684], pp. 437-438 in® 4); p. 681
(n® 4); LEBESGUE, Sur les fonctions dérivies; e LEv, Aucora alcune osservagioni sulle funzioni derivate
{stessi Rendiconti, s. V, vol. XV (2Y sem. 1906)]. In questi luoghi si trovera mostrato che, nelle con-
dizioni enunciate nel testo, ed in altre assal pill generali, — per ¢s. se si ammette che, sopra ogni retta
y = cost. (escluso un aggregato di misura nulla) la derivata considerata possa anche divenire infinita
in un aggregato riducibile di punti—la funzione u#(xy) ha sulle rette y = cost. — che non apparten-
gono a quell’aggregato di misura nulla — derivata determinata rapporto alla x, in ogni punto, fatta ec-
cezione al pitt per i punti di un aggregato di misura nulla, purche si sappia che la funzione derivata
(superiore o inferiore, a destra o a sinistra) considerata ¢ integrabile. Ora tale ulteriore condizione ¢
soddisfatta senz’altro, nel caso presente, a causa delle ipotesi proprie del problema. In vero dall'ipotesi

che esista e sia finito fj Audxdy segue che esiste pure ff
%‘ d x [cfr. la seconda nota a pi¢ di pagina del n® 22, ¢)] e poiché “ & misurabile

e quindi f 3%

# i u H . . .
(cfr. LEBesGuE, LEvy, 1. cc.) esiste anche J EY" dx per ogni y, farta astrazione per gli y di un aggre-

% dxdy (cir. il LEMMa del n° 27)

gato di misura nulla. ?

Segue allora che quest’integrale ¢ uguale all’incremento della funzione, vale a dire ch’® pur sod-
disfatta la condizione (3) di cui si parlera tosto.

Che poi dalle cose dette ¢ dal verificarsi delle condizioni analoghe collo scambio della x e della
y risulti che anche ha misura superficiale nulla 'aggregato dei puntiin cui pud mancare la derivata della
u(xy) rapporto alla x o rapporto alla y, discende immediatamente da proposizioni note (Cfr. LEBESGUE,
« Thése » gia citata, n° 37).

Si rilevi ad ogni modo che, agli scopi del presente lavoro, U'assegnare condizioni sufficienti perche
la u(xy) soddisfi alle condizioni generali enunciate nel testo, ¢ argomento di secondaria importanza. I
richiami qui fatti non hanno altro scopo che di illuminare la natura assai poco restrittiva delle limita-
zioni imposte.

*} E noto che questa relazione pud solo dimostrarsi nellipotesi della continuita delle derivate.
Esempi di funzioni per cui essa non ¢ soddisfatta sono facili a formarsi. Non soddisfa ad essa nell’origine

la funzione u = ¥'x* 4 y*. Si considerino tutti i punti razionali di un campo I, situato tutto al finito,

ordinati in una serie semplice, ¢ si chiamino, nell'ordine scelto, (x, y,), (x,¥,), -..: sia Zai una serie

convergente a termini positivi: la funzione u = Z a;V(x — x,)> + (y —»,)* non soddisfa alla relazione
(2) in tutd i punti razionali, pur essendo continua e derivabile in tutto il campo I'; nessuna difficolta
presenterebbe ancora il considerare le a variabili.
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Le condizioni descritte fin qui sono nella natura medesima del problema trattato.
Una dobbiamo aggiungerne di natura meno direttamente contingente al problema, ma
relativa piuttosto al concetto in cui ne abbiam dovuto precisare la soluzione, ed al me-
todo adottato [e la cui importanza sard tosto discussa (n' 5-8)]: e si & che sopra ogni
retta y = cost., escluse al piu quelle di un aggregato di misura nulla, valga la relazione

(3) fo au(xy)dx::u(xly)— u(x,y)

(ed analogamente sulle rette x = cost. per lintegrazione rapporto ad y). Condizione
sufficiente (non necessaria) percid & *) che sopra ciascuna retta y = cost., escluse al pin

quelle di un aggregato di misura nulla, Paggregato dei punti in cui ?f:oosia ridu-
x

iy . C e .. . 0u
cibile, e Panaloga condizione si verifichi pei punti in cui 5, = % sopra le rette x = cost.

Chiameremo {u} Paggregato di tutte le funzioni che soddisfano' alle condizioni de-
scritte, e, naturalmente, assutmono sopra il contorno ¢ di T i valori della funzione asse-
gnata u(s).

5. E facile prevedere perché Pultima condizione relativa ai punti in cui possono

ou ou . .
essere infiniti i valori delle derivate =—, =— sia essenziale pel metodo adottato, se si

9x’ dy

ritorna un istante sulle linee generali del § 1 (n° 2); poiche, si disse, se i puntiin cui le
derivate di » subiscono un rapido incremento sono sufficientemente radi nel campo T, si
pud sperare, col procedimento di media descritto, di ridurne linfluenza sul modo di
convergenza delle », ad un limite, senza notevolmente alterare il valore dell'integrale I.
Ma come, coll’accrescersi della misura dell’aggregato dei punti di I' cui corrispondono
tali punti singolari, si accresce anche l'influenza di essi sul comportamento delle deri-
vate della funzione dedotta col procedimento di media, ¢ diminuisce quindila speranza
dellefficacia del metodo, — ugual effetto potrd produrre, anche col decrescere illimitato
della misura di quell’aggregato, il divenire infinite quelle derivate.

Perd la restrizione nominata non ¢ senza efficacia nemmeno sulla risoluzione della
questione proposta, perché mostreremo ora che, suppostala non verificata, esistono fun-
zioni che, soddisfacendo alle condizioni al comtorno, rendono integrale I piccolo a pia-
cere; ed infinite ne esistono per cui esso & identicamente nullo; [mentre fra le funzioni li-
miti di quelle che rendono I piccolo a piacere me esistono di quelle che cessano di soddi-
sfare alle condizioni prescritte al contorno] *).

6. L’Harvack **) ha definito una funzione non soddisfacente alla condizione (3)
(ove y si pensi costante, e quindi # funzione della sola variabile x) nel modo seguente:

Si consideri, per semplicit, I'intervallo di variabilitd della x:0 ... 1; lo si divida

*) Vedi la 3* nota del presente numero.

*) A questo riguardo si confronti ancora la nota inserita in fine alla Memoria.

**) Die allgemeinen Siize iiber dem Zusammenhang der Funclionen einer reellen Variabelen mit ihren
Ableitungen, 11. Theil [Math. Annalen, XXIV (1884), pp. 217-252], p. 225.
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. . . . . . 12 n—1 .
in n intervalli uguali mediante gli » — 1 pund —, =, ... == esulpiano(x7)
n’on #

si_ considerino i punti d'incontro delle ordinate per questi punti colla retta (o, 0) (1, 1);
i1 20—1 1—I
sia in generale 4, ={—, — \ Si considerino poi i punti B,={~—— w——)

n’onm 2n ' w

¢ la spezzata A B 4 B A, ... B" A2 si chiami 7 = ¢ (x) la funzione che essa rap-
presenta.

oo _r . . . L 21—1 i

Si ripeta quindi la stessa costruzione sopra ciascuno degli intervalli ——= ... —

2n n
¢ dei segmenti B, 4, sostituiti all'intervallo o ... 1 e al segmento 4, 4, . Si otterrd una

nuova spezzata A B' A B A ... A B, 4 ... 4, ... 4,

2

e[ 2) e )]
[+ ), )

rappresentante una funzione z = {¢,(x). Si ripeta ancora la costruzione analoga per cia-

scuno degli intervalli T( i—1+ 2] — I) cen 2I”< 21— 1 4+ )e dei segmenti

corrispondenti dell’ultima spezzata ottenuta, e cosl si prosegua 1ndeﬁmtamente; si otterra
una serie di funzioni ¢ (x), ,(x), ¥,(x), ... convergente uniformemente ad una fun-
zione limite che chiameremo ¢ (x; 7). Questa funzione sard continua e passerd pei
punti 4, sulla retta 4 A4, . Di piu ogni altro suo punto dista dal punto della retta

. I . .
A, A, che ha la stessa ascissa per meno di —. La funzione ¢ (x; #) ammetterd in
n

ogni punto una derivata determinata cosi a destra che a sinistra, e precisamente: nei punti
A(d;, 4;;, ...) derivata nulla a destra, infinita a sinistra, nei punti di condensazione
di punt B(B;, B}, ..
a destra, in tutti gli altri punti di condensazione dei punti B non perd in questi punti
medesimi) derivate infinite d’ambe le parti, in ogni altro punto dell'intervallo derivate
nulle d’ambe le parti.

.) aventi una medesima ascissa derivata nulla a sinistra, infinita

7. Cid posto si supponga, per semplicita, che il campo T sia il rettangolo di vertici

(1.0), (—10), (1.1), (—1I1)

I valori assegnati al contorno siano

o sopra i lat (1.0)(1.1), (1.1)(— r.1), (— 1.I)(— 1.0)
1 — {x| sul lato (— 1.0) (1.0).
Si fissi arbitrariamente un y, , tale che o <<y <1 ¢ due interi m, n (uguali o
diversi) e si consideri la funzione f(xy) definita come segue:

floy) =4(1 —y; m)
f(xy) = floy)b (1 — |xl; n) per y, éy L1

fG =) — 1+ WD TS b1~ per 0 Ly 2,

Questa funzione assume al contorno del rettangolo i valori assegnati, ¢ continua
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in tutto il campo, e dem 1blle rispetto 1d X ed y in tutto il campo fatta eccezione per
un aggregato di punti di misura nulla, e precisamente si ha:

dfoy) _ _ d4(1 —y; m)
dy (1 —y)

df(xy) _ 41— |xs n) «
P dG =y W/

) . f(oy) 280 =i m) x )

d(I 0 per y, Ly L1
a}’ d(I ) )
of(xy) _ _

floy)—1 dy(r — Ixf; n) | x
E e IS =R ?
Of(xy) _ _ flxy) —141a dy(x —y; m) S
oy floy) —1 d(1 —y)

per o Ly Ly,.

of

Sopra ogni retta x = cost. 5 ¢ nulla in tutti i punti meno che in un aggregato

y
di misura nulla; ha quindi misura superficiale nulla I'aggregato di tutti i punti di T in

f

cui 5—z40. Parimenti ha misura nulla I'aggregato dei punti in cui == # oeyLyLr

AfAfdxdy:j}lf—:(g—é)zdxdy.

Ora, per o Ly Ly, si ha

off _ _floyn—1 _ foy) —f(oy,)
0x floy) —1 1 — f(oy,)

in ogni punto, salvo che nell’aggregato di misura nulla in cui

Si ha qulndl

kl)(I — lx; n) — oo
dG—y 7
e poiche 1 X f(oy) Mo e per y <y,, f(03) X\ f(oy,), si ha ancora, fuori di tale

_i| :
3% Z 1; onde:

ff_\fdxdy< /kh‘/. dxdy=2y,.
I‘ e 0 -1

Rendendo y, abbastanza piccolo questo integrale diviene cosi piccolo a piacere.

8. Basta alterare appena la definizione della funzione f per ottenere una funzione
che, ogni altra condizione restando inalterata, renda precisamente nullo lintegrale I.

Si consideri ciog, in luogo dell’unico numero y , una successione Vs Y,y - tale
che y, > y,,,, limy, = o, e corrispondentemente una serie di interi # s M,y ... tali

t=0n

aggregato,

che n, <mn,,, (quindi lim#, = o) e si ponga:

i=00

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXII (1906). — Stampato il 14 settembre 1906. 39
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fop=4G—ymy -
fly) =fN¥(x —Ixl; n) per y, Ly L1

fleyy = LOD=IOY) 1700530 (x —1als m) —f(03,, Y( — x5 m,.)]

floy) — f(oy.)
+f(0yi+x)"l’(1 — |x[; n,,,) per Yier £ £ Y-
f(x0) =1 — |«].

Le precedenti espressioni delle derivate resteranno inalterate per y, ./ y < 1. Si ha poi
of _ _ {f(oy) = f(oy..) dy(1 —x; n) dy(1 — x5 n,,)
3=~ o= ey Ve ity ) i ]

dy (1 — Ix; n,.)
+f(oyi+l) d(l _ |.X|)

of __ __ dy(1—y; m) floy Jo(x —Ixf; n) —floy, YW1 —Ial; ..,)

Il

oy 4(1—y) foy)—f(oy,,.)
PEr Yt £ 9 £ Yi-
Su queste espressioni si possono ripetere le osservazioni precedenti, colla sola dif-
ferenza che i soli valori di x per cui —f # o in un qualunque intervallo y, ... y,,,

sono quelli dei due aggregati di misura nulla in cui

d¢(1_|xl7 n)_ e qu(I—-—lxI, ;+x)
(1 — |x}) d(1 — |x])

Che la funzione f(xy) ora definita soddisfi alle condizioni al contorno imposte

—= 0.

riesce evidente quando appena si ricordi, ritornando alle notazioni del n°® 6, che ¢ (x; )
passa per i punti 4.4, ... 4, e col crescere di » converge uniformemente alla 7 =1x.

§ 4

La curva ¢ e il campo T.

9. Supporremo che la curva ¢ contorno di I' sia convessa rispetto ai punti di un
campo R interno a T, vale a dire che ogni raggio uscente da un punto di R tagli ¢
in un sol punto (se ¢ fosse assolutamente convessa, R potrebbe estendersi a tutto il
campo T). Potremo sempre, a piacer nostro, restringere R ad una parte soltanto dell’ag-
gregato dei punti rispetto a cui ¢ & convessa; si potrd quindi sempre supporre — e cosi
st fard in seguito — che R sia un cerchio, tale che il suo contorno r non abbia alcun
punto comune con ¢, e che ¢ sia convesso anche rispetto ai punti di r. Chiameremo ¢
il raggio di R ed a la sua area: @ =— =¢*. Indicheremo inoltre con O il centro di R
e con p e con ¢ la distanza minima e massima di O da ¢ (sard p <p £ ¢).

Dimostreremo tosto che ¢, senza possedere necessariamente tangente, in ogni punto,



SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET. 307

¢ pero rettificabile e quindi quadrabile *). Ne indicheremo con L la lunghezza, con A
la massima corda. Infine indicheremo con A l'area di T.

10. Occorre pel seguito porre in evidenza alcune proprietd che conseguono alla
curva ¢ dalle ipotesi precedenti.

Si ponga ancora

P P
— arcsén — 2 ar¢cos .
¢ P 5

Sia m un punto qualunque di ¢, mm' una tangente da m a r, m' il suo punto
di contatto (Fig. 2): m' appartenendo ad r, il raggio m’m non taglia ulteriormente c,

(Fig. 2).

ma il suo prolungamento la taglia una ed una sola volta in un punto 7. Sard
m'mOXNe mOnXN{Y

e la congiungente m con un punto di ¢ interno all’angolo m On forma col raggio m'm

un angolo > m'm O **).

*} LEBESGUE, Lecons, p. 60.

**) Infatti il raggio Om esce dal campo I' in m e resta in seguito interamente esterno al campo:
un raggio che da m projetti un punto di ¢ che stia rispetto alla mm’ dalla stessa parte di questo pro-
lungamento di Om forma quindi col raggio m'm un angolo maggiore di quello dei raggi Om, w'm,
angolo opposto al vertice e quindi uguale a m'm O.
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Si fissi ora un angolo y tale che

<9 e gL

Dimostreremo che ogni arco di ¢ interno ad un angolo di vertice O ed ugnale a y

¢ rettificabile ; ne seguird che la curva ¢ si puo spezzare in un numero finito (é LZ ﬁ] -+ 1)
di archi rettificabili ed & quindi rettificabile essa stessa. &

Sia infatti ancora m un punto qualunque di ¢. Per m si conduca un raggio mD
tale che Dm O = = — ¢; il prolungamento m D’ di m D ha almeno un punto appar-
tenente ad R; quindi m D non taglia ulteriormente la curva ¢ e tutt i punti di ¢ che
stanno rispetto alla m O dalla parte di m D sono interni all’angolo Dm O. Si costruisca
quindi, da questa parte di m O, 'angolo m OD = y; OD tagliera mD in D e ¢ in
un punto d fra O e D. Siano ora ¢, f due punti qualunque dell’arco md di ¢, E, F
le intersezioni di Oe, Of con mD. Poiché ¢ Of <y < ¢, la retta ef non incontra r;
percid gli angoli Oef, Ofe sono entrambi >> ¢, mentre quello degli angoli OEF,
OFE che & acuto & < ¢ (per essere Om D’ = ¢): tenendo presente che OF > Oe,
OF > Of si conclude che FE > ¢f. Quindi la lunghezza di ogni poligonale inscritta
nellarco md & << MD ed ¢ cost £ MD il limite superiore di queste poligonali. Onde
la rettificabilitd dell’arco *).

I1. Sia ancora ¢ un punto qualunque dell’arco md; si ha da quanto precede

lungh. arco me L mE L OmM ,
== " sen(p— )
d’altronde
corda me X Omsenm QOe;
quindi

arco me I )
corda me = sen(p — )’

e questa relazione avrd luogo tosto che m Oe £ y e quindi certo quando
corda me £ psen y.

Si pud dunque enunciare che per ogni arco di ¢ la cui corda sia sufficientemente

piccola (L pseny) il rapporto dell'arco alla corda & sempre minore di un numero fisso
I
h—=—F—~.
sen(p — )
12. Non occorre insistere sull’osservazione gid fatta (n° 9) che esistono curve ¢,
convesse rispetto a un campo interno e non aventi tangente in un aggregato denso di

punti. Il principio della condensazione delle singolaritd di per es. un modo evidente

*) Con considerazioni analoghe a quelle del n® 12 questo risultato avrebbe potuto farsi discendere
dalle proposizioni del LEBESGUE richiamate in tal n°, o, piti direttamente, dalle proposizioni dello
ScHEEFFER in Allgemeine Untersuchungen iber Rectification der Curven [Acta Mathematica, V (1884),
pp. 49-82], part. Teor. IV. Per la sua semplicita, e per ottenerne ancora la proposizione del n° 11 si
¢ creduto utile conservare questa dimostrazione.
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di costruirne. Geometricamente si puo offrire una semplice costruzione d’una tal curva
per es. come segue:

In un cerchio di raggio 5 si iscriva un ottagono regolare € per successiva bisezione
di archi si considerino ancora i poligoni iscritti di 16, 32, ... lati. Su ogni raggio, a
partire dalla circonferenza si porti un segmento uguale alla somma dei segmenti (in
numero finito o infinito) intercetti su di esso fra la circonferenza e i lati dei nominati
poligoni. Il luogo degli estremi di quel segmenti & una curva ¢, convessa certo rispetto

a tutti i punti di un cerchio concentrico e di raggio —= e non ammettente tangente
2

nei punti che, rispetto al raggio che dal centro proietta un vertice dell’ottagono, hanno
. ™ . .
anomalia della forma k? (k ed n interi).

Deve perd notarsi che Paggregato dei punti di ¢ in cui non esiste la tangente ha
misura lineare nulla (cfr. n° 3). Si conducano infatd le tangent a r parallele ad una
direzione arbitraria p.. Esse segheranno sopra ¢ due archi appartenenti alla striscia com-
presa fra di essi. Si chiamino g e v un sistema di coordinate ad assi g = o, v=o0
rispettivamente parallelo e normale alla direzione p.: le rette p.—-cost. appartenenti alla
striscia nominata intersecano uno qualunque di questi archi in uno e in un sol punto:
Parco medesimo rappresenta quindi una funzione v = f(u); e tal funzione & continua
e a numeri derivati limitati (< cot ¢). Tal funzione ha quindi derivata per ogni g tolti
al pitt quelli di un aggregato di misura nulla *). E quanto dire che sullarco conside-
rato I'aggregato dei punti in cui pud mancare la tangente corrisponde ad un aggregato
di valori di g di misura nulla. In conseguenza della proposizione del n° 11, il rapporto
fra la misura di questo aggregato di punti, fatta lungo la curva ¢, e la misura dell’ag-
gregato dei p corrispondenti & finito. L’aggregato di quei punti ha dunque misura nulla
sull’arco considerato. Ora & chiaro che la curva ¢ pud spezzarsi in un numero finito
di archi compresi ciascuno fra due tangenti a r parallele. Ne segue la proposizione
enunciata.

13. Se in particolare si considerano i punti comuni a ¢ e a un’altra curva ¥, sara
naturalmente di misura nulla ’aggregato di questi punti, in cui ¢ non ha tangente. Pos-
siamo aggiungere che se tali punti sono in numero infinito, in essi, esclusi al pin quelli
di un aggregato di misura nulla, ¢ ¢ y hanno la stessa tangente. Supponiamo, per preci-
sare la nozione della curva v, che questa abbia in ogni punto tangente unica e deter-
minata. (L’ipotesi non ha nulla di essenziale, per es. potrebbe la y essere della natura
medesima della ¢; perd sard quello il solo caso che si presenterd in seguito). I punti
comuni a ¢ e a y si distingueranno in un aggregato numerabile N formato dagli estre-
mi di segmenti di y che non contengono punti di ¢ e in un aggregato P formato dai
punti limiti di N. P a sua volta si distinguerd in un aggregato di misura nulla N’ nei
cui punti ¢ non ha tangente ed in un aggregato residuo 7. N ha misura nulla, quindi
anche N - N'. La tangente poi a ¢ in un punto m qualunque di T é il limite delle

*y LEvy, Ricerche sulle fungioni derivate, 1. c., pag. 437; LEBESGUE, Legons, L. c., p. 123.
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congiungenti questo punto con una successione di punti di ¢ che si avvicinino illimitata-
mente ad m. Per determinare queste rette si pud quindi scegliere una successione di
punti di N, e si vede, in tal forma, che quel limite sard pure la tangente a ¥ in m.
Ne risulta la proposizione enunciata.

14. Si consideri infine per ogni punto comune a ¢ e a ¥ una retta che faccia
colla tangente a v in quel punto un angolo >, ove 0§ si fissi ad arbitrio purché > 0;
ciascuna di queste rette potrd incontrare ulteriormente ¢. Detto allora t un numero da
scegliersi a piacere, si considerino quelle rett¢ che contengono tali altri punti di ¢ di-
stanti meno di = dal punto comune a ¢ e a y per cui passano. Tendendo + a 0, questo
aggregato di rette tende all’aggregato di quelle fra le rette considerate che passano per
un punto comune a ¢ € a y in cui ¢ non ha tangente od ha per tangente la retta
medesima (diversa quindi dalla tangente a v); quindi ad un aggregato di misura nulla.
Adunque aggregato dei punti comuni a ¢ e a vy tali che, sopra un determinato sistema
di rette per essi, ciascuna delle quali formi con y angolo > 9, esistano punti di ¢ distanti
da questi punti meno di T ha misura piccola a piacere, purcht si prenda ~ abbastanza piccolo.

§ 5.

Un’operazione funzionale: L’operazione di media.

15. Sia #(xy) *) una funzione definita in T e sul contorno ¢, limitata. Sia JHl
il limite superiore dei suoi valori assoluti. Sul contorno ¢ si supponga inoltre che #(xy),

considerata come funzione dell’arco s, sia continua e derivabile e la derivata sia limi-

tata; sia 3 il limite superiore di @ . Supponiamo infine che u#(xy) sia integrabile
P 75|+ Supp y g

in T.
Chiameremo funzione mediatrice della u, relativa al numero (o <0 < 1)—ela
indicheremo generalmente con U(xy|#)—la funzione definita nel modo seguente:
Se P(£n) & un punto qualunque di R o 7 *), siano ¥, € ¢, le figure omotetiche

. . . i
di T e ¢ rispetto al centro d’omotetia P € al rapporto ——; sard totalmente
p PP T 00 Tew

interno a I'. Si chiami u(x yIEnO) la funzione che in Yeq coincide colla

u[x +0(x —8), y + 980 —n)]
[vale a dire prende in ciascun punto il valore che #(xy) ha nel punto corrispondente
per I'omotetia] e che, nella regione limitata fra i contorni ¢ e ¢4, prende, su ogni raggio

*) La funzione u(xy) che qui si considera non deve, necessariamente, essere assoggettata alle
condizioni del n® 4. Conserviamo perd lo stesso simbolo funzionale perché a quelle funzioni avranno
nel seguito massima applicazione le considerazioni di questo §.

*) Cfr. il n° ¢ e seg. e la tavola dei segni in fine della Memoria. Avverto che, salvo dichiarazione
contraria i segni conserveranno costantemente il significato che & precisato a volta a volta che si intro-
ducono e chie ¢ d’altronde ricordato nella detta tavola.
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per P, il valore di # nel punto in cui questo incontra ¢. Si ponga mﬁne
(4) U(xy]f)):%f\/‘u(xylin@)didn.
R

Sard utile pel seguito trasformare alcun poco questa definizione:
Si consideri (Fig. 3) il campo @ (x /%) omotetico di T rispetto al centro (x y) e al rap-
I .. . .
porto — —-; a seconda della posizione di (xy), R potra essere totalmente interno o

totalmente esterno o parte interno e parte esterno a @ (xy|9): Si chiami generalmente
B (xy]0) la parte di R esterna a @ (xy[8), B'(xv|b) la parte interna. Se P(cn)

cu S\Q)
/
Cey®

(Fig. 3).

Per rendere possibile la rappresentazione grafica si son dovuti concretare in due
archi gli aggregati dei punti comuni a ¢ e a r(xy[0) i quali potrebbero ben essere in-
vece aggregati non densi. L’arco comune a ¢ ¢ a r(xyl0) a sinistra rappresenta cosi
'aggregato che ai n! 22 b) e 22 ¢) ¢ indicato con r,, larco analogo a destra 73, i
due archi che completano r(x y!3) costituiscono r,, l'uno interno a I, l'altro esterno.

appartiene a R'(xy[9), lomotetico di (xy) rispetto a P e al rapporto _+_(
a I'; si ha quindi

[En) in B'(xy0)] u(xylEnd) =ulx+0(x — &), y + 00y — )]
Se invece P(En) appartiene a B (xy|8), u(xyinb) & definito (secondo quanto

appartiene
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sopra si disse) dai valori di # sul contorno; esso non pud quindi porsi sotto forma
pitt semplice; ma il punto [x - O(x

2), ¥y -+ 6(y — )] risulta esterno al campo
U; se quindi si conviene di continuare la fungione u(xy) fuori di U con wvalori nulli,
si potrd porre

[Gn) in Bxyl0)], w(xylZa®)=u[x0(x—23), y+0(y—n)]+ u(xylEnbh).
Immaginando quindi lintegrazione indicata nella (4) spezzatain due parti, 'una relativa
a () nel campo B'(xy|6), laltra relativa a (£4) in B (xy19), si ha

U(xy]0) = %;f/ ulx +8(x—&), y+0(y—n)]didn —{—ffz¢(xy1£nﬂ)d£dn§.
R Bixyle)
Si chiami ancora R(xy18) il cerchio omotetico di R con centro d’omotetia (xy) e
rapporto — 6, r(xy[b) la sua circonferenza; quando (£4) percorre R il punto
[x + 8(x — <), y + 9(y — n)] percorre R(xy|9). Il primo integrale della somma pud

allora scriversi
1 o, I
—()Tf/”(x'}")dx dy =—6Tff“({’-")d£*d",

R(xy10) Rxy19)

dove »' ¢ y' non sono che nuovi simboli sostituiti ad x e y come variabili d’integra-

zione, e ., v rappresentano le variabili relative ad un qualunque sistema di coordinate

ortogonali, purché u(p.v) rappresenti la trasformata di #(xy) nelle nuove variabili.
La precedente espressione si scrive quindi ancora

©) Ve =g; [ [uendpd+ 5 [ [ayizandiin
Rixyl0) Bxy16)

Si chiami [, il campo comune a tutti i campi v, quando P(£n) percorre R;
esso non sard illusorio tosto che # & sufficientemente piccolo e, tendendo % a o, tende
a coincidere con I. Il caso in cui (xy) appartenga a I'y & percid particolarmente im-
portante; allora il campo 3 (xy|9) si annulla e si ha

I
(5, Ta) U(xy|6)=mffu(y.v)dpdv.
R(xy10) N

16. Dalla formula (4) si ha
Uy £+ [ [1uGrizanidzin 2B [ fazan=gn,
R R

vale a dire la funzione mediatrice & anch’essa limitata ed il limite superiore del suo mo-
dulo & minore o uguale al limite superiore di |ul.
Inoltre, quando (xy) sta su ¢, #(xy|Zn0) = u(xy); quindi

UGxy]6) = 5-u(sy) [ [ dEdn=u(xy)

vale a dire la funzione mediatrice assume sul contorno i valori medesimi della funzione u.
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Vogliamo aggiungere che la funzione mediatrice U(xy|0) ¢ continua in T e su ¢
quand’anche non sia continua la funzione u.

17. Per ragione di semplicitd considereremo prima i valori di (xy) interni a Ty:
esiste allora un intorno di (xy) di cui tutti i punti appartengono a Ty; sia (x93, , y4-9,)
un punto di un tale intorno. Le aree R(xy(#), R(x—+3,, y -+ 9,]8) sono fra loro
congruenti per traslazione secondo il vettore [xy] ™" [x -8, (1), y + 8, (14 6)). Se
3, € 3, sono sufficientemente piccoli, esse hanno quindi una parte comune, e ciascuna di
esse contiene inoltre una parte non comune all’altra; chiameremo Z e Z' queste due ultime
parti; esse sono congruenti e la loro superficie & evidentemente <209V3f—}—-8§(1 -+ 6).

Se quindi si pone VW 3 =3, sara, per la (5, T,),
|U(xy|e)_U(x+8,,y+32;e)[_—_657’/fu(w)dy.dv_ffu(y.v)dpdv
z z
146
<4_%l.9_i0'_3_

(2)

Segue che (B restando fisso) |U(xy18)—U(x+3,, y+9,]9)! tende uniformemente
ao0cond ed.

18. Un po’ meno semplice & il calcolo quando i punti (xy), (x -+ 3,, y +3,)
non appartengono a I'y. Ricorreremo allora alla formola generale (5) ed avremo

UGy I0)— UG43, y 45,18 £ o /fu(y.v)dy.dv_ffu(y.v)dydv

Rixy18) Rix+8y,y+8,40)

u(xylEab)dEdn — ffu(x Sy 3, |En6)dEdu].
3(“'0) (H—S ,+5,10)

La prima differenza ¢ quella stessa che & stata considerata nel n® prec. Si ottiene

quindi
(b) 6-2171ffu(y.v)d@dv-—-/fu(y.v)dy.dv <i§"?lf—l—j&—63.
R(xy10) Rix+8;,y+8,10)

Le aree B(xyl0) ¢ B(x+43,,y+35,|0) sono segate in R da due linee ¢(xy|9),
c(x+39,, 949,19 [omotetiche di ¢ rispetto ai centri (xy), (x93, ,y-9,) eal rap-

I . . .
porto — T] fra loro congruenti per una traslazione secondo il vettore

ol [ 2. 28y 0.

(cfr. la Fig. 4) *); esse hanno quindi una parte comune che chiameremo $(xy/0) e una
parte non comune; questa seconda si comporrd generalmente di due parti K, e K,

appartenenti 'unaa B (xy[0) [ea G (x5, y +3,18)], alra a B (x5, y 4 3,|9)

*) In questa figura le lettere ¢ del testo sono rappresentate da lettere minuscole tedesche.

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXII (1906). — Stampato il 14 settembre 1906, 40
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[e a @(xyl8)], e la loro somma sard minore di un rettangolo di altezza 3 ! -{G—Q e di

’

y ’Q(vs‘ j ‘57)

(F1g. 4).

Si ritrovano in questa figura gli aggregati r, e r; rappresentati dagli stessi archn
che nella Fig. 3, comuni a ¢ e a r(xyl0) rispettivamente a sinistra e a destra. Il con-
fronto fra le due figure pone in evidenza il comportamento reciproco dei due aggregati
rapporto alle due integrazioni considerate ai n' 22 ) e 22 ¢).

base la somma delle lunghezze dei segment di ¢(xy|6) interni ad R e dei segment
di 7 compresi fra le due curve e(xy|f) e ¢(x—-3,, y-+38,]8). Chiamando & la parte
che appartiene a ¢(xy|%), questa base sard quindi <C A 4 2= e il contributo degli
integrali estesi a K, e K, nel valore di |U(xyl8) — U(x +38,, y -+ 38,/0) ¢

<Q‘ﬁ1(7\—£—2ﬂp) I —|e—68.

Sia poi (En) un punto della parte §(xy]9);u(xy|&nd)—u(x L3 ,y48,in0)
¢ la differenza dei valori di #(s) nelle proiezioni di (xv)edi (x4 8 ,y-+39,)da(En)
sopra ¢. Tosto che # ¢ & sono abbastanza piccoli, la distanza di queste projezioni &
< k3(x + ), dove k ¢ una costante che dipende solo dal campo I' *); e, sempre

*) Chiamati infatti 4, B, P i punti (xy), (x+3,, v+38,),(E7), 4 e B le proiezioni di 4 e Bda
AB A PsenAPB _ AP AB

: . il rpr S oAt oo =
P su ¢, si ha.senAPB<AP, AB = snPB A dPsenPBA

Ma poiche P appartiene a
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rendendo 8 sufficientemente piccolo, si pud quindi supporre sufficientemente piccola la
distanza di questi punti perché si possa applicare la proposizione del n® 11, e conclu-

dere che la lunghezza dell’arco di ¢, compreso fra di essi, sard < hkd (1 6). Quindi,
du o
d—S' é Qﬁ)
Wyl ) — uCx B,y + 3180 < B RS +0);
onde, 'area di $(xy|0) essendo L a,

u(xylg.'r.@)didn—ffu(x—{-&, y+82[£-n6)d5dn'<a@bk8(1 +- ).
(§:<xyle) Sixylo)

Raccogliendo

O [ [utotersyizin [ [utot i zatnieinl L BOE2D Ly g Tyooy
@(me\ Blxrdy, 148,10

Sulle formule (») e (¢) si vede che entrambi gli addendi in cui si & scomposto
[U(xy|9) — U(x 3, y -+ 3,16)| tendono a o con §; onde Ienunciata continuitd
di U(xyl6).

19. Occorre pel seguito che si fissi un limite superiore al valore di . Osserviamo
che la parte di e(xy|0) contenuta in R ha corda £ 2p; I'arco di ¢ che le corrisponde
nell’omotetia di centro (xy) e rapporto — § ha quindi una corda £ 20p.

Col diminuire di 6 questa corda diminuisce quindi indefinitamente: onde, per 9
sufficientemente piccolo, si potrd affermare (ricordando un’osservazione del n® 11) che
tale arco di ¢ ha lunghezza < 20hp. La lunghezza A ¢ uguale a questa lunghezza

poiche

moltiplicata per %; quindi
A< 2he.
Per § sufficientemente piccolo & dunque
A 2mp < 2p(h+ 7).
Dopo cid, raccogliendo i risultati di (#) e (¢), si ha

(@) 0Gey19) — UG+, y 4310 <[2B0 n b 1)+ g0k +0)

1’
B(xylh), ‘ii <14 6; d’altra parte, a causa di questa stessa relazione e dell’analoga <I -+0

il segmento 4B ¢ tutto esterno ad R tosto che & (lunghezza di 4B) e 6 sono sufﬁc1entemente piccoli

p—
P+ 3

A causa della convessita di ¢ rispetto ad ogni punto di R (compreso il contorno) l'angolo 4'B P ha

1: (1+4-9), espres-

(bastera per es. che 6 e & siano L ) , € lo stesso avviene di conseguenza del segmento 4'B'.

percid un minimo ¢, > 0. La precedente espressione di 4'B’ da allora 4'B' < seﬁ

sione identica a quella del testo, ove si ponga k = e si osservi che 4B =23,

sen g,
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Tosto che § £ = il moltplicatore di & & minore di

3Me Ank]Lt
PGt n+ 3]
e in questo prodotto il primo fattore & una costante numerica dipendente soltanto dal

campo I' e dai massimi valori di iu| e di

Z—Z;‘ Indicandola con Q, le formule (4) e

(d) si raccolgono nell’unica:

N )

©) UGeyl8) — U +3,, y + 3,100 < Q-
(tosto che & ¢ 6 sono sufficientemente piccoli).

20. Se la funzione u(xy) & continua, la fingione U(xy|9) ba derivate determinate
e finite in ogni punto di T, esclusi al pine i punti del contorno.

Anche qui incomincieremo a trattare il caso piu semplice in cui il punto (xy) ap-
partenga a Ty. Si riprenda la formola (5, I',): essa da

) 3,19 — f ’

@ Lty +3 D= Ulxl ):L% 65;; f w(py)dpdy — f f u(f'-")dﬁd";;

R(x+8,y+8,10) R(x_yle)

e si suppongano le linee coordinate v — cost. € . — cost. rispettivamente parallele
e perpendicolari alla direzione del vettore [xy]™"[x 4+ 3,, y -+ 3,]. Ricordando che
R(x+8,,y43.15) e R(xy/%) sono congruenti per una traslazione secondo questa stessa
direzione [e di grandezza 8(1 - 0)], segue che, nei due integrali doppi i limiti d’inte-
grazione rispetto a v sono gli stessi: li chiameremo v e v,; e se si chiamano g (v)
e p,(v,) i valori di g nei punti d’intersezione di r(xy|0) colla retta v —=v_, si ottiene
UGk + 3, y +3,6) — UCel)
b)

I 1 vy afhy (V)+8(14+0) Ba(v)
:-S_W/ dvl:/ u(p.v)dy.dv—f u(y.v)dy.dv]
vy P N+S11+0) (O]
I I v, Pp(V)+8(1+6) Py (V) +8(1+0)
= dv uw(pv)dpdy — u(pv)dpdy|.
S a
41 pav) P

Per la supposta continuitd di # si pud applicare il teorema della media: indicando con
9" ¢ 6 numeri (variabili con v e con d) compresi fra 0 € 1 -, si ha quindi

e byt =00l _ 1 5 J 078, 9) a3, B+ 0

= LR T 078, — s, 98,
. v
e poiché, per la continuitd della u, si pud passare al limite sotto il segno d’integrazione,

i T+ 00y F 0 = UG _ 128 [u0) — a1

8=0 3'
1 6 dv
=55 [ sengias

r(xyl0)
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dove do & Pelemento d arco sulla circonferenza r(xyle), per una conveniente scelta

v
della direzione positiva su di essa (in modo che —— sia positivo all’'uscita dall’area,

de
negativo all’entrata).
Si ha ancora
dv __dxdy dydx
de  dedp ' dedyp’

Puguaglianza trovata pud dunque scriversi:

o) augxyyle) _ I(jae [f( m)u(xw dyda]j: + [fmm

(»y)—d{l ié

onde risulta la derivabilitd di U(xy|6) rapporto a una qualsiasi direzione p. [e la vali-
ditd inoltre della relazione fondamentale (2)]. L’espressione medesima mostra che le de-
rivate sono finite ove si tenga presente che [u(x y)l << JM; e mostra anzi che, per ogni
) fisso, esse sono limitate:

0 U(xy|9) <2W9€ﬁ1(1 + 9
[ op | 0a '

21. Meno semplice ¢ la dimostrazione quando il punto (xy) non appartiene a Iy.

Si ha allora dalla (5)
/ / u(py)dpdv— f / u(y.v)dy.dv

U@, y+8,8)—U(wl9) _ [_
5 5 LY

R(x+8, y+8,101 Rixyl0)
)
? _|_% f w(x—4-3,, y43,[En6)dEdn— f “(x}’li'ﬂe)dadng]-
B8y, 348,10 Bixy10)

Chiamiamo u(xy|&n) la funzione di (§n) che in ogni punto (£7) di R ha il
valore assegnato ad u# nel punto in cui il raggio (m)(xy) incontra la curva ¢. La fun-
zione ;(.\‘ y|&n) non differisce da u(xy|&n6) — considerata come funzione di En) —

nei punti di B(xyl8) e cost u(x+3,, y+35,1En) non differisce da u(x4-3, , y+ 3,/548)
— considerata come funzione di () — nei punt di H (x4 3, y+3,/0). Si ha

allora
f/u(x-{—?‘)l,y—\LSz]EnO)dEdn—-ffu(xyﬁnﬂ)didv,
Bixrsy, y+5,10 Ber0)
iy | = [ [TG 3, y 43 1En—ieylEn]dtdr
By
+[ [ [Fen, e rienatan— [ [y, s +31Endzan)

%0‘*‘81; y+3,10) 3(-"7“’)
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Si ponga
H= [ [0 40,150 — i Gyiinldidn,
By
@) /fu(y.v)dudv——jJZL(yv)drjdv
Rix+8;, y+8,i0) Rixyl6)
./lu(x—}—x y ¥+ 9,1E0)dEdn —‘/‘fu(x—l—?) , ¥ 3. 1En)dEdn.
%"""‘ﬂ ¥+8210) g(xﬂe)

La (f) diviene
@ Yty +A0)—UkyH _ =- [62 K_|_—(H—|—])]

3

Si chiami s(xy|¢=n) Parco di ¢ compreso fra un’origine arbitraria e la proiezione
su ¢ di (xy) da (En) ¢ si indichi con #(s) la funzione # considerata su ¢ come fun-
zione di 5. Si ha

u(xy|En) = u[s(xy|En)]
w(x 493,y +3,180) — u(xy|in)
d

ed

u[s(x+ 3, y+018n)] — wfs(xy |En)]s(x + 3, y 4 8,180) — s(xy|En),

T s,y 1En) —s(xylEn) > ’

quindi, se si ammettono per un istante verificate facili condizioni di continuitd, per cui
si possano scambiare lintegrazione e il passaggio al limite,

im L H = //du[s(xylin)]l {CE NS RN I IL JPNN

f=o0 =0 8

R(xyl8)

Draltra parte la differenza K si trasforma come nel n® prec. fu trasformato il se-
condo membro della (¢), e solo occorrera qualche avvertenza (su cui tosto ritorneremo)
circa la discontinuitd che la funzione u(p.v) subisce nell’attraversare la curva ¢ [poiche
ora le aree R(x - 3,, y + 3,(6), R(xy|8) sono parzialmente esterne a I,

Infine, come gid al n° 15, si chiamino @ (xy[6), @ (x +3,, y + 3,/6) le aree
omotetiche a I' con centri (xy), (x-3,, y=9,) e rapporto d’omotetia —% (Fig. 4)

e si prolunghi inoltre la funzione u(x 4 8,, y 4+ 8,|En) nei punti (§4) fuori di R

attribuendovi valori nulli; si ottiene

# J= ffu(x+m,y+ icn)dadn—ffu<x+8,y+ 1En)ydedn
@ (x516) G x+dp, y+8,10)

e di nuovo a questa differenza si possono applicare le trastormazioni del n°® 20. Si vede

*) Questo lim sard completamente calcolato piti sotto (n°® 22 a).
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cosi come il secondo membro del ( ) tend1 1d un limite col tendere di & a o, onde
oU (

. xyl0
segue lesistenza d1 = ) 19 (dove p, come al n° 20, indica una coordinata tale che

le linee p = cost. siano le perpendicolari al vettore [xy] ™" [x 8, y 4 3,]).

Ma, ad eliminare le restrizioni che pur si sono dovute ammettere provvisoriamente
per giustificare gli accennati passaggi al limite, e a portare il dovuto rigore nelle pre-
cedenti considerazioni, occorre qualche pili minuto sviluppo che sari oggetto del n° se-
guente.

22 4. Riprendiamo adunque lespressione

:f/'”[s(v\—l-&,y-l-slén)]—“[f(x)’lrﬂ)] s(x 8,y 43 1En) — s(xyl ) g .
A s(x 8,y 8,1En) — s(xylém) 5
(xy10)

Si ha anzitutto

- w[s(x 43, y +9,180)] — u[s(xyEn)] _ du[s(\ylgn)]
im0 S(x 8, x40, |En) — s(xyl&n) ds

Si ricordi inoltre che la curva ¢ ha tangente ovunque, tolto al pil un aggregato di
punti di misura nulla (n® 12); questo aggregato & proiettato dal punto (xy) secondo
un’aggregato di rette i cui segmenti contenuti in 3 (xy|6) costituiscono ancora un aggre-
gato di misura superficiale nulla; e se si chiama R*(xy|4) cio che si ottiene da B (xy]6)
sopprimendo tale aggregato, si potrd pensare l'integrale H esteso al solo campo R*(xy|#)
senza alterarne il valore. Se allora si chiama X la projezione di (xy) da (Sn) su ¢,
| la direzione (xy)(&n) e I, =1 (En), I,=1(En) le lunghezze dei segmenti 2~ (£4)
e (xy)™ (En) e sichiama (%) la direzione della tangente a ¢ in %, e se con 3 si indica,
nonche la lunghezza, anche la direzione del vettore [xy] *[x 43, y 4 9],

s,y e —s(xy|€n) L osenld L
811}1811;0 5 =7 _—senlt_m(/senh +C051xd3

A du
Si noti infine che 75 & per ipotesi, funzione limitata dell’arco e quindi, qualunque

uls(x +3,, y+8,18n)] — ufs(xy|&n)]

s(x+39,, 5+ 3, 1En) — s(xy[En) S s )
del pari, per le ipotesi fatte intorno alla curva ¢, il rapporto SO0y, ‘; n)=s(xylen)
resta compreso, in tutto il campo d’integrazione, fra limiti determinati e finiti: si con-

siano &, =,

¢ funzione limitata di 8, , &_; che

clude che il lim z

H si pud ottenere passando al limite sotto il segno d’integrazione *).
=0 0

*} Infatti mentre 8 tende a o, la funzione sotto il segno d'integrazione resta costantemente, in
valore assoluto, inferiore ad un limite assegnabile; si pud quindi applicare la proposizione dimostrata
dal LEBESGUE nelle citate Legons, pag. 114.
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Onde
hm—H f‘/‘d”()\) ], Senmdgdn
oo B oo I senlt
0] du(d) 1, sen I d x du(W)lcoslx . Tdy
[[”fe?Tﬁmtd d'n:’tm [/ng 7 ]I—Sa”d:.dr] <

v

22 b. Passiamo ora a considerare la differenza K; come si & osservato al n° 21,
si pud su di essa operare come sul secondo membro della (¢) e, conservando ai sim-
boli i significati analoghi a quelli adottati al n°® 20, si giunge cosi all'uguaglianza

I 1 I 1 o (V) +8(1-+6) P (V)-+8(1+0)
yraf=gea) o[ rendea = [T wnasar];
Patv) (V)

e la sola difficoltd che si opponga a trasformare ulteriormente il 2° membro come l'e-
spressione analoga del n® 20 consiste in cid che la funzione u(pv), essendo per de-
finizione nulla fuori di T, e non generalmente nulla su ¢ ed in T, non & pili continua
nell’area d’integrazione costituita dalle due lunule comprese fra r(xy|9) e r(x 49,
y -+ 3,19), (Fig. 3), ammettendo un salto lungo la linea ¢; onde non si pud senz’altro
effettuare 'integrazione relativa a p. applicando il teorema della media. Le rette v = cost.
si distinguono allora in due aggregati costituiti I'uno da quelle rette che non tagliano ¢
entro quell’area, I'altro da quelle rette che tagliano ¢ entro essa area. Riguardo alle prime
rette si ragiona (integrando rispetto a @) come nel n° 20: dimostreremo che la mi-
sura dell’aggregato dei valori di v cui corrispondono le altre tende a o con 8. Tale
aggregato si puo infatti distinguere ancora in due parti: 'una costituita da valori di v
corrispondenti a punti comuni a ¢ e a r(xy|0), altra da valori di v non corrispon-
denti a tali punti. Fra i primi puntl possono eventualmente trovarsii punti di contatto
di 7(xy|8) colle tangenti v = cost.; in tale ipotesi si rinchiudano tali due punti entro
segmenti di 7(xy|®) di lunghezza totale arbitrariamente piccola c. Esiste allora un an-
golo o tale che tutte le rette v = cost. che incontrano r(xy|6) fuori di tali segmenti
formano colla curva angolo >> «: si & mostrato (n° 14) che la misura dell’aggregato
dei punti comuni a ¢ ¢ a r(xy|0) per cul passano di queste rette, le quali seghino
ulteriormente ¢ ad una distanza < & tende a o con d. Osservando allora che ¢ & ar-
bitrariamente piccolo, si conclude che tende a o con 8 la prima parte dell’aggregato.
I valori di v della 2* parte (cui corrispondono cio¢ rette v = cost. che tagliano ¢ nel
campo d’integrazione ma non passano per punti comuni a ¢ e a r(xy19), sono interni
al segmentl complementari all’aggregato dei valori di v appartenenti ai punti comuni
acear(xyl8); sia { la lunghezza totale di questi segmenti; esiste un numero finito
di essi la cui lunghezza totale & { — ¢ (e, arbitrariamente piccolo), ed entro ad essi
si possono determinare altrettanti segmenti, non aventi con essi estremi comuni, la cui
lunghezza totale sia { — ¢, — ¢, (¢, ancora arbitrariamente piccolo). Poiché a quest
intervalli e ai loro estremi non appartengono punti comuni a ¢ e ad r(xy[8), la mi-
nima distanza fra i punti d’intersezione di ¢ e di r(xy|0) colle rette v = cost. appar-
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tenenti a tali 1ntervalh ha un limite inferiore ¢ > 0; e tosto che d(1 4 8) <o la
misura dell'aggregato dei valori di v costituenti la 2* parte ¢ <{¢ ¢
sura di questa seconda parte tende dunque a o con 3.

: anche la mi-

27

Dopo queste osservazioni il ragionamento del n° 20 permette di scrivere

[ [u@nduar— [ [u@napa

Rix+8p, y+3,0) Rixy10)

=”+”j [ 178, ) — u(, + 03, W]dv 3 "),

dove 7 tende a zero con 3; e tendendo & a o, le rette v = cost. sulle quali, al variare
di 8(1 + ) fra s e o, l'integrando del 2° membro potrebbe eventualmente subire una
discontinuita, tendono ad un aggregato di misura nulla, mentre il modulo dell’integrando
resta sempre . 2 JM; si pud quindi passare al limite sotto il segno d'integrazione.

Onde si ha:

I

lim — S e =K = 1#/ “lim [w(e, + 075, v) — a(p, 498, V]dv.
&0 a Jy, d=0

Per ottenere lintegrale scritto nel 2° membro occorrerd distinguere i punti della
circonferenza r(xy|#) che sono interni o esterni a I' da quelli che appartengono a ¢.
Sulle rette v=cost. passanti pei primi si ha invero limu(p. 33, v)=u(wv)=u(xy);

5

=0

sulle rette v = cost. passant per gli altri (da cui si deve gid pensare soppresso Vag-

gregato di misura nulla precedentemente considerato) si ha invece lim u(yu—{-:b )_S (gv)

a seconda che si tende al punto considerato dall'interno dell’area T o dall’esterno Si
indichi con 7, la prima parte di r(xy|#), con r, laggregato dei punt1 dir(xy]0) che
appartengono a ¢ e nei quali, movendosi nella direzione (x -3 , y 4 3,)7"(xy) si esce
dall’area I, e con r, Paggregato dei punti di r(xy[#) e di ¢ nei quali, movendosi se-
condo tale direzione si entra in T. Si ottiene

.1 146 5'/‘
m llm—T—Kzz— u(x —dc u(s —dc
( ) seo S 072 2q | s eyl ( y) + ity () s

*) Lintegrale qui scritto non & cioé che quello che si otterrebbe nellipotesi che fosée pérmesso
applicare il teorema della media nellintegrazione rispetto a @ su futfe le rette v = cost. per cti
v, £v Ly, 1l fatto che per un certo aggregato di queste rette tale ipotesi non corrisponida 4 vetiti
implicd che lintegrale del 2° membro differisce dal primo membro per la differeniza fra il contiibuto in
esso integrale delle rette v=cost. per cui l'ipotesi non si verifica e il contributo delle stesse rette nel
1° membro. Ora si noti che 'ampiezza dell'intervallo d’integrazione rapporto a y ¢ 8 (14 6) e la mi-
sura (lineare) dell’aggregato dei valori eccezionali di v= cost. teride anch’essa a zero con 3, come so-
pra si & dimostrato; che inoltre la funzione integrando & limitata (i valore assoluto sempre P @ﬁ)
ciascuno di quei due contributi é dunque infinitesimo con 5 d’ordine > I. Questd esprime il tetmine
3y del testo.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 15 settembre 1906. 41
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22 ¢. Resta infine a considerarsi la differenza J [n° 21 (3)]:

K] = /"/v;(x—l‘sm )'+32|5'ﬂ>d£d'ﬂ— /fﬁ(x—]—%l, y-{—SZ\Zn)dEdn.
@(xylm ) (N S

Trasformeremo dapprima ciascuno dei due integrali di cui essa si compone; come
gid nel n° 17 si chiami ¢ = ¢(xy|#) il contorno di @(xy|9), linca omotetica di ¢ ri-

spetto al centro (xy) e al rapporto d’omotetia — —; (Fig. 3, 4) *). Si suppongano

inoltre trasformate, come negli sviluppi precedenti, le variabili d’integrazione Z# nelle
nuove p.v corrispondenti a linee coordinate parallele € normali alla direzione del vet-
tore [xy] " [x -+ 9 , v -4 8,). Ciascuna retta v = cost. potrd segare ¢ in un aggregato
di punti, anche infinito e non numerabile; e siccome le integrazioni dei due termini
della differenza ] debbono estendersi alle sole aree @ (xy|%), @(x + 3, y 4 4,16)
rispettivamente, qualche dubbio sul concetto di tali integrazioni potrebbe nascere da tali
intersezioni; si noti pero che, poiché ¢ e quindi ¢ sono rettificabili, al piu sopra un’ag-
gregato numerabile di queste rette, 'aggregato di quelle intersezioni pué aver misura
non nulla **). Sopra ogni altra retta tale aggregato sard chiuso non denso e di misura
nulla onde I'integrazione della funzione u rispetto a p. si potrd ottenere integrando nei
soli segmenti complementari a tale aggregato; e, scegliendo uno Z sufficientemente pic-
colo, lintegrale esteso alla p. differisce di poco quanto si vuole da quello esteso a tutti
i segmenti (in numero finito) interni a @ (xy|8) ¢ N 7. Ne segue che lintegrale
doppio esteso a [ (xy|9) si pud ottenere con due successive integrazioni l'una
rispetto a ., Daltra rispetto a v ***) e che, ordinati i segmenti di ciascuna retta v—=cost.

*) Si ricordi che in queste figure il ¢ del testo ¢ sostituito da un ¢ minuscolo tedesco.

**) Perché la somma delle misure di tali aggregati deve essere minore o al piti uguale alla lun-
ghezza della curva.

**) Una minuta discussione intorno alla integrazione superficiale e alla integrazione doppia, nel
senso del RIEMANN, ¢ stata fatta dal PRINGSHEIM [Zur Theorie des Doppel-Integrals. Minchen Ber., XXVIII
(1898), pp. 59-74. — Zur Theorie des Doppel-Iutegrals, des GREEN’schen und CAucHY schen Integralsaizes.
Minchen Ber., XXIX (1899), pp. 39-62]. Dalla formula

A Y1 ] Y1 V&t
f fdxdy:f dyf jax= | iy [ras
Yo *o Yo Yo
*o0Yo —
che nella 1* Nota stabilisce, egli rileva (nella 2* Nota, § 1) che, dall’esistenza dell'integrale doppio, se-
gue che gli integrali semplici esistono su un aggregato denso di rette ¥ = cost. e che gli integrali
superiore ed inferiore differiscono per piti di un e assegnato solo su un aggregato di rette di misura
nulla nel senso di JorpaN. La formula succitata del PRINGSHEIM & stata estesa dal sig. LEBESGUE ai
suoi integrali [Intégrale, etc., loco citato, n! 37-38, pag. 276 e seg.): si potrebbero allora ripetere le
stesse osservazioni colla semplificazione che, colla definizione adottata della misura, si potrebbe senz’altro
concludere che gli integrali lineari esistono sopra ogni ¥ = cost., tolte al pit le rette di un aggregato
di misura nulla (v. pure Vrrari, Sulle fungioni ad integrale nullo [quest Rendiconti, t. XX (1905),
pp. 136-1411). Fatta astrazione dall’aggregato di queste rette (it che & possibile poiché esso ha misura
superficiale nulla) lintegrale d’area del LEBESGUE pud dunque ottenersi sempre con due integrazioni
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interni a ¢, (xy|h) secondo le loro lunghezze decrescenti, e detti pi(v) e w!(v) 1 valori
di p negli estremi d’uno qualunque di questi segmenti,

ffu(x ,\,y+xlgn)dcdn_/dvzf w(x 3,y 4 S En)dp
(U hi

La stessa trasformazione si fard subire all'integrale sottraendo di J; ed osservando
che le curve e(xy|6) e ¢(x -~ 3, y -+ 9.|8) si portano I'una sull’altra mediante una

. . . I . .
traslazione secondo le rette v = cost. di ampiezza ST, e ripetendo le osservazioni

fatte poc’anzi per la differenza K, si ottiene infine

By T
hmT]—hm—./dv / udy.—f udy.é
8=0 9 ] Hopore )
= ‘(l;e‘/qdvzgm[ﬁ(y.;—[—ﬁ’SI ‘(';9, v) ——u( PR +e v)]

1
~—K; perd occorre

3

notare che, mentre allora ciascuna retta v = cost. segava la circonferenza r(xy|8)
in punti estremi di segmenti interni (e esterni) ad R(xy|9) ed in cui la circonferenza
aveva tangente ben determinata, tali condizioni si complicano qui riguardo all’intersezione
delle rette v = cost. colla ¢(xy|®), sia per I'eventuale mancanza di tangente determinata
alla ¢ in questi punti, sia per lesistenza di punti fra essi che non sono estremi di seg-
menti interni a @ (xy|9). .

La difficoltd & piu apparente che reale: si distinguano questi punti in un aggregato
@ di punti che sono estremi di segmenti v==cost. interni a ¢(xy|%) e un aggregato
4 di punti limiti di punti &i @ appartenend alla stessa v = cost. ) e p!' saranno i
valori di p nei soli punti di @. Osservando che, fatta al pill astrazione da un aggregato
di misura nulla, la curva ¢ ha tangente in ciascuno di questi punti, 'integrale ottenuto

Si deve ora passare al limite come si fece per Iespressione

.1 o
come lim 5 J pud dunque scriversi

limijz ! _!I;ef Iim;(y.—[—:ssi_l——e, v)d—vds.
3 : U] ds

§=o0 §=o0

Di & potra far parte un aggregato ¥ in cui ¢ non ha tangente, ma tale ag-
gregato avrd misura nulla (n° 12); nell’aggregato residuo %' = ¥ — " (avente la
stessa misura di ), ¢ avrd per tangente la retta v = cost. corrispondente, onde sard

?

. v oy C = —dv
in esso — = o. Ne segue che, poiché la funzione # ¢ limitata, j # +—ds=o, onde

ds 3 ds

successive. — Con queste osservazioni d’indole generale si potrebbero parzialmente sostituire quelle del
testo, le quali perd sono pitt espressive nel caso speciale, e permettono di restare nei confini della in-
tegrazione Riemanniana.
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ancora pud scriversi

limijzf—_t—el/. llmu( —|—:31+e )dvd

§=o0 e (xy[0) = d

Si tenga ancora presente la relazione di omotetia fra ¢ e ¢ e si ricordi che # ha
nei punti di € in R o su r i medesimi valori che # nei punti corrispondenti di ¢ [in-
terni a2 R(xy|8) o su »(xy|6)] ed & nulla nei punti rimanenti; e si distinguano i punti
di ¢ in yn aggregato ¢ , interno a R(xy|f), nell’aggregato r, *) comune a ¢ e a r(xy|)
e tale che nei punti corrispondenti di ¢, movendo nel senso dell’integrazione, si passa

5 3 . A . s I
dall esterno.all interno .d1 QL(A}’!O). e.nell aggregato s, comune 4 ¢ e a r(xj‘z|6.) e
tale che nei punti corrispondenti di ¢ si esce invece da ) (xy|#). Passando al limite per

. I . o
8 = o, come gid per TK — ¢d osservando che qui, sulle rette v — cost. passanti pei

. . o u(s . .
punti comuni a ¢.e a r & limu(p -4 33, v) :3 (()) a seconda che quei punti sono

=0

omologhi nell'omotetia a punti di 7, 0 a punti di r, — si conclude allora che

() i =152 1499 (fft(s)—ds +f we)u(s)_ds?

23. Sostituendo nella (g) (ove si passi al limite per & = 0) le espressioni (/),
(m), (n), si ottiene che, anche quando il punto (xy) non appartiene a I, esiste il
i UG 3,y 43,16) — UGeyl9)

d=a 3

e si ha

i UG8,y +5,18) — Ulxy|6)
b

f=0
1 -0 f
= g u(x do us—ds u(s us—ds
di i pege+ [uogat [ o] O
I du I, senld
+7ff3?fse——nztd““-
. 3*({710)

Si ricordi infine che, se la curva ¢ ha infiniti punti comuni con una curva r avente
tangente ovunque, essa ha in questi tangente coincidente colla tangente a 7, fatta al
pitt astrazione dai punti di un aggregato di misura nulla (n® 13): ne risulta che nei

* , onde la pre-

punti di 7 (xy|8) (2 meno di un aggregato di misura nulla) d—: =7,

*) Gli aggregati r, e r, sono quegli stessi che si sono presentati nella trasformazione di lim %K.
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cedente espressione pud scriversi

oU(xylt) 148 du I, sen13
op. ~ ba (f mu(\y)d dc+fu(s)d ds—l— f,/ds 1 senlt

3(::”0)
-+ dy . du 1 senlx dx
®) [62 o dcd’—l__/cl ”@ d“" / f ds T seali :|dy.
o B no
14 dx dx du 1 senly 5 dy
+[W3/r:mmu(xy)dc dot- ‘Iu(s)dsds—l— /,/ds I senlt d :Idp'

@ (x¥19)

Ne risulta, come gid dalla formula (7) per il caso in cui (xy) fosse in T,, che
la funzione U(xy|0) ammette in ogni punto di 1" le derivate in ogni direzione, legate
dalla relazione fondamentale (2). E dall’espressione ottenuta per queste derivate, tenendo

du(s) Z 3, che inoltre

presente che si suppone ovunque {u| £ JM e

lungh.c, = %6 <26hp  (n° 19)
—![Lé 146 [0 22 ae 18 (2* nota)]

lI !
=senlt = seng,

|sen 13

|sen It =k [0 22, a) e 18 (2° nota)],

si deduce immediatamente che queste derivate sono anche finite e, per ogni 6 fisso, suffi-
cientemente piccolo, limitate; precisamente:
oU(xy|b 1 0) o o

) QD) CEDRE by (03

E appena da osservare che la formula (8) comprende la (7) come caso particolare.

24. Un’ulteriore trasformazione pud ottenersi se si ammette che la funzione u
soddisfi alle condizioni del n° 4, e se si fa coincidere la direzione . colla x (o colla y).
Alla formula (7) puo allora sostituirsi quest’altra

(7') aU(ax);)’le) I +6f'/ au(x’y)d dy
By

Infatti per le ipotesi del n° 4, per ogni y fisso — a meno di un aggregato di mi-

sura nulla — esiste f Pixed &

G) ' 7S5 = 0 — wa.

I

Ne segue *)
f g-l—tdxdy = / 2(‘/‘ng—dx)dy = /yz[u(xzy) — u(x:)]dy.
J1 *1 J1

*) Cfr. LEBESGUE, Intégrdle, etc., loco citato, ni 37-38, pag. 276 e seg.
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Ora nel n° 20 si ottenne precisamente l'espressione del 2° membro come valore
. 0U(xy|0
*(—L) Risulta cosi dimostrata la (7).

Sl ponga ancora nella formula (7")

@®) HM=a =8, y=y+90—n),
onde [dovendosi qui considerare x ed y fissi, e (x'y") mobile in R(xy|6) mentre (Gn)

percorre K], _
dx’_—.—Odi, dy'::—edn
Si potra allora scriverla

" aU(xyje) 1 —L—O//Gu(aily’) dEdn.

ox

25. Una trasformazione analoga si puo far subire alla formola (8). Infatti, si ri-
conosce immediatamente che

f u(xy)%da—}—./‘u%—:ds:/‘dv[u(y‘zv)—u(y.lv)],

r(xy10) 1

dove p, e p, sono i valori di p negli estremi dei segmenti della retta v = cost. interni
all’area comune a R(xy|%) e a I' e dove integrazione si estende a tutti i valori di v
per cui tali segmenti esistono. Invero, all'infuori di tali estremi, la linea contorno di
quest’area pud aver comune con la totalita di queste linee solo un aggregato di punti

di misura nulla ed un aggregato nei punti del quale d ==o [cfr. la fine del n°® 22 ¢].

ds
Se allora, come nel n° prec., si fanno coincidere le direzioni p e x, v € y, si avrd an-
cora, in modo simile

/ Iﬁu(\y)d da+/udvds_ffa“("'y')d 'dy'

rixy
Rixy10)

dove si deve r1cordare che nei punti di R(xy|6) esterni a I' si & convenuto di porre

(y)

La formola (8) d1v1ene allora

) augxxyle) 1+e//au(xy’)d dy + L ffdu l, ::ng dn

R(xxi6) 2} (x716)

u(xy) = o e quindi

Il primo integrale si pud ancora trasformare come nella formola (7') mediante la po-
sizione (p). L’integrale trasformato si potra ancora intendere esteso al campo R; ma
in B (xy|#) lintegrando sard nullo, quindi Peffettiva integrazione si estende al solo
campo R — B (xy|6). Si ottiene cosi la formola

0 augxg|e) 1—¢|1—6f au(x’}")dgd + 5 /’fdu l senlx o

I senlt
R—@(:‘yle) 3 (xy10)
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26. Per le successive applicazioni ¢ utile osservare come la formoh ( 7 ) si ottenga

(a meno del fattore 1 4~ #) mutando nella (5, [,) U e « in %? e g»l{,,

mente la (8') si ottenga dalla (5) — con una lieve diferenza nella definizione della fun-

ed analoga-

zione che compare nel secondo integrale. Possiamo riassumere queste osservazioni di-
Ju 1 oU(xylh)
ox’ 14 H dx

.o . . . D ..
di 3y relativa al numero 9, e we & precisamente LA funzione mediatrice definita al n° 15,
X

cendo che, ammessa esistenza dl UNA  fungione mediatrice

almeno entro al campo Tq. Si possono adunque applicare ad essa le proposizioni otte-

oU(xv]H)
ox

nute nei n' prec.; in particolare potremo affermare che ¢ funzione continua

almeno in ogni punto del campo Ty. Una minuta analisi del 2° integrale della (8"),
analoga alla discussione del n° 18 — ma con qualche maggior particolare — permette-
rebbe di togliere anche quest’ultima restrizione, sostituendola con: in ogni punto in-
terno a T (non del contorno): ma nessuna opportunitd essa avrebbe per il seguito.

§ 6.
L’integrale I[U(xy|f).
27. LEMMA. — Occorrerd pitt volte pel seguito la proposizione seguente: Se C & un
aggregato qualsiasi di misura A, in cui sia definita una funzione f, ¢ se dy & 'elemento

differenziale di C, dall’esistenza di f fdvy segue Tesistenza di f [fldy e si ha
c c

([irar) 24 [rar

Dimostreremo la proposizione per gl'integrali del LEBESGUE che sono qui realmente
i pitt generali *). Si immagini scomposto intervallo di variabilitd di |f| in una serie
di intervalli parziali di ampiezza .7 & mediante i numeri m,(>\ o) tali che m, <m,, ,
e si chiami «; la misura dell’aggregato dei punt di C in cui m? £ f° <m?, e quindi
m; £ |f| <m, : sl ha, per definizione

ff dy_hmZm x, -—th

[irdy=1im 3 ma, =limJ,
Z“i = 4.

Osservando che m, < m; tosto che m; > 1, si vede che ogni termine della seconda
somma ¢ minore del corrispondente della prima ovvero della terza: dalla convergenza

di queste segue quindi la convergenza della seconda e Iesistenza dellintegrale f ifldy.
¢

*) Poich¢ si tratta qui di integrali di funzioni positive, e quindi assolutamente integrabili.
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Se poi nelle somme L., ], si considerano i coeflicienti =, costanti, si vede, per note

I3

regole, che, per un determinato valore di L,, J, ¢ massimo quando m, = cost. = ]/——

o2 )/t =var;

onde, passando al limite per ¢ = o, la proposizione enunciata.
Evidentemente se anche f & integrabile in C, pel che (a causa dell'integrabilita assoluta)
basta che sia misurabile ), si ba pure

([rar) 2([na:) 24 [rav

28. Dalle formule (7'"), (8'") si deduce, a causa del LEmmA precedente,

L RC e e

ot PGP 2 [ ]
o B 0yl0)
AR M}[M* M it +e)ff 0T )
R—#ixy (x\IFn

Si considerino, con queste, le relazioni analoghe ottenute scambiando x ed y, ' ed y';
si osservi inoltre uha volta ancora che il primo integrale della 2* formola si puo indif-
ferentemente considerare esteso a R — R (xy|4) o a tutto R; si otterrd

f f AU(xy|0)dxdy = f f [8U(xyle)] _,_I:aUg;ylﬂ)]i
@ ((é (ii;ﬂ/fdxdyff_w(x "dEdn 4 — //dadyff du l.l ) senlzltdgdn'
r R

(\yl@)

Si ha dunque sempre

Consideriamo separatamente i due termini del 2° membro.
Nel 1° i limiti dei due integrali sono costanti: si pud dunque invertire Pordine
delle due integrazioni. Se allora si osserva che, per £, 7 costanti, le (p) dinno

I
dx = ax' dy = ———d
+ 1677 =1 -+ 6
*) L'ipotesi dellintegrabilita e quindi della misurabilita di f* ci dice che & misurabile 'aggregato
degli x per cui m; £ |f(x)| < m;,_, , ma non percid che siano separatamente misurabili i due aggre-
gati di cui esso si compone per cui m; £ f(x) < m;,  , —m; X f(x)>—m;,,
*) Per giustificare questo passaggio si osservi che la somma dei due integrali si puo considerare

come un integrale unico esteso all’area totale R e relativo a una funzione che in R — F (v y16) assuma i

Qu(x'y) . " . . .. du I, senlx - )
=, in B*(xy16) assuma i valori di s T senli ein B(xyl0) — B (xy10) assu

valori di

ma valori finiti arbitrari, per es. zero.
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e se si indica con T(Ex) l'area trasformata di T nel piano (x'y") per la trasformazione

(p), s ha

) ffdxdyffAu(x’ ')drdn_._ffdgdnffw(x'y')dx dy.

PEn
Ora nei pund esterni a T, Au(x'y") = o. Quindi

o ff.\u(x'y')dx dy 4ffw(xy)dxdy,

Lign)
cost

(L‘{t_")zfrfdxdyfRfAu(x'y')dgd-n é%fRded'n./I:fAu(xy)dxdy,

cio¢
éff.\u(xy)dxdy.
r

du N l
_'; éeﬁ’ ll ==

Nel 2° integrale si osservi che

B9

sen lt. =
risulta

i/lf(%;_j) sen® ltdgdwé(l_}_e)@ﬁszfdzdﬂ—(l-{-e) ad’k.
(1)

Draltronde I' — Ty ¢ una corona in cui il contorno di maggior lunghezza & ¢, ¢
la cui altezza ¢ < A0: la sua area & quindi <C LAH. Dunque:

d I ,
O dedyff i z) L ddn <00 Oy LAGR.
- 3(1010)

Per brevitd, porremo in seguito
4LA é‘ﬁ,z B=T.
Poiche § < 1, il secondo membro della (5) sard <C 0 T, e raccogliendo dalle (g),

(r), (5) si avra
) I[U(xy18)] < I[n(xy)] 4 0 T

§7

Alcune proposizioni ausiliarie.

2g. La considerazione delle funzioni mediatrici permette le seguenti osservazioni
immediate :

Sul contorno ¢ di I' sia assegnata una funzione continua #(s) dell’arco s, limitata,

du(s)
. Z 3. Esistono allora fun-

derivabile e a derivata limitata: sia cioe |u(s) £ JM,

*) Cfr. n® 22 a e la definizione di % al n° 18 (nota 2%).

Rend, Cir. Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 15 settembre 1906. a2,
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zioni definite in ogni pumto di T, limitate ¢ continue in T e sul contorno, assumenti al
contorno i valori di u(s), e derivabili in ogni punto di T, con derivata limitata. Per
costruire una tal funzione basterd partire da una funzione v uguale a u(s) su ¢ e ar-
bitraria in T, purché limitata, per es. assumente in ogni punto di I' (non di ¢) un valore
costante di modulo £ JH. La funzione mediatrice di v relativa ad un 6 arbitrario sard
funzione continua in T e sul contorno, assumendo sul contorno i valori di u(s), e sard
costantemente in valore assoluto . J} (n' 16, 18). Della funzione ottenuta si formi
ancora la funzione mediatrice relativa ad un 6 arbitrario; si otterrd cosi una funzione
che, alle nominate proprietd, aggiungerd la derivabilitd in ogni direzione e in ogni
punto del campo, che avrd derivate limitate (n' 20, 23).

Ha dunque senso la considerazione del campo funzionale ju} definito al n® 4, coi
valori assegnati della funzione «(s). Si chiami d il limite inferiore dei valori di I(u)
calcolati per tutte le funzioni di {u}. Per una funzione qualunque del campo potremo
porre

I(u)=d-+4¢ esara eXo.

Ricordando che, se z = cost., ¢ f / Azdxdy = o in ogni campo, potremo sempre, per

un’osservazione fatta al n® 1, supporre le funzioni di }u} limitate, e in valore assoluto co-
stantemente 2 JH.
Occorre che sulle funzioni del campo ju} dimostriamo alcune proposizioni preliminari.
30. Lemma L — Sia u una funzione qualunque dell’ aggregato {ul, tale quindi che

ffAudxdy:d—l—s (¢ X\ o),
r

e sia { una fungione la quale soddisfi alle condizioni di continuita e derivabilita imposte
al 0° 4 alle funzioni u, e che si annulli al contorno ¢ di T e sia

AfAcqxdyze (e> o).
ffv(Cu)dxdy'él/e_a.

Se g & una costante arbitraria, la funzione » — g{ appartiene infatti ancora all’ag-
gregato ju}. Si deve quindi avere

[ [sa—gtyixayna
r
ossia

f f Audxdy—2g f f v(Cw)dxd y+g* f / Aldxdy=d-}-e--g°e—2g f / v(Zu)dxdy>d.
r r r r

du dv du dv
* s _ Quov , O# dv
) Ponendo, secondo l'uso, y(uv) = 5% 3% + 37 37

Sarda *)
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[ [rcoiss

Si assuma ora

g:

La precedente disuguaglianza diverra

d+e—17(fpfv<<u>dxdy) N,
(fpfv(iu)dxdy) L,

che equivale alla disuguaglianza enunciata.

onde

Cororrario. — Se del numero e si conosce solo un limite superiore &', sari evi-
dentemente ec £ ¢'¢, onde si puod affermare che, restando immutate le altre ipotesi, se

/I:fACdxdyée',
Kfv((u)dxdy‘éi/e—’;.

31. Lemma IL. — Se u ed ' sono due funzioni dell’aggregato {u} e se precisamente

ffAudxdy:d+e, f/Au’dxdy:d—l—e’, e>¢' >0,
r r

e se si pone indifferentemente

sard pure

m=—=u—1u ovvero m=\u—u

’

e se n & il maggiore dei numeri €', ¢ — €', sard

/'../‘Amdxdy < 6.
Si ha infatti 3

ff(Au—Au’)dxdy:f./V(u—u', u+u)dxdy
r r
:ffA(u——u’)dxdy + 2//v(u —u'y u)dxdy,
r r
e quindi

/ ‘/ . A(u—u")dxdy—=z—e'—2 f / v(u—u', u')dxdyés——s'—]—z' f f v(u—u', u)dxdy|.
r r r

Si ponga allora, per brevita,

//V(u —u, u’)dxdy‘ =1,
r
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(%)
o
18

|

onde

ffA(u —u)dxdy L — < + 21,
r

e si osservi che u — u' soddisfa alle condizioni imposte a . nel Lemma precedente:
applicando il LEMMa medesimo si avrd

v(u —u', w)dxdy £ V(s — ¢ F 20)¢,

ossia
P L(e—)e 210’ L' 20y,
onde B
i L@z + 1),
e quindi

[ Jaw—wyizdy 21+ 29D <én.
r

Si osservi infine che Alu — #'| £ A(u — u') *). Si concluderd la disuguaglianza
affermata.

32. Si supponga in particolare che le funzioni, », ' ammettano derivate in tutte
le direzioni, legate alle derivate secondo x ed y dalla formola fondamentale

(2) ;’A 55, 608 (x) + — cos ON);

& noto allora che, se u e v sono due direzioni ortogonali qualunque, posto

-3+,

pr m = '_\x}_ m,

/prvmdy.dv :/‘/‘Axymdxdy.
r r
fprvdedV<6W-
r

Scomponendo Uintegrale di A,,m nella somma dei due integrali relativi ai due ad-

si ha

onde

Sard allora

*} E anzi costantemente A ju — 'l = A(u — «') fatta al pil astrazione dei punti in cui ¥ — &’ = o.

dlu—ul  d(u—u) L ’
30 % 3w , onde Alu—u/lLA(u—~u'),

il che giustifica V'affermazione del testo. Si puo aggiungere che sard A u — /| < A (u — «') sempre e
solo quando non sia A(u — ) =o0: ma si potrebbe osservare che laggregato dei punti in cui

In questi punti &, rapporto a una qualunque variabile w,

#—u# =o0¢ A~ )0 ha misura superficiale nulla, onde pud esser trascurato nella formazione
dell'integrale. Si ha quindi effettivamente ./ f Au—dldxdy = f f A(w — «)dxdy. E chiaro pe-

rd che questo ulteriore risultato ¢ privo d’importanza agli scopi del testo.
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dendi di A, m, entrambi necessariamente positivi, si ottiene quindi ancora

(10) ff(%%)zdydv<6‘n.
i |

33. In questo numero e nei due successivi fisseremo per la funzione m il signifi-
cato |u — u/'|.
Vogliamo dedurre dal Lemma precedente una notevole limitazione pel valore di
f f mdudv dove X & un’area contenuta in I
p>

Si chiami £ la lunghezza della massima dimensione del’area X (Fig. 5). Centro in

un punto qualunque R di X si descriva una circonferenza ; di raggio & ed una seconda

3
circonferenza o_ di raggio v = VE—; X & tutta contenuta in wg.
Supporremo che sia costantemente

e V(3 47— 3¢\ RSy
@ ‘£<(2{,)(2 4———q2+392) <toe E<
Sard allora

+>E e v< =p,

V2

e quindi w, sari interna a w_ e la circonferenza w,_ possiedera un arco continuo di am-

piezza X 2arc senV—s—P— tutto interno a I' e tale che ¢ ancora contenuto in T' I'arco
- 2

concentrico e compreso fra gli stessi raggi, avente per raggio Vo 8 <tv2 *).

Chiameremo a quest’arco di o_, e la sua ampiezza.

*) Si consideri infatti la circonferenza di centro O e raggio p e si chiami @: essa & tutta interna a
T. Si supponga anzitutto € fuori di @ o su @; siano #,, #, le due tangenti da {2 al cerchio di cen-
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Da un estremo 4, di « siconduca la tangente 4, B, a o, che lascia w, e « dalla
stessa parte; si conduca la tangente a v, parallela a questa e sia B’ 4,. Avvenendo che
essa seghi @ in un punto 4,, si conduca da 4, la seconda tangente ad w. e sia 4, B,.
Ad essa si conduca ancora la parallela tangente a w; e sia B, 4 ; e sia A, Veventuale
punto d’intersezione di questa con x. Si prosegua in questa costruzione finché si otten-
gono punti 4; interni ad «. Sia 4, l'ultimo di essi. Siano B B, B, ... B,BB, ... B,
rispettivamente i punti di contatto delle tangenti considerate con w,. Ciascuno degli

archi 4,4,, avrd ampiezza>r_%—1 e quindi lunghezza > T Si consideri allora

il triangolo isoscele Q 4, 4, e il triangolo simile limitato dalle QA4,, @4, e dalla

i+1

tangente C,C; all’arco 4, 4,, nel suo punto medio: essi sono simili, ¢ se & & la
base del secondo si ha

b > lungh.arco 4,4, >~

2
n-1
b:corda 4,4, =7:Yv"—&
Ma corda 4,4, = 2&; dunque

2¢7T o . -4 2
¢ ossia n > — T——I—I,

fe—p it Ve

e quindi, per la 1* delle (@) e ricordando che « > 1/3_%,

® >3—]/Ez-

Le tangenti 2 w, nei punti medi degli archi 4, 4,, 4,4, ... 4,4,,, incontrino

n+1
rispettivamente le 4 B, 4.B,in C,, C;; 4,B,, 4B,in C,, C; .... I punti C,C,C,C,...
stanno sopra una circonferenza concentrica a w; € ., e di raggio ¥/+* 4~ &%, e quindi
(per le ipotesi fatte relativamente ad «) sono interni a T. Si chiamino D, D!D,D; ...
rispettivamente i punti d’incontro dei raggi B,C,, B,C/, B,C,, B,C, ... con ¢, piu
prossimi a C, C. C, ... fuori dei segmenti B, C , B, C/, ..., e sichiamino s ,¢,,..., 0,

tro O e raggio V—zip; ¢ 0Q < ¢ onde ang. ¢ 1, > 2arc senLq. Inoltre ciascun raggio I uscente da

Q e appartenente all'angolo #, ¢, non pud incontrare ¢ internamente ai segmenti compresi fra e le
sue intersezioni con @.

Il raggio 7, uscente da O, parallelo ed ugualmente diretto a un tale raggio / di ang. ¢, ¢, incontri
@ in X’'; sia X il punto d'incontro di! colla parallela per X’ alla Of. Il punto X & compreso fra Q e
le intersezioni di ! con @ e si ha d’altronde $2X = p. Ne segue che un punto di ! distante da Q per
un segmento £ t¥2 < p ¢ interno a I', ed ¢ quindi tutto interno a T un arco di centro Q e raggio
£t V2, contenuto in #, 4, .

Se poi il punto © ¢ interno a @, le osservazioni ora fatte si potranno ripetere inalterate, purché
alle tangenti ¢, , ¢, si sostituiscano i raggi uscenti da Q e paralleli ed ugualmente diretti alle tangenti
ad r da un punto ' del raggio OQ non pill interno a ®.
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le aree C, D D’ C' C D D c, ... hm1tate dai segmenti rettilinei quali C,D,, C; D',
C,C, e dagli arch1 di ¢ qua.le Di D;. Si chiami infine ¢ l'area compresa fra la poli-
gonale B C,C14,C.C 4, ... C, B, e larco B PB, di o, la quale contiene nel suo
interno «; e quindi X.

Si ponga infine

[FGRam=s [ (Gp)onsr=s,

dove m & la funzione gid considerata nei n' precedenti, estesa con valori nulli fuori di
I' qualora 'area ¢ uscisse di T.
In forza della (10) si ha allora

C—I-Zziéff(%%)zdp.dv<6’n,
B

. <6n—2C.

onde

Fra le aree o, ne esiste quindi una almeno, sia s, tale che

Zli 61
R

JJ G i< Fron o
%

Osservando che l'area di 5, ¢ <C 2A& segue finalmente (n° 27)

ff‘Mdydvél/zAcf‘/ am “dpd <V——‘ 1/6"““41/2“‘/‘5

Fin qui le coordinate g, v sono rimaste indeterminate; se ora si assumono le di-
rezioni p. = cost., v = cost. parallele rispettivamente alla retta C ;C ealle B,C,, B, c,
e si effettna nel 1° membro l'integrazione rispetto a p, tenendo presente che, sull’arco

ossia, per la (b),

D,D;, m = o, la precedente disuguaglianza di
(c f mdv| < ——
) o 1/
34- Nellarea B, C; C'B PB; compresa fra i segmenti B.C,, C,C, CB)elarco
B,PB; di v, 1ncludente o nel suo interno, si consideri un segmento E E’ parallelo

1/60 C1/2A1/E’

a C ; C; e limitato al contorno dell’area. Si supponga dapprima che i punti E ed E'
appartengano ai lati B.C, B C; 1l retangolo EC S CE' ¢ interno a o} quindi

f/(am)dpdvéc

EC; CE'
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ed osservando che 'area di EC.C’.E’ & L 28t < 24(x + E) — 2i (¢

f/a”’d i< Vatz 4 vy

E(‘l(‘

1%y
7N
mny
-
|
g
5

e supponendo gli assi p, v orfentati come alla fine del n® precedente, e integrando

rispetto a .,
f mdyv — / mdv
EE' C¢;Ch

Quindi infine, in forza della (¢) H
——1/6n —Cl/zAl/E’ V27 Vq(i 4 VE)

mdy
S <

< A, & n essendo costanti, il secondo membro & massimo quando
6
/ 61 — ﬁ 2975 VA
A i+

<1/2 c(c-i—VE)

e tal massimo &

2¥3n ]/é%m’/a‘ur&z + 1,
e quindi, poiché Z < 1, & in ogni caso
NS Y
f mdv| < —g—l/(4q’A + 6¢7)n e
EE’

La stessa disuguaglianza sussiste evidentemente qualora i punti E, E' stiano sul-
Varco B;PB;: bastera per es. condurre per E ed E' le parallele a B; C;, Bj C; le quali
incontreranno  C; C; in due punti y, y'; il rettangolo Eyy'E’ & interno all’ area

EC CE, l’ff(g%) dpdv ¢ quindi ancora <CZ; e poich¢ m ¢ sempre X\ o,

[ ],

ragionamento.
Si ponga, per brevitd,

md p|; si potrd quindi ripetere per il rettangolo Eyy'E’ il precedente

2 2% | £ .2
—9—1/4q A+4-6p*=K

costante, dipendente soltanto dal campo d’integrazione; se e¢’ & un segmento qualunque
contenuto in EE’, tenendo presente che m X\ o si avrd ancora

l:’mdv < KVYn ;/E,—’

Se quindi si pensa di effettuare I’ f /Emdydv integrando dapprima rispetto a v (e
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cio¢ su segmenti analoghi all’ee’ ora nominato), poi rispetto a ¢, e si chiama § il li-
mite inferiore dei valori di p nell’area X, si ha:

S R +£ 3
(11) ffmdy-dv<K1/n 1/£2f6 du = Ki/n V&,
z B

35. La limitazione trovata riceve immediata applicazione alla valutazione della dif-
ferenza |U(xy|%) — U'(xy|%) , dove, conformemente alle notazioni del n° 15, U
e U’ sono le funzioni mediatrici rispettivamente di # ¢ ' relative al numero 8. La
formola (5) (n" 15) da infatti:

U(xyl6) — U (xy]8) = %f‘/[a(m _ u'(pw)]dp.dv
Rixy10)
—l—%ff[u(xylinf))-—u'(xy]EnO)]dEd'n.
Bisyloy

Ma per (Zn) in R (xy|h), u(xy|Ea8) = ' (xy|&n); il secondo integrale & dunque
nullo. Si ha quindi

UGy — UGy ) Ly [ [ mduar
R(xy!6)
Per applicare la formola (11) si dovrd consjderare I'area R(xy|%) come la Z dei
n' prec’; né alla possibilitd di far cid potrd nascer dubbio per leventualitd che possa
R(xy|9) uscire fuori di I, poiche¢, esternamente a I, u(xy)=u'(xy)=m =o0, onde
lintegrazione si estende di fatto alla sola area contenuta in TI'. Per ottenere un cerchio
w; in cui R(xy|b) sia contenuto basterd assumere & X ¢0; si faccia inoltre in modo

che § £ 2p%: e le limitazioni (&) saranno allora soddisfatte tosto che
3

L¢3 4r—30) 1 p
R = IR
< N2 49 36 c <41/2 P
In tali ipotesi si ha quindi

3 3
I P s /1
(2) UGy 1) — U (syl0)| < o V313290 = -’l:ziy.n ]/%

§ 8.

Determinazione di una serie di funzioni avente per limite
la funzione minimizzante.

36. Di twutte le funzioni di ju} si immaginino formate tutte le funzioni mediatrici
relative a tutti i possibili valori di 0; si otterra un aggregato di funzioni {U} contenuto
in {u} e tale che il limite inferiore dei valori dell’integrale di DiRiCHLET esteso a T, cal-
colato per tutte queste funzioni & ancora d.

La formula (9) (n° 28) mostra infatti che, se [(u) =d ¢, e 6 & sufficiente-

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXII (1906). — Stampato il 17 settembre 1906. 43
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mente piccolo,

(4) I[U(xy18)] <d 4+ TH,

dove T ¢ una costante, dipendente soltanto dal campo e dai valori assegnati al con-
torno. Quindi

irrg IU(xy|9)] = 4.

1
£=
6=0

Tutte le funzioni U ammettono (n' 20 e 23) derivate in ogni punto di T e ri-
spetto ad ogni direzione, soggette alla relazione fondamentale

0 0 o
2 == =~—cos(hx 5— cos (Ay).
(2 3% = 52 (09 + 55 cos (49)
Se quindi si scelgono le funzioni u, »' nell’aggregato {U} saranno valide tutte le con-
clusioni del § precedente.
Fra le funzioni di { U} se ne scelga una successione U U, ... tale che lim I(U,) = 4,
e sia B
I(U)=d+¢, =&, <s.
A ciascuna funzione U, si faccia corrispondere un numero 8, di cui disporremo
in seguito convenientemente, e che assoggettiamo per ora alle sole condizioni
6, <b, Ilmb =o.
Si chiami v, la funzione mediatrice di U, relativa al numero #,. Sard evidente-
mente ancora lim I(v,) = d.

=0

Vogliamo dimostrare, che mediante una scelta conveniente dei numeri 9, la succes-
sione delle funzioni v, tende uniformemente ad un limite. Mostreremo in seguito (§ 9)
che tal limite ammette le derivate prime e che per esso l'integrale di DIRICHLET assume
il valor minimo 4.

37. Chiameremo ancora, per brevitd, V,(xy|%)) la funzione mediatrice di v; rela-
tiva al numero 6,. Si ha evidentemente

(B loi(xy) — v, Gl L 1w (xy) — Viy 10,00 + 1V (18, ) — v, (xy)l-

Ora, posto

I(vi):d‘l""n
ni<si—|—0iT.

Il numero ¢,-8,T & quindi maggiore di ciascuno dei numeri a,, ¢, , [#;,—¢;, |
onde pud fungere come il numero n del § prec., per la (12), applicata alle funzioni
mediatrici di v, e di U, relative al numero 9 ; si ha allora

K328 o/
© \Vi(xy19,) — v, Gyl < ‘1/736“ Ve, 46, T l/(), :

1=+1

si ha per la (2)

Si ha poi
v,(xy) — V. (xy]0,,,) = ‘;‘/f[‘vi(xy) - vi(xy|£7'6i+1)]dgd7"

R
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Per ogni valore di (£n), v,(xy|En0, ) & uguale al valore che v; assume in un punto
interno a T' o del contorno che dista da (xy) per un segmento

é 6i+1 V(x - E)2 + (y - 7’)2 < ei+: A
Ricordando che v, & una funzione mediatrice relativa al numero 6, si ha quindi per

Ia (6) (@ 19)

6.
I‘Ui(xy) - v,.(xyiEn ei+1)| < QA%’
onde '

0.
@ Go) = o0 £ [ [06) — o oylEnt, Ydidn < Qacge
R
Raccogliendo dalle (), (¢), (d) si ha dunque

1) ) — v, ()l < Qe K‘/”_f——]/

38. Si consideri la serie

(14) ’l)x-l—('uz—v‘)—l—(fu;—vz)_l_

La serie dei moduli convergerd certamente per ogni (xy), tosto che convergano le serie

3
0. -
S ST

1 1

e, se si suppone ¢, < 0,, alla seconda serie pud ancora sostituirsi I’altra Z}L‘—
* i \
Vei+l
: I
Si ponga ora 8, = —. Sard
1'21

Z o (z+1)"'+” y(1+1) (z+1) < (= )
2 (it1) 2 v =2 i—2
H, i+ 1)’ i+ 1\’ 1)’ + 1\’
S Py CED S (RN () < E(E) e
1, 1
La prima serie converge notoriamente, e si vede tosto la convergenza della seconda

. . . .. e e g . . . 1\?
se si osserva che i suoi termini sono minori dei termini della serie Z - tosto che

i>8.

La serie (14) converge dunque uniformemente ad una funzione

(15) v =limv,.

i=00
Dalla convergenza uniforme segue immediatamente che la funzione v assumerd sul
contorno ¢ di T & valori u(s) assegnati comuni a tutte le funzione di {u}.

1+I)

yraae (552)" = (52)7 () o ()T <
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§ 9.

Le derivate prime della funzione v e il suo integrale di Dirichlet.

39. Poniamo M, =9,  — v, e alla funzione M, applichiamo il Lemma II (n° 31).
Il numero indicato con = in quel LEMMa & allora minore o uguale al massimo fra i

numeri [n, — =, |, m;, 0., (2° 37); quindi < ¢, 4 6, T. Tenendo presente lipotesi
g, < 0, si ha quindi
(@ ffAMidxdy<6(1+T)6i.
T
Osserviamo ancora che le %—Af‘, %7’ sono continue in I , tali essendo le derivate

di v, e di v, (n° 26); si ha quindi, in ogni punto (xy) di Ty,

r |8M’\
E—oS(xyC)f dx ek

(x\

oM,
dx

dove 2(,\yZ) ¢ un campo qualunque convergente con continuitd all’unico punto (xy)
mentre { tende a o, e S(xy %) la sua area e dove M, rappresenta la funzione M,
scritta nelle variabili 2, ¥" al posto delle x, y.

Alla scelta del campo Z(xy C) resta una grande arbitrarietd: per fissare le idee
e semplificare i calcoli ulteriori noi lo determineremo in una circonferenza di raggio

i e di centro (xy); le coordinate del punto (x'y’) mobile in esso possono allora
ki3

scriversi

® ¥ =zx+LE  y =5+
(§) essendo un punto mobile nel cerchio # di centro l'origine e raggio VI:(quindi .
™

di area 1). Allora S(xy{) = {*. Supporremo inoltre la funzione M, continuata fuori

di T' con valori nulli. Sari, in Ty,
=in [ [l

JfAM’dx dy —Z’ffaM'dEdn = U, (xy10).

(xy%)

©

Poniamo ancora

ax

Si ha

fpfa,.(xym)dxdy=‘[/dxdy£fAM;dadn:4/d5dn/PfAM;dxdy

e quindi, se si chiama Ty, il campo del piano (x'y") trasformato di T per le () ove
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si con51derano le ¢, 2, { costanti,

ff (xy|7)dxdy—ff¢i dnffAM’dxdy L/fAdedyf./dEdn

o
ZL6(1+T)h,.
Si noti che la funzione #,(xy|{) & sempre positiva: 'aggregato dei punti in cui
©) 5, (xy10) > 07
(dove « ¢ un numero arbitrario < 1) ha quindi misura £ 6(1 4 T)6;™

In ogni punto poi in cui

(&) 5, (xy|8) L,

& ancora 3 M
[ (G2) sz,
14

onde (n° 27) aM'

) L&

I punti di I'y, possono distinguersi, rispetto al comportamento in essi della funzione

M;, in due aggregati: 'uno $,, nei punti del quale aM" > 0.2 ; Paltro nei cui punti
oM,

ox

Z 02 Per ciascun punto del primo aggregato la formula (¢) mostra che esiste
uno z finito tale che, per {

[t

la quale contraddice alla (f); in tali punti e per quei valori di { sard dunque soddi-
sfatta la (d). L'aggregato §,, ha dunque misura £ 6(1 4 T)6;7* Si chiami §;, Pag-
gregato somma di tuttd gli aggregati &, per cui i \j: la misura di questo aggregato
sard

3

£6G+ DS 0= 60+ T)Z( L )ﬁM.

1—] ‘l—]
—/ 1 \¥0—% ) ) I \? ) I
La serie }_(T) converge piu rapidamente della serie Z(T) tosto che £ > r—
—0

ne segue che la misura dell’aggregato (%P si puod rendere piccola quanto si vuole pren-
dendo j sufficientemente grande.
In ogni punto di I‘Ol_, non appartenente a (gﬂ si ha, per 1 N\ j:

oM, S [ 1\*
S <8 “(T) -

. . .. : .
40. Si fissi ora per « un valore positivo (< 1), per es. « =—: la serie

> (IT) =Y (—j—«)T convergerd [piﬁ rapidamente che la Z(%) tosto che z>4];
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convergerd quindi uniformemente in Ty, — ﬁ}\ la serie del moduh delle derivate rap-
porto ad x dei termini della serie

v = v + s'(lvz—v»l —_ -")'
Si osservi ancora che, col crescere indefinito di j, T, tende a I'; si conclude che
) ] 6/ >

la serie

(16) +Z( a?'_%%)

converge in tutti ¢ punti di T, esclusi al pin quelli di un aggregato §

— }1212 X;, di
misura superficiale nulla. Ed assegnato un p. arbitrariamente piccolo, esiste un aggre-
gato T — I‘ej + &, di misura <y tale che in tutti i punti di T esterni ad esso la

serie comverge uniformemente.
Porremo, nei punti di ' — (g

X

2

(17) ( i+t 87),.) lmav

ox I x

Le conclusioni analoghe si avranno evidentemente mutando x in y, onde si defi-
nird del pari un aggregato &, di misura nulla, tale che in I' — § esiste ed & finita
la funzione '

2, .0,
(%) +Z(8y 8)’) hfia_y

41. Dimostreremo che, per ogni valore di y, esclusi al pin quelli di un aggregato
di misura nulla, si ha

‘/x‘xlwxdx =v(x,) — v(x).

0
Ricordando che l'integrale indefinito d’una funzione ha per derivata la funzione
integrando in tutti i punti, fatta al pit eccezione per quelli di un aggregato di misura
nulla *), ne risulterd che, in ogni punto di T, esclusi al pin quelli di un aggregato di
misura superficiale nulla, la fungione v ha derivata rapporto ad x (ed analogamente rap-
porto ad y) e precisamente
ov ov
P T
Riprendiamo percio le considerazioni precedenti e, per un valore assegnato di v,
chiamiamo 3, (y) V'aggregato degli x per cui il punto (xy) appartiene a Ty e

W PMY S
6 ;% 57>06 Y

e chiamiamo sl.k(y)Ia sua misura. Tenendo presente che Paggregato dei punti di Ty,

kw2

*} Cfr. la mia Nota gia citata: Ricerche sopra le funzioni derivate [Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei, s. V, vol. XV (1° sem. 1906), pag. 674].
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k-2

E
aa—]\f’( > 6. * ha misura superficiale £ 6(1 4 T)8,* (n® 39), si vede che
Paggregato dei valori di y per cui

(h) 5.0) > ei_;

ha misura *)

in cui

13
£ 6(1+T)8,°.
Chiamiamo @, I'aggregato dei valori di y per cui & soddisfatta la (b) per qualche
valore di % (X 1): la sua misura sard

<601+ T)ZO,%,

. . . 1\*
ossia, sostituendo a 6, il suo valore { —1} ,
i

<6(1+7‘)'§°(%)k: 6(1+T)——— < 6(1+T) (1—_‘;) (tosto che i > 3).
ViR i —1

L’aggregato @ dei valori di y per cui la (h) & soddisfatta per qualche valore di
k e per qualche valore di ¢ >\ j ha quindi misura

<6(I+T)Z( : )

S\ — 1

wfm

i
3

. . . I 2
) converge piu rapidamente di Z ( 1) tosto
t— 1,

Osservando che la serie Z(

i— 1
che i > 6, si vede che la misura dell aggregato @1 si pud rendere piccola a piacere pur-
ché si assuma j abbastanza grande.

Ciod posto, si fissi per y un valore non appartenente a @/, per ogni ¢ \j sard

£
allora 3, <C0,’. Si chiami ancora #(y) l'aggregato degli x per cui, y avendo questo

oM _ +

valore e (xy) appartenendo a Iy **), | = > 4.* per qualche i >\ 7, vale a dire I'ag-
y) app f; 3x i Perq > g

gregato dei punti di &, ™) per cui y ha il valore assegnato e che appartengono a F”/

EOES» 3 ROIES¥

k=1 idj

*) Poiche la misura superficiale di un aggregato del piano (x¥) ¢ Pintegrale rapporto alla v della
misura lineare dell'aggregato segato nell’aggregato totale dalle rette y = cost. (cfr. LEBESGUE, Intigrale,
etc., loco citato, n® 37, pp. 276-278).

™) E quindi ad ogni Iy per i .

**) Si ricordi che al principio del n® 40 si fisso per x il valore %

=) 1l segno < in questa relazione dipende dal fatto che 2@/ () si suppone essere un aggregato
di valori di x corrispondenti a punti di Ty , mentre ai B, (y) si impone solo di essere aggregati di
valori di x corrispondenti a punti di Iy : ora, tosto che i >, Fe,- > Fe/,; quindi ;; (¥) pud com-
prendere degli x esclusi da @I (¥). Questa osservazione giustifica pure il segno < nella relazione suc-
cessiva.
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Jjale e e [ B

Q@j—}?@ik
dove con &; — D 33, si rappresenti Paggregato dei punti che appartengono a 7,
k

sard

dx (NN

e non ai #,,, pel valore fisso di i considerato. Quindi per le (g), (b):

/@}

La sommatoria del 2° membro vale

k—1

__'_.__k_ L
< Tt [ u
: '@;_E@ﬁ

2.
iy

I \**3 1 I ’ .
Z( i) =5 <(i——1) tosto che 7 > 1.

Phie i’ (i —1)

i6
L'integrale del secondo membro ¢ minore della misura di J;: indicheremo con f
un numero fissato a piacere maggiore di questa misura (per es. f = A). Sard quindi

Sy

J

2 .
Ti

< (55) + (%)—f G2,

onde finalmente

i

;f@%Md <I(= ) Sy (4)

Le due somme del secondo membro sono convergenti.
42. Cio posto, si ha

fx’wxd,\-:f O%4x +Z/ M -|-f dx
ER Xo xg 1>}

e per x,, x,, y assegnati, corrispondenti a punti interni a T, si pud scegliere j abba-
stanza alto perché questi punti appartengano a I..

Lo studio si porta interamente sull’ultimo integrale del 2° membro. Tale integrale
si spezza in due: 'uno esteso all’aggregato dei punti dellintervallo x_ ... x, non ap-
partenenti a 7, laltro all'aggregato dei punti che appartengono a B;. Ora nel n° 40

si & mostrato che fuori di B’ la serie > “—idx converge uniformemente: essa pud

dx

quindi integrarsi termine a termine. Nel n® prec. si ¢ ancora mostrato che ¢ conver-
gente uniformemente la serie degli integrali dei moduli dei termini della serie, estesi
a §j, e quindi a un qualunque aggregato contenuto in B’; ne segue che anche il se-
condo integrale si pud ottenere integrando la serie termine a termine *). Sommando

*) Cfr. la mia nota: Sopra Pintegrazione delle serie [Rendiconti del R. Istituto Lombardo, s. II,
vol. XXXIX (1906), pp. 777-780], n°
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d1 nuovo le due scrie ottenute, si raccoglie infine

/'\"w\dx: Vi +3 d\_v(,\)—fu(\)

‘O

s

Fin qui si ¢ supposto y non appartenente a @’/, ma si & mostrato che, facendo
crescere indefinitamente 7, la misura di @’,j tende a 0. Si ha dunque la proposizione
enunciata al principio del n® 41.

Confrontando questo risultato con l'osservazione del n°® 4 relativa all'imposizione
della condizione (3), segue che, comunque ancora nulla si conosca circa le derivate
della v nei punti dell’aggregato § -+ $., si pud perd fin d’ora considerare la fun-
zione v come appartenente al campo funzionale {u!.

E . . 3 .

43. E ora facile dimostrare che lintegrale di DIRICHLET, esteso al campo T, calcolato

per la funzione v vale precisamente d. Richiamando le notazioni del n® 39, si indichi

con (g Iaggregato analogo a §, rispetto alla serie Z( 5y %—1;) e si ponga

fgj = g,x + fg;\

In 1‘0]_ — &, (qualunque sia ) convergono uniformemente (n° 40) a g—z e a g—; le
serie
a‘Ul a‘v,'_',l a‘v, i+1 avi
(G5 o HE(E-5)
vale a dire le derivate a;u", ov, tendono uniformemente a @, v col crescere di i;
ox’ 9y ox’ dy

e laggregato §, puod rendersi piccolo a piacere, facendo crescere j sufficientemente.
D’altra parte si ponga, al solito, I (v,) = d -} ¢.; qualunque sia i, d -} ¢, & inferiore

ad un numero finito D (che si pud supporre prossimo quanto si vuole a d): ne segue
L . D
che, assegnato un numero T, arbitrario, si pud determinare un numero / { <1/ —
T
s
0v; . 0,
dx

ed un aggregato Jf, di misura superficiale <C = tale che in T — Jf, —a— siano

ov, Jv, . _
< L; e tenendo conto della convergenza uniforme delle <=, == in 'y, — 8,y sl puod

dx’ dy
anzi supporre che l’aggregato comune a Qﬁﬁ caly — (%I. sia il medesimo, almeno per
tutti i valori di i superiori ad un certo. Indicheremo con Jf; questo aggregato fisso

(con j) e supporremo lim+; =o.In o, — &, — & , (av) . (%11;\) convergono
j== .

. ov\®> [dv\* .
anch’esse uniformemente a (—— , (—~ onde si ha

0x, oy
‘/‘fAvd\dy—hme/ Av,dxdy
Le/'_cg/mcmi 1‘01_§1 e!lz/

Kend . Circ. Matem. Palermo, 1. XXl (1906). — Stampato il 17 settembre 1906. 44
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e quindi

d—ff_\vdxdy—hmd—{—s -/f.\zvdxdys—lunf/_\fvdxdy

@ | e V8 s
:ffmﬂdxdy-|-fo(mm—w;)dxdy,
I-To+ &+ ) -

dove n & un intero arbitrario.
Ora si ha

/‘/‘(Avi+x —Avi)dxdy:ffv(vi+x—vi, vi+x+1}i)dxdy
:szv(vm—vn vi)dxdy—l—ff;\(vm—vi)dxdy;

quindi, applicando al primo integrale la disuguaglianza

lff\"(uv)dxd)’lé]/ffAudxdy.ffAvdxdy *

*) Questa disuguaglianza si deduce agevolmente da quella nota di Scuwarz. Essa si estende in
modo ovvio agli integrali del LEBESGUE. Si decompongano infatti gli intervalli di variabilita di
du B‘v du  dv . . . L
—— in intervalli parziali di ampiezza £ & mediante i numeri m; (z: 0, m; <My,

7

J3x’ d3x’ 3y’ Dy

K
m ., —m; ée) e si chiami a;; la misura dell aggregato in cui

du Qv
mié_67<mi+x e my L5 <My

e [3,-,- la misura dell'aggregato in cui

,_é—a——<m e m/-éa—y-<mi+l.
Sara
ffV(“'”)dxd}' =€1i=rglzmi m; (; + Bij)
7
ffA“dde'=£i=n;Zm2i(“i/+ﬁi/), ffAvdxdy:Eli:rgZ mf(onij-{—ﬁij).
Quindi 7 i

va(uv)dxdy] = lim > Gy s B BB

t]fs

ffAudxdy f/Avdxdy_hmZm m? (o Bijo, + oy By + BijBr)

ll'S
== l!i;no Z—(m m +m mz) (a'tl &y + ﬁ;] rs + “’ijprs + ﬁijﬁrs)'
ifrs
Basta allora osservare che, qualunque siano i numeri m; , m;, m, , m si ha sempre,
I
m; m; m, m, £ — (m m® - mym?)

per concluderne la disuguaglianza enunciata.
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e al secondo il Lemma del n® 31:

tf (Av,, , — Av) dxdy! Z 2]/—/‘f.& (v, — v,)dxdy Vm,.—l-f‘/‘zs(vm—- v,)dxdy
LafdF+e V6 V1-+-T460,(1+T) |cfr. ()]

qualunque sia il campo d’integrazione contenuto in T.

Tosto che # & abbastanza elevato, 1 termini della serie bio(z y/d+e 160,460,y 1FT)

f=n

sono minori dei termini della serie f_ YDVh, =571 DZ( ) La serie stessa &

i=n i=n

quindi convergente ed anzi, assumendo # sufficientemente grande, si pud rendere la sua
somma arbitrariamente piccola. Si pud quindi rendere arbitrariamente piccolo

,—m/ (Av,, —Afu)dxdy’
B F0+§] eﬁ;

assumendo n maggiore di un numero assegnabile, indipendentemente dal valore di j.
Si deduce facilmente di qui che

d—ffAvd\dy

g/ JI

tende a o mentre j tende all’eo. Nell'ipotesi contraria infatti si potrebbe assegnare un
numero ¢ tale che esistano valori di j arbitrariamente grandi pei quali

‘d — /a/Avdxdy
I‘el-—gi—eﬁi

Si assuma allora » abbastanza grande perché

SVDEO( ) <~j—

=n

> .

e poi y abbastanza grande perche, per j X\ y,

/ Av dxdy < —iv
=Ty + &+l
(il che & possibile perche, tendendo j a oo la misura di ' —To; + §. + F ; tende a 0);
il modulo del 2° membro della (7) sari allora <C¢ per ogni j X\ x, mentre per ipotesi,

dovrebbero esistere valori di j >\ y per cui il modulo del primo membro sarebbe > ¢.
Si ha dunque

(19) d—limffAvdxdy——ffAvdxdy
J—oo

Po;~ &)
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§ 10.

La formola di Green e l'analiticita della funzione v.

44. La funzione v, che rende minimo lintegrale di DiricHLET esteso al campo I
pei valori assegnati al contorno, rendera evidentemente minimo lo stesso integrale esteso
ad un campo X (connesso e quadrabile) contenuto in T, pei valori che essa stessa as-
sume al contorno di X. Perche, se per tali valori al contorno di X un’altra funzione v’
rendesse minore l'integrale di DIRICHLET esteso a X, la funzione uguale a v in I' — 2
e a v’ in X farebbe assumere all’integrale esteso a tutto I' un valore minore che la v.
E questa funzione sarebbe ancora continua in I': vero ¢ che al contorno di X potrebbe
non aver derivate determinate e finite, ma le condizioni fondamentali per cui tali deri-
vate furono richieste sarebbero ugualmente soddisfatte (cfr. le osservazioni fatte a tal
riguardo al n° 4). D’altra parte, per un f sufficientemente piccolo, la funzione mediatrice
della nuova funzione relativa a § farebbe ancora assumere all’integrale di DiricHLET e-
steso a I' valore minore che la v, e soddisferebbe inoltre in tutto il campo alle condi-
zioni di derivabilitd richieste per le u.

Cio posto, insietne colla v si consideri un’altra funzione qualunque v* che soddisfi
in X alle stesse condizioni di continuita e derivabilitd, e sia b una funzione analoga che
si annulli al contorno di X; k una costante. La funzione v + khv* assume sul contorno
di = gli stessi valori di v: deve quindi essere, qualunque sia £,

f f A(v - kb*)dxdy = / f svdxdy 4- 2k f f w(v, h*)dxdy 4- f f A(ho*)dxdy
N l f Avdxdy.

La disuguaglianza non pud esser soddisfatta qualunque sia k£ se non ¢

f/v(v, bo"dxdy = o
=

ossia, sviluppando il primo membro mediante la formola d(hv*) = hdv* 4~ v*db,

lfV(v’ v*)hdxdy—_:__.[fv(v’ Botdxdy,

Si supponga ora che anche la funzione v* renda minimo I'integrale di DIRICHLET esteso
a X, pei valori che essa assume al contorno; sard del pari

ffv(v, v*)bdxdy:—ffv(v*, byvdxdy.
b =
Si ha quindi

(20) f [v(v, H)o* — v (¢*, B)v]dxdy=o.

2
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In questa relagione & contenuta, come caso particolare, la formola di GREEN.
45. Noi ci limiteremo a fare tal deduzione per un campo particolare che ci sara
utile in seguito. Siano cioé C' e C" due circonferenze interne a I', e la seconda interna
1
alla prima; siano {(x’ x""y"") 1 loro centri rispettivi e ¢, ¢’ 1 loro raggi. Si ponga
p ; ¥ p Py P
('v — .\ ) + (y _ yI)Z — TIZ, b’ o PIZ - rIZ’
I i
2 2 ’
=Y =y Y= N = m—
h="hp"
Si applichi la formula (20) al campo X compreso fra i due cerchi e alla funzione b ora
definita; si otterrd

(a) /'/[V(v, b y*—w(v* b)v]h'dxdy _|_ff[v(.v, b Yot —y (o, )] d x dy =o.
s s ,

Ora si ha

ob , R ob' ’ ’
-a—;_——zr cos(xr), 5}————21’ cos(yr),
ah” 2 " ah,, 2 "
e —rcos (x7""), ETRE = cos(yr'"),

e quindi, se si suppone per un istante che nell’area X esistano le derivate di v e v* se-
condo tutte le direzioni, e siano legate dalla relazione fondamentale (2),

E 9
Vo =230, e =237,
2 0v 2 9v*

v ") =lngm v B =S555
Se allora si trasforma il primo integrale della (a) nelle coordinate polari (r'¢") e
il secondo nelle coordinate (" ¢'’) si ottiene

* — V=< — —— /2
'/24/1 (‘U 81" 'var; )(Pnz 1'”2) dr dqp
ov o 2 '2 1"t
:ff(v*ar”— arn)(P — 7" ,,Zdr do".
b

Siano D' e D" due cerchi interni a X e di centri rispettivi (x'y"), (x"'y'"); si chia-
mino ¢, 6" i loro raggi, e ¥', y"' le aree comprese rispettivamente fra C"” e D’ ¢ fra
C' e D". La (b) si pud scrivere

«OU o0v*\ [ 1 I\ oy,
S5 =5 ) = )i i
r2 ' a'v a’l)* I I ,
+f i[5 =5 ) (e — )
a'U av 12 12 0 "
‘/f( aru_ af’”)(P )nzdr d({)
TH

r - *av a'U 12 2 rn
tJ, S [ (g — ¥G0n) " =i

Q)

(©)
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L1 formula mle qualunque siano i raggi p > ', o' <" derivando 1 due membri
rapporto a ¢’ ¢ a ¢’y osservando che i primi termini dei due membrl han derivata nulla

essendo indipendenti 'uno da o', laltro da ¢”, e ponendo poi r' =¢', "' =", si

e ov ov*\ [ 1 I ,
5w L rir [ (o5 =0 ) e —7)ee]

az o 1 re aU a'U 2 r2 ',H
_[_W/(;' Fad’ [ ( 8"—— arn)(P r)d*.’], '

r =p
ot

{)

ottiene

ossia

S L e N A L
d) P”}L/; (v a?” 7—’6,’-’ )r':p'dcp o P”z ar” var“' = ”d‘P

P
ed infine, chiamando ds’ e ds” i differenziali dell’arco sulle circonferenze C', C”

(ds’: eld?l,'dsll =‘°I’d@ll):

*a’U av , a’U a'l) "__
(21) ‘/C"(v or ¢ ar)d f( or’ ° ar”)‘“

La formula (21) ¢ precisamente la formola di GREEN per I'area ¥ compresa fra

i cerchi C' e C". Se si conviene di assumere positivi sopra C' e C" sempre i versi
che lasciano Parea = da una stessa parte, il secondo integrale dovrd cambiare di segno,
secondo 'uso pil invalso.

46. Unica limitazione alla validitd di questa formola resta l'ipotesi relativa all’esi-
dv odv* Jdv o9
or’ ar'? or'’ 3r”
ad x ed y. A tal proposito basta fare I'osservazione seguente.

Ritorniamo alla funzione v definita nei §§ precedenti:

stenza in X delle e alla loro dipendenza dalle derivate rapporto

v =lim v,

{==00
¢ immaginiamo riferite le v, e la v alle coordinate polari (r'9’); essendo

aa]:[ aM (\r)+——cos(yr),

. . . oM, o . ,
si possono ripetere per la serie ZFT le considerazioni medesime fatte per le serie
.
i

oM
Z Z——; essa sard convergente in tutti i punti di I' in cui convergono queste
oy

ultlme, e si avrd in essi

@a_l:/{_,- = w, cos (x7") 4 w, cos (yr").

L’aggregato dei valori di ¢’ cui corrispondono rette in cui Paggregato dei punt
nei quali questa serie non converge ha misura lineare non nulla, ha dunque misura
nulla; e per gli altri valori di ¢’ si dimostra, ragionando come nei n' 41 e 42, che in
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ogni punto delle rette LOII‘ISPOHanU, fatta astrazione dal puntl d1 un aggregato di mi-
sura lineare nulla, la serie medesima converge al valore di J-; . Ne segue che 'aggre-

gato di tutd i punti di I'in cui non si pud aftermare leswtcnza di qualeuna delle deri-
ov Jv 0Jv

ox’ 9y’ or"’
Qv az
37 = 3550 (x7") —{— — cos (yr') (somma di tre aggregati di misura nulla), ha misura
superﬁuale nulla. Tenendo conto della validitd delle considerazioni analoghe per la fun-
zione v*, ¢ parimenti, pet l'una e laltra funzione, per le coordinate (r"v"), si vede
che & pienamente concessa la trasformazione della formola (4) nella (&), purché s’in-
tenda che nell’integrazione debbano trascurarsi i punti dei detti aggregati di misura nulla.

vate ovvero non si pud affermare fra queste derivate la relazione

n

E varra pure la (¢) coll’'unica avvertenza che negli intervalli ¢’ ... o', p”
debbano trascurarsi quei valori di r’ e r"’ rispettivamente per cui, sulle corrispondenti
circonferenze, 'aggregato del punti in cui non & permessa la trasformazione

* *
R (& ) AL O GUOE (e P
ha misura (lineare) > o. Questi valori di 7" e "’ costituiscono aggregati di misura nulla.

Infine al pit per un aggregato di valori di p’ e di p"" avente misura nulla non &
permesso di affermare che la derivata dell’integrale sia il valore dell'integrando *), e
quindi pud cadere in dubbio il passaggio dalla formola (c) alla (d).

Riassumendo, la formola (21) ha pieno valore per ogni coppia di cerchi C' e C”
di centri rispettivamente (x'y"), (x”'y"), fatta al pil eccezione per un aggregato di
cerchi i cui raggi costituiscono un aggregato di misura nulla.

47. La formula (21) permette ora, con procedimenti noti, — salvi pochi comple-
menti, — di dimostrare l'esistenza delle derivate prime di v in futti i punti di T, € poi
Pesistenza delle derivate successive, vale a dire 'analiticita di v.

Si ponga anzitatto in (21) v* = 1: si ottiene
0) g:—:ds’ = ;"f,ds".

¢ c”

Il cerchio C" era, per ipotesi, interno a C'; ma si consideri ancora un altro cer-
chio qualunque C"’ interno a C’: varrd 'uguaglianza analoga alla (¢) ove si mutino
gli apici "' in "’: quindi ancora

f "a'—‘?'—d.f” —_— f aa:li,d Iu
CHar cr

I cerchi C"" e C"' non sono piu soggetti ad alcun legame: Uintegrale f g Lds

esteso a una qualunque circonferenza contenuta in v, escluse al pin fra le circonferenze

*Y v. LEBESGUE, Legoms, etc., loco citato, pp. 123-124 ; LEVL, Ricerche sopra le funzioni derivate,
loco citato, pag. 674, n°
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di determzmzto centro, gmlle di un aggregato di misura nullﬂ ha dungue un valor co-
stante. Si chiami X questa costante, C un cerchio variabile di centro (xy) da fissarsi
convenientemente, r il suo raggio; si avrd (trascurando al bisogno, nell’integrazione, i

— . . . : . ov
valori di 7 dellintervallo o ... r per cui cade in dubbio l’uounghanza / ~—ds = X):

a bcor
T Mo
/ Sdsdr= %1, = / f

8—0413'0 rdrde = do,

.
Inoltre

indicando con de Delemento d’area; quindi, se C* ¢ il campo interno al cerchio di
centro (xy) e raggio r,

fof -a—:)rdrdfpé‘/v\/.iv'/:\_i;dcél//wré./\/A'vdc.
(] [o] C' C'

Scegliendo convenientemente il punto (xy) si pud sempre supporre

A/\f_\vdcé’digrﬁ;

!
Xr, < 2/7 ossia X<rr]/~dﬁ
r, rrol — oS 1) =

Ora la costante X ¢ indipendente da r,; deve dunque essere

(22) | X= /‘&fu =

48. Se allora si pone nella formola (21) v* = logr

quindi ancora

1

e si fa tendere a o il cerchio
C" e se, tenendo presente la formola (22), si osserva ancora che, per la convergenza
uniforme della serie (14), la funzione v ¢ continua, si ottiene la formola fondamentale

PN I Ha? alogr” ]
v(x"y )_5—7; C,(logr é'r’_v—*ar’ )ds,

e di qui, per vie note, la derivabilita e lanaliticitd della v. Basterd cio¢ osservare che,

r

dlo - T
muovendo (x"'y"") entro a C', logr" e — sono illimitatamente derivaribili e svilup-

a ’
pabili in serie di forme in (x"y'"). Segue allora del pari che v soddisfa all’equazione
A’y =o.

§ 11.
Semplificazione delle condizioni al contorno.
49. Si & supposto fin qui che la funzione u(s) dei valori assegnati al contorno fosse

limitata, ed ammettesse derivata rispetto all’arco s in ogni punto, limitata. Ma tali condizioni
riducono in modo noto all'unica che u(s) sia fungione continua limitata di s me-
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diante applicazione del teorema dell’Harnack *). La funzione u#(s) puo infatti espri-
mersi allora come somma di una serie uniformemente convergente di polinomi di s.
Sia #(s) = D_=,(s). Ciascuno dei polinomi =, soddisfa evidentemente alle condizioni
richieste ad #(s) nei § precedenti. A ciascuno di essi, per quanto & stato detto fin qui,
si pud far corrispondere una funzione armonica I;(xy) che assuma sul contorno il
valore di = (s): ora il teorema dell’HarnAck ci permette d’affermare che la serie D 1 (xy)
convergera uniformente in tutto T e rappresenterd in esso una funzione armonica assu-
mente al contorno i valori di #(s). E noto che questa funzione fard assumere all’inte-
grale I(x) il valor minimo compatibile coi dati valori al contorno, tosto che di tal mi-
nimo si possa parlare: basta percid che tale integrale non risulti infinito per tutte le
funzioni del campo **).

Torino, marzo 1906.

Beprro LEVL

NOTA.

Sul campo funzionale.

» 50. Ritornando con uno sguardo d’insieme, ai risultati del presente studio, pos-
siamo (a parte la questione di metodo ch’¢ pure scopo precipuo di esso) riassumerli
nell’enunciato :

Dato un campo T, limitato da una curva c, rettificabile, e soddisfacente alle condi-
zioni di convessitd relativa definite al § 4, e data una funzione continua finita u(s)
dellarco s di ¢, esiste una fuiizione u, definita nel campo T, assumente sopra ¢ i valori
di u(s) ed appartenente al campo funzionale \u} definito al § 3, e che all'integrale

0= [ nists = [T+ G ot

fa assumere il valore, limite inferiore dei valori che Uintegrale medesimo assume per tutte
le funzioni di {u} che sopra ¢ assumono i valori di u(s).

Tale funzione & analitica.

E si & osservato che il campo funzionale {u} & estesissimo e le condizioni cui deve
soddisfare una funzione per appartenere ad esso sono quasi quelle sole che occorrono
perche abbia senso lintegrale I(u). In particolare non si richiede alle funzioni del campo

*) Die Grundlagen der Theorie des logaritmischen Potentiales und der eindeutigen Potentialfunktionen,
pag. 67. — Vedi pure Picarp, Traité d’Analyse, tome II, pp. 56-57.
*) Cfr. Heprick, Inaug.-diss. citata, pag. 73.
Rend, Circ, Matem. Palermo, t. XXII (1906). — Stampato il 28 setiembre 1906. 45
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fu} di aver derivate determinate rispetto alla x e alla y in ogni punto di I, e solo di
soddisfare alla relazione

.
) [ s = uey) — u)

%o
sulle rette y = cost. convenientemente generiche; e all’analoga, collo scambio delle let-
tere x, ¥.

E questa lunica condizione in qualche modo inessenziale alla questione.

Ma quando si pone ordinariamente il problema di DiricHLET, il campo funzionale
cui ci si riferisce & assai pit ristretto: per lo meno si chiede che le funzioni del campo
ammettano derivata in ogni punto. Voglio qui rilevare come, quando tal condizione sia
imposta al campo funzionale, cui si suppone appartenere la u, la condizione (3) prende
un valore essenziale in quanto :

Fra le fungioni del campo {{ull— che in ogni punto di U hanno derivate determi-
nate rapporto ad x e ad y, assumono su ¢ i valori di u(s), e per cui ha senso Iinte-
grale I(w), ma che non sono legate alla condizione (3) e all’analoga in y— non ne esiste
una che allintegrale I(u) faccia assumere il valore limite inferiore dei valori ch'esso as-
sume per tutte le fumzioni di {ull.

51. Premettiamo un’osservazione : integrale I(w) non puo esser nullo per alcuna
funzione di {ul} che non sia uw=cost. Questa funzione & esclusa evidentemente dal
campo funzionale considerato se non & u(s) = cost.

Invero da I(u)=o segue che

[ eYonsa = [ [(E2)onir =

e ou ou
e quindi che tanto 3, quanto =

oy
pit, per i punti di un aggregato di misura (superficiale) nulla. Di qui ancora, sopra
clascuna retta y = cost., fatta eccezione al pin per quelle di un aggregato di misura

sono nulle in ogni punto di I, ad eccezione, al

nulla, & 3, — © in ogni punto, fatta eccezione al pit per un aggregato di punt di
x

misura (lineare) nulla. Analogamente per la g—u, previo lo scambio delle lettere x, y.

Ora, ho dimostrato altrove *) che se una funzione ha derivata determinata ovun-
que, € nulla per tutti i valori della variabile ad eccezione al pit per quelli di un ag-
gregato di misura nulla, tal derivata & nulla senza eccezione per tutti i valori della va-
riabile. Dunque la nostra funzione # ¢ costante su tutte le rette x = cost. € su tutte
le rette y = cost., farta al piti eccezione, rispetto a ciascuno di questi sistemi di rette,
per un aggregato di misura nulla. Il dubbio di tale eccezione si elimina subito; sia
infatti x — x_ una retta sulla quale la u(x,y) sia costante, x = x, un’altra qualunque
retta del primo sistema. Poiche, per tutti gli y che non appartengono ad un determi-

*) Ricerche sulle fungioni derivate, loco citato, n°® 6, p. 682.
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nato aggregato di misura nulla #(xy) & costante, rispetto alla x variabile, sara per
tutti questi y, u(x v) = u(x,y); quindi #(x y) ¢ anch’essa costante rispetto alla y va-
riabile, fatta al piu eccezione per un aggregato di misura nulla di valori di y. Allora,
riapplicando la proposizione ricordata pocanzi si conclude che #(x y) & costante asso-
lutamente, ed uguale a u(x,y).

52. Dopo cid sard provata la proposizione finale del n° 50 se mostreremo che,
mediante funzioni w di }\ul} si puo far assumere a I(w) valori arbitrariamente piccoli,
il cui limite inferiore ¢ quindi zero. Si riuscird a cid modificando leggermente 'esempio
dei n' 6 e 7, in modo da sostituire alla f(xy) del n° 7 una funzione che abbia, ri-
spetto ad x e rispetto ad y, la derivata in ogni punto.

Si consideri ancora la funzione ¢ (x; #) definita al n® 6. Si chiamino punti C i
punti limiti di successioni di punti B aventi la stessa ascissa: con tutta precisione, in-
dicato con N un gruppo qualunque di v indici formato coi numeri 1, 2, ..., n, dei
quali i due ultimi non siano entrambi 1 si ponga

Cy™ =lm(BY™, BY, BYI ..).

Si indichi inoltre con N, il gruppo che risulta da N diminuendo di un’unitd Pul-
timo indice, se questo ¢ >> 1, e sopprimendolo se & = 1; con v, il numero degli in-
dici del gruppo N,. I segmenti rettilinei Aye" C%™" rappresentano i tratti di costanza
della funzione ¢(x; #). Si ponga

45" = (yzn)y GV = (s
e si chiami 7, (x; #) una funzione definita nell'intervallo xy ... x,, ed in esso con-
tinua e derivabile, con derivata in ogni punto, che pud essere ovunque finita, ad ecce-
zione dei due estremi x,, x, ove la derivata — rispettivamente derivata a destra e a
sinistra, poiché questi punti sono punti d'arresto per la y,(x; n)—sia = - o0; si
supponga inoltre che
xy (23 ) = X (e 1) =2y

e che la yy(x; #) medesima dipenda ancora da un parametro =, di cui si possa di-

sporre in modo che, in tutto lintervallo x, ... xy, |xn (x5 #) — Zy| resti piccolo a

. . d : :

piacere, € sia / ( dXN ) x < U(n)(xy — xp) dove T(n) & una costante qualun-
*N

que (di cui si pud disporre arbitrariamente).
Potrd servire a tal uopo per es. la funzione cosi definita *):

" *) Secondo la descrizione precedente delle proprietd essenziali della funzione y y (x; #), basta sce-
gliere per essa una tale che la curva rappresentativa si distenda ad S sufficientemente appiattita fra i

v, (v—1 . PR . oo .
punti A( o=, cy . L’espressione qui indicata, eccessivamente artificiosa a tale scopo, soddisfa all’ul-

terior condizione che la funzione ¢(x; #) definita, mediante la $(x; n) e le ¥ (x; #), nelle lince se-
guenti del testo soddisfi in ogni punto, non esclusi i punti di derivata infinita, alla condizione

i PE T D —23@ + 9 —h)
. h

== 0,
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- Xy X : X — 2 \TN
e TR n):zAer(x—xx)“"’[l‘(ZT‘A‘) ]

2 o
Xy — Xy
. Xy xy — - Un) Xy — % \"N
= = Xy In(x; 1) =20 — @y — )™ 1 — (2= ,
XN—XN
log 2

M) =1 = o e

Si fissi ora arbitrariamente un numero ¢ e si scelga =, in modo che

e (x5 1) — 2] < (g — 2y) e
e si consideri la funzione ¢(x; #) continua, che in ogni intervallo x,, ... x coincide
colla corrispondente y, (x; #) e (conseguentemente) nell’aggregato complementare 2
questi intervalli coincide colla ¢ (x; #). La @(x; #) ammettera derivata determinata in
ogni punto dell’intervallo di definizione o ... 1, e precisamente derivata infinita nei

punti x, xy € nei loro punti di condensazione *). Si ha inoltre

d‘?(x ”)d Ade(x n)dx—o
[EGPa=3 [ ,
/o‘[di%;_@] dx = %[N[ﬂ_wa@xji)]dx <)Y (% — xy) = N(n).

53. Cid posto, si consideri di nuovo, come al n° 7, il campo T costituito dal ret-
tangolo (1, 0)(— 1, 0)(1, 1)(— 1, 1), colla medesima distribuzione di valori al con-
torno ¢ si consideri la funzione f(xy) definita in I' colla stessa legge che al n° 7, ove
solo si sostituisca la presente funzione ¢ alla ¢ d’allora.

condizione che, per molti riguardi, deve considerarsi come completamento necessario all'ipotesi dell’e-
sistenza della derivata in ogni punto. Cfr. in proposito la mia Nota: Sulle fungioni che hanno derivata
in ogni punto [Rend. della R. Acc. dei Lincei, s. V, vol. XV (2° sem. 1906)].
Per la yy (x; n) qui definita si ha
max [z n (%5 1) — | < — )\(nv)

¢
e quindi costantemente
(v (s m) — 2| <aw

tosto che si scelga
TN < 3)\(”)7]N.

Si ha inoltre

‘/".?N(%'%ydx — (}N - xN)ﬂ'("’"‘; A2 (n) A A+ 7Nl | () 4 7T

2

20(n) — 1 2d(m)+ my—1 ' 2 m) 27y — 1§’

espressione che tende a zero con continuita con my e si pud quindi rendere < Tl (n) (xy — %) sce-
gliendo wy sufficientemente piccolo.

*) La limitazione imposta or ora al |yy(x; n) — zu| ha precisamente per isccpo di permettere
questa affermazione della derivabilitd senza eccezione. Per soddisfare nel modo piti ovvio alle maggiori
condizioni di cui si parld nella nota precedente, si potrd assegnare, al parametro 7 nella particolar
funzione ¥y (x; n) sopra definita, il medesimo valore per tutti quegli N per cui Iintervallo xy ... xy
ha la stessa lunghezza,
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Sari:
ff(g—j;)zdxdyzjo‘yr/’ 'al)zdxdy—}-f!‘/l(ﬂ)zdxdy
r
:zL/‘yl‘/‘ fggz)) II I:f( )d‘Pd((II xx)n)_ ]-I-I%zdxdy
+ff f(oy)d“’f(l x ")’d dy]
Pl P

/ [f(oy)—l][f(oy) f(Oy)]f(Oy) d?(l X514
[floy) — 1T d(r — x)

=T 4
+/ [f(ey)) dyf [d?(gzl kx)n)]d*
f [f Ef,’% ~f(o, )] dy + [ [f(oy)]’d)’$

AR G

Tutte le funzioni da integrarsi sono qui <C 1: dunque infine

fpf(%)z‘“dy <z21(n) + 2y,.
/f(&_f 2dxdy

o1 T T o [ ol

=2

< 201(n)

Similmente

=/

<zf [f(}‘(yo)yl)_‘_f |+t — s mp{nemya

<2 [ WG =1 T+ [0 — 2 P s S e d
11 ()

<4y —1T"

Raccogliendo dunque

/PfAfdxdy <2

It (m)

"+ 2 ey —p
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Ora si possono scegliere m, y, *), M(#), II(m) per modo che ciascuno degli ad-
dendi del 2° membro risulti piccolo a piacere, e risulti quindi arbitrariamente piccolo
l'integrale di DiricHLET calcolato nel campo T per la funzione f.

Torino, 23 agosto 1906.

Berro LevVL

TAVOLA DEI SEGNL

Per comodita del lettore raccolgo i principali segni usati nel lavoro col significato con cui essi si
ripetono. Osservo perd che occasionalmente qualcuno di questi segni assume per brevi tratti del lavoro
significato diverso, ma il nuovo significato & allora dichiarato esplicitamente e si conserva solo per nu-
meri immediatamente connessi fra loro per situazione e per continuitd di ragionamento.

A area del campo;

a = mp> area del cerchio R;

¢ contorno di T' (linea sulla quale sono dati i valori della funzione incognita);

L 5 (n° 15);

Ceqp CUTVa omotetica di ¢ rispetto al centro (¢n) e al rapporto d’omotetia

TF
ce inviluppo interno delle curve cgqq;
@ (x y10) area omotetica di T" rispetto al centro (xy) e al rapporto d’omotetia —% (n° 15);
¢(xy10) curva omotetica di ¢ rispetto al centro (xy) e al rapporto d’omotetia — % (n° 18):

T" campo del piano (x y) nel quale la funzione incognita deve soddisfare alla proprieta di minimo;
Ygng CAMPO iNterno a cgpg;

I’y campo interno a ¢4 ;

d limite inferiore di I(u) pei valori di u assegnati su ¢t

du\2 du \?
se=(52) +(55)
Nu du
3 Ty
du dv . du dv
V(W)—wg‘f—gj—,g&w

A 4 =

b limite superiore del rapporto fra un arco di ¢ sufficientemente piccolo e la sua corda (n° 11);

*) Si pud fare in modo che la scelta di y, si faccia indipendentemente dal valore di I (m) pren-
dendo y, nellaggregato di variabilita di ¢ (1 — y; m); nella contraria ipotesi la scelta di y, e quella
di TL(m) concorrono nella determinazione di f(0y; ) — I e si legano quindi mutuamente.
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I L . .
k= ———, @, limite inferiore dell’angolo fra una corda di ¢ e la tangente a r da un suo estremo
$en o,

(n°® 18, 2* nota);

K= iﬁqz A - 6p% costante del campo I' (n” 34);

3
I() :ffL\udxdy;
l‘

L lunghezza di ¢;

A\ corda massima di ¢;
M, =wv,, —v; (0° 39);
I limite superiore di lu(s)l e di fu|;
du(s)
S ds

’

& Limite superiore di

O centro di R;
p minima distanza di ¢ dal centro di R;
q massima distanza di ¢ dal centro di R;

Q= ) @ﬂp(z + m 4 k) + J bk, costante del problema (n° 19);

a
R cerchio rispetto ai punti del quale ¢ ¢ convessa;
r circonferenza di R;
p raggio di K;
R(xy16)
r(xy186)
%’ (xy16) area di R interna a @ (xy10) (n° 15);
B (xy16) arca di R esterna a ¢ (xy10) (n° 15);
B*(xy|0) differisce da B (xy]6) per un aggregato di misura superficiale nulla. — Cfr., per la pit
esatta definizione, n° 22 a.
T=4LAJ?*#*, costante del problema (n° 28);
fu} campo funzionale (n° 4);

% figure omotetiche di R e di r rispetto al centro (xy) ¢ al rapporto — § (n° 15);

U(xy16) funzione mediatrice di u rispetto al numero § (n° 15%);

v = lim v; funzione soddisfacente alla condizione di minimo (n° 38);
=_f Ly=F o

sen @ = q,cos 2 Y= (n° 10).

p



