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SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET *). 

Memoria di B e p p o t_ e v i (Torino).  

Adunanza del 2 4 giugno 19o6. 

]~ merito recente del signor HILBERT **) di aver richiamata l'attenzione dei mate- 

tici sul procedimento induttivo che, sull'esempio del RIEMANN, Si usa ricordare col nome 

di principio di DIRICHLET; principio pel quale, dali' esistenza di un [imite inferiore dei 

valori di un integraie contenente una funzione indeterminata, soggetta solo a date con- 

dizioni a[ cohtorno del campo di integrazione, dovrebbe concludersi l'esistenza di una 

funzione limite la quale soddisfaccia alle nominate condizioni e che, sostituita alla fun- 

zione indeterminata, faccia assumere al['integrale considerato precisamente i[ valore di 

quel limite inferiore. 

L'insufficienza del prin@io fu rilevata con particolare evidenza dal WEIERSTRASS ***), 
e dopo d'allora gIi sforzi dei matematici rimpetto ai problemi che esso era destinato a 

risolvere si rivolsero a costrldre le funzioni richieste come soiuzioni di equazioni, in cui, 

sotto convenienfi ipotesi di continuitfi e di derivabilitfi, si traducevano le condizioni di 
minimo. Eppure il principio non solo conserva una particolare forza suggestiva, ma un 

larghissimo valore di capacitfi dedutfiva non si potr/t disconoscergli per le dimostrazioni 

d'esistenza, ove appena si rifletta che in esso si assume come fondamento l'intuizione a 

priori dell'aggregato di tutte le funzioni, mentre ogni procedimento costruttivo poggia 

di necessit~t sulla base pifl ristretta formata daii'intuizione deU'aggregato dei humeri. 

Come si possa concludere in forma rigorosa sulla base di questi concetti hanno 

mostrato il signor HILBERT e la sua scuola colla trattazione di alcuni problemi partico- 

*) Mio frateUo EUGEmo, in un esame critico del Festschrift del signor HILBERT, Ober das DIRI- 
CHLET'sche Prinzip, che sar/l tosto citato, era giunto a proposizioni di cui queIle dei n i 30-33 non sono 
chd ulteriori sviluppi agll scopi precisi de[ presente lavoro. Furono quelle prime osservazioni a suscitare 
in me i pensieri che nel presente lavoro si troveranno sviluppati. 

**) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, VIII (i9oo), pp. I84-I88. 
***) Ober d. sogenannte DIRICHLET'SChe Prin~ip. Werke, II, p. 49. 
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lari: il problema delle geodetiche *) ed un caso particolare del cosidetto problema di 
DIi~ICHLET **). Ma le difficolt~t del procedimento sono ancora tutt'altro che comuni:  basti 
osservare che le condizioni particolarissime in cui I'HILBERT tratta il problema di DI- 
RICHLET appaiono elemento integrante delle sue deduzioni e pare lascino ben poca spe- 
ranza che con ragionamenti analoghi possa trattarsi, senza profonde modificazioni, il 

problema generale. 
Con ragionamenti che si dilungano completamente da quelli or ricordati dell'HiL- 

13~.R'r e dei suoi d i s c e p o l i -  e, oso sperare, anche di maggior portata come metodo 

g e n e r a l e -  io tratto qui per l 'appunto, secondo il nominato concerto, il problema di 

DIRICttLEa" nella sua forma pifl generale: 
Assegnata sul piano (x, y) una curva semplice c, ed assegnata su di essa una fun- 

zjone continua dell'arco, mostrare l'esistenza di una funKione u, la quale - - f ra  quelle 
definite in ogni punto del campo F interno a c, continue in F e sul contorno, e derivabili 

in F e cbe su c coincidono colla funz~ione assegnata- renda minimo l'integrale 

( i )  I ( u ) - -  a u d x d y  - -  ~ + \cgyI  J 
F P 

Ragioni di semplicitA inducono qui ad assoggettare la curva c a d  una condizione 
analoga alia convess i t~ -  ma assai pifi l a r g a -  che sar~t precisata in seguito. Sulla ri- 

mozione di tal restrizione e su altre applicazioni del metodo a questo medesimo pro- 
blema e ad altri affini mi riservo di ritornare in seguito. Mi sia perb concesso di rile- 
vare che l'essenza del lavoro non pub ridursi a una quistion di metodo:  risultati essen- 
zialmente nuovi vi sono ottenuti, sia riguardo al carattere generale della curva c - -  cui 
non si suppone l'esistenza della tangente - - ,  sia riguardo all'amplissimo campo funzionale 
c o n s i d e r a t o -  perch~ alle funzioni u per cui si considera l'integrale non si impongono 
altre condizioni che l'esistenza delle derivate necessarie per la formazione dell'integrale 
medesimo, e cionondimeno si ottiene l'analiticith della funzione minimizzante-- ,  sia per 
qualche risultato particolare, fra cui mi place ricordare la dimostrazione della formola 
di GREE~ come conseguenza della proprieth di minimo e senza supporre, come d'ordi- 
nario avviene, l'esistenza deUe derivate seconde. 

*) NOBLE, Eine neue Metbode in der Variationsrecbnung (Inaug.-Diss., G6ttirigen I9oI ). V. pure BOLZA, 

Lectures on the calculus of Variations (Chicago, I9O4), p. 253 e seg. Per un integrale doppio analogo al- 
Hntegrale di DmICHLET di cui si parler/t tosto, il sig. HEDRICK neUa sua tesi Ober den analytiscben Cha- 

racter cler LOsungen v. Differentialgleichungen (G6ttingen I9oI), cap. V, espone considerazioni analoghe a 
queUe deU'HILBERT nella Nota sopracitata, che vorrebbero esserne il completamento, ma sono fungi non 

solo dal rigore necessario ma, oserei dire, da ogni indizio deUa via per cui tat rigore potrebbe intro- 

dursi. 
**) HILBERT, Ober das DIRICHLET'sche Prin~ip [Festschrift zur Feier des Ijo-j~hrigen Bestehens 

der K6nigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu G6ttingen I9oi ; Math. Ann., LIX (I9o4) , pp. I6H86]. 

Vi si tratta il problema di DmICHLET per una superficie di RIEMANN, ove alia funzione incognita si 
imponga la sola condizione di subire il salto I lungo una linea chiusa che non spezzi la superficie, 

mentre del resto la si suppone continua e derivabile sopra l'intera superficie. 
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Necessitfl di cose, non ingiustificato amore di generalit" b mi ha indotto ad adottare 

per l'integrale la nozione recentemente proposta e sviluppata dal sig. LEBESGUE *) an- 

zichh quella comune del RLe~IANN; e se il lettore vorr't concedermi tal necessitdb ne 

risulter~t forse un esempio deil'utilkl che i nuovi concetti, apparentelnente talora troppo 

complessi e ricercati, possono avere in ricerche COlnuni. 

Concerti direttivi del procedimento. 

Le considerazioni di questo primo paragrafo non hanno in generale alcun carat- 

tere di rigore; esse sono piuttosto intuizioni, atte, spero, a guidare il lettore nella con- 

cezione e nella giustificazione del metodo segulto. Particolarmente le considerazioni del 

n ~ i non hanno altro scopo preciso che di facilitare una concezione geometrica: esse 

non troveranno per6 applicazione nei successivi sx41uppi analitici. 

I. N d  piano numerico (x, y) sia data una curva c semplice chiusa (giacente in- 

teramente al finito); sopra di essa sia distesa una funzione continua limitata u(s) del 

suo arco s; ponendo ~ = u ( s ) =  ,~(x y), il sistema della curva c e della funzione u(s)  

risulter,:t rappresentato da una curva c dello spazio ( xyZ) .  Per tutte le superficie 

z~ = u ( x y )  definite pei valori di ( x y )  interni al campo r limitato da c, ed aventi per 

contorno la curva c, s'immagini costruito l'integrale 

( I )  I(u) = f f 
P 

fT: e si chiami d il limite inferiore dei valori di questo sara chiaramente d ~ o. 

Si immagini poi dall'aggregato delle funzioni Z - - u ( x ) , )  estratta una semplice infinit',i 

(a) . ,  u ,  , ,  . . .  

tale che 
I(u,+,)  < I (u , ) ,  lim I (u , )  -= d. 

i=oo 

Alcune ipotesi possono tosto farsi circa le u: 

Si osservi anzitutto che per la funzione : (=ax - [ -by -Sr - c  ' c)~:( c)~Z- " e bT~.~ -~- O y ~ __ a Z = %  

onde, per una nora propriet~i delle funzioni armoniche, l ' l / , x z ~ d x d y  , calcolato per 

questa funzione ~, ~ minimo qualunque sia il campo d'integrazione. Se quindi un 

piano ~ - -  a x  + b y - [ -  c taglia una superficie ;~ = u~(xy)  secondo una linea chiusa, e 

*) Vedi : LEBESGU~., Int~grale, Lo~ueur, Aire. Th~se. [Annali di Matematica, serie III, t. VII (I9o2), 
pp. 231-359] e Ler sur l'int~gration, etc. (Paris, Gauthier-Villars, I9o4) od anche BOREL, Ler sur 
les fonctions de variables r~'~elles, etc. (Paris, Gauthier-ViUars, I9o5). Per gli integrali d'area, vedi parti- 
colarmente la memoria degli Annali. 
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se si chiama Z -~- u (:.).) la supcriCicie che si otticne sostituendo alia parte di Z ~ l~i 

interna a questa linea l'area piana limitata dalla medesima, sar~'l evidentemente 

Si pu6 quindi, nella sc~ie dellc n, sostituire la ~t alia tq, evcntuahncnte attribuen- 

dole un indice pie1 avanzato. Per tal modo si p ,b  sttpporre cbe tlessutm supeljcie Z = u 
sia tagliata da un piano secondo mm lim.a cbh~.ra. In particolare, considerando i piani 

Z = cost., si pu6 supporre che esse superficie non abbiano entro F alcun punto di mas- 

simo o di minimo, ed in particolare possono supporsi tutte contenute hello strato f ra  i 

piani Z = cost., tangenti a 7 mi  punti di ordinata massima e minima *). 

Si supponga ancora che le due superficie ~ = u~,, < = u k ( k )  b) si attraversino 
in un punto A;  per ragioni di continuit~ esse si taglieranno secondo una linea I pas- 

sante per A, chiusa ovvero facente capo a due punti M, N di c :  in ogni caso spez- 

zante ciascuna delle due superficie in due parti. Chiameremo rispettivamente F' e F" 

le due parti corrispondenti di l'; u'~., u'~', a'k, u' k' le parti delle due superficie, attri- 
buendo lo stesso apice alle parti i cui punti hanno lo stesso (.xy). Si verifichedt almeno 

una delle disuguaglianze 

fJ f f  ff f f  Au.',, d x d y  /." •  A u ; ; d x d y  > A u;' d x dy. 
o .  

1" 1" P" P" 

Si supponga verificata la prima, e si formi la funzione u h uguale a u~, in F' e a 

u'~' in r " :  sar't I ( u , , ) >  I ( u ~ ) >  I(uk) e nella serie (a) si potr,~ sostituire la ,-7~ alia 

u~, (sempre, eventualmente, attribuendole un indice ~ b, ma certo ~ k) e le due su- 

perficie 7, = u j., Z = u.j~ non si attraverseranno pifl lungo la linea 1, n~ si attraver- 
seranno lungo linee nuove che non appartenessero all'intersezione di ul, e di a,. Ora, 

finch~ si ammettono intersezioni di due superficie della serie (a), questo ragionamento 

si pub ripetere; si pub q.indi completare una intuizione della serie di superficie Z - ~  u~ 
ammettendo cbe esse non si attraversino mai. 

Si consideri ancora l'aggregato delle intersezioni delle superficie u i con una retta 

x = cost., ), = cost. fissata arbitrariamente per un punto interno a I', e sia K uno dei 
suoi punti limiti: da questo aggregato si estragga una successione di punti avente K 

per limite e seguentisi in un ordine determinato, e tall che ciascuno appartenga sempre 

ad una superficie tt~ di indice pifl elevato dei precedenti; si chiami 

(b) ,q, , , ,  u , . . .  

la successione delle funzioni u~ che determinano le superficie passanti per questi punti. 

Sopra ogni retta x ~-- cost., y ~- cost. per un punto interno a F, questa successione di 

superficie determina una successione di punti, seguentisi tutti nello stesso s e n s o -  per 

*) 1~ appena da osservare che, se l'illazione precedente presta il fianco a qualche dubbio per la 

necessitlt di ripetere infinite volte la sostituzione di una faccia piana a una regione della superficie e 
di respingere eventualmente la superficie ottenuta ad un posto pifl avanzato della serie (a), completa- 
mente rigorosa ~ l'ultima osservazione per la quale basta considerare due piani perfettamente definiti. 
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es., per fissare le idee, nel senso delle ~ c r e s c e n t i - - e  non  sorpassante mai il punto 

d'intersezione delia retta col piano ~ = max. u ( s ) ;  ciascuna di queste serie di punti 

avr~'t dunque un punto limite unico e ben determinato e la serie delle superficie rappre- 

sentanti Ie flr (b) tenderi~ ad ,n aggregato limite avente uno ed un solo punto su 
ciascuna retta x - = c o s t . ,  y = c o s t . ,  cbe incontri I'. Tale aggregato sar~i esso una super- 

ficie avente la linea 7 per contorno,  ed avente derivate, per cui si possa considerare l'in- 

I' 

/V; 

(Fig. O. 

tegrale I ( u ) ?  La Fig. i, che si riferisce al caso di una successione di linee anzich6 di 

superficie, mostra in forma intuitiva c h e l a  conclusione sarebbe precipitata *). Genera- 

lizzando tale intuizione allo spazio si vede f a c i l m e n t e -  e non sarebbe difficile il con- 

fortare l ' intuizione "con pifi precisi ragionamenti  che qui sarebbero totalmente fuor di 

l u o g o -  che **) l 'aggregato limite, previamente chiuso, si potr~ comporre  d 'una super- 

ficie (eventualmente composta di pezzi sconnessi) e di un certo aggregato di linee, di 

punti e di segmenti di cilindri a generatrici paraUele ali'asse delle z. N+ ancora sulle 

diverse parti potr~l affermarsi l'esistenza di tangenti e piani tangenti, n+ che l a  superficie 

abbia per contorno la linea c. ***). 

*) Sulla figura si vede generarsi la linea r e i punti A, B, C, . . .  X, H, come limiti di una serie 
di spezzate rappresentanti altrettante funzioni continue, che soddisfano precisamente aUe condizioni 
della serie (b). A1 piO si potr~t dubitare di dover escludere daU'aggregato limite i punti della l inea r  
che hanno la stessa ascissa dei punti A, B, C, . . . ,  e il dubbio non si potr~ risolvere se non preci- 
bando in qual modo deve essere preso il limite, questioae che qui sarebbe oziosa ed intempestiva. 

**) se superficie si vuol chiamare un aggregato chiuso di punti tale che su ogni retta x = cost., 
y = cost. (attraversante il campo F) possegga uno e un sol punto, linea un aggregato analogo che uno 
e un sol punto abbia su quelle fra queste rette the passano pei punti di una linea piana (e qui mi si 
conceda, per brevith l'intuizione della linea piana). 

***) Su11'esempio in una sola variabile rappresentato colla Fig. ~ ~ da notarsi che l'aggregato dei 
punti che non appartengono alia l inear non pub costituire un'altra linea (segata daUe stesse ordinate 
della precedente), ma l'aggregato delle loro ordinate non ~ denso. E, mutatis mutandis, analoga osser- 
vazione si applica allo spazio. 

Rend. Cfi'c. Matem. daalermo~ t. XXII (19o6) . -  Stampato il x 3 settembre x9o6. 18 
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Ma queste osservazioni, put tenendo conto del loro valore di una semplice ap- 
prossimazione intuitiva, mostrano per l 'appunto come i' aggregato di quei punti limiti 
che non appartengono alla superficie abbia per proiczione sul piano (xy)un aggregato 
non denso in nessuna parte di F *)~ e che le considerazioni seguenti d~inno speranza 

di eliminare. 

2. Si riprenda l'integrale I(Te;): si potr,a immaginare nel piano (xy) una linea d~ 
interna a r e sufficientemente prossima a c, perch,, detto "I'~ il campo interno ad essa, 

,['f_~auidxdy differisca di poco quanto si vuole da I(ul) .  Si supponga allora di far 

'Ci 
subire al campo "(~ una piccola traslazione che lo porti nella nuova posizione 71 ancora 
completamente interna a F, e la stessa traslazione di far subire alia parte corrispon- 

dente della superficie u~; si riattacchi poi il pezzo di superficie spostata alla linea c me- 

diante un conveniente pezzo di superficie continua, e si chiami u' i la nuova superficie 
cosl ottenuta. Poich~ per la costruzione fatta, 

f,f -a',axay=ff  r,,dxdy, 
"fl "fi 

ff,.lu:dxdy differir~ pochissimo dal valore di I(u~). Cosicch~, se a ciascuna u-~ si 

P 
fa corrispondere una d; in modo che col crescere di i vada indefinitamente assotti- 

gliandosi la corona limitata dalle curve c e d~, si avr~i, nella successione delle ~ una 
nuova serie di funzioni cui corrisponde una serie di valori dell'integrale I tendente al 

minimo d. E se alle funzioni u~ e atle loro derivate si suppongono convenienti pro- 
priet~l di continuit~ - -  il che potr:i farsi, al bisogno mediante una limitazione del campo 
funzionale cui si suppongono appartenere le funzioni , rispetto alle quali si cerca il 

minimo **) - -  con ugual diritto alla successione delie u~ e a quella delle u~ si potrk so- 
stituire quella formata da convenienti medie di funzioni omologhe delle due serie. Ma 
se avveniva che (per il variare sufficientemente rapido delle derivate in taluni punti) 

la superficie ~ = u~, in punti sufficientemente radi del campo F, si allontanasse note- 
volmente dalla superficie limite (onde il prodursi dei punti e linee limiti isolati sopra- 

nominati), la traslazione che avr.~ portato la ~ = u-] nella ~ - - ~  avr,'i trasportato questi 
punti in altri, corrispondenti ad altre coordinate (x),), cui corrispondono invece sulla 

*) Suggerirebbe il desiderio di dire un aggregato di nfisura nulla o in qualsiasi modo trascura- 

bile: disgraziatamente un aggregato pub essere non denso ed avere misura prossima quanto si vuole 

alla misura totale del campo ! [Cfr. : Encyldop,~die, Art. Mengenlehre (Sc~oE~FT-IES), n ~ I ~ ; OSGOOD, 
A JORDAN Curve of positive area [Transactions of the American Mathematical Society, IV (i9o3) , 

pp. io7-i i2 ]. D'altronde ~ ben naturale che la presente veduta d'in~ieme non possa portare ad alcun 

risultato positivo, giacch~ quanto ~ detto qui si pu6 dal pi~ al meno ripetere per ogni problema di 

variazioni: e non sempre la soluzione esiste. Qui s'intende solo mostrare il filo direttivo del metodo e 

le ragioni che ne fanno prevedere la riuscita probabile, quando le condizioni del problema lo permettano. 

**) Cfr. per es. il ~ 3, particolarmente il n ~ 5. 
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m 

superficie Zi = u~ punti per cui tal singolaritl piC, non si presenti; onde sulla superficie 
media che alle due si & voluto sostituire verr~'l ad attenuarsi, in questi punti eccezio- 
nali, la rapida divergenza. 

La speranza di giungere effettivamente ad una superficie limite appare notevol- 
mente accresciuta. 

Ragioni di simmetria consigliano poi di alterare alcun poco il procedimento di me- 
dia ora descritto; qual nozione potr~t invero guidare la scelta della traslazione cui si 

assoggetta la ~ ? Non certo la conoscenza a priori della funzione, poich~ ~ nel princi- 

pio fondamentale della ricerca che di essa non si conosca che il valore chefa  assumere 
all'integrale I, e le condizioni generali di comportamento al contorno, di continuit~i, di 
derivabiliff b ecc., - -  ogni altra conoscenza dovuta ad una descrizione della funzione non 
potendo provenire che da procedimenti costruttivi che qui si escludono. Si sostituir~t 

quindi alla semplice media delle funzioni z~, u I una media di tutte quelle funzioni che 

dalla u~ si ottengono applicandovi tutte le traslazioni di diIezione arbitraria e di am- 
piezza non superiore ad una certa *). Si dovr~t ciob integrare la funzione in una certa 
area, dividendo intanto per la misura dell'area medesima: una funzione che si otterr:i 
da una funzione data u mediante un tal p r o c e d i m e n t o -  che nel seguito verdt meglio 

p r e c i s a t o -  si chiamer.'i fl~nzione mediatrice della u :  e ripetendo, al bisogno, anche pifl 
volte questo procedimento di media, da una successione prefissata di funzioni u ,  u=, u 3 , ... 

tale che lim I ( u ~ ) - - d ,  si riuscir~i a ricavare una successione di funzioni che soddisfano 
i = o o  

pure a tal condizione, e convergono uniformemente ad una funzione limite (cfr. n ~ 39)- 

Questa sadt allora continua e avr~l la c per contorno;  la dimostrazione dell'esistenza 
delle derivate e la determinazione del valore dell'integrale I per la funzione ottenuta ri- 
chieder~ ancora qualche attenzione e ancora soxwerr'a perci6 il procedimento di media. 
L'integrazione si presenta in questo procedimento come un mez~io per ridurre le increspa- 
ture della funzjone primitiva. 

2. 

L'integrale del Lebesgue. 

3- Come si disse nell'introduzione, necessM di cose ci porter:t ad adottare la deft- 
nizione deU'integrale data dal LEBESGUE; ne riassumer6 perci6 brevemente il concetto. 
Occorre anzitutto ricordare la nozione di misura di un aggregato. 

Sopra un segmento S di lunghezza s sia dato un aggregato E di punti:  si consideri 
una infinit~ numerabile (necessariamente) di segmenti contenuti nel segmento S e con- 
tenenti, nel loro insielne, l 'aggregato E ed aventi a comune al pifl gli estremi. La somma 

l 

delle loro lunghezze si dice la misura ddl'aggregato di segmenti : essa sar~ minore o al pifl 

*) La condizione c h e l a  traslazione non facesse uscire Ti fuori di F imponeva un Umite alia gran- 

dezza della traslazione considerata nelle linee precedenti. 
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uguale a d s .  S'immaginino ora tutti i possibili aggregati di segmenti di S nelle condizioni 
enunciate rapporto ad E ;  esisterk un limite inferiore (che pub essere nullo) delle loro 
misure; questo limite si direr la Msura esterna di E. Si consideri poi l 'aggregato C(E) 
dei punti di S che non appartengono ad E;  la differenza fra s e la misura esterna di 
C(E) si chiama la misura interna di E. La misura interna non ~ mai maggiore della 

misura esterna; se le due misure sono eguali, l " ~ r e g a t o  E si dice e~dsnrabile, e il valor o o  �9 

comune delle due misure si dice la misnra di E. 

La definizione si estende immediatamente ad aggregati superficiali; l 'aggregato E 
sia contenuto in un campo F di area ~: si consideri un'infinit~ numerabile di aree con- 
tenute in r ,  contenenti E e non aventi parti comuni;  la somma deUe loro grandezze 
sar~t la misura del loro aggregato, ed il limite inferiore delle misure di tutti gli aggre- 
gati analoghi sar~ la misura esterna di E. Considerando poi l 'aggregato C(E)dei  punti 
di r che non appartengono ad E si pom'l definire come sopra la misura interna di E; 

se le due misure saranno uguali, E sara1 misurabile e avr~t per misura il valore comune 
delle due misure. 1~ appena da osservare che aile aree in cui si racchiude E per deter- 

minare la misura si pu6, senza restringere la definizione, imporre una forma determi- 
nata, per es. cerchi o quadrati, il che pub talora semplificare la ricerca. 

Ci6 posto, in un campo F, lineare o superficiale, sia definita una funzione f @ )  
del punto mobile p, finita, ma non necessariamente limitata. Si dice che la funzione 

misurabile quando, comunque si assegnino i due numeri a e b (a < b), l'aggregato 
dei punti per cui a < f ( p ) <  b ~ misurabile; ~ allora misurabile l'aggregato dei punti 

per cui a = f ( p )  *). 
Se h funzione f ( p )  ~ misurabile, si supponga scomposto l'intervallo di variabilitY. 

di f ( p ) i n  un aggregato finito od infinito di intervalli di ampiezza ~ e; si chiami 
1 i . . .  li+ ̀  uno qualunque di questi intervalli (I~ < l~+, ; gli indici i possano anche di- 
venir negativi) e si chiami m,. la misura ddl 'aggregato dei punti per cui l ~ f ( p )  ~1~+, 
e M~ la misura ddl 'aggregato dei punti per cui I~ < f ( p )  ~ 1~_. Si considerino le 
somme 

% = ~ - l l m ,  X~ --= ~_l i+Mi;  
esse sono convergenti assolutamente tosto che una di esse & convergente, e qualunque 
siano g ~' ~ sempre % ~ >"e e i l  limite superiore delle % ~ uguale al limite inferiore 
delle xv;  la funzione f ( p )  si dice allora integrabile in F. Se con d~" si indica il diffe- 

renziale del campo r,  il valor comune dei due limiti si dice i' t ' f (p )d ' r .  
, . /  
p 

Quando la funzione f ( p )  potesse avere pund d'm la definizione dell'integrale di- 
viene sommamente arbitraria, come pure arbitraria ~ l'estensione a tal caso delia deft- 

nizione di RmMA~s **). Tale arbitrariet~, si riduce quasi totalmente quando l'aggregato dei 

*) Cfr. LEEESQUE, Ler sur l'int~gration, p. I I I. 
**) Cfr. SCHOENFLIE$, Die Entwickelung cler Lehre yon den Punktmannigfaltigkeiten [Jahresbericht 

der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, VIII, 2 (I9oo)], pag. I74 e seg. 
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punti d'oo abbia misura nulia (in particolare sia numerabile); baster,6, allora, nella pre- 

cedente definizione, trascurare tale aggregato. 
Ogni funzione integrabiie 8 asso[utamente integrabile. 
Quando la funzione f ( p )  ~ limitata e misurabile, ~ anche sempre integrabile nel 

scnso del LEI3ESCUE, e se~  integrabile nel senso dd [{IEMA~N, i due integrali coinci- 
dono *). Se invece la funzione non ~ limitata pu6 mancare l'integrale del LEBESCUE; 
e pu6 mancare precisamente anche quando la funzione sia integrabile nel senso di RI~.- 
MANN-CAucHY, ma non sia assolutamente integrabile **). Anche in questo caso per6 i 
due integrali sono uguali quando esistono entrambi ***). 

Appunto 1o scopo per cui nella presente ricerca si presentb particolarmente utile la 
considerazione dell'integrale in questo senso generalizzato fu  di evitare le discussioni pro- 
venienti dai dubbi di integrabilita: ma le  proprietgt fondamentali del nuovo integrale non 
sono diverse da quelle dell'integrale di RIEMANX, onde assai raramente il lettore dovra 

preoccuparsi del concerto proprio di esso, poich~', ammessa appena l'integrabilita, i ragio- 
namenti si svolgeranno in generale indipendentemente dalla estensione adottata. 

I1 campo  funzionale .  

4. Un problema di variazioni non 6 determinato fincM non sia definito il campo 
delle funzioni rispetto alle quali si cerca ii minimo. Questa definizione daremo dunque 
nel caso presente: 

Si dovr~i supporre anzitutto che ciascuna fi~nzione u ( x y )  del campo sia continua in 
1" e sul contorno t )  e per essa esistano le derivate rispetto alla x e alla y, e quindi esista 
la _l u :che inoltre questa fl~nzione sia integrabile nel campo I" -~+). Sono queste le con- 
dizioni essenziali affincM esista l'integrale I(u).  E per6 da notarsi che nella definizione 
dell'integrale secondo il LF.13ESaUE si possono sempre supporre esclusi dal campo d'in- 
tegrazione i punti di un aggregato di misura nulla: si pub quindi ammettere che le 
fl~n~ioni u (xy)  possano, nei punti di un tale aggregato, ma soltanto in essi, mancare di 
derivata determinata rapporto alla x o rapporto al lay .  Questa condizione sadt certo 
soddisfatta se, per esempio, sopra ciascuna retta y - -  cost, esduse al pifi quelle di un 

*) LEBESGUE, Int~gralr etc., loco citato, pag. 254 (n ~ 20). 

**) LEBESGUE, Lemons sur Fin@ration, p. II 5. 
***) LEBrSCUE, Int~rale, etc., loco citato, pag. 270 (n ~ 33)" 

t )  La condizione di continuit~ delle funzionl u ~ evidentemente necessaria, senza di che l'integrale 

potrebbe senz'akro assumere valori arbitrari, e ogni senso perderebbe la condizione c h e l a  u assuma 
determinati valori al contorno. 

t t )  Si noti, in connessione coUe ultime linee del n ~ precedente, che, anche quando A u non sia 

limitato, la condizione di integrabilita nel senso de1 LEBESCUE non ~ qui pifl restrittiva the nel senso 

del RiE~mq,  perch~ A u ~ sempre positivo, onde non vi ~ distinzione fra i! chiedere la semplice inte- 
grabilit/t e Hntegrabilit/t assoluta. 
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aggregato  di m i su ra  nuUa, ia f imz ione  zt(,v),) ha - -  r appor to  alla x -  derivata supe- 

r iore (o  infer iore ,  a destra o a s inis t ra)  g e n c r a l m e n t e  finita ( n o n  necessa r iamente  limi- 

ta ta)  *);  ed ana loghe  condiz ion i  si ver i f ichino sulle rette . v =  cost., per la derivata  rap- 

por to  a l l a y .  

N o n  sar,'i fuor  di luogo  il n o t a r e -  perchb dovr ' l  essere in  seguito r i c h i a m a t o -  

the ,  pu r  soddisfacendo a queste condiz ioni ,  alia f unz ione  u ( x y )  pot rebbe,  a lmeno  in 

a lcuni  pun t i  del campo,  m a n c a r e  la derivata secondo u n ' a l t r a  qualsiasi  d i rez ione k, o, 

pu re  es is tendo,  n o n  esser legata alle derivate rappor to  a x e a y dalla re lazione fon-  

damen ta l e  **) : 

0 0 ( ,  x )  0 - -  = - -  cos  + - -  cos  (y  
( 2 )  0 x 0 v 

*) Cir. : LEBESGUE, Lefons, p. I23 ; LEvi, Ricerche sulle funzioni derivate [Rendiconti della R. Acca- 

demia dei Lincei, s. V, vol. XV (I ~ sem. r9o6), pp. 433-438; 674-684], pp. 437-438 ~n ~ 4);  P- 681 
( '1~ 4); LI~BESGUE, Sur les fonctions d~riv&s; e LEVI, Ancora alcune osserva~ioni sulle funzioni derivate 
[stessi Rendiconti, s. V, vol. XV (2" sere. I9O6)J. In questi luoghi si trover'a mostrato the, helle con- 
dizioni enunciate nel testo, ed in altre assai pifi generafi, - -  per cs. se si anamette the, sopra ogni retta 

y = cost. (escluso un aggregato di misura nulla) la derivata considerata possa anche divenire infinita 

in un aggregato riducibile di p u n t i - - l a  funzione u(xy) ha sulle rette y = c o s t . -  che non apparten- 

gono a quell'aggregato di misura nul ia--der ivata  determinata rapporto alia x, in ogni punto, fatta ec- 

cezione al pifi per i punti di un aggregato di misura nulla, purch6 si sappia c h e l a  funzione defivata 

(superiore o inferiore, a destra o a sinistra) considerata ~ integrabile. Ora tale ukeriore condizione 

soddisfatta senz'akro, nel caso presente, a causa delle ipotesi proprie del problema. In vero dall'ipotesi 

f j ' A  dxdy segue che esistepure H b u  che esista e sia finito u 77  dxdy (cfr. il L~MMt~ del n ~ 27) 

f bu ~u e quindi ~ -  d x [cir. la seconda nota a pi+ di pagina del n ~ 22, c)J e poich+ ~3x ~ misurabile 

f b U d x  (eft'. LEBESGUE, LEVI, U. co.) esistc anche j 3x . per ogni y, t:atta astrazione per gli y di un aggre- 

gato di misura nulla. 
Segue agora che quest'integrale ~ uguale ali'incremento della funzione, vale a dire ch'~ put sod- 

disfatta la condizione (3) di cui si parler/t tosto. 
Che poi dalle cose dette e dal verificarsi delie condizioni analoghe collo scambio delia x e delia 

y risulti the anche ha misura supe~ficiale nulla l'aggregato dei punti in cui pub mancare la derivata della 
u(xy) rapporto alia x o rapporto alia y, discende immediatamente da proposizioni note (Cfr. L~-BESGUE, 

, Th6se ~ gi/t citata, n ~ 37). 
Si rilevi ad ogni modo che, agli scopi del presente lavoro, l'assegnare condizioni sufficienti perch6 

la u(xy) soddisfi alle condizioni generali enunciate nel testo, e argomento di secondaria importanza. I 

richiami qui fatti non hanno altro scopo che di iUuminare la natura assai poco restrittiva delle limita- 

zioni imposte. 
**) 1~ noto che questa relazione pu6 solo dimostrarsi neli'ipotesi delia confinuit/t delle derivate. 

Esempi di funzioni per cui essa non ~ soddisfatta sono facili a formarsi. Non soddisfa ad essa nell'origine 

la funzione u = */x 2 -}- y2  . Si considerino tutti i punti razionali di un campo F, situato tutto al finito, 

ordinati in una serie semplice, e si chiamino, nell'ordine scelto, (x, yx) , (x2y2) , . . .  : sia Z al una serie 

convergente a termini positivi : la funzionc u -= Z ail/(x -- xi)2 --}- O' --Yl) 2 non soddisfa alia relazione 

(2) in tutti i punti razionali, put essendo continua e derivabile in tutto il campo F ;  nessuna difficolt~t 

presenterebbe ancora il considerare l e a  variabili. 
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Le condizioni descritte fin qui sono nella natura medesima del problema trattato. 
Una dobbiamo aggiungerne di natura meno direttamente contingente al problema, ma 
relativa piuttosto al concetto in cui ne abbiam dovuto precisare la soluzione, ed al me- 
todo adottato [e la cui importanza sar~i tosto discussa (n i 5-8)]: e si ~ che sopra ogni 
retta y z cost., escluse al piu quelle di un aggregato di misura nulla, valga la rela~ione 

f [  - - u ( x y )  - -  U(Xoy ) 
03u(xy) 

(3) ax dx 

(ed analogamente sulle rette x ~ cost. per l'integrazione rapporto ad y). Condizione 
sufficiente (non necessaria) perci6 e *) cbe sopra ciascuna rata y = cost., escluse al pii~ 

03 u 
quelle di un aggregato di misura nulla, l'aggregato dei punti in cui - ~ =  oo siaridu- 

~u 
cibile, e l'analoga condizione si verifichi pei punti in cui ~ ~ oo sopra, le rette x = cost. 

Chiameremo tut l'aggregato di tutte le fim~ioni che soddisfano rile condi~ioni tie- 
scrim, e, naturalmente, assumono sopra il contorno c di P i valori della fun~ione asse- 
gnata u(s). 

5. 1~ facile prevedere perch~ l'ultima condizione relativa ai punti in cui possono 
8 u  03u 

essere infiniti i valori delle derivate c)x'  03 , sia essenziale pel metodo adottato, se si 

ritorna nn istante sulle linee generali del ~ ~ (n ~ 2); poich~, si disse, se i punti in cui le 
derivate di u subiscono un rapido incremento sono sufficientemente radi nel campo I', si 
pub sperare, col procedimento di media descritto, di ridurne l'influenza sul modo di 
convergenza delle u~ ad un limite, senza notevolmente alterare il valore deU'integrale I. 
Ma come, coll'accrescersi della misura dell'aggregato dei punti di 1" cui corrispondono 
tali punti singolari, si accresce anche l'influenza di essi sul comportamento delle deri- 
vate della funzione dedotta col procedimento di media, e diminuisce quindi la speranza 
dell'eflicacia del m e t o d o , -  ugual effetto potr~t produrre, anche col decrescere illimitato 
della misura di queli'aggregato, il divenire infinite quelle derivate. 

Per6 la restrizione nominata non 6 senza efficacia nemmeno sulla risoluzione delia 
questione proposta, perch~ mostreremo ora che, suppostala non verificata, esistono fun- 
zjoni che, soddisfacendo alle condi~ioni aI contorno, rendono I'integrale I piccolo a pia- 
cere; ed i~nite ne esistono per cui esso ~ identicamente nullo; [mentre fra le funsoni li- 
miti di quelle che rendono I piccolo a piacere ne esistono di quelle che cessano di soddi- 
flare alle condizioni prescritte al contorno] **). 

6. L'HA~I~ACK ***) ha definito una funzione non soddisfacente alia condizione (3) 
(ore y si pensi costante, e quindi u funzione della sola variabile x) nel modo seguente: 

Si consideri, per semplicith, l'intervallo di variabilitA della x : o  . . .  i ;  1o si divida 

*) Vedi la 3 a nota del presente nfimero. 

**) A questo riguardo si confronti ancora la nota inserita in fine alia Memoria. 
***) Die allgemeinen SStze iiber den Zusammenhang der Functionen einer reellen Variabelen mit ibren 

Ablaitungen, II. Theft [Math. Annalen, XXIV (x884), pp. 217-252], p. 225. 
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in n intervalli uguali~ mediante gli n ~  I punti I , 2 , . . .  , - - - - n ~ I , e s u l p i a n o ( x z )  
11 f l  n 

si considerino i punti d'incontro delle ordinate per questi punti colla retta (% o ) (1 ,  I); 

sia in generale A~ ~ . Si considerino p o i i  punti Bi 
, ' n  2-n-'  7z 

e la spezzata AoB ' A~B,A= . . .  B , ,A  : si chiami Z = '~, (x) la funzione the essa rap- 
presenta. 

Si ripeta quindi la stessa costruzione sopra ciascuno degli intervalli 2 i ~ I i - -  . . ,  - -  

2/// n 
e dei segmenti B~A~ sostituiti all'intervallo o . . .  i e al segmento A , A .  Si otterr~t una 
nuova spezzata AoB' A' B' A' A B' A' A~ A ,  

I I  I i  I 2  I 2  ~ ~ ~ 2 I  2 I  . . . .  * ~ 

A' I 
2 i - - I +  ' n i - - I +  , 

[i( ;i)1 2/- - I  I_ i - -  I -~ - - ~ - -  
B' "-- 2 i - - I +  2n~ n i j  . , :~ 

rappresentante una funzione ;( - -  +=(x). Si ripeta ancora la costruzione analoga per cia- 

scuno degli intervalli 2 ~ ( 2 i - - I  + 2j--zn I )  �9 .. ~1(2  i - -  I +-TFJ ) e dei segmenti 

corrispondenti dell'ultima spezzata ottenuta, e cosl si prosegua indefinitamente; si otterrA 

una serie di funzioni +,(x) ,  +=(x), +3(x), . . .  convergente uniformemente ad una fun- 
zione limite che chiameremo +(.~; n). Questa funzione sar~t continua e passer~, pei 

punti A i sulla retta AoA,.  Di pifi ogni altro suo punto dista dal punto della retta 

A ~ 2t, che ha la stessa ascissa per meno di ! La funzione + (x;  n) ammettedl in 
n 

ogni punto una derivata determinata cosl a destra the a sinistra, e precisamente: nei punti 

A (A i A' . . , q, .) derivata nulla a destra, infinita a sinistra, nei punti di condensazione 
di punti B(Bi ,  B' . . ,], .) aventi una medesima ascissa derivata nulla a sinistl"a~ infinita 
a destra, in tutti gli altri punti di condensazione dei punti B non per6 in questi punti 
medesimi) derivate infinite d'ambe le parti, 111 ogni altro punto detl'intervallo derivate 
nulle d'ambe le patti. 

7. Ci6 posto si supponga, per sempliciu' h che il campo I" sia il rettangolo di vertici 

(I.O), ( - -  I.O), (I . I) ,  ( - -  I.I). 

I valori assegnati al contorno siano 

o sopra i lati ( I . O ) 0 . 0 ,  ( I . I ) ( - -  I . I) ,  ( - -  I . ~ ) ( ~  I.o) 

i --Ix} sul lato ( ~  I.O) (I.O). 
Si fissi arbitrariamente un 3',, tale che o ~ y ,  ~ I e due interi m, n (uguali o 

diversi) e si consideri la funzione f ( x y )  definita come segue: 

f (oy )  - -  ,~(I - -  y;  m) 

f ( x y )  = f ( o y ) +  0 --  [x]; n) per y , / y  ~ i 
- -  

f ( x y )  = [f(xy,) --  i .-]- " f(o) , )  - -  ~ -]- i - -  Ix} per o 1 / y  ~ y , .  

Questa funzione assume al contorno del rettangolo i valori assegnati, b continua 
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in tutto il campo, e derivabile rispetto ad x ed ), in tutto il campo fatta eccezione per 
un aggregato di punti di misura nulla, e predsamente si ha: 

df(oy) __ d + ( I - - y ;  m) 
dy d(~ -- y) 

df(xy,) d+( i  - - [x[ ;  n) x 
d x  - d ( ~ - - I x [ )  ~f(oy,) 

Of(xy) f ( o y )  a + ( i  - -  [xl; n) x ) 
o ~ x  - -  d(I - -  Ix[) Ix] , per y, L y  / I 

Of(xy) d + ( i - - y ;  m) 1 
Oy - -  d(x - - y )  +(I  --[x[;  n) 

I 

OJ(xy) ~ f (oy) - - I [ f (oy , )d*( I - - [x[ ;  n) ] ~ x ) 
Ox - t / ~ 7 ) - ~  d O - - I x 3  - - ~  + ~ t N  

Of(xy) _ f(xy,) -- x + Ix] d+( i  - -  y; m) i per o l y  ~ y , .  
Oy f(oy,) - -  I d(I - -  y) J 

of Sopra ogni retta x = cost. ~ b nulla in tutti i punti meno che in un aggregato 

di misura nulla; ha quindi misura superficiale nulla l'aggregato di tutti i punti di r in of cui ~a3 :~- o. Parimenti ha misura nulla l'aggregato dei punti in cui Of~ :~- o e y, ~ y  ~_~ I. 

Si ha quindi: 

f f ,,fdxdy= f" f'iO/h~d~dy. 
�9 ~o ~_,  ~,0 x ]  

P 

Ora, per o ~ y  z ' y , ,  si ha 

Of f ( o y ) - -  ~ f(oy) -- f(oy,) O X ' - - I  
f(oy,) - I I - - f ( o y , )  

in ogni punto, salvo che nell'aggregato di misura nulla in cui d*}~ I Ixl; n) 
- IxD = ~ ;  

e poich6 I ~ f ( o y )  ~ o e, per y < y~, f(oy) ~ [(oy,), si ha ancora, fuori di tale 

aggregato, ~'0 4 L I ;  onde: 

f <4 4, dxdy--2y. 
P 

Rendendo y, abbastanza piccolo questo integrale diviene cosl piccolo a piacere. 
8 Basta alterare appena la definizione della funzione f per ottenere una funzione 

che, ogni altra condizione restando inalterata, renda precisamente nullo l'integrale L 
Si consideri cio~, in luogo dell'unico numero y,, una successione y,, Y2, . "  tale 

the yi > Yi+i, limyi ~---o, e corrispondentemente una serie di interi /'li, /'/2, " ' "  tali 

~zhe n~ < ni+ ~ (quindi lira n~ = oo) e si ponga : 

Rend. Circ. Matcm. -Palermo, t. XXII  (z9o6). ~ Stampato il x 4 settembre x9o6. t9 
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f ( oy ) - -+(x  - y; m) 

f(xy) = f ( o y ) + ( i  - - Ix l ;  ,z) per y, L 5 3 , / i  

f(oy) - - f ( o y , + i )  
f (xy)  = f(oy,) -- f(oyi+,) [ f ( o y l ) + ( i -  [xl; n~)--f(oy,+,)+(I--lxl; ,%,)] 

+ f ( o y , + . ) h b ( I  - - Ix l ;  ~,+,) per y~+~ ~ y ~ y , .  
f(xo) = i - - I x l .  

Le precedenti espressioni delle derivate resteranno inalterate per y, ~ ) ,  ~ I. Si ha poi 

Of l f (oy)-- f (oyi+x) [f(oyi)d+(I--lx[; n,) d + ( I - - ] x [ ;  hi+,) ] 
bx -- t f(oy~) --f(oy~+x) d(I - -  Ixl) --f(oy~+,) d(x - -  I x [ )  " 

d+(x -I~1; n,+,) ~ x 
+f(oy,+i) d(I --Ixl) ~ Ixl 

O_s = _ d+ (x--y; m) f(oy,)+(I --Ixl; n,)--f(oy,+,)+O --Ixl; n~+,) 
Oy d O - - y  ) f(oy,)--f(oy,+,) 

p e r y i + ~ y ~ y l .  

Su queste espressioni si possono ripetere le osservazioni precedenti, colla sola dif- 
0f 

ferenza che i soli valori di x per cui ~ ~ - o  in un qualunque intervallo y~ . . .  Y~.x 

sono quelli dei due aggregati di misura nulla in cui 

d+(x - Ix l ;  nl) d+(x - Ix l ;  n,+,) 
- - - 0 0  e ~ o o .  

d(x --Ixt) d(x --Ixl) 

Che la funzione f(xy) ora definita soddisfi alle condizioni al contorno imposte 
riesce evidente quando appena si ricordi, ritornando alle notazioni del n ~ 6, che{  (x; n) 
passa per i punti AoA ' . . .  A e col crescere d i n  converge uniformemente alia Z = x .  

~4.  

La curva  c e i l  c a m p o  r. 

9. Supporremo che la curva c contorno di r sia convessa rispetto ai punti di un 

campo R interno a F, vale a dire che ogni raggio uscente da un punto di R tagli c 
in un sol punto (se c fosse assolutamente convessa, R potrebbe estendersi a tutto il 
campo I'). Potremo sempre, a placer nostro, restringere R ad una parte soltanto dell'ag- 
gregato dei punti rispetto a cui c b convessa; si potr~i quindi sempre s u p p o r r e -  e cosl 
si far~t in s e g u i t o -  che R sia un cerchio, tale che il suo contorno r non abbia alcun 
punto comune con c, e che c sia convesso anche rispetto ai punti di r. Chiameremo fl 
il raggio di R ed a la sua area : a = x ?~. Indicheremo inoltre con 0 il centro di R 
e con p e con q la distanza minima e massima di 0 da c (sar~t p ~ p  ~ q). 

Dimostreremo tosto che c, senza possedere necessariamente tangente, in ogni punto, 



SUL PRINCIPIO DI DIRICHLET. 307 

per6 retfificabile e quindi quadrabiie *). Ne indicheremo con L la lunghezza, con A 

la massima corda. Infine indicheremo con 21 l'area di F. 

IO. Occorre pel seguito porre in evidenza alcune propriedl che conseguono alla 

curva c dalle ipotesi precedenti. 

Si ponga ancora 

q~ = arc sen ~ ? - -  ~ + ~ 2 arc cos - - .  
q P 

Sia m tin punto qualunque di c~ ram' una tangente d a m  a r, m' il suo punto 

di conta t to  (Fig. 2):  m' appartenendo ad r, il raggio m'm non taglia ulteriormente c, 

",p, 
\, 

/ f ~ " r -  

/ ,~w. ,_  " / I . ~ \  

/ ' k ! < O "  , ~ ~  
/ t% 

! . I , .~ ' ,~5- , , - - , '  , ~  

i x , - - / 
/ 

(Fig. 2). 

m a i l  suo prolungamento la taglia una ed una sola volta in un punto n. Sar~t 

m'mO ~ % m O n  ~ + 

e la congiungente m con un punto di c interno all'angolo m On forma col raggio m'm 
un angolo > m' m 0 **). 

*) LEBESGUE, Lemons, p. 60. 
**) Infatti il raggio Om esce dal campo F in m e resta in seguito interamente esterno a| campo: 

un raggio che d a m  projetti un punto di c che sfia rispetto aUa ram' daUa stessa parte di questo pro- 

lungamento di Om torma quindi col raggio m'm un angolo maggiore di queUo dei raggi Ore, mPm, 
angolo opposto al verdce e quindi uguale a n/mO. 



d'altronde 

quindi 
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Si fissi ora tin angolo Z tale che 

e Z L + .  

Dimostreremo che ogni arco di c interno ad un angolo di vertice 0 ed uguale a Z 

~ rettificabile ; ne seguir~ che la curva c si pu6 spezzare in un numer~ finit~ ( ~  [ 7 ]  + I 

di archi rettificabili ed ~ quindi rettificabile essa stessa. 
Sia infatti ancora m un punto qualunque di c. Per m si conduca un raggio m D 

tale che Dm O - - x -  ?;  il prolungamento roD' d i m  D ha almeno un punto appar- 

tenente ad R; quindi m D non taglia ulteriormente la curva c e tutti i punti di c che 

stanno rispetto alla m O dalla parte d i m  D sono interni all'angolo Dm O. Si costruisca 

quindi, da questa parte di m O, l'angolo m O D = Z; O D taglier~ m D in D e c in 

un punto d fra O e D. Siano ora e, f due punti qualunque dell'arco m d di c, E, F 

le intersezioni di O e, Of con m D. Poich~ e Of ~ Z ~ +, la retta ef non incontra r;  

perci6 gli angoli OeJ; Ofe sono entrambi ~ % mentre quello degli angoii OEF, 
O F E  che 6 acuto ~ -~ q~ (per essere O m D ' = - ~ ) :  tenendo presente che O E ~  Oe, 
OF ~ Of  si conclude che FE ~ ef. Quindi la lunghezza di ogni poligonale inscritta 

nell'arco m d ~ ~ M D  ed 6 cosl ~ MD il limite superiore di queste poligonali. Onde 

la rettificabilit~ dell'arco *). 

I I. Sia ancora e un punto qualunque dell'arco mcl; si ha da quanto precede 

sen m 0 e 
lungh, arco m e L m E ~ O m 

- -  - -  sen (~ - -  Z ) '  

corda m e ~  O m s e n m O e ;  

a r c o  m t3 I 

corda m e - -  sen (~ - -  Z); 

e questa relazione avr~t luogo tosto c h e m  O e / Z  e quindi certo quando 

corda m e ~ p sen X. 

Si pu6 dunque enunciate che per ogni arco di c la cui corda sia su~cientemente 
piccola ( ~  p sen Z) il rapporto dell'arco alia corda ~ sempre minore di un numero fisso 

I 
b - -  

sen (~ - -  Z ) "  

I2. Non occorre insistere sull'osservazione gi~t fatta (n ~ 9) che esistono curve c, 

convcsse rispetto a n n  campo interno e non aventi tangente in un aggregato denso di 

punti. I1 principio della condensazione delle singolarit~t d~t per es. un modo evidente 

*) Con considerazioni analoghe a quelle del n ~ I2 questo risultato avrebbe potuto farsi discendere 
dalle proposizioni del LEBESGUE richiamate in tal n ~ o, pifl direttamente, dalle proposizioni dello 
SCH~.EFF~R in Allgemeine Untersuchungen fiber Rectification der Curven [Acta Mathematica, V (I884), 
pp. 49-82], part. Teor. IV. Per la sua semplicitS, e per ottenerne ancora la proposizione de1 n ~ II si 

creduto utile conservare questa dimostrazione. 
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di costruirne. Geomeu'icamente si pub ot}u una semplice costruzione d'una tal curva 

per es. come segue: 
In un cerchio di raggio -, si iscriva un ottagono regolare e per successiva bisezione 

di archi si considerino ancora i poligoni iscritti di I6, 32, . . .  lati. Su ogni raggio, a 
partire dalla circonferenza si porti un segmento uguale alia somma dei segmenti (in 

numero finito o infinito) iutercetti su di esso fra la circo~fferenza e i lati dei nominati 

poligoni. I1 luogo degli estremi di quei segmenti ~ una curva c, convessa certo rispetto 

a tutti i punti di un cerchio concentrico e di raggio ~ e non ammettente tangente 

nei punti che, rispetto al raggio che dal centro proietta un vertice dell'ottagono, hanno 

(k ed n interi). anomalia della forma k ~ -  

Deve per6 notarsi che l'aggregato dei punti di c in cui non esiste la tangente ha 

misura lineare nulla (cfr. n ~ 3). Si conducano infatti le tangenti a r parallele ad una 

direzione arbitraria ~,.. Esse segheranno sopra c due archi appartenenti alia striscia com- 

presa fra di essi. Si chiamino ~. e v un sistema di coordinate ad assi ?. z o, v z o 

rispettivamente parallelo e normale alla direzione ~.: le rette ?. = c o s t .  appartenenti alla 

striscia nominata intersecano uno qualunque di questi archi in uno e in un sol punto: 

l'arco medesimo rappresenta quindi una funzione ~ = f(~.); e tal funzione ~ continua 

e a numeri derivati limitati ( <  cot q~). Tal funzione ha quindi derivata per ogni ~. tolti 

al pi~ quelli di un aggregato di misura nulla *). E quanto dire che suU'arco conside- 

rato l'aggregato dei punti in cui pu6 mancare la tangente corrisponde ad un aggregato 

di valori di t* di misura nulia. In conseguenza delia proposizione del n ~ I I, il rapporto 

ira la misura di questo aggregato di punti, fatta lungo la curva c, e la misura dell'ag- 

gregato dei ~. corrispondenti 6 finito. L'aggregato di quei punti ha dunque misura nulla 

sull'arco considerato. Ora 6 chiaro c h e l a  curva c pu6 spezzarsi in un numero finito 

di archi compresi ciascuno fra due tangenti a r parallele. Ne segue la proposizione 

enunciata. 
I 8. Se in particolare si considerano i punti comuni a c e a un'altra curva ~,, sadt 

naturalmente di misura nulia l'aggregato di questi punti, in cui c non ha tangente. Pos- 

siamo aggiungere che se tali punti sono in numero infinito, in essi, esclusi al piu quelli 

di un aggregato di misura nulla, c e 7 hanno la stessa tangente. Supponiamo, per preci- 
sare la nozione della curva 7, che questa abbia in ogni punto tangente unica e deter- 
minata. (L'ipotesi non ha nulla di essenziale, per es. potrebbe la ~' essere della natura 

medesima della c; per6 sara quello fl solo caso che si presentedt in seguito). I punti 

comuni a c e a 7 si distingueranno in un aggregato numerabile N formato dagli estre- 

rni di segmenti di ~' che non contengono punti di c e in un aggregato P formato dai 

punti limiti di N. P a sua volta si distinguer~t in un aggregato di misura nulla N'  nei 

cui punti c non ha tangente ed in un aggregato residuo T. N ha misura nulla, quindi 

anche N -J-- N'. La tangente poi a c in un punto m qualunque di T ~ il limite delle 

*) LEvi, Riaercbe sulle funzioni derivate, 1. c., pag. 437; LEBESGUE, Lemons, l. c., p. 123. 
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congiungenti questo punto con una successione di punti di c che si avvicinino illimitata- 

mente ad m. Per determinare queste rette si pub quindi scegliere una successione di 

punti di N, e si vede, in tal forma, che quel limite sar~ pure ia tangente a 7 in m. 

Ne risulta la proposizione enunciata. 

14. Si consideri infine per ogni punto comune a c e a "i una retta che faccia 

co[la tangente a "( in quel punto un angolo ~ (3, ore 0 si fissi ad arbitrio purch~ ~ o; 

ciascuna di queste rette pom'~ incontrare ulteriormente c. Detto allora - r u n  numero da 

scegIiersi a piacere, si considerino quelle rettr the contengono tali altri punti di c di- 

stanti meno di -~ dal punto comune a c e a ~, per cui passano. Tendendo "~ a o, questo 

aggregato di rette tende all'aggregato di quelle Ira le rette considerate the passano per 

un punto comune a c e a "1' in cui c non ha tangente od ha per tangente la retta 

medesima (diversa quindi dalla tangente a "I'); quindi ad un aggregato di misura nulla. 

Adunque l'aggregato dei punti comuni a c e a ~( tali che, sopra un determinato sistema 
di rette per essi, ciascuna delle quali fort/~i con ~, angolo ~ O, esistano punti di c distanti 
da questi punti meno di �9 ba misura piccola a piacere, purch~ si prenda ~: abbastanza piccolo. 

Un'operazione funzionale: L'operazione di media. 

15. Sia u(xy)  *) una funzione definita in r e sul contorno c, limitata. Sia 

il limite superiore dei suoi valori assoluti. Sul contorno c si supponga inoltre che u (xy), 
considerata come funzione dell'arco s, sia continua e derivabile e la derivata sia limi- 

rata" sia ~t  il limite superiore di du Supponiamo infine che u(xy)  sia integrabile 
d s  " 

in r .  

Chiameremo funKione mediatrice della u, relativa al numero 0(o < 0 < i ) - - e  la 

indicheremo generalmente con U ( x y l O ) - - l a  funzione definita nel modo seguente: 

Se P(~ "~) 6 un punto qualunque di R o r **), siano ?'~0 e q~0 le figure omotetiche 
I 

di r e c rispetto al centro d'omotefia P e al rapporto - - ;  ~'~0 sar~t totalmente ~+0 
interno a r .  Si chiami u(xyl~'a 0) la funzione che in ~'a~0 coincide colla 

. [ x  + 0 (x - y + 0 (y 

[vale a dire prende in ciascun punto il valore che u(xy)  ha nel punto corrispondente 

per l'omotetia] e che, nella regione limitata fra i contorni c e c~,0, prende, su ogni raggio 

*) La funzione u(xy) che qui si considera non deve, necessariamente, essere assoggettata aUe 
condizioni del n ~ 4. Conserviamo per6 lo stesso simbolo funzionale perch6 a queUe funzioni avranno 
nel seguito massima applicazione le considerazioni di questo ~. 

**) Cfr. il n ~ 9 e seg. e la tavola dei segni in fine della Memoria. Avverto che, salvo dichiarazione 
contraria i segni conserveranno costantemente il significato che 6 precisato a volta a volta the si intro- 
ducono e che 6 d'altronde ricordato neUa detta tavola. 
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per P, il valore di u nel punto in cui questo incontra c. Si ponga infine 

(4) U(xyIO) = 7 u(xYl"'~O)d~d'~" 
R 

Sar~ utile pel seguito trasformare alcun poco questa definizione: 
Si consideri (Fig. 3) il campo (~, (xylO) omotetico di P rispetto al centro (xy) e al rap- 

I 
porto - - - 6 - ;  a seconda della posizione di (xy), R potrh essere totalmente interno o 

totalmente esterno o parte interno e parte esterno a (~. (xy I O) : Si chiami generalmente 
~l(xytO) la parte di R esterna a 04 (xylO), ~ ' ( x v l O )  la parte interna. Se P(~.*,) 

T 

'~ /,' 1 
i 

TY '~ \ ' .  \ ' ~  

(~ie. 9 .  

Per rendere possibile la rappresentazione grafica si son dovuti concretare in due 

archi gli aggregati  dei punti comuni a c e a r(xylO) i quali potrebbero ben essere in- 

vece aggregati  non densi. L'arco comune a c e a r(xytO) a sinistra rappresenta cosi 

l 'aggregato che ai n i 22 b) e 22 c) 6 indicato con r2 ,  l 'arco analogo a destra r 3 , i 

due archi che completano r(x) ' l~)  costituiscono G ,  l 'uno interno a 1", l 'altro esterno. 

I 
appartiene a ~t '(xyfO), l'omotetico di (xy) rispetto a P e al rapporto ~ appartiene 

a r ;  si ha quindi 

[(~-~) in ~ ' (xy lO)] ,  u ( x y l ~ O )  ----- u[x -k O(x - -  ~), y q- O(y - -  ~)]. 

Se invece P(~r,) appartiene a ~t(xy]O), u(xyi~r, O) & definito (secondo quanto 
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sopra si disse) dai valori di u sul contorno;  esso non pu6 quindi porsi sotto forma 
pi{l semplice; ma il punto [.v + O(x - -  ;_'), y + 0 O, - -  -~)] risulta esterno al campo 
I'; se quindi si conviene di continuare Ia funzione u(xy)  fuori di 1" con valori mdli, 
si potr~, porre 

[({-t,) in ~ ( x y l O ) ] ,  u ( x y l ~ . ~ O ) - - , [ x + O ( x - - ~ ) , y - F O ( y - - . ~ ) ] - . F u ( x y i ~ r , O ) .  

Immaginando quindi l'integrazione indicata nella (4) spezzata in due pard, l 'una relativa 
a (~.-r,) nel campo ~'(x).[O), l'altra relativa a (~.~) in s  si ha 

- -  dcd'n U(xylO) a U J  ~' - + o  ~ " O)d; 
R ~(xyl0) 

Si chiami ancora R(xy[O) i l  cerchio omotetico di R con centro d'omotetia (xy)  e 
r a p p o r t o -  0, r(xylO) la sua circonferenza; quando (~-~) percorre R il punto 

Ix -t- 0(x - -  ~.), y + 0(y - -  .~)] percorre R(xy[O). I1 primo integrale della somma pu6 
allora scriversi 

R(x310) R(xyl~)) 

dove x' e y' non sono che nuovi simboli sostituiti ad x e y come variabili d'integra- 
zione, e ~, v rappresentano le variabili relative ad un qualunque sistema di coordinate 
ortogonali, purchb u(p.v) rappresenti la trasformata di u(xy)  nelle nuove variabili. 

La precedente espressione si scrive quindi ancora 

I N I N u ( x y ] ~ , O ) d ~ d ~ .  (5) U(xyIO) = Ua  u(~.v)d~d~ + - 7  
R(xylO) ~(xyl0) 

Si chiami I" 0 il campo comune a tutti i campi T~0 quando P(~'~) percorre R; 
esso non sarh illusorio tosto che 0 6 sufficientemente piccolo e, tendendo 0 a o, tende 
a coincidere con I'. I1 caso in cui (xy)  appartenga a I" 0 b percib particolarmente im- 
portante; allora il campo ~ ( x y l 0 )  si annulla e si ha 

f f u( qa a . (5, to) V(xyl  O) = O=a 
R(xylO) 

I6. Dalla formula (4) si ha 

R R 

vale a dire la funzione mediatrice ~ ancb'essa lhn#ata ed il limite superiore clel suo mo- 
dulo ~ minore o uguale al limite superiore di Ju I. 

Inoltre, quando (xy)  sta su c, u(xyl~.'~ O) = u ( x y ) ;  quindi 

>ff U(xy lO  ) -  - - u ( x y  d~.d~ - -  u(xy),  a 
R 

vale a dire la funzione mediatrice assume sul contorno i valori medesimi della fun<ione u. 
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Vogliamo aggiungere che la  funzione mediatrice U(xylO) k continua in r e su c 
quand'anche non sia continua la funzione u. 

17. Per ragione di semplicit~ considereremo prima i valori di (xy) interni a r0: 
esiste allora un intorno di (xy) di cui tutti i punti appartengono a r 0 ; sia ( x + 8 ,  y+82) 
un punto di un tale intorno. Le aree R(xyl0) ,  R(x + 8 ,  y + 82 [0) sono Ira loro 
congruenti per traslazione secondo il vettore [xy]-'[x + 8 (I + 0), y + 82(I + 0)]. Se 
,], e ~2 sono sufficientemente piccoli, esse hanno quindi una parte comune, e ciascuna di 
esse contiene inoltre una parte non comune all'altra; chiameremo Z e Z' queste due ulfime 
patti; esse sono congruenti e la loro superficie b evidentemente ~ 2 0 ? f f ~ +  8: (x + 0). 

Se quindi si pone l/8~ + 8~ --- 8, sar~l, per la (5, r0), 

/ ' / '  v)d~.d~ IU(xylO)--U(x+~, y+8210)t=,,~--v f fu(V.~)d~,.dv-- uO,. 
' O a J d  d d  

Z Z r 

a 0 
Z 

Segue che (0 restando fisso) I U(xy [ 0 ) - -  U(x + 8 ,  y + 8 10)1 tende uniformemente 
a o con~ e8  . 

I8. Un po' meno semplice ~ il calcolo quando i punti (xy), (x + 8,  y + 8) 
non appartengono a r 0 . Ricorreremo allora alla formola generale (5) ed avremo 

' f f  j f  IU(xylO)--u(., +8 ,y+81o)l~6~- a u(p.v)dp.dv -- u(p. v)dD 
Rlx 3 I0) RIx+Sx,y+'~210) 

La prima differenza e queUa stessa the ~ stata considerata nel n ~ prec. Si ottiene 
quindi 

i < 4 ~ l ?  I +08. 
(b) 0 

R(xylO) R,x+8~,)'+'~alO) 

Le aree ~(xylO) e ~ ( x + 8 , y + ~ 2 ] O )  sono segate in R da due linee e(xy[O), 

(x + 8 ,  y + ~ 1 O)/omotetiche di c rispetto ai centri (x),), (x + 8 ,  y + 82) e al rap- 

- - O /  ira loro congruenti per una traslazione secondo il vettore porto 

' + ~  
, 0 ,y+8  

(cfr. la Fig. 4) *); esse hanno quindi una parte comune che chiameremo o~(xyl0 ) e una 
parte non comune; questa seconda si comporrA generalmente di due patti K e K 2 
appartenenti l'una a ~{ (.vy [ 0) [ea ~ ( x  + ~ ,  y + 32 [ 0)] , ['altra a ~ ( x  + 8 ,  y + 8,[0) 

*) In questa figura le lettere e del testo sono rappresentate da lettere minuscole tedesche. 

Rend. Circ. Mate~. Palermo, t. XXII  ( 1 9 o 6 ) . ~ S t a m p a t o  il x 4 settembre z9o6. 40 
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[e a (~(xy 10)], e la loro somma sar~i minore di un rettangolo di altezza a - -  0 

~ ' "  

e di 

I 

I I n / �9 
t / I �9 

I I I /  I �9 

,}Y �9 i 
/ l l  I ,  I I 

�9 1.1" / 

(~,g. 4). 
Si ritrovano in questa figura gli aggregati r_, e r 3 rappresentati dagli stessi arcln 

che nella Fig. 3, comuni a c e a r(xylO) rispettivamente a sinistra e a destra. I1 con- 

fronto fra le due figure pone in evidenza il comportamento reciproco dei due aggregati 

rapporto alle due integrazioni considerate ai n i 22 b) e 22 6). 

base la somma deUe lunghezze dei segmenti di e(xyl0) interni ad R e dei segmenti 
di r compresi fra le due curve e(xylO ) e e(x+~,,  yq-~,l{t). Chiamando ~, la parte 
che appartiene a e(xylO), questa base sar5 quindi <~,  n t- 2~vp e il contributo degli 
integrali estesi a K, e K, nel valore di IU(xylO) - -  g(x -t- ~ ,  Y q- '~ 10)1 

+ 
a 0 

Sia poi (~ ~) un punto della parte ~ (xy I O);~t (xy I~ ~ ~) - -  ~ (x -~- ~ ,  y-~- ~ I ~ ~, 0) 
la differenza dei valori di u(s) helle proiezioni di (x~.)e di (x n t- ~ ,  y @ ~,)da (~'~) 

sopra c. Tosto che 0 e ~ sono abbastanza piccoli, la distanza di queste proiezioni 
% k~(I -t-0), dove k ~ una costante che dipende solo dal campo r *); e, sempre 

*) Chiamati infatti A, B, P i punti (xy) ,  ( x @ ~ ,  3'-~ ~2),(~:q), A' e B' le proiezioni di A e B da 

A B 4'B' A' P sen A P B A'P A B Ma poich~ P appartiene a 
P s u  c, si ha : s e n A P B < ~ , .  - -  sen P B' A'  < ]t P sen P B' A'  " 
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rendendo ~ sufficientemente piccolo, si pu6 quindi supporre sufficientemente piccola la 
distanza di questi punti perch~ si possa applicare la proposizione del n ~ I I, e conclu- 
dere che la lunghezza dell'arco di c, COlnpreso fi'a di essi, sar:i ,QbkS(I + 0). Quindi, 

d u  ~, poich  

lu(xyi~.m O) - -  u ( x +  8 ,  y + ,~1~ o)1 < ~ b k S ( x  -[- 0); 

onde, l 'area di $ ( x ) ,  [0) essendo / a, 

f f - .fl f uCx + ~,, y + 8 [E.'~O)d~d, < a~hkS(I  + 0). 
 l.,ol #l..,o, 

Raccogliendo 

~(x)lO) ~(x+@ I, 3-4-6"210~ 

Sulle formule (b) e (c) si vede che entrambi gli addendi in cui si ~ scomposto 
JU(xylO)- U(x-Jr-~, Y-}-8~t0)l tendono a o con 8; onde l'enunciata continuiut 
di U(xx 10). 

I9. Occorre pel seguito che si fissi un limite superiore al valore di X. Osserviamo 
che la parte di e (xy l0  ) contenuta in R ha corda L 20; i'arco di c che le corrisponde 
neU'omotetia di centro (xy) e rapporto - - 0  ha quindi una corda ~ 20t~. 

Col diminuire di 0 questa corda diminuisce quindi indefinitamente: onde, per 0 
sufficientemente piccolo, si potr~ affermare (ricordando un'osservazione del n ~ I i)  che 
tale arco di c ha lunghezza ~ 2 0 h ?. La lunghezza ;~ ~ uguale a questa lunghezza 

I 
moltiplicata per ~ - ;  quindi 

), < 2hp .  

Per 0 sufficientemente piccolo ~ dunque 

), -[- 2 =  0 < 2 p ( h  -~- '/~). 

Dopo ci6, raccogliendo i risultati di (b) e (c), si ha 

(d) [U(xylO ) -- U(x-~-8 , y-~-8 10)] < [ 2 ~ ~  (2-JF~ "Jv h)-~- + ~hk]8(I  -~-0). 
L. '* 3 

A' P B' P 
~(xyl0) ,  ~ < I + 0; d'altra parte, a causa di questa stessa relazione e dell'analoga ~ - F < I  + 0  

il segmento A B ~ tutto esterno ad R tosto che 8 (lunghezza di A B) e 0 sono sufficientemente piccoli 

(baster/tperes. c h e 0 e  ~s i ano~p-~3%) , e lo s t e s soavv i ened i conseguenzade l s egmen toA 'B ' .  

A causa delia convessit/l di c rispetto ad ogni punto di R (compreso il contorno) l'angolo A ' B ' P  ha 
A B  

perci6 un minimo ~ o ~  o. La precedente espressione di A'B'  d~t aUora A ' B ' <  se-~-~%(i+0), espres- 

I 
sione identica a queUa del testo, ove si ponga k -  e si osservi che A B .= 8. 

sen  ~o 



~I6 BEPPO LEVI. 

Tosto che 0 / ~ -  il mokiplicatore di 8 ~ minore di ]1 3 ~ ( 2 + ~ + h ) + ~ i h k  T 

e in questo prodotto il primo fattore ~ una costante numerica dipendente soltanto dal 

campo I" e dai massimi valori di Iul e di ds Indicandola con Q, le formule (a) e 

(d) si raccolgono nell'unica: 
8 

(6) I V ( x y i O )  - v(x + a,  y + 810)i < 0--6- 

(tosto che 8 e 0 sono sufficientemente piccol 0. 

2o. Se la fl+nzione u(xy) ~ continua, la flin#one U(xy[O) ha &rivate determinate 
e finite in ogni punto di I', esclusi al piit i punti del contorno. 

Anche qui incomincieremo a trattare il caso pifl semplice in cui il punto (xy) ap- 
partenga a F o. Si riprenda la formola (5, I'o): essa dA 

I I i 

~ Rfx+~t,Y+Sa10) R(xytO) 

e si suppongano le linee coordinate ~ = cost. e ~,. = cost. rispettivamente parallde 
e perpendicolari alla direzione del vettore [ x y ] - > [ x - [ - 8 ,  y + ~]. Ricordando che 
R (x + ~, , y + ~IO ) e R (x ylO ) sono congruenti per una traslazione secondo questa stessa 
direzione [e di grandezza ~(I  -~- 0)], segue the, nei due integrali doppi i limiti d'inte- 
grazione rispetto a ~ sono gli stessi: li chiameremo v e v ;  e se si chiamano ~. (vo) 
e V,.~(~o) i valori di V- nei pumi d'intersezione di r(xyiO) colla retta v = Vo, si ottiene 

U(x + 8 ,  y + 810 ) -  U(xyIO) 
8 

- ,  : c "  
80:aJ~, dv.,,~,<~>+~<,+o ~ u(~" v)dv'd v -- "-'i~,<,) ..I 

i i fv2 Pf~:(~)+~( '+~ H~,(~)+,,+O)u(~.v)dp.d~l 
0 ia . ] ,  ' d v , .  Jv-.<~> .] " i 

I..t, '  p.2(v) 

Per la supposta continuitA di u si pub applicare il teorema delia media: indicando con 
0' e 0" numeri (variabili con v e con 8) compresi fra o e I -}-0, si ha quindi 

U(x+8,  y+SlO)--U(xylO)_ I ~v.f~[u(V. + 0 , , a ,  +)_u(V.  + 0 , a  ' ~ ) ] 8 0 + 0 ) d ,  
8 - -  8 0 - a ~ ,  

I + 0 L ~ =  
- 0' a ["(~ + 0"8, ~ ) -  u(~, + 0% D]d~; 

e poichb., per la continuitA della u, si pub passare al limite sotto il segno d'integrazione, 

lim V(x + 8 ,  y Jr- 8,10) - -  U(xyl O) ~ + o f~= 
+:o 8 .  - 0=a [ , , ( ~ < = D  - , , ( ~ < , D ] d ~  

I + O f  u(xy) dVd 
- -  0 2 (~ a d,c~y,o ) d 
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dove da 6 l'elemento d'arco sulla circonferenza r(xy[O), per una conveniente scelta 
dv 

della direzione positiva su di essa (in modo che 7~ sia positivo all'uscita dall'area, 

negativo all'entrata). 
Si ha ancora 

dydx dv--dxd) '+ d~d ; 
d-*- d*d~. p. 

l'uguaglianza trovata pu6 dunque scriversi: 

(7) OU(xy[O) I + 0 1 [ f ~  ~ dy . -Idx ~]dy 
a xy[O) *" r(xflO) 

onde risulta la derivabilit~ di U(xy[O) rapporto a una qualsiasi direzione u. [e la vali- 
dit,h inoltre della relazione fondamentale (2)]. L'espressione medesima mostra che le de- 
rivate sono finite ove si tenga presente the [u(x),)l < ' ~ ;  e mostra anzi che, per ogni 

0 fisso, esse sono limitate: 

OU(xyIO)to~ < ' ~ ? ~ ( ~ O a  + 0 )  

~i.  Meno semplice 6 la dimostrazione quando il punto (xy) non appartiene a I" 0 . 

Si ha allora dalla (5) 

(f) 
R(x+~t ,  Y+~21 tll R(xy[O) 

Chiamiamo u ( x y [ ~ ' ~ ) l a  funzione di ( ~ ) c h e  in ogni punto ( ~ ) d i  R ha il 
valore assegnato ad u nel punto in cui il raggio ({~)(xy) incontra la curva c. La fun- 

zione u(xyl~'~) non differisce da u(xyl~ ~ O) - -  considerata come funzione di (~-~) - -  

nei punti di ~{(x),[O) e cosl u(x n t- 8 ,  y + ~ [ ~ )  non differisce da u(xnt-8 , y n t- 8 [~,0) 
- -  considerata come funzione di (~ ~) - -  nei punti di ~ (x + ~ ,  y + 8 10). Si ha 
allora 

if) 

f" l" 
/ / u ( x - [ -  8, y + ~ [ ~ O ) d ~ d ~  - -  / /u(xyl~O)d~dr, 
t l  ql.I 

= f f t (x y+8~[5~)--u(xyl~',O]d~d',~ 
~(xytO) 
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Si ponga 

(i) 
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~ (xy[Oi 

f f  f f  K . - -  u (~,. v) d 7" d v, = u(~v)d~ d~ 
R(x+~I, Y+~210) RixylO) 

La (f)  diviene 

(g) U(x .+ 8 ,  y -~- ~ 10) - -  U(xylO ) 

Si chiami s(xyl~'~ ) l'arco di c compreso fra un'origine arbitraria e la proiezione 
su c di (xy) da (~.'~) e si indichi con u(s) la funzione u considerata su c come fun- 
zione d i s .  Si ha 

u(x v l~"O = u [s(x y l~ "~)] 
ed 

7(x + ~ ,  y + ~1~~) - ~-(xy I~,o) 
8 

~, [~ (x + ~ ,  y + ~ I ~ ,~)] - ,, Is (x y I ~ ,~)] s (x + ~ ,  y + 81 ~ ,~) - -  ~ (x y I '~ ,~). 
s(x + ~ , y +  821~r, ) - s ( x y l ~ - m )  

quindi, se si ammettono per un istante verificate facili condizioni di continuidt, per cui 
si possano scambiare l'integrazione e i l  passaggio al limite, 

lim,=o y H  = I  f f a,,[ (xyl ,O].llmS(Xas ~=o -[- 8 ,  y + 8 : , l ~ ) - - s ( x y l ~ ) d ~ d . ,  ,). 
R(xy[0} 

D'altra parte la differenza K si trasforma come nel n ~ prec. fu trasformato il se- 
condo membro della (e), e solo occorrerh qualche avvertenza (su cui tosto ritorneremo) 
circa la discontinuifft che la funzione u(IJ.v ) subisce nell'attraversare la curva c [poich~ 
ora le aree R(x--}-~,  y-~-~= 10), R(xy  10) sono parzialmente esterne a F]. 

Infine, come gi~t al n ~ 15, si chiamino ~(xy]O) ,  ~ ( x - I - 8 ,  y q - ] [ 0 )  le aree 

I (Fig. 4) omotetiche a F con centri (xy), ( x + ~ ,  y--~]) e rapporto d 'omotet ia----(-  

e si prolunghi inoltre la funzione ,~ (x _qt_ 8 ,  y + ~ ] ~ ~) nei punti (~ ~) fuori di R 
attribuendovi valori nulli; si ottiene 

(~(,),10) (~(x+% y+~210) 

e di nuovo a questa differenza si possono applicare le trasiormazioni del n ~ 20. Si vede 

*) Questo lim sara completamente calcolato pifl sotto (n ~ 22 a). 
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cosl come il secondo membro della (g) tenda ad un limite col tendere di 8 a o, onde 

segue l'esistenza di c9 U(xy I0) (dove Is., come al n ~ indica una coordinata tale che 0 ?. 20, 

le linee ?. = cost. siano le perpendicolari al vettore [xy ] -~ [x -~-8 ,  y + 8]). 
Ma, ad eliminare le restrizioni the pur si sono dovute ammettere prowisoriamente 

per giustificare gli accennati passaggi al limite, e a portare il dovuto rigore nelle pre- 
cedenti considerazioni, occorre qualche pill minuto sviluppo che sar~ oggetto del n ~ se- 
guente. 

:m a. Riprendiamo adunque l'espressione 

r H =  u[s(x-Jr-a,,y~- =lr s(x+a,,y+a=l~'~)--s(xyl~'~)d~&. 
s(x q- a, y-{- 8~1~ ) -  s(xyl~) a 

Si ha anzitutto 

lim 
6"~,6"2=o 

u[s(x + a ,  y -I- a= l~~) ] - -  u[s(xyl~,)] _ du[s(xy[~)] 
s(x + ~ , x + 8l~'m ) -  s(xyl~'~) - -  cls 

Si ricordi inoltre chela  curva c ha tangente ovunque, tolto al pifi un aggregato di 
punti di misura nulla (n ~ I2); questo aggregato ~ proiettato dal punto (xy) secondo 
un'aggregato di rette i cui segmenti contenuti in ~ (xy 10) costituiscono ancora un aggre- 
gato di misura superficiale nulla; e se si chiama ~*(xylO ) ci6 the si ottiene da ~ ( x y  10) 
sopprimendo tale aggregato, si potr~ pensare l'integrale H esteso al solo campo ~*  (xy 10) 
senza alterarne il valore. Se allora si chiama X la projezione di (xy) da (~'~) su c, 
/ l a  direzione (xy)(~-~) e I = I  (~'~), l=l(~r~) le  lunghezze dei segmenti X~(~~) 
e (xy) ~ @. r,) e si chiama t(X) la direzione della tangente a c in ~., e se con 8 si indica, 
nonch~ la lunghezza, anche la direzione del vettore [xy] ~[x-~-~, y-~-~], 

F / ~  i 
lim s ( x - ~ - S " 3 - 1 -  = l~ ' ,~ ) - - s (xy[ [ ' ,~ )__  I~ s e n l a  I~ ~sen lxdX dy t 

s.S==o 8 1 senl t=l  senlt  i ~ @ c o s l x  . , a a !  

Si noti infine the ~ 6, per ipotesi, funzione limitata dell'arco e quindi, qualunque 

u [s (x + ~ ,  y + ~ t~ ~)] -- u [s (xyl~ m)] & funzione limitata di 8 , 8 s ; che siano ~, "~, ' 
s(x + , y + - s ( x y  

s(x +8,,Y-t-~ I~ "~)--s(xy [~ ~) del pari, per le ipotesi fatte intorno alia curva c, il rapporto 8 

resta compres% in tutto il campo d'integrazione, Ira limiti determinati e finiti: si con- 
�9 I ~. . 

elude che il hm ~ H si pub ottenere passando al limite sotto il segno d mtegrazlone *). 

*) Infatti mentre 8 tende a o, la funzione sotto il segno d'integrazione resta costantemente, in 
valore assoluto, inferiore ad uo limite assegnabile ; si pub quindi applicare la proposizione dimostrata 
dal LEBESGUE nelle citate Lemons, pag. II4. 



j20 BEPPO LEVI. 

Onde 

l i r a !  H=ff d''O') I ~ sen l S d E d r ' 
~=,, ,~ ds 1 s e n l t  " 

~ *lx) 101 

(i) 

$*,x>,o $%fol 
22 b. Passiamo ora a considerare la differenza K;  come si 6 osservato al n ~ 2I, 

si pu6 su di essa operare come sul secondo membro della (e) e, conservando ai sim- 

boli i significati analoghi a quelli adottati al n ~ 20, si giunge cosl all'uguaglianza 

, 1" . / ~=  I I f '~ad ,~ [ f  Pz(v}-+-~' ' +~ fP,'~l+6"('+~ ( ~ .q) d ,.L d .q] ; 
T 0=---a T 0'--a  )ae.a  

e la sola difficolt~t che si opponga a trasformare ulteriormente il 2 ~ membro come l'e- 

spressione analoga del n ~ 20 consiste in cib che la funzione u(~,. v), essendo per de- 

finizione nuUa fuori di I', e non generalmente nulla su c e d  in P, non ~ pifl continua 

hell'area d'integrazione costituita dalle due lunule comprese fra r ( x y [ 0 )  e r ( x - ~ - a ,  

y + a= ]0), (Fig. 3), ammettendo un salto lungo la linea c; onde non si pu6 senz'altro 

effettuare l'integrazione relativa a u. applicando il teorema della media. Le rette v = cost. 

si distinguono allora in due aggregati costituiti l'uno da quelle rette che non tagliano c 

entro quell'area, l'akro da quelle rette che tagliano c entro essa area. Riguardo alle prime 

rette si ragiona (integrando rispetto a ~.) come nel n ~ 20: dimostreremo c h e l a  mi- 

sura dell'aggregato dei valori di ~ cui corrispondono le altre tende a o con a. Tale 

aggregato si pu6 infatti distinguere ancora in due parti: l'una costituita da valori di v 

corrispondenti a punti comuni a c e a r(xy]O),  l'altra da valori di v non corrispon- 

denti a tall punti. Fra i primi punti possono eventualmente trovarsi i punti di contatto 

di r(xyLO) colle tangenti v _____ cost.; in tale ipotesi si rinchiudano tali due punti entro 

segmenti di r ( x y  [0) di lunghezza totale arbitrariamente piccola .~. Esiste allora un an- 

golo v. tale the tutte le rette ~ = cost. che incontrano r (xy lO)  fuori di tali segmenti 

formano colla curva angolo > ~: si ~ mostrato (n ~ I4) che la misura dell'aggregato 

dei punti comuni a c e a r (xy lO)  per cui passano di queste rette, le quali seghino 

ukeriormente c a d  una distanza < a tende a o con a. Osservando allora che r ~ ar- 

bitrariamente piccolo, si conclude che tende a o con a la prima parte dell'aggregato. 

I valori di v della 2 a parte (cui corrispondono cio6 rette v - -  cost. che tagliano c nel 

campo d'integrazione ma non passano per punti comuni a c e a r (xy  I 0), sono interni 

ai segmenti complementari atl'aggregato dei valori di v appartenenti ai punti comuni 

a c e a r (xy lO);  sia ~ la lunghezza totale di questi segmenti; esiste un numero finito 

di essi la cui lunghezza totale ~ ~ -  z (~ arbitrariamente piccolo), ed entro ad essi 
si possono determinate altrettanti segmenti, non aventi con essi estremi comuni, la cui 

lunghezza totale sia ~ . -  . - " -  r (-~ ancora arbitrariamente piccolo). Poich& a questi 

intervalli e ai loro estremi non appartengono punti comtmi a c e ad r(xy[O),  la mi- 

nima distanza fra i punti d'intersezione di c e di r(xy]O) coLle rette ~ - -  cost. appar- 
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tenenti a tall intervalli ba un limite inferiore ~ > o ;  e tosto che ~ ( i  + 0) < ~ la 

misura dell 'aggregato dei valori di '., costituenti la 2 a parte ~ < ~ + s ; anche la mi- 

sura di questa seconda parte tende dunque a 0 con ~. 

Dopo queste osservazioni il ragionalnento del n ~ 2o permette di scrivere 

0~at 
R(x+~;i, 7+6'2[0) Rtx)lo) 

=  T2- + - -  + + *), 
I 

dove ), tende a zero con ~; e tendendo ~ a o, le rette ~ - - c o s t .  sulle quali, al variare 

di ~ ( I  -J-O) Ira ~ e o, l ' integrando del 2 ~ membro  potrebbe eventuatmente subire una 

discontinuitA, tendono ad un aggregam di misura nulla, mentre  il modulo deil ' integrando 

testa sempre . / 2  ~ 1 ;  si pub quindi passare al limite sotto il segno d;integrazione. 

Onde  si ha:  

I I I + 0 f~(~ lira ~ -  0 -~  K = 0~ lira [u (b% + 0" 8, v) - -  u (V-, + ~1' 8, ~)] d v. 
S--o a S=o 

Per  ottenere l 'integrale scritto nel 2 ~ membro  occorrerA distinguere i punti della 

circonferenza r(.u che sono interni o esterni a F da queili che appartengono a c. 

Sulle rette v = cost. passanfi pei primi si ha invero lim u ( ~ . +  2~, v)=u(~v)--u(xy); 

sulle rette v - -  cost. passanfi per gli altri (da cui si deve giA pensare soppresso Fag- 

lim u(,t-kz~ v~--! u(~'v) gregato di misura nulla precedentemente considerato) si ha invece ~ r t  ' J - - t  o 
~=o 

a seconda che si tende al punto considerato dall ' interno dell'area r o dall'esterno. Si 

indichi con r, la prima parle di r(xy[O), con r, l 'aggregato dei punti di r(xy]O)che 
appartengono a c e nei quail, movendosi  nella direzione (x + ~, y -J- 3,)-~(xy) si esce 

dall'area l', e con r l 'aggregato dei punfi di r ( x y [ O )  e di c nei quali, movendosi  se- 

condo tale direzione si entra in P. Si ottiene 

(m) . i I I + 0 d~ d~ d~ l 

S=o ~ 0 a 0 ~a ~ (~yt0) ~),h0) 

*~ L'imegrale qui scritto non ~ cio~ che queUo che si ottertebbe neU'ip~esi che ~'osge l~rtnessO 
applicare it teorema della media nell'integrazione rispettb a ~. su tulle le rette , ~-cost. per ctti 
v, L v ~ v2. I1 fatto che per un certO aggregato di queste rette tale ipotesi non cOrrisl3oiada a vetit~t 
itnplica che l'integrale del 2 ~ membro differisce dal primo merribro per ia differeriza ffa il c6n~i'ibtito in 
esso integrate delle rette v = cost. per cui l'ipotesi non si verifica e i l  contributo deUe stesse rette ael 
I ~ membro. Ora si noti che l'ampiezza deU'intervallo d'integrazione rapporto a ix ~ ~(I +O)  e la mi- 
sura (tineare) deU'aggregato dei valori eccezionali di v = cost. teride anch'essa a zero coil 8, come so- 
pra si ~ dimostrato; che inoltre la funzione integrando ~ limitata (in valore assoluto setnpre .~ ~ ) :  
ciagcuno di quei due contributi b dunque infinitesimo con 8 d'ordine > i. Q~uestd esprime il tefmlnc 

Z de1 testo. 

Rend. Circ. Matern. laalermo~ t. XXlI  (t9o6). - -S t ampa to  il x 5 settcmbre t9o6. 4 x 
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22 c. Resta infine a considerarsi la di~erenza J [n ~ 2I (i)]: 

f f /7 (k) l + v + I 
t / t /  t 

Trasformeremo dapprima ciascuno dei due integrali di cui essa si compone;  come 
gi~t nel n ~ 17 si chiami e ~_ e(xylO) il contorno di (~(xylO), linea omotetica di c ri- 

spetto al centro (xy) e al rapporto d'omotetia I ~- (Fig. 3, 4) *). Si suppongano 

inokre trasformate, come negli sviluppi precedenti, le variabili d'integrazione ~r, nelle 
nuove ~. v corrispondenti a linee coordinate parallele e normali alia direzione del vet- 

tore [xy] -~ [x + ~ ,  y + ~].  Ciascuna retta ,, ---- cost. potr~t segare e in un aggregato 
di punti, anche infinito e non numerabile; e siccome le integrazioni dei due termini 
della differenza J debbono estendersi alle sole aree ~ (x ) , [0 ) ,  ~ ( x - + - , ~ ,  y ~- -~10)  
rispettivamente, qualche dubbio sul concetto di tall integrazioni potrebbe nascere da tall 
intersezioni; si noti per6 che, poich6 c e quindi e sono rettificabili, al pifi sopra un'ag- 
gregato numerabile di queste rette, l 'aggregato di quelle intersezioni pu6 aver misura 
non nulla **). Sopra ogni akra retta tale aggregato sar~ chiuso non denso e di misura 

nulla onde l'integrazione della funzione u rispetto a ~. si potr'.t ottenere integrando nei 
soli segmenti complementari a tale aggregato; e, scegliendo uno ~ sufficientemente pic- 

colo, Hntegrale esteso alla Is. differisce di poco quanto si vuole da quello esteso a tutti 
i segmenti (in numero finito) interni a II[(xy[0) e ~ ~. Ne segue che l'integraie 
doppio esteso a (~(xy[O) si pub ottenere con due successive integrazioni l 'una 
rispetto a ~., l'altra rispetto a v ***) e che, ordinati i segmenti di ciascuna retta v=cost .  

*) Si ricordi che in queste figure il e de| testo 6 sostituito da u n c  minuscolo tedesco. 

**) Perch6 la somma delle misure di tall aggregati deve cssere nfinore o al pifi uguale alia lun- 
ghezza della curva. 

***) Una minuta discussione intorno alia integrazione superficialc e alia integrazione doppia, nel 
senso del RIEM~.NN, 6 stata fatta da| PRmGSHEI~ [Zar Theorie des Doppel-lntegrals. Mfinchen Ber., XXVIII 

(I898), PP. 5 9 7 4 . -  Zur Theorie des Doppel-lntegrals, des GREE~'scben und CAUCHY'scben Integralsab~es. 

Mfinchen Ber., XXIX (1899), pp. 39-62]. Dalla formula 

xlYi  

~1 Yo J Xo J Yo ~1 Xo 
Xoy o 

che nella I a Nota stabilisce, egl] rileva (nella 2 ~ Nota, ~ I) che, dall'esistenza dell'integrale doppio, se- 

gue che gl] integrall sempllci esistono su un aggregato denso di rette y = cost. e che gli integrali 

superiore ed inferiore differiscono per pifi di un ~ assegnato solo su un aggregato di rette di misura 

nulla nel senso di JORDAN. La formula succitata del PglNCSHEIM & stata estesa dal sig. LE~ES~UE ai 

suoi integral] [Int~grale, etc., loco citato, n i 37-38, pag. 276 e seg.): si potrebbero allora ripetere /e 
stesse osservazioni colia semplificazione che, colia definizione adottata della misura, si potrebbe senz'akro 

concludere che gl] integrali lineari esistono sopra ogni y =- cost., tolte al pi~l ie rette di un aggregato 

di misura nulia (v. pure VITALI, Sulle fun'(ioni ad integrale nullo [questi Rendiconti, t. XX (i9o5) , 

pp. I36-I4I]). Fatta astrazione dall'aggregato di queste rette ( i[che 6 possibile poich6 esso ha misura 

superficiale nulla) l'integrale d'area del LEBESGU~ pu6 dunque ottenersi sempre con due integrazioni 
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interni a i/~ (x),[0) secondo le lo1o lunghezze decrescenti, e detti ,~;(v) e ,u.i'(v) i valori 

di ~. negli estremi d'uno qualunque di questi segmenti, 
pr 

La stessa tradormazione si farA subire all'integrale sottraendo di ] ;  ed osservando 
che le curve e (xy ] 0) e e (x + 8 ,  y -{- ~ [ 0) si portano l'una sull'altra mediante una 

traslazione secondo le rette v -= cost. di ampiezza ,~ i n t- 0 ~ ,  e ripetendo le osservazioni 

fatte poc'anzi per la differenza K, si ottiene infine 
r PP 

lira I I / d  ~7.!f~;(~) f ~i(v) ud ( s=o ~ -  ] - -  lim ~ u d  ? - -  V- 
i..- i '0 + o ~  

1(  _ ) (,, o,, ,+o )] 0 d~ lim 7 p.'~-[-O'8I + 0  - 
- -  - S=o 0 , ~  - - u  ~ +  8 - - 6 - - , ~  . 

I 
Si deve ora passare al limite come si fete per l'espressione -~-K;  per6 occorre 

notare che, mentre allora ciascuna retta v - - c o s t ,  segava la circonferenza r(xylO ) 
in punti estremi di segmenti interni (e esterni) ad R(xy 10) ed in cui la circonferenza 
aveva tangente ben determinata, tall condizioni si complicano qui riguardo all'intersezione 
delle rette v = cost. colla e ( x y l 0 ) ,  sia per l'eventuale mancanza di tangente determinata 
alia e in questi punti, sia per l'esistenza di .punti fra essi che non sono estremi di seg- 

menti interni a I~ (xyl0). 
La difficolt2t ~ pifi apparente che reale: 'si  distinguano questi punti in un aggregato 
di punti che sono estremi di segmenti ~ = c o s t .  interni a e ( x y [ 0 )  e un aggregato 

~[ di punti limiti di punti di ~ appartenenti alia stessa v =_ cost. b~; e ~,.'~' saranno i 
valori di ~. nei soli punti di ~ .  Osservando che, fatta al pifi astrazione da un aggregato 
di misura nulla, la curva e ha tangente in ciascuno di questi punti~ l'integrale ottenuto 

i 
come lim -~- J pub dunque scriversi 

lim I I + 0 ~ l i m u @ + ~ 8 I  + 0  ) d ~  
S=o-8 - / -  0 S=o . ---6~ ' ~ Ts d s" 

Di ~ potr5 far parte un aggregato ~ "  in cui e non ha tangente,  ma tale ag- 
gregato avrA misura nulla (n ~ I2) ;  nell'aggregato residuo ~ ' =  ~ -  ~ "  (avente la 
stessa misura di ~[), e avr~t per tangente la retta v = cost. corrispondente, onde sara 

in esso ~ = o. Ne segue che, poicM la funzione u 6 limitata, u d s - - o ,  onde 

successive. -- Con queste osservazioni d'indole generale si potrebbero parzialmente sostituire quelle del 
testo, le quall per6 sono pifl espressive nel caso speciale, e permettono di restate nei confini della in- 
tegrazione Riemanniana. 
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ancora pub scriversi 

BEPPO L E v i .  

lira r I--~--0 j [  lira 7 (I.,. + z~ i--}-0 )dr  
s=o T J -  0 Ixylol s=~ 0 ' ~ 2-TdS" 

m 

Si tenga ancora presente la relazione di omotetia fra e e c e si ricordi che u ha 

nei purtti d i e  in R o su r i medesimi valori che u nei punti corrispondenti di c [in- 

terni a R ( x y  I 0 ) o  au r(xylO)] ed ~ nulla nei punti rimanenti; e si distinguano i punti 

di c in, un aggregato c ,  interno a R(xylO), nell'aggregato r2 *) comune a c e a. r(xylO) 
e tale che nei punti corrispondenti di c, movendo nel senso dell'integrazione, si passa 

dall'esterno all'interno di 0~(xy[0) - -  e nell'aggregato r 3 comune a c e a r(xylO)-- e 
tale che nei punti corrispondenti di (" si esce invece da I~ (xy I 0). Pas~ando al limite per 

I_ K = o, come gi~ per -~  - - c d  osservando che qui, sulle rette v = cost. passanti pei 

punti comuni a e. e a r 6 lira u(e. + z8", v) tu(s)  = a seconda che quei punti sono 
6"=0 i 0 

omologhi nell'omotetia a punti di r 3 o a punti di r ~ -  si conclude allora che 

~ = o T  ] -  O'a , ,( ,)  a s +  , , ( , ) ~ a s l  
(xylO) ~ " 

25. Sostituendo nella (g) (ove si passi al lilnite per ~ = o) le espressioni (1), 

(m), (n), si ottiene che, anche quando il punto (xy) non appartiene a l'0, esiste il 

lim g(x nt-~'Ynt-~=lO)-- U(xy[O) e si ha 

lim U(x + ~ ' Y + 8 ~ I O ) - -  U(xyIO) 
6"=o 

_ , + o ~  .(xy) a.+ "(S)aTsa'+ fl "(')a~, 
- 02--a- i. ix,L0 .,r=~xyl01 -'~,c.yL0, as  1 

2 F F a" z, sen/~ d~.d~. 
-I- a ,J,J ds 1 senl~ 

~ *txylO) 

Si ricordi infine che, se la curva c ha infiniti punti comuni con una curva r avente 

tangente ovunque, essa ha in questi tangente coincidente colla tangente a r, fatta al 

pi6 astrazione dai punti di un aggregato di misura nulla (n ~ I3):  ne risulta che nei 

punti di r3(xy[O ) (a meno di un aggregato di misura nulla) dv dv d s - -  d ~r ' onde la pre- 

�9 I" *) Gli aggregati r 2 e r 3 sono quegli stessi che si sono presentati neUa trasformazione d i hm -~-K. 
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r espressione pub scriversi 

c3U(xylO ) I-+0 i dv dv i i du sen/l~ .- 
z ~ .  f u(xy)--~d~+ f u ( s ) - ~ - d s : + - -  f f ~- ~ 

38. - -  v a Cd,lx,o) a de, as ~ a d d  as l, s - ~  d~d'~ 
~*(xyl0) 

: FI ,+0t  f u(xy)d~/d~+fu(s)dYds!+ I__ [ ' f d u  12 senlx.-  -ldx 
(8) k o a !g.~, o. d~ L ,is t a d d  ds I ~-~it d~d~J~ 

I--~-0 dx dx i " du senly .~. . -l dy f u(s) ;ds!+yj f 12 
~ *(xyl0) 

Ne risulfa, come gi~t dalla formula (7) per il caso in cui (xy)  fosse in I'0, che 
la funzione U(xylO ) ammette in ogni punto di 1" le derivate in ogni direzione, legate 
dalla relazione fondamentale (2). E dall'espressione ottenuta per queste derivate, tenendo 

duO) 
presente che si suppone ovunque [u[ ~ ~ e ds ~ ~ '  che inoltre 

lungh, c = ) , O ~ 2 0 h ?  (n ~ 19) 

/2 7x~/~ I + 0 [n ~ 22 a e 18 (2 a nota)] 

sen I ~ I I 
~ ' s e n l ~ / ~  sen q~ o - k  [ff 22, a) e 18 (2 ~ nota)], 

si deduce immediatamente che queste derivate sono anche fnite e, per ogni 0 fisso, suffi- 
cientemente piccolo, limitate ; precisamente : 

(9) 

t~ appena da osservare che la fornmla (8) comprende la ( 7 ) c o m e  caso particolare. 
24. Un'ul.teriore trasformazione pu6 ottenersi se si ammette c h e l a  funzione u 

soddisfi alle condizioni del n ~ 4, e se si fa coincidere la direzione 8- colla x (o colia y). 
Alia formula (7) pu6 allora sostituirsi quest'altra 

(7') O U(xylO) i + 0  f f Ou(x' y') 
O x --- O~ a . ] . ]  ~O x d x' d y'. 

~(xylO) 

Infatti p~r le ipotesi del n ~ 4, per ogni y f i s s o -  a meno di un aggregato di mi- 

sura n u l l a -  esiste - ~ d x  ed 

f 
x~ 0 u 

(3) ~ d x  = u(x y) - -  u(x ,y) .  
x I 

Ne segue *) 

dxdy  = J.h \,j~ hd~|,dy] - -  [u(x,y) - -  u(x,y.)]dy. 

*) Cfr. LEBESGUE, Intggrale, etc., loco citato, n i 37-38, pag. 276 e seg. 
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Ora nel n ~ 20 si ottenne precisamente l'espressione del 2 ~ membro come valore 
di O U(xyl0) 

o3x Risulta cosi dimostrata la (7'). 

Si ponga ancora nella formula (7')  

(p) x' - -  x dr_ O(x - -  ~), y'  = y + 0(3, - -  "0, 

onde [dovendosi qui considerare x e d y  fissi, e (x'y ')  mobile in R(xy] O) mentre ('~"0 
percorre R], 

dx' - -  - -  od{, dy' - -  - -  Od.,~. 
Si potr~t aUora scriverla 

(7" )  e3U(xylO)Ox _ _  I +a o f f O.(x,y,)ax, d a. 
g 

2 5. Una trasformazione analoga si pu6 far subire alla formola (8). Infatti, si ri- 
conosce hnmediatamente che 

f ,o"(xY) d~ + " 7 ; d s =  dv[,,(~2~)--.(p.,~)], 

dove / ,  e 8-2 sono i valori di 8" negli estremi dei segmenti delia retta ~ -= cost. interni 
all'area comune a R (xy 10) e a F e dove l'integrazione si estende a tutti i valori di v 

per cui tali segmenti esistono. Invero, all'infuori di tall estremi, la linea contorno di 

quest'area pu6 aver comune con la totalira di queste linee solo un aggregato di punti 

dv 
di misura nulla ed un aggregato nei punti dd  quale 72  ---o [cfr. la fine dd  n ~ 22 c]. 

Se allora, come nel n ~ prec., si fanno coincidere le direzioni I* e x, v e y, si avr~t an- 
cora, in modo simile 

f~ u(xy)  dV d~._l_ f u d v  f f Ou(x 'y ' )  
,,.101. d ~ ,]c, d s d s -= J ,J ~e3 x d x' d y' , 

R(xyl0) 

dove si deve ficordare che nei punti di R(xyJO) esterni a r si 6 convenuto di porre 
Ou(xy) = o. u (xy)  = o e quindi c) x 

La formola (8) diviene allora 

(8') a V(xy,O) i + o f f au(x,y,) dx, dy, + I f senlxd dn. 
Ox - -  O~a 8x'  -a- if7 1 senl t  " 

R(xylOI ~*(xyl0) 

II primo integrale si pu6 ancora trasformare come nella formola (7")  mediante la po- 

sizione (p). L'integrale trasformato si potrh ancora intendere esteso al campo R; ma 

in "~(xylO) l'integrando sadt hullo, quindi l'effettiva integrazione si estende al solo 
campo R -  ~(xyl0). Si ottiene cosl la formola 

(8")  OU(xylO) ~ + 0  [' f fc )u(x 'y ' )  i F f d u  1= senlxd{d.,~" 
Ox a d d  Ox a d .] ds 1 x sen / t  
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26. Per le successive applicazioni ~ utile osservare come la formola (7 ' ) s i  ottenga 
c3U c3. 

(a meno del fattore ~ -~- O) mutando nella (5, F,,) U e n in O-x e cgx:, -, ed analoga- 

mente la (8') si ottenga dalla (5) - -  con una lieve differenza nella definizione della fun- 

zione che compare nel secondo integrale. Possiamo riassumere queste osservazioni di- 

cendo che, ammessa l'esistenza di Ou I c) U(xy[O) ~ UNA funzjone mediatrice 
Ox' I + 0 ~x 

0 tt 
di ~ relativa al numero 0, e ne ~ precisameme LA fnn~ione mediatrice definita al n ~ I5~ 

almeno entro al campo ~o" Si possono adunque applicare ad essa le proposizioni otte- 

nute nei n ~ prec. ; in particolare potremo affermare che c~ U(x), [0)kfunzionecontinua 
c)x 

ahneno in ogni punto del campo F o . Una minuta analisi del 2 ~ integrale della (8'), 

analoga atla discussione del n ~ I 8 -  ma con qualche maggior pa r t i co la re -  permette- 

rebbe di togliere anche quest'ultima restrizione, sostituendola con: in ogni pm#o in- 
terno a F (non del contorno): ma nessuna opportunitY, essa avrebbe per il seguito. 

~ 6 .  

L ' i n t e g r a l e  I [U(xy  [0). 

2 7 .  LEMMA. - -  Occorrer~'l pifl volte pel seguito la proposizione seguente : Se C ~ un 
aggregato qualsiasi di misura A, in cui sia defi~ita una fun<ione f, e se d': ~ l'elemento 

differen(iale di C, dall'esisten(a di j:f~d)' se~t,e l'esisten(a di f [J:idT e si ha 

Dimostreremo la proposizione per gl'integrali del LEBV.SGUE che sono qui realmente 

i pith generali *). Si immagini scomposto l'intervallo di variabilith di [fl in una serie 
di intervalli parziali di anapiezza b ~ mediante i humeri m; ('__~ o) tall che m~ ~ m;+~, 
e si chiami % la nfisura dell'aggregato dei punti di C in cui m~ L~f-'~m~+~ e quindi 

m i / [f] ~ mi+ ~ : si ha, per definizione 

f c p  d T = lim ) - - ,n :oh- -  lira ~ L~ , 

fcl . f[d Y -~- lim ~ - l i m  min i  L, 
E~O g~O 

~- ~ i - -  A. 

Osservando c h e m  i ~ m~ tosto che m i ~ I, si vede che ogni termine della seconda 
somma 6 minore del corrispondente della prima owero  delia terza: dal[a convergenza 

di queste segue quindi h convergenza della seconda e l'esistenza dell'integrale f [ f[d2" .  
dc 

*) Poich6 si tratta qui di integrali di funzioni positive, e quindi assolutamente integrabili. 
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Se poi nelle somme L~, J, si considerano i coefficienti ~; costanti, si vede, per note 

regole, che, per un determinato valore di L, , ]~ b lnassinao quando m / = c o s t . = l / ~ .  
Iv - -  

Si ha dunque sempre 

onde, passando al limite per -, = o, la proposizione enunciata. 
Evidentemente se ancbe f k integrabile in C, pel cbe (a causa dell'integrabilitd assoluta) 

basra cbe sia misurabile *), si ba pure 

=8. Dalle s (7'~ (8") si deduce, a causa del LEMMA precedente, 

3U(xy]O) ~ i@0 ~ 3u(x?,')d;d,~ ~ (1+0)2 f" ['[-3u(x'y')']=de d 
(in F~ [---&x 3 - - ( T ) E f ,  l c3.~ - ] /  - w : ~  ' ' %  

. - ~ J J L  Ox J 
R R 

c)U(xylO ) ~ i + 0  ~ Ou(x'v') . . . .  ~ f f d u  senlx , . ,  -I 
(in I'--Fo) I ~ ] : ( T ) [ f f  ~ ~"~'* ~ j :  ~ ,'~ ~ ~  

._~(.10, ~*(.t0, 

~)f fE , ,], f f ( sen/x)'..- ~,,). ( I + O )  O/~(X y ) . I du I z 
L_~ a -- - ~ d~d~-~- (i_l_O f ds l se~tnlt ct~'d'~ f 

Si considerino, con queste, le relazioni analoghe ottenute scambiando x ed y, x' ed y ' ;  
si osservi inoltre una volta ancora the il primo integrale delia 2 a formola si pu6 indif- 
ferentemente considerate esteso a R -  ~ ( x y l 0  ) o a tutto R; si otterr~t 

i ffaV(xylO)dxdYr =rjALr, roU(xylO)n*~ J + kr~176 J i dxdy 

(q) )~_ o+ o)2 f fex+ f f ~,,(x,y,)a~d , + • / lax+ f /'i ? z ~ , " ' ~ ~ - - d ~ & .  
a , j  d d d \  as T ]  sen-~/t 

F R P-P0 ~*(xyl01 

Consideriamo separatamente i due termini del 2 ~ membro. 
Nel I ~ i limiti dei due integrali sono costanti: si pub dunque inverfire l'ordine 

delle due integrazioni. Se alIora si osserva che, per ~, "t, costanti, le (p) dhnno 
I I 

d x = - -  d x', dy = dy' 
I + 0  I + 0  

*) L'ipotesi dell'integrabilit/t e quindi della misurabilit& di f~ ci dice the ~ nlisurabile l'aggregato 

degli x per cui m i ~ ]f(x)l  ,~ mi~_ , , ma non perci6 che siano separatamente misurabili i due aggre- 

gaff di cui esso si compone ,per cui m i ~ f ( x )  ~ m i + . ,  ~ m i ~ f ( x )  ~> - -  m i +  I . 

**) Per giustificare questo passaggio si osservi ch e l a  somma dei due integrali si pu6 considerate 

come un integrale unico esteso all'area totale R e relativo a una funzione che in R ~ ~ ( x y  10) assuma i 

u (x'y') valori di ~ x' in ~* (x y I O) assuma i valori di d u l~ sen lx ' ds l~ sen l t  e in ~ ( x y l O ) - - ~ * ( x y l O )  assu- 

ma valori finiti arbitrari, per es. zero. 
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e se si indica con r ( ~ , ) l ' a r e a  trasformata di r nel piano (x'y')per la trasformazione 

CO), si ha 

Ora nei punti esterni a F, • Quindi 

PlY'n) P 
cosi 

0 +a OY f f  axdy ffa.c  y')d~d'~ __~ !a ffa~.d.~,ff,,,(xy)dxay, 
P R g I' 

cio~ 

P 
Nel 2 ~ integrale si osservi che 

/2 ] i 
27d" d ~ ,  t-7 d ~ +0,  , ~  Lk *); 

risulta 

_ f f i ' "  ' . .v  _ 
g *(xylO) R 

D'akronde r -  I" 0 ~ una corona in cui il contorno di maggior lunghezza ~ c, e 

la cui altezza ~ % A O: la sua area ~ quindi ~ L A O. Dunque: 

(s) d x dy \ d s -I-] sen 21 t ~ 
F--t 0 ~*(xyl0} 

Per brevitA, porremo in seguito 

4 L A ~ k ~ =  T. 
Poich& 0 < i, il secondo membro della (s) sara < 0 T~ e raccogliendo dalle (q), 

(r), (s) si avr~t 
(9) I[U(xylO)] < I[u(xy)] + 0 T. 

$7. 
A l c u n e  p r o p o s i z i o n i  aus i l i a r i e .  

29. La considerazione delle funzioni mediatrici permette le seguenti osservazioni 

immediate: 

Sul contorno c di 1" sia assegnata una funzione continua u (s) ddl'arco s, limitata, 

derivabile e a derivata limitata: sia cio~ [u ( s ) [ /~P d ,  d u(s) d s ~ ~" Esistono allora fl~n- 

*) Cir. n ~ 22 a e la definizione di k al n ~ ~8 (nota #). 

R*~d. Cir. Matcm. Palermo, t. XXIl 09o6).--Stampato il I5 settembre 19o6. 
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zioni definite in ogni punto di P, limitate e continue in F e sul contorno, assumenti al 
contorno i valori di u(s), e derivabili in ogni punto di F, con derivata limitata. Per 
costruire una tal funzione baster~t partire da una funzione v uguale a u (s) su c e ar- 
bitraria in P, purchh limitata, per es. assumente in ogni punto di 1" (non di c) un valore 
costante di modulo _~ ~ l .  La funzione mediatrice di v relativa ad un 0 arbitrario sar~t 
funzione continua in P e sul contorno, assumendo sul contorno i valori di u (s), e sara 
costantemente in valore assoluto ~ ~ (n i I6, I8). Della funzione ottenuta si formi 
ancora la funzione mediatrice relativa ad un 0 arbitrario; si otterr~ cosl una funzione 
che, aUe nominate proprieta, aggiunger.~ la derivabilifft in ogni direzione e in ogni 
punto del campo, che avr~t derivate limitate (n i 20, 23). 

Ha dunque senso la considerazione del campo funzionale tul definito al n ~ 4, col 

valori assegnati delia funzione u(s).  Si chiami d ii limite inferiore dei valori di I(u)  
calcolati per tutte le funzioni di lul. Per una funzione qualunque del campo potremo 
porre 

~ ( ~ ) = d + ~  e sar~ , ~ o .  

~: - -  cost., ~ f f ~ a  z~dxdy = o in ogni campo, potremo sempre, per Ricordando the, s e  

un'osservazione fatta al n ~ I, supporre le funzioni di ~u I limitate, e in valore assoluto co- 
stantemente ~_~ ~ .  

Occorre che sulle funzioni del campo tul dimostriamo alcune proposizioni preliminari. 
80. LEMMA I . -  Sia u una [unzione qualunque dell'aggregato {u}, tale quindi cbe 

f fAudxdy=d+, (,~o), 
P 

e sia ~. una funzione la quale soddisfi alle condizioni di continuitd e derivabilit~ imposte 
al n ~ 4 alle funzioni u, e che si annulli al contorno c di F e sia 

f f ,,~q~dy = ~ (~ > o). 
P 

Sarc~ *) 

f f v(~u)dxdy ~ 1/Td. 
P 

Se g ~ una costante arbitraria, la funzione u ~ g~ appartiene infatti ancora all'ag- 

gregato {u I. Si deve quindi avere 

f vf  ~(u--g~)dxdy "~ d, 
ossia 

f /Audxdy--2g fr f v((u)dxd y-[-g~ f .~r f  .ar~x~y-~+.~+g~-og- _ f f 
~u ~v ~u ~v 

*) Ponendo, secondo l'uso, V(uv )=  ~-~ ~-"{"-~7.. by" v j  
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Si assuma ora 

g _ 

La precedente disuguaglianza diverrA 

f~f v(~,,)dxdy 

onde 

i ( f f  )= d + ~ - - -  v(~u)dx,ty ~ d, 
e 

P 

I' 

che equivale alla disuguaglianza enunciata. 

COROLLARIO.- Se del numero e si conosce solo un limite superiore e', sara evi- 
dentemente e ~ z ~ e' ~, onde si pub affermare che, restando immutate le akre ipotesi, se 

r f A ~ d x d y ~ e  ', 

sar~ pure 

8i .  LrmaA I I . -  Se u ed u' sono due fun~ioni dell'aggregato lul e se precisamente 

f f~.~,=~+~, f f..,~x~u=~+<,, ~>~,>o,  
P P 

e se si pone indifferentemente 

m ~ u - -  u' ovvero m ~ [ u ~  u'i 

e se "4 ~ il maggiore dei humeri ~', ~ -  ~', sara 

Si ha infatti 
f f ~mdxdy ~ 6~. 

P 

r 
e quindi 

ff~.o,-,,,>,y=.~-,,-~gf~c.-.,,,,,>~y~_,-:,+:ff~(.-.,, 
Si ponga allora, per brevitA, 

u')dx#. 

f / v ~ u  _ u,, u ~dx~, L = , ,  
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onde 

f e f  a(u -- u')dxdy L * -- ~.' + 2i, 

e si osservi che u -  u' soddisfa alle condizioni imposte a . nel LEMMA precedente: 
applicando il LEMMA medesimo si avr~ 

ossia 

o n d e  

e quindi 

u')dxdy ~" I / ( ~ -  z' --1-- 2i)~', 
P 

i ~ ~ (r - -  -=')*' --}- 2 i g '  ~___ ~ qt_ 2 i'r,, 

i _L ~ ( 1 / ~ +  O, 

f f A ( u -  u')dxdy ~ ~(3 -It- 21/~-) < 6~. 
P 

Si osservi infine che a [u - -  u'l L_~ '~ (u - -  u') *). Si concluder~ la disuguaglianza 
affermata. 

82. Si supponga in particolare the le funzioni, n, u' ammettano derivate in tutte 
le direzioni, legate alle derivate secondo x ed y dalla formola fondamentale 

O 0 0 
- -  = - -  co~ (xX) + ~ c o c o  x); (2) ~x ~3x 

noto aUora che, sept e v sono due direzioni ortogonali qualunque, posto 

a ~ =  + -g-; , 

si ha 

onde 

Sar~t allora 

ff., ,md ,a,=ffAmaxay. 
P I' 

Scomponendo l'integrale di p.v 

f f A~mdlzdv ~ 6~. 
I' 

m nella somma dei due integrali relativi ai due ad- 

*) I~ anzi costantemente A lu - -  uq = A (u - -  u') fatta al pif~ astrazione dei punti in cui u - -  u' ----- o. 
/31u-- u'l L ~ ( u - -  u'), 

In questi punti ~, rapporto a una qualunque variabile to, i~to - -  5to onde Alu--u ' l .dA(u--u ') ,  

il che giustifica l 'affermazione del testo. Si pu6 aggiungere che sar~i A u - -  u'l < A (u - -  u') sempre e 

solo quando non sia A ( u - - u ' ) =  o:  ma si potrebbe osservare che l 'aggregato dei punti in cui 

u - -  u' =- o e A (u - -  u') FA o ha misura superficiale nulla, onde pu6 esser trascurato netla formazione 

dell 'integrale. Si ha quinai effenivamente _ t ' [ ' A l u - - u q d x d y  = t ' [ ' A ( u -  u ' ) d x d y . ~ c h i a r o  pe- 
P p 

r6 che questo ulteriore risultato ~ privo d'importanza agli scopi del testo. 
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dendi di . ~  m, entrambi necessariamente positivi, si ottiene quindi ancora 

\ O[z ] d~.d'J ~ 6"~. 
p 

;38. In questo numero e nei due successivi fisseremo per la funzione m il signifi 

Vogliamo dedurre dal LEMMA precedente una notevole limitazione pel valore di 

ffma .a dov zeu 'a ea ontenu  i r. 
Si chiami ~ la lunghezza della massima dimensione dell'area ~2 (Fig. 5). Centro in 

,'r 

(Fig. s). 

un punto qualunque t~ di �9 si descriva una circonferenza coa di raggio ~ ed una seconda 
3 

circonferenza ~ di raggio -r ~ 1/~-; ~ ~ tutta contenuta in coa. 

Supporremo che sia costantemente 
3 

Sar~t allora 
I 

e quindi o,~ sara interna a co, e ]a circonferenza % possieder~ un arco continuo di am- 

piezza _% 2arc sen 1 /} - - -  fl tutto interno a r e tale che 6 ancora contenuto in r l'arco 
2 q 

concentrico e compreso s gli stessi raggi, avente per raggio 1 / ~  + ~ < - r  1/~- *). 

Chiameremo , quest'arco di % ,  e la sua ampiezza. 

*) Si consideri infatti la circonferenza di centro 0 e raggio p e si chiami or: essa ~ tutta interna a 

F.  Si supponga anzitutto lI  fuori di ~ o su ~ ;  siano t z , t2 le due tangenti  da l]  al cerchio di cen- 
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Da un estremo ~ /  di ~ si conduca la tangente A B a t0a che lascia 0~ e , dalla 

stessa parte;  si conduca la tangente a o~ parallela a questa e sia B'  A~. Avvenendo che 

essa seghi ~ in un punto A~, si conduca da A~ la seconda tangente ad o~ e sia A ~ B .  

Ad essa si conduca ancora la parallela tangente a %~ e sia B'  A ;  e sia A 3 l 'eventuale 

punto d'intersezione di questa con 7.. Si prosegua in questa costruzione finch~ si otten- 

gono punti Ai interni ad 0~. Sia A+~ l 'ultimo di essi. Siano B B B3.. .  B B[B ' . . .  B' 
rispettivamente i punti di contatto delle tangenti considerate con o,~. Ciascuno degli 

archi .,41.,q~+ ' avr~t a m p i e z z a ~  ~ e quindi lunghezza ~ "r l e -  ~ ' n  I Si consideri allora 

il triangoIo isoscele ~ A~ A~+, e il triangolo simile limitato dal .qA~, ~.A~,, e dalla 

tangente C~ C'~ all'arco A~.,4i+, nel suo punto medio:  essi sono simili, e se b ~ la 

base del secondo si ha 

b > lungh, arco A~ A~+, > -r 
n - + - I  

b :  corda v/i Ai+ ~ = -r : 1/-r ~ - -  ~2. 

Ma corda z/~ A~+, - -  2 ~ ; dunque 

1 / ~ > ' r -  ossia n~> ~ __ ~ + I  T I - - I 1  

e quindi, per la I a delle (a)  e r icordando che ~ ~ 1/3- P-~-, 
q 

3 n>T- 2r" 
Le tangenti a % nei punti medi degli archi A~ A , ,  A~ A~, . . .  A A.+~ incontr ino 

rispettivamente le A B ,  A B' in C , C",, A~B~, A B;. in C, ,  C;;  .... I punti  C~C~C~C;... 

stanno sopra una circonferenza concentrica a ~ e % ,  e di raggio t/ ' :~-~ - ~ ,  e quindi 

(per  le ipotesi fatte relativamente ad ~) sono interni a r .  Si chiamino D~ D I D~ D'~ . . .  

B ' C '  B~C~ B'~C; . . .  con c, pi6 rispettivamente i punti d ' incontro dei raggi B C , ,  ~ , ,  , 

' . B ' C '  p r o s s i m i a C ,  C,C~ ..  f u o r i d e i s e g m e n t i B  C ,  , ~ , - " , e s i c h i a m i n ~  

tro 0 e raggio ' 2 ~ ;  6 0 f ~  ~ q onde ang. t, t 2 ~ 2 arc sen P-(-. Inoltre ciascun raggio I uscente da 
q 

f~ e appartenente alt'angolo t: t 2 non pu6 incontrare c internamente ai segmenti compresi fra f~ e le 
sue intersezioni con ~. 

I1 raggio 1', uscente da O, parallelo ed ugualmente diretto a un tale raggio 1 di ang. t, t 2 incontri 
in X'; sia X il pflnto d'incontro di I colla parallela per X' alia 0~ .  II punto X ~ compreso fra D. e 

le intersezioni di 1 con ~ e si ha d'altronde ~ X  z p .  Ne segue che un punto di 1 distante da D. per 

un segmento ~ ": V 2 ~  p ~ interno a F, ed 6 quindi tutto interno a F u n  arco di centro ~ e raggio 

x V2, contenuto in t~ t 2 . 
Se poi il punto ~ ~ interno a ~, le osservazioni ora fatte sl potranno ripetere inalterate, purch~ 

alle tangenfi t , ,  t~ si sostituiscano i raggi uscenti da ~ e paralleli ed ugualmente diretti alle tangenti 
ad r da un punto D.' del raggio 0 ~  non pifl interno a ~. 
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C'D' le aree C D D'~ C',, C: D D'.. C'~, . . .  limitate dai segmenti l'ettilinei quali C iDi, i i, 
C i C' ~, e dagli archi di c quale Di D I Si chiami infine ~ l'area compresa fi'a la poli- 
gona[e B C CIA, - C;C',A . . .  Q B',~ e l'arco B PB" di % ,  la quale contiene nel suo 
interno % e quindi X. 

Si ponga infine 

d kOPl J d k d P  l 

dove m 6 la funzione girl considerata nei n ~ precedenti, estesa con valori nulli fuori di 
r qualora l'area ~ uscisse di r. 

In forza della ( m )  si ha allora 

--,,, a \ O ~ l  
onde r 

Y~ ,  < g~ - r 

Fra le aree ~ ne esiste quindi una almeno, sia ~ ,  tale che 

- -  ~ / ' /  ) 

ossia, per la (b), 

f f [3m~ ~ 4 q= ~aa! dad ,< .  3 ~(6.~-~)ff~.  
,J .I ~j 

Osservando che l'area di e/ ~ < 2 A~ segue finalmente (n ~ 27) 

f c m, 11/ f j  2qr "~V27~A~/~'~" j aFa~a~ L 2A~ a~a .~, - 
- ~ , -aT!  " <  r =j . ~rj 

Fin qui le coordinate p~ v sono rimaste indeterminate; se ora si assumono le di- 
rezioni p = cost., v - -  cost. parallele rispettivamente alia retta C /C  I e alle Bj Cj~ B' C' j j ,  
e si effettua nel I ~ membro l'integrazione rispetto a p~ tenendo presente che, sull'arco 
DjD'j~ m---o,  la precedente disuguaglianza d~ 

84- Nell'area B i C i CSB}PB j compresa fra i segmenti B i Cj,  C i C}, C:j B'.j e l'arco 
BiPB'j di % ,  includente % nel suo interno, si consideri un segmento EE' paralMo 
a C i C 5 e limitato al contorno dell'area. Si supponga dapprima che i punti E ed E' 

B' C "  'E '  6 interno a ~; quindi appartengano ai lati B i Ci, J i '  il rettangolo E Cj Cj 

t 
ECj CjE' 
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ed osservando che ['area di E C i Q. E' ~ __-/2 ~ "r ~Q 2 ;,. ('r -o r- ~) = 2 ; (~. n t- ~,,'~), 

t 
ECj C] E' 

e supponendo gli assi F, v orientati come alia fine del n ~ precedente, e integrando 
rispetto a p., 

E' I Cl 

Quindi infine, in forza della (c) 

q , A, ~, "0 essendo costanti, il secondo membro ~ mass[too quando 
? 

6__  ,qeVex 
- , /  

? g s  + 
e tal massimo 

e quindi, poich~ ~ , (  I:~ e in ogni caso 

e' md~ < TI'/(4q~A + 6~)'~r ~. 

La stessa disuguaglianza sussiste evidentemente qualora i punti E, E '  stiano sul- 
l'arco BiPB}: baster~ per es. condurre per E ed E' le parallele a B; C], B~ C) le quali 
incontreranno CjC} in due punti T, 3"; il rettangolo ETT'E'  ~ interno all 'area 

E C j C I . E ' ; I ' f f ( O m ' ~ 2 d F d ~  ~quindiancora < [ ; e p o i c M  m ~ s e m p r e ~ o ,  
. . . .  

ETT' E' 

s  c' mdF;sip~176176 
I 1 

ragionamento. 
Si ponga, per brevit~t, 

2-~- 1/4q~A + 6? 2 --- K 
? 

costante, dipendente soltanto dal campo d'integrazione; se e e' ~ un segmento quatunque 
contenuto in EE', tenendo presente c h e m  ~ o si avr'a ancora 

Se quindi si pensa di effettuare l ' f j :  m d F d,J integrando dapprima fispetto a v (e 
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cio~ su segmenti analoghi all' e e' ora nominato), poi rispetto a F., e si chiama ~ it li- 
mite inferiore dei valori di /~. nell'area x, si ha: 

a = K r162 

35. La limitazione trovata riceve immediata appticazione alia valutazione della dif- 
ferenza I U ( xy l  0) - -  U'(xy 10) , dove, conformemente alle notazioni del n ~ I5, U 
e U' sono le funzioni mediatrici rispettivamente di u e u' relative al numero 0. La 
formola (5) (n" 15) da infatti: 

U ( x y , ~ ) -  U'(xy,O)-- ~ f  f [ . ( , . , ) _  . , ( ~ ) ] , ~ , .  
RlxylO) 

f 
~(xylO) 

Ma per ('~'~) in ~ (xy 1% u (xy [~ "~ O) = u' (xy I~ r, 0); il secondo integrale ~ dunque 
nullo. Si ha quindi 

' f f  IU(xylO) - U'(xytO)ILUS mdv.dv. 
R(xy[O) 

Per applicare la formola ( r~)  si dovr~ cons,~derare l'area R(xy]O) come la Y~ dei 
n i preci; n~ alla possibilit~t di far cib potr~ nascer dubbio per l'eventualit~t che possa 
R(xy]O) uscire fuori di F, poich6, esternamente a [', u(xy) = u'(xy)-- m--% onde 

l'integrazione si estende d] fatto alia sola area contenuta in I'. Per ottenere un cerchio 
% in cui R(xylO ) sia contenuto basten~ assumere ~ ~ ~0; si faccia inoltre in modo 
the ~ ~ 2 ? O: e le limitazioni (a) saranno allora soddisfatte tosto che 

3 

�9 e O <  I ~ .  
0 ~ 7 6  q ' 4 q ' - ~ - 3 ~  ~ 41/~" t ~ 

In tali ipotesi si ha quindi 
3 3 

K t / - ; -  (x2) I V(xyiO) -- V'(xy[O) l  < 0~1/7~ 1"}~r 0 s - -  1/7~ l/ 0 �9 
a 

w  

D e t e r m i n a z i o n e  di u n a  serie  di funzioni  a v e n t e  per ltmite 

l a funz ione  min imizzante .  

;36. Di tutte le funzioni di ~ul si immaginino formate tutte le funzioni mediatrici 
relative a tutti i possibili valori di 0 ; si otterr,~ un aggregato di funzioni l UI contenuto 
in {ul e tale che il limite inferiore dei valori dell'integrale di DIRICHLET esteso a F, cal- 
colato per tutte queste funzioni ~ ancora d. 

La formula (9) ( no 28) mostra infatti che, se I(u) -- d + ~, e 0 ~ sufficiente- 

R~d. Circ,. Matem. Palermo, t. XXII (x9o6). --Stampato i l i  7 settembre x9o6. 43 
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mente piccolo, 
(a) I[u(xy 10)] < d + TO, 
dove T ~ una costante, dipendente soltanto dal campo e dai valori assegnati al con- 
torno. Quindi 

lim I[U(xylO)] = d. 
~-~-o 
{}~o 

Tutte  le funzioni U a m m e t t o n o  (n i 20 e 23) derivate in ogni punto di 1" e ri- 

spetto ad ogni direzione, soggette alla relazione fondamentale 

o o O (2) 0), - -  c)x c~ cos (),y). 

Se quindi si scelgono le funzioni u, # nell'aggregato I UI saranno valide tutte le con- 
dusioni del ~ precedente. 

Fra le funzioni di iU} se ne scelga una successione U U 2 . . .  tale che lim I (Uf)  ~ d, 
f~oo  

e sia 
I (U , )  = d + ,f ,  s,+. < r 

A ciascuna funzione U i si faccia corrispondere un numero 0 i di cui disporremo 

in seguito convenientemente, e che assoggettiamo per ora alle sole condizioni 

01+, < 0~, lim 0 i - -  o. 

Si chiami % la funzione mediatr'ice di U~ relativa al numero 0~. Sar~t evidente- 

mente ancora lira I ( v ~ ) =  d. 
i~ r  

Vogliamo dimostrare, che mediante una scelta conveniente dei numeri Of la succes- 
sione delle fltn~ioni vf ten& uniformemente ad un limit< Mostreremo in seguito (~ 9) 
che tal limite ammette le derivate prime e che per esso l'integrale di DIRICHLET assume 
il valor minimo d. 

37. Chiameremo ancora, per brevitY, V~ (xyIO]) la funzione mediatrice di v i rela- 
tiva al numero 0 i . Si ha evidentemente 

(b) {v,(xy) - -  v,+,(xy)l ~ [v,(xy) - -  V~(xy[0+.)l  + IV,(xylOf+.) - -  vf+.(xy)l. 

Ora~ posto 
I(vf)  - -  d -Jr- ~f, 

si ha per la (a) 
,~ < ,f + 0; T. 

I1 numero ,i-J-OiT ~ quindi maggiore di ciascuno dei numeri-~f, 'i+~, ]q - -  r 
onde pub fungere come il numero "tl del ~ prec., per la ( I2) ,  applicata alle funzioni 
mediatrici di v; e di U~+. relative al numero 0f+, ; si ha allora 

(c) IV, (xy  I 0~+.) - -  v,+~ (xy)] < a -Jr- O~ T 0[,  

Si ha poi 

v , (xy )  - -  V,(xylOf . , )  - -  -a- [ v , ( x y ) - -  v,(xyl~r,O~..)]d~d~. 

R 
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Per ogni valore di (6 ":,), vi(xyl~'~ Oi+,) ~ uguale al valore che v~ assume in un punto 

interno a F o del contorno che dista da (xy)  per un segmento 

~ 0~+. 1/(x - -  6) 2 + (y - -  ~)~ < 0,+. A. 

Ricordando che v i ~ una funzione mediatrice relativa al numero 0; si ha quindi per 

la (6) (n ~ ' 9 )  

Iv, (xy)  - -  v, (xy  I ~ ~ 0,+,)1 < O A 0~.,, 
l 

onde 

, f f  
R 

Raccogliendo dalle @, @, @) si ha dunque 

(,3) I%(xy)-  v,+,(xy)l < O A + K~32p~ ' a 1 /~ .+  0, T 0~-§ 

38. Si consideri la serie 

( ' 4 )  v + (% - -  v,) -Jr- (% - -  %) + " " .  

La serie dei moduli converger5 certamente per ogni (xy), tosto che convergano le serie 

" x 3 / ,  

e: se si suppone ,, < 0,, alla seconda serie pu6 ancora sosfituirsi l'altra ~ ~/~___. 

I ' ~ / +  l 

I 
Si ponga ora 0 i i~ ~ . = -  Sara 

i 2i 

~( i+x)  2 ti+t ) i--2 i--2 

�9 - < 2 ,  7 Y *). 
?0,+-7 

La prima serie converge notoriamente, e si vede tosto la convergenza della seconda 

x(+y se si osserva che i suoi termini sono minori dei termini della serie tosto che 

i > 8 .  

La serie ( I4 )  converge dunque uniformemente ad una funzione 

( I5 )  V - -  lim %. 
i=oo 

Dalla convergenza uniforme segue immediatamente c h e l a  funzione v assumerdt sul 
contorno c di F i valori u(s) assegnati comuni a tutte le Junzione di {u}. 

2 /  2 ._~_2 i 
�9 2"L(i+x) ' 3 7 3 2 
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~9. 

Le d e r i v a t e  p r i m e  della funzione  v e il suo  in t eg ra le  di Dirichlet .  

89. Poniamo M / = v i +  ' - - v  i e alia funzione M~ applichiamo il LeM~tA 1I (n ~ 3i).  
II numero indicato con "r, in quel LEmaA ~ allora minore o uguale al massimo fra i 
numeri I r ,~-  "~+,[, ~ ,  "~+, (n o 37); quindi ~ ~, + 0~ T. Tenendo presente l'ipotesi 
q < 0 i si ha quindi 

f /'aU, dxcly < 60 + r)o,. 
o l  t l  

P 

Osserviamo ancora che le c~M~ O M~ sono continue in 1"0~ , tall essendo le derivate 
ax ' Oy 

di v~ e di v~+, (n ~ 26); si ha quindi, in ogni punto (xy) di r0~ , 

, .  i / " / "  IOM'~I , , ,  , 
------ ima - ; ; ~--~7~ ct x a y , 

:=oS(xyg)ddlOx I 
Xlxvg) 

dove X(xy~) ~. un campo qualunque convergente con continuit~t all'unico punto (xy) 
mentre ~ tende a o, e S(xy ~) la sua area e dove M I rappresenta la funzione M, 
scritta nelle variabili x', y' al posto &lie x, y. 

Alla scelta del campo X(xy ~) resta una grande arbitrariet~t: per fissare le idee 
e semplificare i calcoli ulteriori noi lo determineremo in una circonferenza di raggio 

I/-7 e di centro (xy ) ;  le coordinate del punto (x'y') mobile in esso possono allora 

scriversi 
(b) x' = x q-  ~ ,  y' = y -{- ~ ,  

i 
( ~ )  essendo un punto mobile nel cerchio W di centro l'origine e raggio ~ (quindi 

di area I). Allora S ( x y ~ ) =  ~ .  Supporremo inoltre la funzione M; continuata fuori 
di r con valori nulli. Sara, in r0i , 

= lira / " / "  ' d 
~=o , . , ' d  

w 

Poniamo ancora 

f aM'~dx'dy' 

Si ha 

f~f~,(xyl~)axcly=ffdx#ffaM',a~dr ,r 

f f 
w 

e quindi, se si chiama r~c~ I il campo del piano (x'y') trasformato di r per le (b )ore  

w P 
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si considerano le ~, ~, ~ costanti, 

f f ~(xyl~)dxdy = f f d~a.~ f f aM',dx'dy' L f f aM, d.,-,ty.f f d~a,, 
P ~v F~I~  ~ P ~v 

6(1 + T)0,. 

Si noti che la funzione a~(xyI~) ~ sempre positiva: l'aggregato dei punti in cui 

(d) ,, (xyl~) > 0 ~, 

(dove ~ ~ un numero arbitrario ~ ~) ha quindi misura ~ 6 (I + T)0 '-~ 
In ogni punto poi in cui 

(0  
ancora 

onde (n ~ 27) 

(f)  

~, ( xy  I ~) L 0 ~' 

w 

f f lo : _o§ IOx, d~d~ L i �9 
W 

I punti di F possono distinguersi, rispetto al comportamento in essi della funzione 
Oi 

M~, in due aggregati: l'uno o~ix nei punti del quale ~ 0 -~ ; l'altro nei cui punfi 

__L 0 7; . Per ciascun punto del primo aggregato la formula (c) mostra che esiste 

uno ~ finito tale che, per ~ ~_~ ~, 

f f l~  > 0 2 
J J [0xl  

w 

la quale contraddice aUa ( f ) ;  in tall punti e per quei valori di [ sar~t dunque soddi- 
sfatta la (d). L'aggregato o~  ha dunque misura ~_~ 6(1 + T)01 -~'. Si chiami ~ l'ag- 
gregato somma di tutti gli aggregati o~  per cui i ~ ] :  la misura di questo aggregato 
sar~t 

_ '~0, o 6o + r) '~  L6(~  + T) , = 
t = J  t = l  

La serie converge pifl rapidamente della serie tosto che i ~  I 
I - - 0 r  

ne segue chela misura dell'aggregato 0~5~ si pub rendere piccola quanto si vuote pren- 
dendo j sufl:icientemente grande. 

In ogni punto di r0i , non appartenente a o~. si ha, per i ~  j :  

- ( §  
! 4 ~ . Si fissi ora per ~ un valore positivo ( ,~ I), per es. ~ = 7 :  la serie 

y ( + ) ' ~ =  y ( + ) ~  eonverger~t [pifl ral~idamente chela Z ( + ) ' t o s t o c h e i ' ~ q ;  
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convergerA quindi uniformemente in 1"%- o~x la serie dei moduli delle derivate rap- 
porto ad x dei termini delia serie 

v = v  + _Y(v;+,- v,). 

Si osservi ancora che, col crescere indefinito di ], P0/ tende a P; si conclude che 

la serie 

( ,6)  Ov toy,+, ~v , ]  

converge in tutti i punti di r, esclusi al pii~ qudli di un aggregato ~x - -  lira ~}x di 

misura superficiale nnlla. Ed assegnato un ~,. arbitrariamente piccolo, esiste un ague- 
gato r -  F0i-~-~.~ cli misura < ~ tale che in tutti i punti cli r esterni ad esso la 

serie converge uniformemente. 
Porremo, nei punti di r -  o~, 

( '7 )  % c)x -~- y \ Ox O x ]  ~==Ox 

Le conclusioni analoghe si avranno evidentemente mutando x in y, onde si deft- 
nir~ del pari un aggregato ~3, di misura nulla, tale che in I ' - - ~ :  esiste ed 6 finita 
la funzione 

Ov ['Ov~+, Ovi] = lim Or; 08) w; = + y 0y 0y! 

4 I. Dimostreremo che, per ogni valore di y, esclusi al pitt quelli di un aggregato 
di misura nulla, si ha 

o~ = v(,  0 - -  V(Xo). 

Ricordando che l'integrale indefinito d'una funzione ha per derivata la funzione 
integrando in tutti i punti, fatta al pifi eccezione per queHi di un aggregato di misura 
nulla *), ne risultedt che, in ogni punto di I', esclusi al piu quelli di un aggregato di 
misura superficiale nulla, la flm~ione v ha derivata rapporto ad x (ed analogamente rap- 
porto ad y) e precisamente 

Ov Ov 

Riprendiamo perci6 le considerazioni precedenti e, per un valore assegnato di y, 
chiamiamo ~k(Y) l'aggregato degli x per cui il punto (xy)  appartiene a F0~ e 

k--i ~ k--z 
(g) 0i 4 ~ .  > 0i 4 

e chiamiamo ~ik(Y) la sua misura. Tenendo presente che l'aggregato dei punti di I'0i 

*) Cir. la mia Nota gi~i citata: Ricerche sopra le fun;~ioni derivate [Rendiconti della R. Accademia 
dei Lincei, s. V, vol. XV (i ~ sere. I9O6), pag. 674 ]. 
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~ /  k-_~2 k 
in cui > 0~ 4 ha misura superficiale / / 6 ( I  + T)0; -s- (n o 39), si vede 

l'aggregato dei valori di y per cui 
k 

(h) 
ha misura *) 

343 

che 

k 

_____ 6 ( I  + T)O~ 6. 

Chiamiamo i~ i l'aggregato dei valori di y per cui ~ soddisfatta la (h)per qualche 
valore di k (~_ i ) :  la sua misura sar~t 

k 
< 6(i + r35-0,6, 

k 

(+Y ossia, sostituendo a 0~ il suo valore 
__I i 

<6(I -{ -T)  y (-~7.' ~ = 6 ( I + T )  , .I <6( I -} -T  (tosto che i >  3). 
k=, ki T , ]  i T '  - - ~  

L'aggregato I~ I dei valori di y per cui la (h) ~ soddisfatm per qualche valore di 
k e per qualche valore di i ~_ ] ha quindi misura 

t__ i 

< 6(1 + T ) y  
iN] 

! i  

Osservando che la serie ~- ~ converge pifl rapidamente di ~-- / ~ I I  tosto 

che i > 6, si vede che la misura dell'aggregato l~ si pub rendere piccola a piacere pur- 
ch~ si assured j abbastan~a grande. 

Ci6 posto, si fissi per y un valore non appartenente a t~i; per ogni i ~ j sar~t 
k 

allora =~ < 0~ 3. Si chiami ancola ~}(y) l'aggregato degli x per cui, y avendo questo 

. ** 0 M i valore e (xy) appartenendo a [% ), ~ > 0~ 7 per qualche i ~ ] ,  vale a dire Fag- 

gregato dei punti di ~}., ***) per cui y ha il valore assegnato e che appartengono a l'oi 

B; (y) L y y 
k=x i_x i 

*) Poich6 la misura superficiale di un aggregato del piano (xy) ~ Hntegrale rapporto alia y della 
misura lineare dell'aggreg.ato segato nell'aggregato totale dalle rette y = cost. (cff. LEI3ESOUE, lnt;grale, 
etc., loco citato, n ~ 37, PP" 276-278)' 

**) E quindi ad ogni I'01 per i ~ ] .  

***) Si ricordi che al principio del n ~ 40 si fiss6 per x il valore ! .  
i 

. . . .  ) I1 segno < in questa relazione dipende dal fatto che ~ .  0 ' )  si suppone essere un aggregato 

dl valori di x corrispondenti a punti di rOj , mentre ai ~ik 0') si impone solo di essere aggregati di 

valori di x corrispondenfi a punfi di F0i : ora, tosto che i > j, l'0i > F0i ; quindi ~ik (Y) pub com- 

prendere degli x esclusi da ~5 Cv). Questa osservazione giustifica pure il segno < neUa relazione suc- 

cessiva. 
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sara 

. . . , ' ~ 5 _ ~ , , ~  o *  ~ - 

dove con 9;- ~-9 ,k  si rappresend l'aggregato dei punti che appartengono a ~ ; ,  
k 

e non ai ~ k ,  pel valore fisso d i i  considerato. Quindi per le (g), (h):  

dx < 0 i + Oi 7 dx. 

La sommatoria del 2 ~ membro vale 
2 .  

- i 7 -  i ~ ( i  ~ - -  ~) 
tosto che i ~  x. 

L'integrale del secondo membro ~ minore della misura di ~ :  indicheremo c o n f  
un numero fissato a piacere maggiore di questa misura (per es. f = A). Sadt quindi 

(i ~ / ) ,  

onde finalmente 
.3_2. i 

Y . . f  ?M, la,. < 5- ~ + / Y  

Le due somme del secondo membro sono convergenti. 
42. Ci6 posto, si ha 

/" /o "~ /;  /o" wxdx ~- -O-Tx aX o r- ~- OMi d ~S-c]Mi? 
xo , - ~  x + i ~ - ~ i a x  

e per Xo, x ,  y assegnati, corrispondenti a punti interni a I', si pu6 scegliere ] abba- 
stanza alto perch~ questi punti appartengano a s 

Lo studio si porta interamente sull'ultimo integrale del 2 ~ membro. Tale integrale 
si spezza in due: l'uno esteso all'aggregato dei punti dell'intervallo Xo . . .  x, non ap- 
partenenti a ~ ) ,  l'altro all'aggregato dei punti~x che appartengono a ~; .  Ora nel n ~ 4 o 

si ~ mostrato che fuori di ~ ;  la serie 3 - ~ d x  converge uniformemente: essa pu6 

quindi integrarsi termine a termine. Nel n ~ prec. si ~ ancora mostrato che ~ conver- 
gente uniformemente la serie degli integrali dei moduli dei termini della serie, estesi 

a ~;., e quindi a un qualnnque aggregato contenuto in ~};  ne segue che anche il se- 
condo integrale si pu6 ottenere integrando la serie termine a termine *). Sommando 

*) Cfr. la mia nota:  Sopra l'integrazion~. &lle serie [Rendiconti del R. Istituto Lombardo, s. II, 

vol. XXXIX 09o6),  pp. 777-78o], n ~ 5. 
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di nuovo le due scrie ottenute, si raccoglie infine 

~,, ax = 0Tax. + - J , o  y 03-~ g.~ = v(<) - v (.,o). 

Fin qui si 6 supposto y non appartenente a ~ ;  ma si 6 mostrato che, facendo 

crescere indefinitamente j, la misura di (~i tende a o. Si ha dunque l a  proposizione 

enunciata al principio del n ~ 41. 
Confrontando questo risultato con l'osservazione del n ~ 4 relativa all'imposizione 

della condizione (3), segue che, comunque ancora nuUa si conosca circa le derivate 
della v nei punti deli'aggregato o'$.,.-{-o~:., si pub per6 fin d'ora considerate la fun- 
zione v come appartenente al campo funzionale lul. 

43. I~ ora facile dimostrare che rintegrale di DIRICHLET, esteso al campo r, calcolato 
per la flmKione v vale precisamente d. Richiamando le notazioni del n ~ 39, si indichi 

j o y , . ,  0 % )  
con o~},. l 'aggregato analogo a o~), rispetto alla serie ~ - k  Oy Oy e si ponga 

= $ ;  + $,;. 
Ov 03v 

$ i  (qualunque sia j )  convergono uniformemente (n ~ 4 o) a ~-~ e a ~ -  le 

03x + _y y 03~ 03~ e 03y + y \ 03y 03y ! 

03 v 03 v col crescere di i;  c3 v i 03 vl tendono uniformemente a 03 x ' 03y vale a dire le derivate c3 x '  c)y 

e l'aggregato ~ j  pub rendersi piccolo a piacere, facendo crescere j sutticientemente. 
D'altra parte si ponga, al solito, I(v~) = d + ,~; qualunque sia i, d + q h inferiore 

ad un numero finito D (che si pub supporre prossimo quanto si vuole a d ) : n e  segue 

che, assegnato un n u m e r o - r  arbitrario, si pub determinare un numero 1 ( , ~ V D )  

03v, 
ed un aggregato ~ .  di misura superficiale ~ "L tale che in P --  oJ~. 03 x e 03y siano 

1" e tenendo conto della convergenza uniforme &lie Ov~ 03v~ in r0 i - -  # j ,  si pub 
' 3 x '  03y 

anzi supporre che l'aggregato comune a ~ i  e a F0i - -  ~ j  sia il medesimo, almeno per 
tutti i valori di i superiori ad un certo. Indicheremo con ~ j  questo aggregato fisso 

i v,V (con j )  e supporremo ]=,olim'~J = o. I~ r 0 ~ - - ~ j -  ~ j ,  \ d x ]  e \ 0 3 y !  convergono 

anch'esse uniforlnemente a , t onde si ha 
X ]  \ 03y! 

f f  a> f j" d) a v d x  , = l i r a  av~dx ' 

~oj- #,- #2~ roF ~F ~ i 
~cnd . Circ. MaUra. 2Jalermo, t. XXll 0906).--$tampato il x 7 settembre 19o6. 44 
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e quindi 

f f  I f f  I f f  d-- ~vdxdy=lim d + ~ - -  ,av~dxdy =lira Av~dxdy 

r-ro)+ ~j+*~ r-roi + ~j+ ~7i 

dove n ~ un intero arbitrario. 
Ora si ha 

quindi, applicando al primo integrale la disuguaglianza 

lff (, >d ay L_ 1/ff  ,,axdy.ff   axdy "), 
*) Questa disuguaglianza si deduce agevolmente da quella nota di SCHWARZ. Essa si estende in 

modo ovvio agli integrali del LEI3ESGOE. Si decompongano infatti gli intervalli di variabilit~ di 

(z ~u By ~u i~v in intervalli parziali di ampiezza ~ a  mediante i humeri m i t F o  , m i a m i +  l , 
/~x '  i~x '  i~y '  i~y 

mi+ ~ ~ m i L ~ ) e si chiami ~ij la misura deU'aggregato in cui 

mi - -  i3x < mi+' e mj , ~  ~ 7  < m}+~' 

e [~ii la misura deU'aggregato in cui 

i3u 
mi ~ ~ -  < mi+l 

Sarh 

Q.uindi 

Basta aUora osservare 

e mj ~ Sy  < "%*" 

f f v(uv)axay=lim Zm i m,(~,j+~q) 
~-o ij 

[ff ]" V (u v)  d x d y = litm Z mi m} m m, (ai/o~,, -+- ~iy ~ -{- ~i, ~,, q -  ~ij ~r, ) 

= m I ms {. ij  rs =Jl- ~i j  ~rs "4- " i j  ~rs "7[- ~i j  ~rs ) 
z]rs 

_-- lim~_o (-== ~" ~2 " ( m2' re=s-mr'4- = m ) ) ( ot i j Otr s -t- ~ i j ~ r s "q- ~ i j }r s -~- ~ i j fS r s )' 
I]lr$ 

che, qualunque siano i numeri m i , my , m, , m s si ha sempre, 

m i m j  m r m s ~ x~(ma, m2.31.. 2 2 _ _  = . , m r my) 
per concluderne la disuguaglianza enunciata. 
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e at secondo il Lemma del n ~ 31 : 

1" ff (avi+ ' --avi)dxdy ~ 2V.l'y• ' :" v~)dxdy l/d + q + [" _.J.l a(vi+--v~)dxdy 

2|/d-~ir  f I  + T +  60i ( I  + T)  tcfr. (a)]  

qualunque sia il campo d'integrazione contenuto in P. 

Tosto chen 6 abbastanza elevato, i termini della serie ~5 -~(2 F'd-~, 1 / 6 - 0 i + 6 0 f I ~ )  
i = n  

sono minori dei termini della serie ~ 5  t / - D I / ~ - - 5  La serie stessa 6 
d . . -  

i=,, i=~ \ * ] 
quindi convergente ed anzi, assumendo n sufficientemente grande, si pu6 rendere la sua 
somma arbitrariamente piccola. Si pu6 quindi rendere arbitrariamente piccolo 

P-POj+ O~j+ ~j 

assumendo n maggiore di un numero assegnabile, indipendentemente dal valore di j. 
Si deduce facilmente di qui che 

d--fAavdxdy 

ten& a o mentre j tende al i ' s .  Nell'ipotesi contraria infatti si potrebbe assegnare un 
numero + tale che esistano valori di j arbitrariamente grandi pei quali 

d-- f f avdxdyl>+. 

Si assuma aLIora n abbastanza grande perch6 

51/D Z. < T 
t ~ n  

e poi Z abbastanza grande perch6, per j ~ Z, 

f ff',Xv dxdy < * 2 

(il che ~ possibile perch,, tendendo j a ~ la misura di r - -  I '0 /+  o~: + ~ :  ten& a o); 
il modulo del 2 ~ membro della (i) sar~ allora ~ + per ogni j _~ Z, mentre per ipotesi, 
dovrebbero esistere valori di j ~ Z per cui il modulo del primo membro sarebbe ~> +. 

Si ha dunque 

(,,> a=lim flf,vaxdy=ff j=~ ~' _.V 
P O j-  ~J~ j- e~ j P 
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IO. 

La formola di Green e l'analiticith del la funzione v. 

44- La funzione v, che rende minimo l'integrale di DIRmmXT esteso al campo r 

pei valori assegnati al contorno, render~i evidentemente minimo lo stesso integrale esteso 

ad un campo X (connesso e quadrabile) contenuto in F, pei valori che essa stessa as- 

sume al contorno di 2;. Perch~ se per tali valori al contorno di 2; un'altra funzione v' 

rendesse minore l'integrale di DIRICI~LET esteso a X, la funzione uguale a v in 1"--2;  

e a v' in 2; farebbe assumere all'integrale esteso a tutto F u n  valore minore che lav .  

E questa funzione sarebbe ancora continua in 1': veto ~ che a! contorno di 2; potrebbe 

non aver derivate determinate e finite, ma le condizioni fondamentali per cui tali deri- 

vate furono richieste sarebbero ugualmente soddisfatte (cir. le osservazioni fatte a tal 

riguardo al n ~ 4). D'altra parte, per un 0 sutlicientelnente piccolo, la funzione mediatrice 

della nuova funzione relativa a 0 farebbe ancora assumere all'integrale di DIRICHLET e- 

steso a F valore minore che la v, e soddisferebbe inoltre in tutto il campo alle condi- 

zioni di derivabilit,~ richieste per le u. 

Ci6 posto, insie~ne co l l av  si consideri un'altra funzione qualunque v* che soddisfi 

in X aUe stesse condizioni di continuitfi e derivabilit~t, e sia h una funzione analoga che 

si annulli al contorno di X; k una costante. La funzione v -Jr- kbv* assume sul contorno 

di X gli stessi valori di v: deve quindi essere, qualunque sia k, 

5: Y X X 

Y. 

La disuguaglianza non pub esser soddisfatta qualunque sia k se non 6 

2 

ossia, sviluppando il primo membro mediante la formola d ( b v * ) - - b d v * +  v*db, 

Y~ X 

Si supponga ora che anche la funzione v* renda minimo l'integrale di DIRICHLET esteso 

a X, pei valori che essa assume al contorno; sar~t del pari 

f fv(v,v*)baxdy:--ffv(v*,b)vdxdy. 
Si ha quindi 

(2o3 
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In questa relazione ~ contenuta, come caso particolare, la formola di GREEN. 
45. Noi ci limiteremo a fare tal deduzione per un campo particolare che ci sar~ 

utile in seguito. Siano cio6 C' e C" due circonferenze interne a 1", e la seconda interna 
alia prima; siano (x'y ') ,  ( x " y " )  i loro centri rispettivi e ~', p" i loro raggi. Si ponga 

( x - - x ' ) "  q - - ( y - - y ' ) '  = r  '~, b' : e  '~ - - r  '~, 
I I 

(.v - -  x")-'  + (v  - -  y")=  - -  r " ,  b" = p,,2 r,,2~ 
b - - b ' h " .  

Si applichi la formula (20) al campo X compreso fra i due cerchi e alia funzione b ora 
definita; si otterr',t 

j ' f  f /  (a) [vCv, b')v*--V(v*, b ' )v]b"dxdy-J  F Iv(v,  b")v*--v(v*, b " ) v ] b ' d x d y = o .  
X 

Ora si ha 
c)b' 8h' 
O~x" - -  - -  2r'  cos(xr ' ) ,  ~y  - -  2r'  cos(sr ' ) ,  

o3h" 2 o~b" 2 
a x  = r  ''-~ c~ (x r ' ' ) '  ay  r ' ' ' c~  

e quindi, se si suppone per un istante che hell'area X esistano le derivate di v e v* se- 
condo tutte le direzioni, e siano legate dalla relazione fondamentale (2), 

t O~v -__ 
v ( v ,  h') = - -  2 r  a T "  v(v*,  h') = - -  2r  'Or* 

o%r , 

2 Ov  2 By* 
v ( v ,  b")  - -  r,,, a r,, v(v*,  b" )  - -  r ' '3 o3 r "  

Se aliora si trasforma il primo integrale della (a) nelle coordinate polari (r '  q~') e 
il secondo helle coordinate ( r " ~ " )  si ottiene 

j" t r ''= r,2dr, do?, 
Y. (b) 

f f iv,  a~ a~,*x . . . . .  . , . , , .  ,, - -  ~ - - r  )r-mar d~ . d d \ a ,  - ~ 7 ' )  ~P 
Y, 

Siano D'  e D"  due cerchi interni a X e di centri rispettivi (x'y ') ,  ( x " y " ) ;  si chia- 
mino ~', ~" i loro raggi, e 7', "i" le aree comprese rispettivamente ira C " e  D' e fra 
C' e D".  La (b) si pu6 scrivere 

(c) 

,J \ oV  - v ~-Tr ] ~'= r I7'i r'= d r' d~?' 
-i"t 

+ OV*,(T , )  ,' 
J, ,  , , o  t v ~ - 7 ' - - V ~ r r ]  i ;-'" r"= d 

,~tt 

fpt~tt I f + , ~ a d r "  ==[ , O r  Ov* \  ,~ 
. o  ~ v ~ - - v ~ ) ( p  --r'~)do~ ''. 
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La fornmla vale qualunque siano i raggi ?' ~ r t~" ./~ ~."; derivando i due membri 
rapporto a ? 'e  a ~", osservando che i primi termini dei due membri han derivata nulla 
essendo indipendenti l'uno da ?', l'altro da o', e ponendo poi r ' - - ? ' ,  r " •  8", si 
ottiene 

dr' v * , ~  Or' ) ?-,2 r.2 c~'a~" "" Jo [ 0," - -v- -  ~ Id, 
�9 J a' / J r , = p t  

rFt~ rF 

- ~v ~rv, - v-aT~ ! -Jr'=/ 

ossia r"=/' 

_ _  ~ , 2 C 2 r r [ . . O ~ V  - -  V = - 7  V* ' a ? '  ' ~, /,-.2re/ ,* C)V O~V*'~ d ? " ;  

(a) 7 o do ~ a P  e r / r  ~ = -  m /  t ~ .  - - v  do \ or  c~r ! /,=/, 

ed infine, chiamando d s' e d s" i differenziali dell'arco sulle circonferenze C', C" 

(ds '  - -  p'd~?', d s"  - -  ? " d { ' )  : 

(2I)  f c ,  ( v* O r' v -~7;.,O v* ' r ] d - -  dc" [v* O r ' - -  v d V2 ] d -= o. 

La formula (21) ~ precisamente la formola di GRV.~.N per l'area X compresa fra 
i cerchi C' e C". Se si conviene di assumere positivi sopra C' e C" sempre i versi 
che lasciano l'area X da una stessa parte, il secondo integrale dovr~t cambiare di segno, 
secondo l'uso pifl invalso. 

46. Unica limitazione alia validit.a di questa formola resta l'ipotesi relativa all'esi- 

stenza in X delle (g v c) v* c3 v Or* r--;' b r' ' b r " '  0 r" e alia loro dipendenza dalle derivate rapporto 

ad x ed y. A tal proposito basta fare l'osservazione seguente. 
Ritorniamo alla funzione v definita nei ~ precedenti: 

v - -  lim v~ 

e immaginiamo riferite le v i e l a v  alle coordinate polari (r' ~'); essendo 

OM~ a M~ 0 M_, cos ( v r ')  + cos (y r'), 
O r ' - -  Ox 

N- 0 M i si possono ripetere per la serie a_ 0-~7 le considerazioni me&time fatte per le serie 

~--aMi S-- 0 M, c3----~ ' z _ ~ - ;  essa sar~ convergente in tutti i punti di r in cui convergono queste 

ultime, e si avr~t in essi 

c~v, Or' + ~-OM~ , O r" = wx cos (x r ')  + % cos (y r'). 

L'aggregato dei valori di q~' cui corrispondono rette in cui l'aggregato dei punti 
nei quali questa serie non converge ha misura lineare non nulla, ha dunque misura 
nulla; e per gli altri valori di qa' si dimostra, ragionando come nei n i 4"1 e 42, che in 
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ogni punto delle rette corrispondenti, fatta astrazione dai punti di un aggregato di mi- 
C ~  ~ o" sura lineare nulla, la serie medesima converge al valore di 8 r - "  Ne segue the la~,gre- 

gato di tutti i punti di 1" in cui non si pLL6 aft'ermare l'esistenza di qualcuna delle deri- 

c)v Ov 8v  
rate c)x'  ~ y '  O r "  ovvero non si pu6 affermare fra queste derivate la relazione 

Ov cgv c3v 
- -  cos (x r') -]- O~ cos (y r ' )  (somma di tre aggregau di misura nulla), ha misura 

superficiale nulla. Tenendo conto della validit~ delle considerazioni analoghe per la fun- 
zione v*, e parimenti, per l 'una e l'altra funzione, per le coordinate ( r"  ,9"), j, si vede 
che 6 pienamente concessa la trasformazione della formola (a) nella (b), purch~ s'in- 
tenda che nell'integrazione debbano trascurarsi i punti dei detti aggregati di misura nulla. 

E varr~ pure la (c) coll'unica avvertenza che negli intervalli ~' . . .  ?', ?" . . .  ~" 
debbano trascurarsi quei valori di r '  e r"  rispettivamente per cui, sulle corrispondenti 

circonferenze, l'aggregato dei punti in cui non 6 permessa la trasformazione 

�9 V * , , , 0  8v . . . . .  I , 8 v  8v*~ 2 

ha misura (lineare) ~ o. Questi valori di r' e r"  costituiscono aggregati di misura nuUa. 
Infine al pitt per un aggregato di vaiori di ?' e di ?" avente misura nulla non 

permesso di affermare che la derivata dell'integrale sia il valore dell'integrando *)~ e 
quindi pub cadere in dubbio il passaggio dalla formola (c) alla (d). 

Riassumendo, [a formola (z I)  ha pieno valore per ogni coppia di cerchi C' e C" 
di centri rispettivamente (x 'y ' ) ,  ( x "y" ) ,  fatta al pit~ eccezione per un aggregato di 

cerchi i cui raggi costituiscono un aggregato di misura nulla. 
47. La formula (21) permette ora, con procedimenti noti, - -  salvi pochi comple- 

menti, - -  di dimostrare l'esistenza delle derivate prime di v in tutti i punti di I', e poi 
l'esistenza delle derivate successive, vale a dire l'analiticit~, di v. 

Si ponga anzitutto in (2 I )  v * - -  x: si ottiene 

/ '  {" . . 

II cerchio C" era, per ipotesi, interno a C ' ;  ma si consideri ancora un altro cer- 
chio qualunque C'"  interno a C ' :  varr:k l'uguaglianza analoga alia (e) ore si mutino 
gli apici " in ' " :  quindi ancora 

, 0 - - U  " 

f0v I cerchi C" e C" '  non sono pi~ soggetti ad alcun legame: l'integrale o~,ds  

esteso a una qualunque circonferen~a contenuta in 1", escluse al pii~ fra le circonferen~e 

*) v. LEEESGUE, Lemons, etc., loco citato, pp. I23-z24; LEvi, Ricerche sopra le fun:(ioni derivate, 
loco citato, pag. 674, n ~ ~. 
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di determinato centro, qttelle di un aggregato di mislcra mdla, ha dlmque un valor co- 

stante. Si chiami X questa costante, C u n  cerchio variabile di centro (xy) da fissarsi 
convenientemente, r il suo raggio; si avra (trascurando al bisogno, nell'integrazione, i s 
valori di r dell'intervalto o . .. r per cui cade in dubbio l'uguaglianza ~ ds - -  X): 

,]c~- r d s d r  = X r  o = - ~ r d r d ? .  

Inoltre 
Ov 
Br ~ I/'x v ,  r d r d e  = da, 

indicando con da l'elemento d'area; quindi, se C* 6 il campo interno al cerchio di 

centro (xy) e raggio ro, 

cr~ v / /  / I/ rdrd~? ~ 1/~-vd~ ~ r ~ 3 yds .  
JoJo Or -- - -  

C" C" 

Scegliendo convenientemente il punto (xy) si pu6 sempre supporre 

f f  •  / d j ~  

C �9 
quindi ancora 

X r o ( ~r~ [ / - - ~  ossia X (nro~//~-Ad-. 

Ora la costante X 6 indipendente da r o; deve dunque essere 

f~ 
( 2 2 )  X = J c  0 r  = o. 

48. Se allora si pone nella formola (2~) v * =  logr" e si fa tendere a o i! cerchio 
C" e se, tenendo presente la formola (22), si osserva ancora che, per la convergenza 
uniforme della serie (I4) , la funzione v e continua, si ottiene la forlnola fondamentale 

I f c ( l o g r , , O v  Ologr" )  
v ( x "  y")  = 2--~ , O r ' - -  v Or' ds' ,  

e di qui, per vie note, la derivabilitY, e /'analiticifft della v. Baster~t cio6 osservare che, 

muovendo (x"y")  0 log r" ." entro a C', log r" e ~-Or ~ sono illimitatamente derivaribili e svilup- 

pabili in serie di forme in (x")"').  Segue allora delpari che v soddisfa all'equazione 

Sempl i f i caz ione  delle condiz ioni  al contorno.  

49- Si ~ supposto fin qui che la funzione u (s) dei valori assegnati al contorno fosse 
limitata, ed ammettesse derivata rispetto all'arco s in ogni punto, limitata. Ma tali condizioni 
riducono in modo noto ail'unica che u(s) sia run,lone continua limitata eli s me- 
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diante l'applicazione del teorema delI'HARSAC~: *). La funzione u(s) pub infatti espri- 
mersi allora come somma di una serie uniformemente convergente di polinomi d i s .  

Sia n ( s ) =  ~- rq(s ) .  Ciascuno dei polinomi r:~ soddisfa evidentemente ~ne condizioni 
richieste ad u (s) nei ~ precedenti. A ciascuno di essi, per quanto & stato detto fin qui, 
si pu6 far corrispondere una funzione armonica l l i (xy  ) che assuma sul contorno il 

valore di %(s):  ora il teorema dell'HaRNACK ci permette d'affermare che la serie ~-II;(xy) 
converger,~ uniformente in tutto I' e rappresenter~ in esso una funzione armonica assu- 
mente al contorno i valori di n(s).  E noto che questa funzione s assumere all'inte- 

grale I ( u )  il valor minimo compatibile col daft vaIori al contorno, tosto che di tal mi- 
nimo si possa parlare: basta perci6 che tale integrale non risulti infinito per tutte le 

funzioni del campo **). 

Torino, marzo 19o6. 

BEPPO LEVI. 

NOTA. 

Sul campo funzionale. 

�9 5 o. Ritornando con uno sguardo d'insieme, ai risultati de1 presente studio, pos- 
siamo (a parte la questione di metodo ch'~ pure scopo precipuo di esso) riassumerli 
nell'enunciato : 

Dato un campo F, limitato da una curva c, rettificabile, e soddisfacente alle condi- 

~ioni di convessita relativa definite al ~ 4, e data una funzione continua finita u(s) 
dell'arco s di c, esiste una fu l l ,  lone u, definita nel campo 1", assumente sopra c i valori 
di u(s) ed appartenente al campo funzionale lu} definito al ~ 3, e cbe alrintegrale 

f f  I (u )  = •  - -  + \ O f f  
P P 

f a  assumere il valore, limite inferiore dei valori cbe l'integrale medesimo assume per tutte 
le f n ioni di {ut che sop a ass,,,no.o i  alo i di 

Tale fun~ione ~ analitica. 
E si ~ osservato che il campo funzionale tul b estesissimo e le condizioni cui deve 

soddisfare una funzione per appartenere ad esso sono quasi quelle sole che occorrono 
perch6 abbia senso l'integrale I(u).  In particolare non si richiede alle funzioni del campo 

*) Die Grundlagen der Theorie des logaritmiscben Potentiales und der eindeutigen Potentialfunktionen, 
pag. 67. --Vedi pure PICARD, Trait~ d'Analyse, tome II, pp. 56-57. 

#) Cfi'. HEDRICK, Inaug.-diss. citata, pag. 73. 
Read. Circ. Matem. Palermo, t. XXll ( x 9 o 6 ) . -  Stampato il a8 settembre x9o6. 45 
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{"I di aver derivate determinate rispetto alia x e alia y in ogni punto di I', e solo di 

soddisfare alia relazione 

f ~O u (x y ) ,  . 
(3) -O-~ ax  = u ( x y )  - -  U(Xoy ) 

sulle rette y---cost ,  convenientemente generiche; e all'analoga, collo scambio delle let- 

tere x, y. 

]~ questa l'unica condizione in qualche modo inessenziale alia questione. 

Ma quando si pone ordinariamente il problema di DIRmnLET, il carnpo funzionale 

cui ci si riferisce ~ assai pifi ristretto: per io meno si chiede the le fun~ioni deZ campo 

ammettano derivata in ogni punto. Voglio qui rilevare come, quando tal condizione sia 

imposta al campo funzionale, cui si suppone appartenere la u, la condizione (3)prende  

un valore essenziale in quanto: 

Fra le funzioni del campo i lu l} - -che  in ogni punto di C hanno derivate determi- 
nate rapporto ad x e ad y, assumono su c i valori di u (s), e per cui bet senso I'inte- 

grale I(u) ,  ma che non sono legate alla condizione (3) e all'analoga in y - - n o n  ne esiste 

una che all'integrale / ( u ) f a c c i a  assumere il valore hmite inferiore dei valori cb'esso as- 

sume per tutte le funzioni di l{u}l. 

51. Premettiamo un'osservazione: l'integrale I (u )  non pub esser nullo per alcuna 

funzione di {{ul} cbe non sia u----cost. Questa funzione ~ esclusa evidentemente dal 

campo funzionale considerato se non & u ( s ) =  cost. 

Invero da [ ( u ) =  o segue che 

f f(o%  y = f f(o,3  d \ c ) x ]  d r d \ O y  ! d x d y  - -  o 

0 u 0 u 
e quindi che tanto ~ quanto ~ sono nulle in ogni punto di r ,  ad eccezione, al 

pifl, per i punti di un aggregato di misura (superficiale) nulla. Di qui ancora, sopra 

ciascuna retta y = cost., fatta eccezione al pifl per quelle di un aggregato di misura 
Ou 

nuUa, ~ O x - - o  in ogni punto, fatta eccezione al pifl per un aggregato di punti di 

c)u 
misura (lineare) nulla. Analogamente per la ~ - ,  previo lo scambio delle lettere x, y. 

cyy 
Ora~ ho dimostrato altrove *) c h e s e  una funzione ha derivata determinata ovun- 

que, e nulla per tutti i valori della variabile ad eccezione al pifl per quelli di un ag- 

gregato di misura nulla, tal derivata ~ nulla senza eccezione per tutti i valori della va- 

riabile. Dunque la nostra funzione u ~ costante su tutte le rette x = cost. e su tutte 

le rette y = cost., fatta al pifl eccezione, rispetto a ciascuno di questi sistemi di rette, 

per un aggregato di misura nulla. Il dubbio di tale eccezione si elimina subito; sia 

infatti x = x o una retta sulla quale la u(xoy ) sia costante, x = x un'altra qualunque 

retta del primo sistema. Poich~, per tutti gli y che non appartengono ad un determi- 

*) Rictrche sullt funzioni &rivate, loco citato, n ~ 6, p. 682. 
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nato aggregato di misura nulla u ( x y )  ~ costante, rispetto alia x variabile, sar~ per 

tutti questi y, tt(.v , . ) =  tt(Xoy); quindi u ( x y )  /~ anch'essa costante rispetto a l l ay  va- 

riabile, fatt2 al pifl eccezione per un aggregato di misura nulh  di valori di y. Allora, 

riapplicando h proposizione ricordata pocanzi si conclude che u ( x y )  ~ costante asso- 

lutamente, ed uguale a u(xoy ). 
5 2. Dopo ci6 sadt provata h proposizione finale del n ~ 5o se mostreremo che, 

mediante f~nzioni u di {~ u II si pub far assumere a I(u) valori arbitrariamente piccoli, 
il cui limite inferiore ~ quindi zero. Si riuscir~, a ci6 modificando leggermente l'esempio 

dei n i 6 e 7, in modo da sostituire alh f ( x y )  del n ~ 7 una funzione che abbia, ri- 

spetto ad x e rispetto ad y, h derivata in ogni punto. 

Si consideri ancor2 la funzione + (x;  n) definita al n ~ 6. Si chiamino pnnti C i 

punti limiti di successioni di punti B aventi la stessa ascissa: con tutta precisione, in- 

dicato con N u n  gruppo qualunque di v indici formato col numeri I, 2, . . . ,  n, dei 

quali i due uhimi non siano entrambi I si ponga 

Q,~.-" - -  l im (B~- " ,  B~' , B("+"N,,, - . . ) .  

Si indichi inoltre con N O il gruppo che risulta da N diminuendo di un'unidt l'ul- 

timo indice, se questo 6 ~ I, e sopprimendolo se 6 = I; con v o i l  numero degli in- 

dici del gruppo No. I segmenti rettilinei "~,\~o~'~~ C~7~) rappresentano i tratti di costanza 

della funzione +(x;  n). Si ponga 

e si chiami Z~ (x;  n) una funzione definita nell'intervallo x N . . .  x~v, ed in esso con- 

tinua e derivabile, con derivata in ogni punto, che pu6 essere ovunque finita, ad ecce- 

zione dei due estremi xN, x N ove la d e r i v a t a -  rispettivamente derivata a destra e a 

sinistra, poich6 questi punti sono punti d'arresto per la AN (x; n ) ~  sia = ~ ~ ;  si 

supponga inokre che 

ZN (x1,,; n) = ZN-(xI,, ; n) = a:N 

e che h Z~(x ;  n) medesim2 dipenda ancora d2 un parametro %, di cui si poss2 di- 

sporre in modo che, in tutto l'intervallo x~,, . . .  x~,,, [Z~,,(x; n ) -  Z~,,[ resti piccolo a 

piacere, e sia d x ~ 11 (n) (x N - -  xN) dove II (n) a una costante qualun- 
x N 

que (di cui si pub disporre arbitrariamente). 

Potr~t servire a tal uopo per es. la funzione cosl definita *): 

" *) Secondo la descrizione precedente delle propriet/~ essenziali della funzione ZN(x; n), basta sce- 
gliere per essa una tale chela curva rappresentativa si distenda ad S sufficientemente appiattita fra i 

punfi A tv~ C~ -'} ~'o ' , . L'espressione qui indicata, eccessivamente artificiosa a tale scopo, soddisfa all'ul- 

terior condizione chela funzione ~(x; n) definita, mediante la t~(x; n) e le ZsT(X; n), nelle linee se- 
guenfi del testo soddisfi in ogni punto, non esclusi i punti di derivata infinita, alia condizione 

lim ~ (x -[- h) -- 2 ~ (x) -~- ~ (x -- h) 
�9 h ~ O~ 
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in x N , ZN(x; n) ZN + (x x -r 2 N/ I 2 X - -  X N xN 
\ x N - -  x~,~/ 2 

in x ~ ' + x N  . . . -  [ -- - %'1 
\ x N - -  x~,/ d 

log 2 
(n)--- I - -  l o g n + I o g 2  

Si fissi ora arbitrariamente un numero s e si scelga %, in modo che 

Iz (x; n )  - -  < - -  

e si consideri la funzione ~p(x; n) continua, che in ogni intervallo x N . . .  x N coincide 
colla corrispondente ZN(x;  n ) e  (conseguentemente) nell'aggregato complementare a 
questi intervalli coincide colla + ( x ;  n). La ~?(x; n) ammetter,~ derivata determinata in 
ogni punto dell'intervallo di definizione o . . .  I, e precisamente derivata infinita nei 

punti XN, X N e nei loro punti di condensazione *). Si ha inoltre 

fo ' d~?(x; n ) d x  __ ~ S x ]  '~dZu(x;  n ) d x - -  o, 
d x  d x  

58. Ci6 posto, si consideri di nuovo, come al n ~ 7, il campo r costituito dat ret- 
tangolo (I ,  o ) ( ~  I, o ) ( i ,  I ) ( - -  I, I), colla medesima distribuzione di valori al con- 

torno e si consideri la funzione f ( x y )  definita in r colla stessa legge che al n ~ 7, ore 
solo si sostituisca la presente funzione ~ alla + d'allora. 

condizione che, per molti riguardi, deve considerarsi come completamento necessario all'ipotesi dell'e- 
sistenza della derivata in ogni punto. Cfr. in proposito la mia Nota:  5ulle funzioni che hanno derivata 
in ogni punto [Rend. della R. Acc. dei Lincei, s. V, vol. XV (2 ~ sere. 19o6)]. 

Per la ZIq (x; n) qui definita si ha 

I 7g N 
max IZN(X; n) - -  Z~] < ~ -  ),(n---) 

e quindi costantemente 
I~N (x;  n) - -  :(N[ < ~N 

tosto che si scelga 
~,~ < e)~(n)~. 

Si ha inoltre 

f? t ~ 2 ( X  N 2~.(n}--i } )~2(n ) 2jk(n)[~(n)..]_TtN] [},(n) .q_ ~N]z 
~-d-U! 

N 
espressione che tende a zero con confinuit~t con ~N e si pu6 quindi rendere ( l l  (n)(x" N - - x N )  sce- 

gliendo ~N sufficientemente piccolo. 
*) La limitazione imposta or ora M ]Z2v(x; n ) -  ZN1 ha precisamente per isccpo di permettere 

questa affermazione della derivabilit1 senza eccezione. Per soddisfare nel modo pifl ovvio alle maggiori 
condizioni di cui si parl6 nella nota precedente, si potr i  assegnare, al parametro z~2v nella particolar 

s Zlq(x;  n) sopra definita, il medesimo valore per tutti quegli Npe r  cui l'intervaUo x/~ . . . .  x N 

ha la stessa lunghezza. 
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Sara: 

[o:y [ " f  PfVaxay + dxdy p \c)xl dxdr =.,o ..,_,\axJ ,]y, , ]_ , \~]  

_ 2 [ : Y ' f ' t f ( o y ) - I  F d~(r--x;  n) I] iI'dxdy 
- -  - - o  .~o t f ( o y , ) - - I  L f(~ - d ( - i ~ - x )  - -  + 

. T ( i - -  x) i ,,xayj 

l f o " I - f ( o y ) - x -  , -v .  : r a r ( , - - x ; n ) T .  
- -  2 L f ( o y , ) -  i :Py , ) ]  aYJo L T(i - -x)  -1 ax 

fo yI [f(oy) -- i]lf(oy)--f(oy,)]f(oy,)_, ["dq~(i -- x; n). a y . . . . . .  ax 
- -  2 [ f ( o y , ) -  I3 ~ Jo d(I - -  x) 

fo y,~f(oy) --f(oy,)']% f% . . . . .  ay ax -Jr- L f(oy,)--i J Jo 

'[f( Y)] Yfo [ dO-~x) - ]dxl + f .  o ~d ' d ~ ( i  - -  x ;  . )  ~ �9 

Y~ O I 2 x f( Y)-- < ~no)lfo [ f ( o y , ) -  i f(~ dy + : ,  [f(oy)]~dy i 

2 f " r  f(~ --  f(~ + 
-o L f ( o y , ) - - 1  J �9 

Tutte le funzioni da integrarsi sono qui ~ I: dunque infine 

f f [Of~dxdy < 2ll(n) + 
\ ~ x J  2y  . 

P 
Simflmente 

~J bxa ff(oy) , 
I' 

--2 ; ' ~ r f ( xy , ) - - i +x - I "  ?"r#(i-y; re)I" d _,- "h x n)]* f ' r  r ig ( I -y ;  m)Tdyidx 
- Jo tL ~ J Jo L d-(~--y5 J y-t-lrt ,-  ; d,,, L a~)--y) -j 

<,fo'~FfOy,)-' + n)]~l ll (m)d x tL f ~ 3 - : ~  x] ~+[~('-x; 
fo' n(m) dx <2 {[f(xy,)-- I -Ji-x]~-Jl-[ep(i - -  x); n]* I [/(oy,)__ i], 

n(m) 
< 4[f(oy,)-- x]~" 

Raccogliendo dunque 

ff afdxdy < 21II(n ) + 2 
P 

II(m) Y'I" 
[f(oy,) -- iJ ~ -]- 
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O r a  si p o s s o n o  scegl iere  m, y ,  *), 11 (n ) ,  l I ( m )  per  m o d o  che c iascuno  degl i  ad- 

dend i  del 2 ~ m e m b r o  r isul t i  p iccolo  a piacere ,  e r isul t i  qu ind i  a r b i t r a r i a m e n t e  p iccolo  

r i n t e g r a l e  di DmlCHLET calcola to  nel  c a m p o  F pe r  la funz ione  f .  

Torino, 2 3 agosto 19o6. 

B E P P O  L E V I .  

T A V O L A  D E I  S E G N I .  

Per comodit5 del lettore raccolgo i prlncipali segni usafi nel lavoro col significato con cui essi si 
ripetono. Osservo per6 che occasionalmente quaJcuno di questi segni assume per brevi tratti del lavoro 
significato diverso, ma il nuovo significato 6 allora dichiarato esplicitamente e si conserva solo per nu- 
meri immediatamente connessi fra loro per situazione e per continuith di ragionamento. 

A area del campo; 
a = ~p2 area del cerchio R; 
c contorno di F (linea suUa quale sono dati i valori delia funzione incognita) ; 

I 
c ~  0 curva omotefica di c rispetto al centro (~'~) e at rapporto d'omotetia ~ (n ~ 15); 

c 0 inviluppo interno delle curve c~n0; 
I 

r 10) area omotefica di F rispetto al centro (xy) e al rapporto d'omotefia - - ~ -  (n ~ I5);  

I 
e(xylO) curva omotetica di c rispetto al centro (xy) e al rapporto d'omotetia 0 -  (n~ I8):  

F campo del piano (xy)  nel quale la funzione incognita deve soddis~are aUa propriet~ di minimo; 

Yz~0 campo interno a c ~  O; 
F 0 campo interno a co; 
d limite inferiore di I(u) pei valori di u assegnati su c;  

i ~  ~ i ~  ~ a,, = ~ /  + ~$3:! ; 
B~ u B~ u 

A2 u = ~3x-----W- ~- iby 2 ; 

V(uv ) _  bu b y  bu i~v. 
i~x i)x -'}- by  by  ' 

h limite superiore del rapporto fra un arco di c sufficientemente piccolo e la sua corda (n ~ I Q ;  

*) Si pu6 fare in modo c h e l a  sceha di Yz si taccia indipendentemente dal valore di II (m) pren- 
dendo yz nell'aggregato di variabillt~t di ~ ( I  - - y ;  m); neUa contraria ipotesi la sceha di y ,  e quella 

di I I (m)  concorrono nella determinazione di f ( o y ,  ) -  1 e si legano quindi mutuamente. 
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k - -  I , % limkr infr ddl'angolo Ira una corda di c e la tangente a r da un suo estremo 
sen % 

(n ~ I8, 2 ~ nota); 

K =  -~-2 1,/4q2 A @ 6l~ = costante del campo F (n ~ 34); 

I ( u ) =  f f A u d x d  Y 
P 

L lunghezza di c; 

_i corda massima di c; 

Mi = vi+i ~ vi ( no 39); 
limite superiore di lu(s)l e di lul; 

d u ( s )  . 
~1~ limite superiore di d s ' 

O centro di R;  

p minima distanza di c dal centro di R;  

q massima distanza di c dal centro di R;  

Q = 3 ~ ~ (2 -~- ~ -1- b) -1- ~[  b k, costante del problema (n ~ 19) ; 
a 

R cerchio rispetto ai punti del quale c ~ convessa; 

r circonferenza di R;  

? raggio di R ;  

R(xylO)~ 
r(xy  10)~ figure omotetiche di R e di r rispetto al centro (xy) e al rapporto - - 0  (n ~ I5); 

~ ' ( x y l 0 )  area di R interna a I~(xy]0)  (n ~ i5) ; 

~ ( x y ] 0 )  area di R esterna a ~(xyfO) (n ~ I5) ; 

~*(xy  [0) differisce da ~ ( x y  ]0) per un aggregato di misura superficiale n u l l a . -  Cfr., per la pifl 

esatta definizione, n ~ 22 a. 

T - =  4 L A ~ 2  k 2 ' r del problema (n ~ 28) ; 

{u I campo funzionale (n ~ 4);  

U(x),tO) s mediatrice di u rispetto al numero 0 (n ~ 15) ; 

v ~---lira v i funzione soddisfacente alia r di minimo (n ~ 38); 

, i - - -~  ( n  ~ I o ) .  sen ~o ~--- ~ -  cos ~- ' .~  ~-~ P 


