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LE PROBLEME DE DIRICHLET DANS UNE AIRE ANNULAIRE.

Par M. Henri Villat (Montpellier).

Adunanza del 12 novembre 1911,

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire a pour but la résolution effective et compléte du probleme de
DiricHLET dans une aire annulaire. Cette résolution dépend, comme on va le voir, de
introduction de certaines fonctions elliptiques qui jouent ici un réle absolument es-
sentiel. Les formules auxquelles on va parvenir renferment, comme cas trés particulier,
la célebre formule de Porsson. La méthode employce, et que j’ai déjd indiquée ailleurs
sur un exemple simple '), est entiérement directe; jentends par ld quelle n’emprunte
absolument rien 4 la théorie des fonctions harmoniques, en dehors de ce fait élémen-
taire, que la partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction analytique sont toutes
deux harmoniques.

Qutre son intérét théorique, le fait que le probleme soit résoluble par des formules
simples est essentiel pour un trés grand nombre de questions de Physique mathéma-
tique et d’Analyse ?). Notons ici que, relativement au probléme de DIrICHLET lui-méme,
I’application au cas du plan de la méthode du balayage die 4 M. Henrr Poincart,
s’appuie sur la possibilit¢ théorique de résoudre la question dont il va étre traité. Cette
possibilité résulte d’une démonstration qu’on trouvera par exemple dans le Trait¢ d’A-
nalyse de M. E. Prcarp (tome II, p. 103).

Les principaux résultats du présent Mémoire ont ¢été communiqués & I’Académie

1y H. ViLLAT, Sur le problém: de DIRICHLET relatif au cercle [Bulletin de la Société Mathématique
de France, t. XXXIX (1911), pp. 443-456].

3) Jen ai indiqué déja quelques-unes. Cfr. H. VILLAT: @) Sur le mouvement discontinu d’'un fluide
dans un canal renfermant un obstacle [Comptes rendus hebdomadaires des séances de I'Académie des
Sciences (Paris), t. CLII (1°" semestre 1911), pp. 303-306]; b) Sur la détermination de certains mouve-
ments discontinus des fluides [Ibid., id., pp. 1081-1084]; ¢) Sur le mouvement d’'un solide donné dans un
fluide limité par une paroi fixe {Journal de Mathématiques pures et appliquées, VI® série, t. VII (1911),
pp- 353-40815 d) Sur le mouvement discontinu d'un fluide dans un canal renfermant un obstacle [Annales
scientifiques de I'Ecole Normale supérieure, III° série, t. XXIX (1912) (4 paraitre)]. J'en signalerai
d’autres dans des mémoirs ultérieurs.
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des Sciences le 13 mars 1911 ®). Il est clair qu'on pourra en tirer, relativement 3 la
méme aire, la solution du probleme de Neumann, et de divers problémes connexes.

I
LA FONCTION Q..

§ 1. Position du probléme.

Considérons une couronne circulaire; il s’agit de déterminer une fonction harmo-
nique, réguli¢re dans laire constituée par cette couronne, et qui prenne sur les deux
circonférences frontiéres deux séries de valeurs données & l'avance. On peut évidem-
ment supposer, au moyen d’une homothétie préalable, que les rayons des deux fron-
tiéres soient égaux 4 I et 4 ¢ (<C1). Nous ferons cette hypothése dans tout ce qui suit.

Bien entendu, nous placerons lorigine des axes dans le plan de la couronne, au
centre commun des deux circonférences; et dans ce plan nous poserons

— f o8
(=x+tiy=pe,
e désignant le rayon vecteur, et # un argument du point (x, y).
Ceci posé, nous allons chercher 4 obtenir la construction d’une fonction analytique

Q(z) = P(x, y)+:iQ(x )
dont la partie réelle P(x, y) soit la fonction harmonique demandée.
A cet effet, nous commencerons par déterminer une fonction fondamentale.

§ 2. Construction d’'une fonction fondamentale.

Je vais chercher s’il existe une fonction analytique, régulitre dans la couronne
circulaire, et dont la partie réelle soit assujettie aux conditions suivantes:

1° Sur la circonférence de rayon 1, elle devra prendre la valeur constante « sur
un arc ayant pour milieu le point 7 = 1, et ayant 25, pour angle au centre; elle
prendra la valeur zéro sur le reste de la circonférence.

2° De méme, sur la circonférence de rayon g, cette partie réelle devra prendre la
valeur constante  sur un arc ayant pour milieu le point  =¢, et 25 pour angle
au centre; elle prendra la valeur zéro sur le reste de cette circonférence.

3) H. ViLiat, Sur le probléme de DIRICHLET relatif 4 une couronne circulaire [Comptes rendus
hebdomadaires des séances de PAcadémie des Scieaces (Paris), t. CLII (1" semestre 1911), pp. 680-682].
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Entre les constantes données z, #, s, s, , nous supposerons qu’il existe la relation
J—
(I) x 50 =¥ S[ )
qu’il serait facile de prévoir, et dont la nécessité va d’ailleurs apparaitre dans un instant.
Cela étant, préjugeons que la fonction analytique cherchée @ (3) soit développa-
ble en série de LaurenT valable jusquaux frontiéres (4 I'exception peut-&tre des quatre
points ot les données sont discontinues); ¢’est-d-dire cherchons si 'on peut ¢crire le
développement suivant:

() Q@ =aFazt ot bbbl

Il est clair que, les données étant symétriques par rapport & Paxe des quantités réclles,
les coefficients a, et b, , s'ils existent, sont réels.

Placons-nous d’abord sur la circonférence extérieure, et faisons
9

r=¢
dans le développement précédent. Sa partie réelle devient alors
a, -+ (a, 4-b)cosbh 4 -+ 4-(a, 4 b)cosuf 4 ---.
Or cest 13 une série trigonomdtrique, qui représentera une fonction égale 4 x ou
a zéro sur les arcs déjd indiqués, si Uon pose, d’apres les formules d’Eutkr et Fourikk,

as
R 0
a4, = —,
(3) .
2asinns,
LA no

De méme, plagons-nous sur la circonférence inttrieure, ct faisons
Y it
o _ 1=qe".
La partie réelle de Q, devient

ao—l—(alg—l—l;‘)cose+---—{-(anq"+ )cosnﬂ—{—---

et cette série trigonométrique représentera § ou zéro sur les arcs déja indiqués, si Uon

[/

bn
Iu

pose
(4) iy L __2Psinns
auq + " qn ——{ n ¢

Des formules (3) et (4) nous tirons les suivantes

os bs I
q =m0 =" = —(as VS
0 = 7.:. 27:( o+(‘ l),
A 2 I . oo
(5) a4, = —I—f_—quz;;(x sinns, — Lg"sinns),
2 " . .
b = — I;‘LF(@ sinns, — ag"sinns),
nw I —

dont la premiére met en ¢évidence la nécessité de la condition (1).
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Transportam dans (2) il vient pour @ une expression que je deécompose ainsi:
Y o 5 21 o1
Q :ocso—f—bs, 22 sians, (,,__2_7.’ g*'sinns, 1
7 S n(1—q™") = Tn(l—q¢")
(6) Z 1

Z ¢"sinns, ,,_I_z & ¢'sinns,
(= ¢")? Ta(l—¢)1
Nous allons transformer cette expression. Observons tout d’abord qu’on peut é-
crire, ¢ ¢tant plus petit que I,

1 2 2pn
'_‘_“?F:I—l—q SRR ol A IR

et par suite on a

(7)

< sin # — SN 1§, sinns Slﬂ n S,
V 5o ;— i

_ i (I qzn) pa '\" -ﬁ( '\.)n + + '

Or on démontre facilement la formule

°(¢12)"+-

z sinns I I—ze
ot

» ey : s

<~ n 21 I—ze'

x5y

valable pour [z| £ 1, sauf aux deux points g = ¢*"o, Par suite on a, sauf en ces

deux points,
= sinms, , 1 1—ge ") (1 —gize ™ 1 — ¢*fre™) ...
(8) Z _ 02”'( =T log( ( i;)( q 2( s ) ( quz'” )
mn(1—gq™) 21 (1 —ze*)(1—g'ge™) ... (1 —¢*ze 0)..

La détermination du logarichme est celle qui s’annule pour z = o). J’ai d&a indiqué
g q p 4 ] q

cette formule dans un precédent Travail [loc. cit. ?), ¢), p. 358]-
Changeons 7 en I et observons que, dans la couronne circulaire, on a partout,
” :
. . . \'
limites comprises,

R TR <1, ...

2
7 1
4 g

nous en concluons

1 / 2p+2
(1——~e“"”)(l——qfa’iw)...(l —(I—#e"""(’)..
q sm ns, 1 I 3 X

(9) _M . o :N' g 5 1 2p+i_. e —
H(I 7 ) 2 2 (I—Le%)(I—q—e"’b)...(r——q ei‘°>...
4 4 L4

9

De méme, dans la formule (8) changeons s en s, etz en ¢z, puis en ——; nous

en déduisons les deux formules suivantes, partout valables dans notre domaine, excep-
tion faite, pour la seconde, des deux poims 1= ge="« de la frontiére:

(o) 3L MO 0| G 1k s B e it (i) B0

n(1— (12") 8 (I——(]xe")(l—(] vet) (T —gMTze). L
. 4 3 . 2P+l i
(I—-—q—u’_”'>(I——q—e—”‘)...(l——q——(f”')...
q smns I \ :\' S 4

=-—lo

I
N o - p . _ [ S RS
2n - ta) . 3 . 2p+l .
) ¢ 21 (I—~q*[l”‘)(l—i—e”‘>...(I—q———e”‘)...
X X 4

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIIT (10 sem. 1912). -- Stampato il 5 febbrajo 1912, 18

(11) :11(1
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Transportons ces résultats dans € , il viendra
p=

TN | Gt G e

Q, SN 9SSy SN, S

27T 17; 2p+2
Jomrreax ] (=27
p= 2p+x
2[7+l —lS -
6 ﬂo(l )XU (x ¢ )
- ‘l; og p== 2p+l ’
H(I zp+x,,e::)><l—_](l_ e——t:,)
p=0
ce que jécrirai, apres avoir isolé le terme en log Lk G
I —_ (E”o
p=» 2p
| Fifo s 2]
as,4Bs, ai, 1—ze0  ai =1 X
) —=—°- "t — Jog-— " - ——"log v
27 ™ I_z-e”o ™ , qu .
[a—grea (=1 “)
=1 *

il een(— )

ou encorc p=1
Q = ?ﬁo,‘b,@j — et 7—:ze‘. °
2T 13 I — Z.e”o
fpr=0s
; I—[[I - 92P< g ‘l‘ ——T> + qtr]
ot log 1=+ e
— =
(12) I—I[I —_— qZP (’{gijo _I_ ) + q‘”‘]
p=1 ze

p=x

et —is, tp—2
+(ﬂiloglp][l " ((e +z‘”')+q ]

w = 2p—1 is I Hp—2
| I [I -—qP ((e r—l— .,e"’l) +q ]
p=1 ~ /

Observons ici I'analogie remarquable qui existe entre les produits infinis quon
vient d’écrire, et certains produits infinis qui interviennent dans la théorie des fonctions
elliptiques. Nous allons profiter de cette analogie.

Introduisons les fonctions elliptiques construites avec les deux périodes 2, 20, la

. L o' . ..
premiére réelle, la seconde imaginaire pure { » et —. pourront étre supposés positifs
i

ces deux périodes étant définies 4 un facteur prés par la relation

.2

(13) q=e i(.)‘
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Cela (tant, rappelons-nous qu’on a la formule suivante #), ot s désigne la fonction
de WEIERSTRASS

p=uw
20 sin v sr00? | 2p n
(14) c(2m0) = e e I I (1 — 2¢*cos2mv - ¢*).
[e-" *~
p=1
Or, nous pouvons faire coincider le binéme ze7"° -

avec l’expression 2cos2wv,

—150

en posant

. 1 ; 1
—1i5g 21T
ze o - = =2cos2mwv = ¢ - el

Cette ¢tgalité sera satisfaite si 'on prend

s
logz — =2
207 2%

v =

De li nous tirons

ll[l—q"’( _““‘l“‘iI)‘f“ZW:l f ] .(”1og<——s)so

= (10g7< S )e‘” ey

21 2

et, en changeant le signe de s,

)= Joms

ﬁ [1 — g (U"’C’ +
=

d’ot par suite
p=0
1—g*P{ ze~ o P10 o Plopr— - log( LT
l;[l: q (« + ,,,0)+Q ]_ ( mlog( - 50) sm( Py + sy,
= , - " (lo s
I_I[I_qw((gwo_{_ ;;>+q”’] rx(;—;log{—}-%so) sm( 2gzx —22~)
p=3 ze°
Maintenant, un calcul facile montre qu’on a
. (logz | s,
s (7 + 7) — g0 L gee

sy )
(%) T T
21 2

[O] (]
(1,_-1\7 lOg (+ —“—So)
210 (logg 2?

(log(_l_ ) 1!2 23 +7

d’oli enfin
P:oo

I'—q —‘o 41’] (il __(:’__ ) )
(15) g[ ( + _,,°)+q _G pp 08z p 5 ' I—(e”o Z‘f::olog(_,-so

p== -
(I[=r (e
ge

4
® ® I__{e-”o
] W)t (it )

4) Cfr. TANNERY et MoLK, Eléments de la théorie des fonctions elliptiques (Paris, Gauthier-Villars),
tome II (1896), form. XXIX,
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Utilisons ensuite la formule suivante [Taxvery et Mork, | t. 4), form. \‘(I}x]
v p==
5,(200) = 55— “l I(I — 2¢" " cos 2mw o ¢*).
2p-1y2 p=I
Ja =gt
p=1
. - . —i 1
Nous voyons comme ci-dessus qu’on peut identifier 2cos2rv avec le bindme z¢7 " - —;
e
en posant
! o
= ogy — ——
sim 81T 5n
Nous aurons donc
() (0]
e p= ";(T_logi—*:%
| | it —is 1P I | oty " oo
[I q ('(e ! __,) > _I—q J (I (] ) 2w (logl 52
=1 ge pe= e )

et pareillement, en changeant le signe de s,
) )
p=> p= G(—log,(—l— :.751)

I s apey S\1w =
[x—q ( e+ )+q ]zjl(x—q‘ Yo i
e a W)

2p—1 N I -2 ) [£7]
| I [1 — gt </('3 ' ey ) + gt :| G, (*.U:lOg( — sl) s,
g¢ _ A ;e log:
r== . . = ) log - I

p=1

Transportons maintenant tous ces résultats dans 'expression (12) de Q , en uti-
p 0

[ —zee
lisant (15) et (16). Il vient, en supprimant dés maintenant les termes en log -——

I '—76_”0’

qui se détruisent,

. log(—is> . ( logz —0—5\)

_asbs, 2 (t. i N

“o——zr“—wk’gc(m S
iw

g -
L) T (et s

= (i T logr) + 2 (] ogz).

™ 1T

Observant ensuite que le terme constant et le terme en logy disparaissent 4 cause de
la condition (1), il reste enfin la formule trés simple

w lo (O] [0} 1 w
) 6l — —_ : e {—Ilog7—
) %1 1% BX— 1% 41 s\i7 8T %
(17) Q =— —log—"— —— ——— —log — > —— -

Pour préciser les déterminations que l'on doit prendre dans les logarithmes qui
interviennent dans cette formule, observons qu’il résulte de (8) que ces logarithmes,
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comme tous ceux qui sont intervenus ci-dessus, sont ceux qui se réduisent A zéro pour

§, ou s, ¢gaux 4 zéro.
§ 3. Etude de la formule (17).

I. Il est essentiel pour nous de vérifier aprés coup lexactitude de la formule pré-

ceédente, qui va servir de base 4 la théorie qui va suivre; d’autant plus que cette vé-

-~

hY

rification va nous fournir occasion de préciser quelques points importants.
; c'est-d-dire que, si le point 7 décrit un con-
tour fermé autour de l'origine en restant dans la couronne, @ revient & sa valeur

Jobserverai tout d’abord que la fonction & donnée par (17) est, comme il fallait

s'v attendre, une fonction uniforme de

primitive apreés cette circulation.
Il suttic de remarquer que, si logz augmente de 21+,
(V]
o

o) l
sy —logy — —-5
( im o =
© 0]
ot -— 100 Z — 5
(iztosz+2)
se transforme en [Tannery et Morx, loc. cit. #), form. XII]
[0 (O] ) ©
of .- logz — —5, + 20 o o ——logy ——3s,
17 = ¢ iw T
— —= - = ¢ e e
(O] [0
6| -— log 5
( 7 o Z. _[— T o)

iw
~logz + —s, +2w)
™

o (——— log
[0} l )
G; - 08— _7;_51
De méme, -7~ - - 7 {evient
’ (O] ®
s\ —lo —
\ 5 logz 4 - )
0) l (O]
—logz — —s
g1 =

Par suite, Q ne change pas, car il n’est modifié en apparence que par la quantité
al 476 bigne

—_—— 4_'_ . + i L 5,

T ~ ™ ™

De ceci résulte que I"argument d’un point 7 appartenant 4 notre domaine, pourra

nulle 4 cause de (1).
dans ce qui suit étre supposé sans inconvénient compris entre — © et -4 .
Nous allons maintenant ¢éwudier la fonction @, donnée par (17), sur les deux cir-

conférences frontiéres de notre domaine.
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2. Frontidre extérieure. — Plagons-nous sur la fronticre extéricure, et posons

3

x=¢
avec
o £ =
. o1 ]
Le coethicient de — — devient
(0]
[ ’? (E —_ 50
log —*— 2

Nous allons en chercher la partie imaginaire.

Soit d’abord [¢]| > 5,5 alors la partie imaginaire du logarithme susdit est ¢videm-
ment un multiple de 2i%; mais ce multiple est forcément nul, puisque, nous I’avons vu,
cette partie imaginaire doit se réduire & zéro si s, devient nul.

Soit maintenant |e| <. Cette.fois le coefhcient de i dans le logarithme en ques-
tion, devient un multiple impair de =, puisque le quotient des deux fonctions s est
négatif. Examinons quel est précisément ce multiple. A cet effet, supposons que le
point 7 décrive un petit chemin ¢ intérieur 4 la couronne, autour du point e”° et voi-
sin de ce point, de maniére 4 passer de la partie de la frontitre extérieure ou s est

plus grand que s, 4 la partie ou il est plus petit. Voyons comment se comporte

® © . . . ..
o{ —logz — —s_ |, qui reste trés petit en valeur absolue. Comme on peut écrire
in n

[0} [ w ®
ol-—logz — —s,) = (—logz — —s, } (1 + 2
(m 8 — — ) (m 8 — — o)( -+
avec |i| tres petit au voisinage du point en question, la variation de largument de

) w . . A ’
G (i—« logz — — 5, } quand on décrira le chemin ¢, sera la méme que celle de argument
= ™

(O] (O] . . ' . .
de u = —logz — —s,. Or, |z]| restant inférieur ou ¢gal 4 1 pour décrire le chemin
in T

susdit, le point u restera au voisinage de ’axe réel de son plan, du coté positif, Cest-
d-dire dans le demi-plan supérieur. La partie réelle de » passant d’ailleurs du positif

y e . s ® ®
au négatif, Pargument de » et par suite I'argument de c(—i;log( — ?so) auront

. ) (O] . .« .
augment¢ de w. Comme l'argument de c(i—log( -+ ——so) n’a pas subi de variation
T v

pour le méme trajet ¢, il en résulte immédiatement que la partie imaginaire de

est iw pour |s| <s,.
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Bi

Par ailleurs, pour 7 = ¢* le coefficient de dans @ devient

™

®
GS ?7 (S - Sl)

log

o, —(+5)

Le quotient de fonctions 5. reste positif; j'en déduis que la partie imaginaire du loga-
rithme ci-dessus est nulle, puisqu’elle devrait se réduire & zéro pour s, = o.

De ce qui précéde résulte que: sur la frontiére extérieure du domaine (7 = ¢*)
la partie réelle de @ est

zéro pour

I

> Sy
2L,
— —(@=m)=2x pour [e]<s,.
™
3. Frontidre intérieure. — Plagons-nous maintenant sur la frontiére intéricure, et fai-

sons _
1=gqef avec |e| L.

Par suite, en tenant compte de (13), il viendra
’
T .
lo = —_— 1€,
8% i~ T
D’oli pour €, Iexpression, que je désignerai par Q:

® (O] W [0}
. 6{ —logy — —s o' . G T‘-IO(" - 0.)'\)
o1 J(lﬁ A T o+ ) Bz 3(17.: D( = |+
1 —log —

I

4= _— ) " , + ™ o, ") Al
¢ Elog(—f— ?su—{—m cs(ﬁlog(—}—?s‘ w
Or on a [Tavnery et Motk, loc. cit. #), form. XII]
s(a+o)= e cm'csa
et
6 w6 w
G;(d + (J)') = —— Cﬂa-l—a—u)lz—' Gcda.
De 13 nous tirons facilement
0 0)
ai z'n'wsn"; - (5' _ So) (‘:1 2l G?(S —
Q =——logle —m—— + —log| e ™ b
™ m )
50+ 1) o)
c'est-d-dire - -
(. ()
i R Cms) (=)
Q=—"log—— +-"Zlog——
) T o » - o) ®
GB—W_ S—I—So) 6?(5_}_51)

a cause de (1). Dans cette formule, comme dans les précédentes, les déterminations des
logarithmes sont celles qui s’annulent pour s, = o0 ou s, = o respectivement.
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De 14 on conclut, comme précédemment, que la partie imaginaire de

o B 5)
log—————

52 (s 5)

G

elale

est nulle quel que soit s. Voyons de plus prés celle de

D’abord on voit tout de suite que cette derniére est nulle si |z

> 5,3 le cocfficient de
i est de plus un muldple impair de = si |¢| <Ts,.

Pour préciser davantage, supposons que le point 7 passe de l'arc de frontiére ot
> s, 4 celul ol € <5, en décrivant un petit chemin ¢’ intérieur 4 la couronne et
voisin du point q¢”1. Considérons alors I'expression

[C)

® 0)1
S — —10
=5 T 7o 08d

©
W — -—logz —
17 8%

. L, O . . o
qui se réduit & — (e — 5.) aux extrémités du chemin ¢'. La variation de I'argument de

su' sera égale 4 celle de »' pour le trajet susdit. Or, quand le point z décrit le chemin
¢’y on a |7/ ¢, et par suite le coefhicient de i dans " reste négatif. Done, lorsque le
point 7 décrit ¢ en venant de la région olt = > s, le point #’ décrit dans son plan,
au voisinage de 'axe réel, un petit chemin situ¢ du cotd négatif ; comme la partic réelle
de #' passe du positif au négatif, largument de #' aura donc diminu¢ de =, ct il en
sera de méme de celui de su’. D'autre part, argument de

(] [ (O]
r;( —logz + e ;_Tlogq>

iw
ne subit évidemment pas de variation pour ce méme trajet, et on en conclut enfin que
la partie imaginaire de

G

w
“ ()

log YN
g :(3 + )
est devenue — iw pour |z| <s .
Dot le résultat suivant: sur la frontiere intérieure du domaine (g == g¢’) la par-
tie reelle de @, Cest-d-dire celle de &, est
zéro pour |e] >,
Li

T

(—im)=1p pour |e|<Ts,.

La fonction Q, étant évidemment continue et réguliere dans tout notre domaine,
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exception faite des quatre points (exclus d’avance) 7 =e""o et y ==ge*"1, il en résulte,
et des calculs précidents, qu’elle posscde toutes les propriétés que nous avions voulu

lui donner.

IT.
ETABLISSEMENT DES FORMULES GENERALES.

§ 1. Superposition de plusieurs fonctions fondamentales.

Reprenons un instant la fonction analytique Q obtenue au chapitre précédent. Il
%, la nouvelle fonction @, résultant de

i

est évident que st nous y remplagons g par e~

( 2 Jogg— —-f— s )

(18) SZI-_—_—itlog~ tr - —W—~~+Elog —
w [0} {1 &) ™ ) ) [0}

c(ﬁlog(——fﬂ—l— 50) 0'}( logz— —b- ?5,)

™ (D)

cette substitution,

o logi— 20— is,)

ir °% g T

»

possédera une partie rlelle prenant sur les frontiéres les valeurs suivantes:

sur la frontiére extérieure, la valeur x le long d’un arc d’angle au centre 2, ayant
son milieu au point d’argument 0; et la valeur zéro partout ailleurs;

sur la frontiére intlrieure, la valeur {6 le long d’un arc d’angle au centre 25 , ayant
son milicu au point d’argument f; et la valeur zéro partout ailleurs.

Ceci posé, imaginons que nous avons décomposé la circonférence extérieure en #

1 ~ ’ ~ B o LT 1 .
petits arcs, d'angles au centre respectifs £, £, ..., £, ..., 1; les arguments des
points milieux de ces arcs ¢tant 6 , 0., ..., 8 , ..., b . A chacun de ces arcs, fai-
sons correspondre des constautes % , #,, ..., «,, ..., x , respectivement. Puis fai-
1 2 P "
sons une opération analogue sur la circonférence intérieure, en la décomposant en # arcs,
d'angles au centre w,, #,, ..., #,, ..., u; dont les points milicux aient mémes argu-
ments que ci-dessus, et auxquels correspondent les # constantes ¢, &, ..., By ooy by
Supposons pour un instant qu’entre les constantes introduites on ait les relations
—_
% tl == lt[ ?
I o =

l

g
1” n T pu un )
qui entrainent la suivante
P=n p=n
S .
(20) Z"—(“P fp = : Bpthy -
== =1

Nous n’aurons alors qu’d faire la somme de n fonctions de la forme (18) pour obtenir

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXXIII (10 sem. 1912). — Stampato il 6 febbrajo 1912. 1y
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une fonction analytique dont la partie réelle prenne sur les deux circonférences fron-

tieres les valeurs respectives o,, #,, ...y %, covy %, O By By iy By iy B,
sur les arcs correspondants; cette fonction est
(D] [0}
2 logr — 9
;g 0'( log —9, 27:t1’
Q = — Y «, log
P = ® ® ©
= f
o —logg — —0, + —1t
i = P oan?
(21)
© 0 4 2 )
6 |+—logy —— — 1
1 p=n DA P p 27 P
+ -2 b, log
= ® o
6 | —logz — —0 —
>(z 8% % ! + 2w !

Il suffit maintenant de jeter un coup d’ceil sur les calculs qui terminent le pré-
cédent chapitre, pour se rendre compte que, si I'on voulait vérifier ia formule que nous
venons d’écrire, les conditions (19) n’interviendraient pas séparément, mais sculement
par la combinaison (20). Nous pouvons dounc dorénavent faire abstraction des relations
(19); et seule la condition (20) subsistera.

§ 2. Passage a la limite.

Imaginons que nous fassions croitre indéfiniment le nombre des subdivisions de
nos deux circonférences, de facon que lamplitude de chaque subdivision tende vers
zéro. Alors, 4 la limite, la succession #,, ..., «,, ... définira une certaine fonction
@ (H) qui représentera la succession de ces valeurs. De méme, la suite de constantes
B,y.oy By définira & la limite une certaine fonction W(H).

Nous ferons 'hypothése que ces deux fonctions ® () et W(f) soient sommables
dans lintervalle o, 2.

v

Cela étant, il est clair que la condition (20) donnera naissance, d la limite, 4 la
condition suivante
2T 27
(22) [e@)an = f W () d9.
0 o
Voyons ce que devient la formule (21).
Il suffit d’observer que I'expression

© . o,
of —logz — —0 — —
i 8% w ! 2% ?

¢gale 3 la différence

® () w (O w (0
logc<ﬁ—log(—- ?OP —ETrtP) — logc(.‘jlog(— _7,,-_9;1 + ?nt/’)’

I

ou les logarithmes ont des déterminations trés voisines, différe infiniment peu, lorsque
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£, est petit, de I'expression

, (-)l . me)

o) '(i*ﬂ:ogx—?P o o) w
ey NF T e, C(.—log(——ﬂ).
wpo'ilo __(i()> T f in n~ ¢

i LA © f

J’en conclus immédiatement que la premitre partie de Q' devient

27T , ® w
. [¥3.4 S iw i (?log( = e)
L(:VL/ (I)(U)Z(.{—Jlog(— %O)d():? *() 0 “’ 4"
p . M ~ G(i_nlOg;\" - 6)

1T
0

o

Pour une raison tout & fait pareille, la seconde partie de @' tendra vers I'expression

2 0 )
: 5 .—logz———ﬁ)
10 3(17: 7 26,
[0} [
(2 lox — )

Il est donc dés maintenant établi que, au moins dans des circonstances extrémement
génlrales (qui seront précisées ultérieurement), on a le résultat suivant:
Etant données deux fonctions & (9) et W () satisfaisant & la condition

(22) J To(6)do = / T (8)d6,

la fonction barmonique P(x, y), partie réelle de la fonction

suivante

o2 '< 0 10g( ) 0) 21 , ml g (%) 6)
. Gy — — . g | —I10 (———
W \ I T o \ 3(17r 0]
(23) LR)= - d)('ﬂ,c n oy ds e \Ir(ejr o o, ah
) (7; 83 ) ) (77; 031—?)
ou
, — 5 [ a0y2 logr— 26 Yao— 2 [ weyr (L logr—
(24) Q=2 f (I)(O),(iﬁlog( we)d) = \I(O),i(iﬂlog( We)de,

prend sur les frontiéres de notre couronne les successions de valeurs ®(8) et W(#) respec-
tivement.

Le probléme de DiricHLET pourra étre considéré comme résolu par 13 méme, quand,
aprés nous étre débarrassés de la condition (22), nous aurons fait voir que la partie
réelle de notre fonction est bien réguliere dans 'aire considérée, et qu’elle tend bien
vers les valeurs voulues lorsque le point z tend vers un point d’une des frontiéres.

§ 3. Sur la restriction (22).

Nous allons voir que la restriction en question est sans importance, et qu’elle ne
diminue pas le degré de généralite de la solution. Qu’exprime-telle d’ailleurs? Comme
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on pouvait le prévoir, et comme il résulte surabondamment de ce qui précede, cest
cette condition qui assure 'uniformit¢ de la fonction Q(z). Cela résulte d’ailleurs d’un

fait évident sur la formule (24): si logy y augmente de 217, le second membre est
modifi¢ seulement par P'addition de

L;%.n[fo%(e)de _ fomw(e)de]

Nous pouvons donc étre assurés que, dans toute question ol interviendraient en-
semble la partie réelle et la partie imaginaire de Q, ces deux fonctions harmoniques
ttant assujetties & &tre uniformes, cest-g-dire dans presque toutes les applications @ la
Physique mathématique, la condition (22) sera une nécessit¢ du probleme.

Quoiqu’il en soit, il est toujours facile de s’en dibarrasser. Supposons en eftet
qu'elle ne soit pas virifie d’clle-méme, et posons, & étant une constante,

2ra= [ W()dD— [Tamas

e o

quantit¢ alors nulle.

ou . .
/w@d&:/ [ (5) — a]do.

Nous savons alors écrire une fonction de z, correspondant aux données ®(6) et W(H) —a
sur les frontiéres, 4 savoir

) 10
J— r
0=1% EYO% (—log*f——‘))dﬁ——a—/ [y (9)——a],3(» 1oc<—---o)de.
On vcrlﬁe ensuite bien aistment que la partie réelle de la fonction de 7 suivante
lo
Q = (l—gg o
log g
prend sur les deux circonférences frontiéres les valeurs constantes o (frontitre exté-
rieure) et a (frontiére intérieure). Donc la somme
Q=0 4 Q
aura pour partie réelle une fonction harmonique prenant cette fois sur les frontiéres
les valeurs données @ (9) et W(H). La restriction (22) a donc disparu.

Observons que la fonction @ qu’on vient d’écrire n’est plus unc fonction uniforme
de z dans le domaine annulaire; mais sa partie réelle est uniforme.

On peut écrire I'expression définitive de Q sous une forme plus symétrique. Re-
marquons d’abord que le coefhicient de a4 dans @ est

T

A Y 3 Y
: as(mlom ﬂf)de

w (4

s {—1lo 2
i 3 iﬂ g(_ ®

log

T [O] l
GJ (:;_T:'- 4 ()

ou ¢videmment




LE PROBLEME DE DIRICHLET DANS UNE AIRE ANNULAIRE. 149

Or on a [Tannery et MoLk, loc. cit. #), form. XII]

» --2'n(.17°;l°g<—w) 3
Gs(ﬁ-—log(—zw):e G;(a—log( )

1

i [T © ) 21 ®
2 (2 logz — 2 0)d0 = 2" .7—100'*—@)'
ﬁz[ 5;<iw g( ‘ﬂ: = i DA >

et il vient pour Q:

done

1w (7 o 0 o [ ® 13
=3 (l)(())7:<?—’_:10g(———9)d()—? 0 ll“(())t,j(frjlog(———e)dﬂ

-+ _21; V/Ovm[\l"(fi) — (D(O)]d@%[:— —vl og 71+ 2: (% logz — m)J

ou encore

o 10 (O] 10 I 1r.()
u:fo ¢(e)[ V(i-rlog(— ’ 6)-}-{7(—&, _2 >1og 4 i ]dﬂ
© i [ I 27 11,0
/0‘ ‘U(@)[ (—ﬂ—log(—— v e)+i2ﬂ_2 (_—m' —“_> log 2 + ’nz‘:ld(i

Cette formule résoudra le probléme de Diriciier dans le cas général.

Q

(25)

Il est clair qu’en y supprimant une constante imaginaire pure
y ,

Y hy 3 2T
tno [f (D(f))de—f w(e)do],
7: ] [+
la fonction restante

(o= o[z 2
(26) . an
10 . . 0] . w I n
2 _772-/0 \l(ﬁ)[i;(ﬂ?logx——?9)—]—(5?——7‘;)10g(]d9

résoudra aussi bien le méme probleme.

§ 4. Homogénéité des formules.

Les périodes des fonctions elliptiques que nous avons introduites, n’ont été défi-
nies qu'd un facteur pres. Il est facile de virifier que dans les formules finales (24),
(25), (26) les ptriodes n’interviennent effectivement que par leur rapport. Cela résulte
immediatement des formules d’homogénéite [Tanvery et Morx, loc. cit. ¥), form. III]

: 1
(| ho, do') = —_X~Ca(—l)\l—|<o, w'),
qui montrent que les produits
® [0V] (&) [0}
mC(: logz — —1;0), wl (T‘E log(——;fi), W
ne changent pas quand les périodes sont multipliées par .

Rien n’empécherait de simplifier légérement écriture, en supposant
=T,
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on aurait alors
»' = —1ilogyg.

Y-a-til besoin d’ajouter qu’on peut dans les formules faire disparaitre £, au profit

de 7 en utilisant la relation ,
Z_su = C(u + o) —1"?

Avant de chercher 4 préciser la validit¢ des formules générales que nous venons
d’obtenir, observons qu'elles ne sauraient étre appliquées sur les frontiéres, sans pre-
caution. Si nous nous rappelons que dans la fonction ©' tous les points de subdivision
sur ces frontiéres ctaient des points singuliers, il faut nous attendre a ce que ces fron-
tieres soient, au wnoins en apparence, des lignes singuliéres. Et encore qu'il soit bien &
prévoir que la partie réclle de @ prend aux limites les valeurs & (8) et W (), cela n'est
pas en évidence sur nos formules actuclles. C’est 13 un inconvénient qui va disparaitre
par la transformation qu’on va faire, transformation que notre construction par passage
4 la limite rend toute naturelle.

Nous rechercherons d’abord la valeur de la fonction @ sur les frontiéres.

Nous allons opérer sur la fonction @ donnée par la formule (24); et il est clair
que pour obtenir les résultats correspondant aux formules (25) ou (26), il suffira de
rétablir au second membre le terme en logz

1w I ‘n T , o
(m—ﬁ)“’g{fo “’<’>d°—fo w(f))de]

et le terme constant
1h m 2T
. [f «D(O)dﬂ—/ w(e)de],

ce dernier pour la formule (25) seulement.

§ 5. Valeurs de Q sur les circonférences limites,

I. Reprenons notre fonction Q' dont @ provient; et faisons-y d’abord
1= eis?
¢ ¢rant pour le moment différent des arguments des points de subdivision sur la cir-
confrence extérieure. Alors la partie réelle de Q' devient ¢évidemment égale 4 'une des
constantes =,; cherchons sa partie imaginaire. On voit de suite, en la désignant par
+U', qu’on peut écrire

ci(s_e __tP_)'
1 T 4 2
U=——"—>«a,6log|
“;P ;ci(e_ep_{_i)
Cox 2
(27) .
(0] ﬂP
. "s?(s“’p—?)
—}———Z{ﬂplog .
™ T qi(s_e_}__“_&)
S ? 2
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On voit que, quand on passera & la limite, la seconde partie de U’ ne souléevera aucune

difficulté, et donnera naissance a l'expression
27
[} w
— ?/ w ()L, 2 (c —8)db;
o

mais dans la premiére partie un logarithme deviendra infini, et les choscs n’apparais-

sent plus si simplement.
Mais on a certainement le droit d’écrire, en supposant, pour fixer les ide¢es, que le

premier point de subdivision ait un argument nul,

> oalog| —* e :Z[xr — @ (2)]log i
= % " . . - C t
e U Ry T
.c—i(s—zr)‘;
+ @ (c)log |~ — |
| G(JJ -
CwE

et sous cette forme la limite apparait toute seule. En observant qu'on a

© 2t<to—%e) )
2w ——e)=c¢ ¢ — ¢,
7: 'n:

on peut (crire

t ! 27
“w(s—"ﬂr*’-) o' = (s — )
lim Y« lo T 2 ‘:—i{ [@(H) — @ (¢)] L dy
2% 108
P © 4 t/’)‘ T Gw(s—e)
c? € — r—}——z— | o/, -

0.

20 (0= 2o

et, en appelant U la limite de U":
S U= ":f [ (8) — b (E)]L 2 (e — H)dh — 222 <1 —
™ ° 1 I
— O (Temr L
( w’/o WO, (c — )45,

L)o@

(28)

2. Voyons maintenant ce qui se passe pour la circonférence intérieure. Posons

’
W

(:—_qe", ou log(:——-—{———,—isx,
©

¢, érant pour linstant différent des arguments des points de subdivision de cette cir-
conférence; la partie réelle de Q est alors 'un des 6,5 appelons i /" sa partic imagi-
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naire. On a

(29) \

(5] tP
1 (e == )
V'—~—~Yaplog —— |
T F L _|__tL
3o Y1 P 2
(30) " oy
5 p— —-—p—)
Lyelog] -T2 o2
+ 7 ; » 08 Lo 6 "y
(e =0

A la notation pres, c’est le méme résultat que nous avions il y a un instant pour U’ ;
et la limite ¥ pourra s’écrire, sans calculs supplémentaires,

(2

V= [ el — 0ds — 2 [T = v, — 0

(31) = _}_2%‘2(1 . _;_) (e ).

§ 6. Transformation de Q.

Ce que nous venons de dire nous amene tout naturellement 4 penser que si dans
. . N ars N

la formule (24) nous introduisions les différences ¢ (6) — @ (2) et W(H) — W(s) 4
la place de ®(#) et de W(H), cette formule deviendrait valable dans notre couronne
circulaire, y compris les points 1 = ¢ et g = ¢ des frontieres: points o1, pour
instant, les valeurs respectives des fonctions @ ¢ sont suppostes bien détermindes
Uinstant, | l ect les fonctions ¢ et W sont suppostes bien dét
et finies. Nous allons faire voir que cette vue est exacte, et nous en profiterons gran-
dement par la suite.

Supposant pour le moment g intérieur & la couronne, écrivons ainsi le premier
terme de la formule (24)

. 2 . X © 10 i 0, ®
%g[ m(m-Amm:(%bgp—;6)M+~;¢@%K1(44%1—;:ﬁd“

1
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On a
ax log(—zm)
® (1/»,
— ﬂfo (“log(——fi\d@:lov . ,
puis ,
— 27 glo 1~
a(%log( — 2w> = —¢ {irios )c(%log(>,

en sorte que
w
G 100(—2(») ,
17 . 5
=% — 27 —100'&—(:) )
i

(i x3)

et que la premiére partie de la formule (24) peut s’écrire sous la forme

(32) = f [@(h)—d ()] (‘logx—"“’)d‘)—}-tb(s)-f—z”'w(p(;)(lc;i;_I)

parfaitement équivalente 4 la forme primitive, tant que le point 7 est intérieur au do-

log

maine.
Prenons ensuite la seconde partie de la méme formule; on peut évidemment Iécrire

— 2 [ IO logim 0 )ai— 2w [ 7 ( o)

Mais on a

—log( — 2w

o 7 o © ’ ( 17 )
e tamn”

n v ™ w l
O'3 (;‘E Og()

*27-(.3106(—0 ®
G, ——log\ — 20 )=e¢ 7 a}(. logz}.

17 1

avec

Il vient donc pour cette seconde partie I'expression

. 0>d6 _E““’q( )(log‘ 1)

10

G =5 [ 1) = v (L logx -

¢quivalente, dans le domaine, 4 la forme primitive.

Ceci nous donne pour Q la formule suivante

o=1 f (D)= {2 1o ——Ae)do+w< O 2 (o) (9 1

1u

— 2 [T los— £ 0 )i e (S i),

5) Au suiet de la détermination du multiple de im qui figure au second membre de cette formule,
voir : TanNERY et MoLk, loc. cit. 4), tome III, pages 160 et svivantes.

Rend. Cire. Matem. Palermo, t. XXXIH (10 sem. 1912). — Stampato il 6 febbrajo 1912, 20
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3

qui garde un sens jusqu’aux points 7 = ¢ et ;= ge™ des frontiéres. A Vintérieur de
la couronne, elle équivaut 4 (24).

Je dis que la partie réelle de Q, définie par cette formule, prend les valeurs ® ()
et W(e ) aux deux points susdits.

Cela est évident pour le premier, car, si l'on fait dans (34) z=¢", tous les termes
deviennent imaginaires pures, & part le terme @ (c).

Faisons maintenant 7 = ge™. Alors C(%log( — —:— 0) devient
(26 —n+o]=t[He—n]+v
et { ( logz — — 9) devient

Z;[‘:_(s, — )+ ‘”'] = CI:%(E, — 9)] + 5

Q devient donc
@ [Mem—s@[t, e -+ e+ e (G- )
8 M@ —ven[t e Jo =2 e (2 )

dont la partie réelle est

f [(8) — ®()]db + @ (e) +

1(.0!)

lw‘f] 2inw’

¢ (<)
e — weas —fff”‘—”fu )

cest-d-dire, en tenant compte de (22),

2@[1+ Lo — 0| = ¥ (o — )

quantit¢ ¢gale 2

W)
a cause de la relation classique
, , i
Nhe — N 0= —.
2
Voyons maintenant les parties imaginaires aux mémes points. Pour z=¢" on re-
trouve de suite comme coeflicient de i:

2”‘”@(5)(%——1)
—;;fo [wm)—w(so]cwc 22w () —1)

et on s'assure bien aisément que cette quantité est égale 3 U. De méme, pour {=ge",
le coefficient de i devient égal 4 7. Ce fait n’est d’ailleurs rien moins que surprenant,
d’aprés la maniére méme dont nous avons opéré.
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De tout ceci résulte que, lorsque nous nous serons assurés—et ce sera le but du
Chapitre suivant — si la fonction @, définie par (24) ou (34) est une fonction régu-
lire, et continue dans le domaine jusqu’anx points e® et ge™, il en résultera que la
partie réelle de @ sera une fonction harmonique réguli¢re dans Iaire considérée et qui
tendra vers une des valeurs données lorsque le point (x, y) tendra vers le point cor-
respondant des frontieres.

Le probléme de DiricHLET sera alors résolu, et la validite de nos formules com-
pletement assurée. De plus, en vue des applications, il sera bon de remarquer que de
la continuité démontrée résulte que les singularités (apparentes) présentées par la for-
mule (24) disparaissent d’elles-mémes quand les intégrations ont été effectuées, si, bien
entendu, le résultat obtenu est continu jusqu’aux frontiéres. Cette remarque permet, dans
la plupart des applications, de ne recourir qu’a la formule (2.).

Faisons encore une observation. Dans la formule (2.4) une seule des deux parties
du second membre présente une singularité sur la frontitre extérieure, & savoir la pre-
miére partie; et seule la seconde partie sur la frontiére intérieure. Il suit immédiatement
de 1d qu'au lieu de l'expression (3.4) on pourrait se contenter d’utiliser les formules
suivantes:

au voisinage de la frontiére extérieure:

zzpa/'m@y—¢@y(wmg-_4gdm+¢@
+““WUC%<I)_%Aqmﬂ(—mpmwgw

et au voisinage de la frontiére intérieure:

=1 7 © Jogz — -2
Q #[ tD(O)Z_(iwlog( 7tO)afe

(_Ei/q[w@)—u( DL (AJWW_p_A)dm_ZM“w()( )

(35)

(36)

[TI.
CONTINUITE DE LA FONCTION Q.

§ 1. Continuité 4 l'intérieur du domaine.

1. Nous allons étudier dans ce Chapitre, les circonstances dans lesquelles la fonc-
tion & est continue dans notre domaine annulaire; en entendant par li, au voisinage
des frontiéres, que nous chercherons 4 savoir si la partie réelle tend vers ®(c) ou
vers W(e,) quand on s’approche de I'un des points z, = ¢* ou g, = g¢&™ par un
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chemin non tangent d la circontérence correspondante, et si la partie imaginaire reste
continue dans les mémes conditions. Nous ¢tudierons ensuite la continuité, s’il y a lieu,
sur les frontiéres elles-mémes.

Il nous faudra, bien entendu, faire sur les fonctions ®(8) et ¥ () quelque hypo-
these. Il sera toujours suppos¢ qu’elles sont sommables en valeur absolue, au sens de
LeBescUE. En outre, ces deux fonctions, qui peuvent étre considérées comme définies
dans tout intervalle, & condition de leur attribuer la période 2=, seront d’abord, dans
ce qui suit, supposces satisfaire 4 une condition de Lipscritz. Clest cette hypothése, trés
générale comme on sait, que Jai choisie tout d’abord, car c’est elle qui permet de
mettre le plus facilement en évidence en méime temps les propric¢eés de la partie réelle
et de la partie imaginaire de Q; et cela est important pour les applications 4 la Physique
mathématique.

Je montre plus loin en quelques mots, & propos de la partie réelle de Q, que la
continuit¢ & Ja LipscHitz n’est pas du tout une hypothése nécessaire & la validité des
résultats.

Enfin j¢tudie ce qui se passe lorsque les fonctions ®(#) ou W' (f) présentent des
discontinuités, soit que l'une d’elles passe brusquement d’une valeur finie 4 une autre
valeur finie, soit qu’elle devienne infinie, en changeant ou non de signe.

Nous aurons soin de remarquer que, une simple transformation de la forme

Kx:i

-

A
permettant d’intervertir le réle des deux frontiéres, il sera permis, pour ce qui con-
cerne les frontiéres, de ne s'occuper que de la frontiére extlrieure; tout ce que nous
obtiendrons relativement 4 celle-ci se transportera immédiatement, mutatis mutandis,
Pautre, en vertu de la susdite remarque.
2. On voit tout d’abord d'une fagon évidente, qu'en supposant b (8) et W (H) abso-
lument sommables, la continuité de la fonction @, qu'on peut prendre ici sous la forme

(24), est assurée & Pintérienr du domaine. Ce fait résulte de ce que ¢ (_i: logz — — 9)

et § (——lo 11— ——9) sont alors des fonctions continues de z.

§ 2. Continuité au voisinage d’'une frontiére.

1. Frudions maintenant ce qui se passe au voisinage de la frontiére |7| = 1.

Soit ¢* un point de cette frontitre, ot la fonction ®(f) ait une valeur bien déter-
minée @ (z), au voisinage de laquelle nous admettrons simplement qu'elle satisfasse 4
une condition de Lipscuitz; c’est-d-dire que, pour 0 voisin de ¢, on pourra écrire
(37) | (8) — @ ()| <H[0 —cf,
A et ¢ ¢tant deux constantes positives.

Nous prendrons Q sous Ja forme (35), et nous nous débarrasserons tout de suite
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in [T s [ ®
— 7:2—/: \L"(‘))C;(E—log( — ?G)dﬂ

ui est une fonction de z visiblement continue au voisinage de ¢, ce point y compris
A O ) ?

et dont la partie réelle tend par suite vers zéro quand z tend vers ce point.
1l reste donc 4 s’occuper seulement, en negligeant un terme constant et un terme

de la portion

en logz, ¢videmment continu, et en faisant abstraction d’un facteur constant, — de I'ex-

pression suivante
(39) AQ = [To0) — 0@ (logx— 1) s

dont il s’agit de montrer la continuite.
Posons

et
g=rp¢" (logz =logo 4 iv);

logpe et y — ¢ seront voisins de zlro, en méme temps que z tendra vers z, .

Comme on a

4@ = [ 0@ — 0@ — 0y

tout revient A faire voir que la différence

(9) J=dQ—AG)=[ [#—o@](

tend vers zéro avec |loge| et |y —¢|.
2. A cet effet, sur la circonférence frontizre, autour du point z, isolons un petit
arc ab de longueur 2%, et ayant ce point g, pour milieu. Et solent [, et J' les deux

¢

0 w? 5
’ (=)= “Llog p) =a] (s_e)]de

=

portions de I'intégrale ] relatives & Yarc ab et au reste de la circonférence.
La longueur 2k de Parc ab étant supposée fixée, — et la valeur qu’il faudra lui

donner résultera de ce qui va suivre — il est clair que |logs| et |y —e| pourront étre

choisis assez petits pour que, quel que soit 6 correspondant 4 un point extérieur 4 I'arc

ab, la différence .
(O] wi ®
5( —(—9— ;—logp) — (=9

soit plus petite qu'un nombre positif quelconque ¢ donné d’avance; et par suite, ®(8)
étant absolument sommable, |J'| pourra étre rendu plus petit que tout nombre §

donné d’avance.
Passons 2 ] ,. On sait qu’on peut é&crire, %(y — 0 — E;—zlogp et —::—(e — B

étant petits en module:

¥
> I

) 01 1
(=) — —loge | = + A,
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H et H ¢tant des quantités de lordre de grandeur de

e

respectivement; H tendant du reste vers H, lorsque logp et v — ¢ tendent vers zéro.

De 1a résulte que, quelle que soit d’ailleurs la longucur de @b, supposée cependant
petite, on peut choisir |logp| et |§ — ¢| suffisunment petits pour assurer I'inégalité

Tal =] [ 0@®) — @) — H)b| <3

3. Il n’y a donc plus en réalitt 4 s'occuper que de

" 1 I
To = " (s )]( Wil'bgrp —‘ “st‘(,)d(’

ou
lo
— T (@) —o Yoy gy
f[ O e
La fonction @ satisfaisant par hypothése & la condition (37), on a de suite I'iné-
galitd

e —x+ilogpl 4B
0—7\—{—1logp [6——s|'*"'

K
<z

Considérons 4 part la quantité

_ V(e —1)" + (logey’
V(® — v)" + (logey
et voyons si nous ne pourrions pas trouver pour cette quantité une limite supérieure,
lorsque I'on suppose que le point z = pe tend vers le point 7, = ¢* en suivant un

e —y+iloge

P = Q—l—{—zlom

chemin qui n’arrive pas 4 la frontiére tangentiellement & celleci. z ¢tant un point voi-

sin de z, sur le chemin en question, disignons par y langle (quon peut supposer
0 — .
entre o et ~2~) du vecteur gz, avec la circonférence de rayon 1.
Nous voyons tout d’abord immédiatement que, si 'angle 7 restait constamment

1

™ . . . . :
¢gal 4 P Cest-d-dire si le point z tendait vers z_ en restant sur le rayon, on aurait

constamment y = ¢ et, par suite, quel que soit 0
Y y y 4 ’

Pl L.
. 3 , . . .
Supposons maintenant y '7; la géométrie élémentaire nous donne alors I'égalité
e I

cosy  cos(y—e—y)
cn admettant, pour fixer les idées, que y soit plus grand que . On conclut de 14

cos . 1
~ cos (y —¢)cosy = sin(y — ¢)sin y cos(y — &) fsin(y —e)tgy”

Observons maintenant que, lorsque 7 tend vers g, comme il a ¢t dit, 'angle y ne

devient jamais nul, et qu’il reste supérieur 4 un nombre positif non nul ’. Il en ré-
’ p
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ment petit pour que le module de

ig(y —2)gy

reste toujours inférieur 4 1. On est alors en droit d’écrire:

I
9=>**4f3[1+tg(Y—°)tg/]’ :j[l—tg(r gy + ]
puis:

logp=—logcos(y—z&)+log[1—tg(y —) g+~ ]=—1g(y — gy +K(y—¢)
=—(—ogy+L(y—=),

ot K et L sont des quantités restant finies au voisinage de ;,. Donc on a, L, (tant

également fini,

_G=Y+ G =g+ LG—2)
- TTUUINE T T N2l LT (o)
Yo@—0+G—orgx+LG—e)
expression qui différera trés peu de
M=o+ — ey
Vi —87 4+ (r — ) g’y
dont le maximum, pour # variable, est ¢videmment
ity 1
1/tg v sm/

En conséquence, on peut, en désignant par M un nombre positif un peu plus

1 . . . . .
grand que - , supposer le point z suffisamment voisin de z, sur le chemin qui
siny’ A o

aboutit & ce point, pour que I'on ait constamment linégalité

P < M.
Revenant alors 4 ], nous voyons que
dn ko
< [ = e

c’est-d-dire
TR L
|Jo] <2 /(: W’iT

ou enfin

) <zMxlk—
Et puisque ¢ est positif, il en résulte qu'on peut choisir une fois pour toutes la
longueur 2% de l'arc ab, de maniere que l'on ait I'inégalité
AR
Il en résulte enfin, d’aprés tout ce qui précede, que le choix de |y — ¢f et de
|log o| sera possible pour assurer l'inégalité

(40) |J] < 38.
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J tend donc vers zlro, et par suite A(\) tend vers 4(z,)) quand z tend vers z,,
et Q(3) tend vers Q(z,). @ est donc continue jusquau point 7 de la frontitre, y
compris.

§ 3. Continuité sur une frontiére.

1. Voyons maintenant comment se comporte la fonction Q sur la circonférence
frontitre elle-méme, au voisinage du méme point z, la fonction & étant toujours sup-
poste satisfaire 4 une condition de LiescHitz (37) en ce point et au voisinage. On
sait d¢jd comment sc comporte la partie réelle, qui est ®(y) au point 7 = 7. Quant
1 la partic imaginaire, elle nous cst fournie par '¢quation (28) qui donne le coefficient
de 1:

(0]

U =2 [ [00) — eI — 0t

(1 W)(n(() szo w () < (y — 0)d¥.

™

(41)

Je vais faire voir que U(y) tend vers U(z) lorsque v tend vers &, ce qui assu-
rera la continuit¢ de @ sur la frontiere, au point considérd.

En nigligeant dans U une partie visiblement continue, et en négligcant aussi un
facteur constant, nous avons 3 considérer la diffirence

M:f

Nous séparerons cette intégrale en deux portions M, et M’, correspondant res-

w

[@(®) —eM]—

T

(=9 — [0 () — @)L= — b dh.

pectivement 4 un petit arc ab de longucur 2k, ayant pour milien le point ¢, arc
auquel le point ¢, qui tend vers ¢, sera intérieur, — et au reste de la circonférence.
Occupons-nous d’abord de M ,

On sait d’aprés la théorie de la fonction £, que

et Je — f| petits,

. 0) [0}
les produits —(y — 6),

(¢ — H) sont voisins de 1. On

[0} (O]
r—H et —(e—0H
) et e — )1
peut donc tout d’abord restreindre la longueur 2% de Parc ab, pour que, quel que soit
6 correspondant & cet arc, on ait les inégalités

[0

TG =0 <2

< 2.

s — )1 = (= — )

En désignant alors par %' un nombre un peu plus grand que les valeurs de d au voi-
sinage du point ¢, et par ¢’ un nombre un peu plus petit que les valeurs de ¢, il

s dh db
M e [
| ul| < 2 o (./ab . ()]l—f —I— ‘,bls . Oll—f)’

I

vient de suite
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d’oll bien aisément
I ' l..v K
| M| <4V = —[(h) + K] = NI,

en désignant par N un nombre fixe.
Il est donc possible de choisit une valeur fixe 2% pour larc ab, de telle maniere
que lon ait
| A'[abl < 33
d étant un nombre positif arbitrairement petit.
2. Larc ab &ant ainsi fixé, il reste & s'occuper de M'. Or il est clair que l'on

peut choisir |y — ¢| assez petit pour que, quel que soit le point ¢” & Dextéricur de

Parc ab, on ait
0. ]
(42) (2 =0 =L — B <m,

m désignant un nombre arbitrairement petit. Puis, un calcul facile montre qu’on a

c(—(ik—Zm) L
f Z_w(s—-())d@:—j—log——?————zzwn(—1)
circonf. —ah T R G (_ (’_)k) T
™

®

€t

G[ (*"—s—{-k)—z(o]
f Z.w(“’——-e)de::-——-—w—log-——l-—— . oo
circont, — ab w ® [
‘ =t —h)

6—:—(k-l~‘r—5)
s (k—y+¢)

™

log

(0]

= 277 (%— I —{—\":s) —
On peut donc écrire M’ sous la forme
M = Am_“bm(e)[z%(y — ) =12 _e)]de
+amn (£ — 1) [0 — 0] — 206 — )+ ()
sy —o)
o (F=1+9)

La premicre intégrale, 4 cause de (42) et du fait que @ cst absolument intégrable,

3
+— ¢(y)log

N . . . N
pourra ¢rre renduc aussi petite que on veut (par exemple, plus petite que 0); et la
partie restante dc M’ également, car clle tend vers zéro avec |y—z¢| d’une fagon trop
évidente pour y insister.

De tout quoi résulte

IA{ <<387

d’ol la continuité annoncde.

Rend. Circ. Matem. Palermo, 1. XXXHI (1© sem. 1912). — Stampato il 9 febbrajo 1y12. 21
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§ 4. Cas ou la fonction ® devient discontinue.

I. Supposons d’abord qu’au point 7, =¢", la fonction @ (8) devienne discontinue,
en sautant brusquement d’une valeur finie ®(c — o) 4 unc valeur également finic
@ (e - 0) lorsque § traverse en croissant la valeur z. Ce cas est extrémement facile 3
¢lucider, en utilisant un procédé déjd indiqué par Scuwarz & propos de la formule
de Porsson.

Considérons la fonction

X — )= L. —xY(y—yY cte ) Yo
g —2) =Sy log[(x —x Y (5 —y )]+ ar Byl

qui est réguliere et bien déterminée dans la couronne, dés qu’on a choisi en un point
particulier la détermination qu’on prend pour le logarithme. La partie réelle de cette
fonction prend sur la circonférence de rayon 1 une suite de valeurs continuc partout
sauf au point z, pour lequel il y a un saut brusque égal & . Par suite la fonction
Q(z) + M—;ﬁ—(i:@ log (zx — z.,)

pourra étre considérée comme construite 4 I'aide des formules du précédent chapitre,
avec une fonction ® n’ayant en z, aucune discontinuité. De 1i, par un raisonnement
bien élémentaire, nous concluons que la partie imaginaire de Q devient infinie au point
considéré, quel que soit le chemin suivi dans la couronne, par le point 7 tendant vers
Z,- Quant 4 la partie réelle, en désignant par v I'angle sous lequel ce chemin (supposé
doué¢ d’une tangente) coupe la frontiere, elle tend vers

q)(s_o)_*_d)(s—l—o)—([)(s—o)T

"

et par suite elle pourra prendre toutes les valeurs intermdédiaires 4 ®(c—o0) et d(e4-0);
en particulier elle prendra la valeur

T[@E—0)+ ¢+ 0)]
si Pon arrive en z, en suivant le rayon qui y aboutit.

2. Nous allons maintenant étudier ce qui se passe lorsque @ () devient infini
pour 7, = ¢"; 4 cet effet nous étudierons spécialement la partie réelle de @, et plus
particuliérement la portion de cette partie réelle qui provient de lintégrale effectute
sur la circonférence extérieure (la portion restante, provenant de la frontiére intérieure,
tendant vers zéro, comme on l'a déjd vu, si z = g¢'f sapproche de z,). La portion
envisagée est alors la suivante, provenant de la formule (24),

. o [ w w
P(p, Y) = partie réelle de rc’[ d’(e)l’(i; logz — . O)df),
d’ou

(1) 2P =2 [ o] L0+ flogs |2 2 r—0)— 1 loge [l

T
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Observons qu’on peut écrire le coeflicient de @ (#) sous le signe f , de la fagon suivante:

; \
;7[ (Y—9)+——log9] _(y-—e)—-}—%logpg

i T log
e — ) — T—l Y DL . S—
(=i e - Lyo. )_%logpg o (1= 5y =+ loge)

Quel que soit b, la quantité

i
\tl[ (Y—9)+~10g9] N ‘*)
( “(Y* )‘f"; ngs
W=~ loge | — ’ |
" ©ly— 8 — loge
—_ i S
reste une fonction continue, toujours finie, de v — 6 et log p, qui s’annule pour logp =0

quel que soit 6: de 13, et du fait que l’intégralej |®(9)|dY est finie, on conclut

(44)

(4]
que le module de la partie correspondante a (44) dans P, devient aussi petit que I'on
veut lorsque ¢ tend vers 1. La contribution de la quantité (44) tend donc vers zéro,
et nous avons le droit d’écrire, quand z est voisin de z,:

Y logp . .
P _— f o ((h - ,d 8-} une quantité qui tend vers zéro.
(45) Py ) =) O =w iy - une q q

Il est alors facile de démontrer en toute rigueur ce fait bien ais¢ & prévoir: que
la valeur de P(p, y) quand g est voisin de z,, ne dépend que des valeurs de @ (f) le
long d’un arc ab de la frontiére, comprenant le point z,, et d’ailleurs arbitrairement
petit.

Appelons en effet C la circonférence totale diminuée de l'arc ab; la contribution
de C 2 lintégrale qui ﬁgure dans la derniére expression de P, est

lo
(46) / O (v—oy 3—9(1%’9)

Or, le point p ¢V tendant vers e intérieur 4 a6, le module de y — # finit par rester
supérieur 3 un nombre fixe f, et alors le module de (46) est inférieur 4

lo o
8 [Tloan,

quantité qui tend vers zéro avec logp. D’ou le théoréme annoncé.
3. Ceci posé, supposons que pour z, = e*, ®© () devienne infini sans changer de
signe, en restant positive par exemple, de sorte que @ () serait continue pour 6 =,

4 condition de lui donner la valeur +- o en ce point. Je dis qualors la partie réelle
de Q tend vers - oo quand z = pe'f tend vers ¢, .
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D’apres ce qui précede, il sufhit de s’occuper de P, ct méme seulement de

(47) P=—e—1 (0)(

. al

log

— by’ + (log 9)

qui en differe infiniment peu.

Cette expression P’ est ¢videmment positive. Puis, M (tant un nombre positf ar-
bitrairement grand, on pecut déterminer dans ab un arc intérieur a'd’ comprenant le
point 7, et dans lequel ®(H) soit constamment plus grand que M. Alors il viendra

1 log e M ( h— ~
o f 8 db —{—arcte ‘ ) .
T alb! ( )(Y 6) + (log ) > W - ° 100 D a'h!

Or la quantité (— arc tg - ‘ ) est finie et non nulle (voisine de = d’ailleurs) dés
o
L. o] p alh .
que z est assez voisin de 7, pour que le rayon qui va du centre de la couronne au
point z, perce la circonférence 4 lintérieur de a'b'.

De 14 résulte que
log P
_—— L
L AOG— e

dépasse toute quantité donnée d’avance, et par suite il en est a fortiori de méme de
P’y qui lui est évidemment supéricur.

Done la partie réclle de @ devient bien égale & - co.

4. Supposons muintenant que 9 (9) devienne infinie en changeant de signe, quand
O traverse la valeur e, Je dis que la partie réclle de @ peut tendre vers toute val ur
arbitrairement choisie entre - oo ¢t — oo.

Il suthit encore dc considerer I'expression P'. Or, par le point z menons la corde
a” b’ perpendiculaire au rayon 3. Si z est assez voisin de z,, 'arc a”" " sera int-
rieur a4 ab.

"o . —lo
Alors, si Parc a”"b" ne contient pas le point g, la quantitt il

(y — 9) + (log¢)*

aura un dénominateur dont la limite inférieure ne sera pas nulle lorsque” le point ¢

décrira la partic de ab non commune avec a’'b”; la partie de Pintégrale P’ corres-
pondante restera par suite finie. Si alors larc 4" b se trouve du coé de z, ou la
fonction @ () est positive, on voit, par un raisonnement analogue & celui qu'on a fait
il y a un instant, que la portion de P’ relative & 4 b deviendra aussi infiniment
grande positive; et de méme si I'arc a”"b"" se trouve du coté ot & (#) est négative, la
portion correspondante deviendra infiniment grande négative.

On peut donc énoncer immédiatement le résultat suivant: décrivons la circonférence

S de diamére O3,; si le point 7 tend vers 7, en restant dans la partie de la couronne
circulaire, comprise entre la circonférence de rayon 1 et la circonférence S, la partie
réelle de Q tendra vers - oo ou vers — oo, selon qu'on arrive en z, du coe ot @ (h)
est positive ou négative. Clest 1d une gcnclahsauon immediate d’un résultat obtenu par
M. P. Farou dans sa Thése [Acta Mathematica, t. XXX (1906), pp. 335-400].
Maintenant on a démontré que L (tait continue dans la couronne, De 14 il résulte



LE PROBLEME DE DIRICHLET DANS UNE AIRE ANNULAIRE. 165 }

de suite, que si le point 7 tend vers z, en restant dans la circonférence S, la partie
réelle de Q pourra tendre vers une valeur quelconque donnée d’avance.

5. On ne peut donner des résultats aussi précis relativement 4 la partie imaginaire
de @ au voisinage des points ou la fonction @ (%) devient infinie. Cela tient au fond,
4 ce que la valeur de cette partie imaginaire au voisinage d’un point d’une frontiere,
dépend des valeurs que prennent les deux fonctions @ (#) et W(#) en tous les points
des deux fronticres.

On peut cependant athrmer sans nouveau calcul, qu'en un point 7, = ¢* ol ¢ (#)
devient infini, le coeflicient Q(p, y) de ¢ dans @ devient certainement discontinu de
quelque fagon sur la frontére correspondante. En effet, il a été démontré que, lorsque
la partie réelle de & ¢tait continue (4 la LipscuiTz) en un point d'une frontiére, la
partie imaginaire y Ctait ausst continue; comme une simple multplication par 7 interver-
tit le reel et l'imaginaire (4 un signe prés sans importance), nous en concluons que si
Q restait continu (4 la LipscHiTz tout au moins) sur la trontere, la fonction @ (%)
n’aurait aucune discontinuit¢ au point considérc; ce qui est contraire & 'hypothese.

Dans ce qui précede nous avons, pour demontrer la continuit¢ de & aux trontie-
res, suppos¢ pour @ (%) ou W (V) la contnuit¢ a la LipscHITZ au point correspondant.
Les resultats obtenus sont largement assez généraux pour les applications que j'ai en
vue, et que jai d¢jd indiquées partiellement ailleurs. I ne serait pas malais¢ d’¢tudier
la tonction @ dans des circonstances beaucoup plus larges, notamment au cas ou les
fonctions @ () et W () seraient seulement supposces sommables au sens de LEBESGUE,
sans qu’une conditon de LIPSCHITZ soit en mdéme temps veérifice.

Jaurai ailleurs 'occasion de revenir sur ce point, et de démontrer prochainement
certains résultats intéressants relatifs 4 la dérivée normale de la fonction Q (et notam-
ment de sa partie réelie) prise en un point d’une frontiére.

§ 5. Retour a la continuité prés d’une frontiére.

Je veux cependant encore montrer ici que 'hypothése de la continuit¢ 4 la Lip-
scHiTz peut érre facilement laissée de cote si 'on a simplement pour but de démon-
trer que la partie réelle de Q tend vers ¥ (e) quand le point = pe" tend vers un
point z, == ¢ au voisinage duquel @ () serait supposée continue.

En effet, on a vu préctdemment qu'en appelant ab un petit arc comprenant le
point z,, on pouvait écrire, en négligeant une quantité tendant vers zéro:

)= — ! logp P
(48) Pl,y)=— — ‘/;1 @ (9) G — ) + (logs)’ d% <+ inf. petit
Nous voulons faire voir que cette quantité tend vers @ () si Pon suppose ® (f) conti-
nue pour § =,

Observons d’abord qu’on a

log¢ b — 7
. -db =larctg—2 |.
fab(r =0y + (logp) [“C ® Togy ]
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Puis la glométrie élémentaire montre qu'on peut écrire, en négligeant des quantités du
second ordre en 1 — p,

b—y=—(C—puy
logp = — (1 —p)
(v désigne I'angle que le vecteur z O fair avec le vecteur qui va du point 7 au point e”).

De 13 résulte immédiatement que lintégrale

logp
w (v = 9"+ (loge)’
differe infiniment peu de [9]!, laquelle quantit¢ differe elle-méme infiniment peu de —=
quand le point z est suffisamment voisin de z,.
Il est donc permis d’écrire, en négligeant une quantité qui tend vers zéro avec

I{ - (0"
logp

49) PG =@ — = [ [#0) = 0@ gy o iogay 4! F . pete

et tout revient i faire voir que

- o b(e logp
j—fah[(b(e) PO =y Ftogey '

est aussi petit que I'on veut pour |z — z,| assez petit.

Or, ®(H) étant continue pour & on peut supposer que lintervalle ab a & au
) p ) P PP

préalable suffisamment restreint, pour que, quel que soit ¢ sur Parc ab, la différence
®(H) — @ (<) soit en module inférieure & un nombre 3 donné d’avance; alors on aura

— loe
: 8/ 1080 __4h < m),
iI<® | =9y = (ogey * <"

en appelant m un nombre fixe un peu plus grand que =.

Donc |j| est aussi petit que 'on veut, ce qui démontre le théoreme.

IV.
APPLICATION.

I. Pour indiquer ici au moins une application, rappelons que la solution générale
du probléme d’Hydrodynamique relatif au mouvement d’un solide dans un fluide limité
par une ou deux parois, fixes, se raméne, comme je I'ai démontré [loc. cit. #), ¢) et d)],
a la détermination d’une fonction analytique Q(z) régulitre et uniforme dans une cou-

ronne circulaire de rayons extrémes 1 et ¢ (< 1), et dont la partie réelle prenne
sur les frontieres:
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1° Pour 7 =¢" des valeurs @ () deux 4 deux égales aux points symétriques par
rapport 4 l'axe réel; on doit avoir

(50) fﬁ¢(6)d6 — o

0
la fonction ®(f) est continue partout sauf en deux points g=e**, au plus; en outre
les circonstances physiques du probléme exigent que @(9) ait partout une dérivée bien
déterminée, sauf peut-ftre pour z = ¢**o, oli il peut y avoir une dérivée 4 droite et
une dérivée 2 gauche.

2° Pour 7 = q¢®, la partie réelle de @ doit prendre des valeurs nulles.

Enfin, pour z réel, @ doit étre réel, ce qui détermine la constante additive (imagi-
naire pure) que les conditions précédentes laissent subsister dans Q.

Nos formules générales s’appliquent immédiatement 4 ces données: on a ici

¥(H) = o;
la condition (22) est vérifite d’elle-méme; il faut donc recourir 4 la formule (24) pour
avoir l'expression de Q@ valable dans la couronne. Cela nous donne:

; 2T ®
Q)= %f ¢’(9)Z(i%—log(— ?O)de.

Mais par hypothése on a
¢(27 — 9) = (D(ﬁ)
d’ot

f (b(@){(i—‘j_:log(——("_:—‘))de:f@(@){(%log(-l—%e—zw)dﬁ

et
Q(z) :’—wﬁf <I‘(9)[C(i—°';logz — %9) —I—Z(;ﬁ;—logﬁ- %9) — Zn]de-

Appliquons maintenant la formule d’addition de la fonction ¢, et utilisons la rela-
tion (50); il vient

/ p’(ilogz)ﬁ-p'(ie)

n 4 %log( —7 17:-6 _[..L ’: - :
w0 | o) (t ) ( ) z p(ﬁlogz)—p(?e) .
ﬂ (

\ () © ‘ )
o (e R
puis enfin

i _de (o oy 4%
60 8= Ly () /¢(e>p<%logz)_p(%e)

¢ o

Cest la formule (42) de mon Mémoire [loc. cit. ), ¢]: formule que je démon-
trais alors par une méthode différente, et moins générale du reste que la méthode
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actuelle, puisque j’utilisais D'existence de la dérivée de @ (#), existence qui était alors
une nécessité physique de la question, mais qui n’est, comme il résulte du présent
Travail, nullement nécessaire 4 la validit¢ des résultats,

2. Cherchons de méme la valeur du coefficient de i dans @, en un point ¢* de
la frontitre: elle nous sera donnée par la formule (28); d’ou pour le cas présent, en
désignant par U, ce coefhicient:

[)) 1, 2 0
U, =2 f [®(4) — q»(s)]c‘—’(s — 6)dh — _”i’ (I _ )q)()
Or on aura facilement

[om - a@

v (O]

[o® — 0@ L e+ 0
—2nfn[<l>(6)—-d)(s)]d6

D’oti finalement
62 U=2 [To@—o@r

expression qui coincide, 4 la notation preés, avec celle que j’ai obtenue directement
[loc. cit. ), ¢, p. 385].

Toutes les propriétés relatives entre autres 4 la continuité, sont alors certainement

27w

C ) AR ION

remplies, comme il résulte de I’étude qu’on vient de faire.

V.
ETUDE D'UN CAS LIMITE.

Il n’est pas sans intérét de constater ce que deviennent nos formules, lorsqu’on
suppose que le rayon de la circonférence frontiere intérieure de notre couronne tend
vers zéro, en sorte que notre domaine se réduit & une aire circulaire. Nous allons fa-
cilement vérifier qu’on obtient dans ce cas une formule déji connue, et qui contient
particulierement la formule de Poisson.

Nous nous occuperons de I'expression générale (26) de Q, dans le domaine, rela-
tive au cas le plus général, ot les fonctons arbitraires ® (%) et W(H) sont tout 4 fait
indépendantes; 4 savoir

10 [T © ® T A ® ©
- g Q)= )/: (I»(F))Z(Flog(— ?())dﬁ — _1?: 0 \p(e):s(_i;log( _ ;—())d()
2 + L‘"(i — 7)10& [®(H) — W()]dh

T 2w 1
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Si Pon admet que le rayon intérieur
'

q — ¢ HA
tende vers zéro, il suffira de supposer que la demi période w' devient infinie. On sait
’ PP q p

alors que les fonctions elliptiques dégénérent en fonctions trigonométriques, et qu'on a
relativement 3 ce cas °) la formule suivante

7 ™u :
lu=—co ——f- ( )u,

20
d’ou nous tirons de suite

7:2

~ 20’

o

On a, de plus,
Csu = Z(u +o0')—n" = Z_(u + o) — {w'.
Pour calculer ce que devient {(# + w), il nous faut connaitre 'expression limite de

= [
tg 5—0)' (Zl + w ).

En écrivant

i) T’ m(ut+w')
r(u + o) _ e e °
2w u-ra) Muro) T Tlu+w)
ife ™ +e ] if14e ° ]

W' ’
—T S . . . . . w
et en rcmarquant que ¢ ¢ dev1ent ll’lﬁl’ll pOSltlf €n meme temps que T, nous voyons

immnédiatement que

‘r(u—{-—o))

I .
lim. tg — =— =1
i

et par suite

lim. cotg =- u’)—l— © ) — 1
®

On a donc, dans ces conditions,

’ I T !
(it o)== 24 (5) @+ o),
et de méme
T —— 2% (™Y,
= zo)+ 3 (2(»)0)’

d’oli, pour Z;u, 'expression limite

1 %\’
Z‘llr: —(—) H.
’ 3 20

[On voit que, bien que {(# 4 ") et Lo’ deviennent tous deux infinis, leur difference
a une limite].

)y Cfr. AppELL et LacOUR, Principes de la thécrie des Fonctions elliptiques el applications (Paris,
Gauthier-Villars, 1897), p. 4o01.

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIII (19 sem. 1912), — Stampato il 10 febbrajo rgr12. 22
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Il résulte de 13 que la limite Q, de Q peut s’écrire

10 T T ® 1 {7\ o o
Q=2 (I)(e)[—z—wcotg z (_1“7’7 logz— _e)+ ?(Z) (;}log(— ?e)]de
_ioe R A Y SR fh— YOWR JONTL
=3 qr(e)[3 (2m>( logz 9)}1} r1og</0 o (0)—w (8)]d0.

On voit immédiatement que le terme en logy disparait de luiméme. On a par
ailleurs

h- lg(
cotg (21 il ! I+tg_tg
82u\in BT & t(log( B\ logz . 6_’
| 8 ) B Ty
puis o
tlog(_ e’ —e ° z—1
820 T ww w7 ira)
ie® +e )
d’ou
e " (z—l)tg-+ G+ e
cotg — | ~—logz ——f )=~ —~-—~—~A——_~~~-_-3— g =—1 Sy
1—i Dig- = T 1—ze ™
X GHDY— - ze
D’ou enfin
Q (z)—_f ¢(6)I+“',. __’/ o[@ () — w(H)]d9.
1 — e 12w/,

Si 'on a pour but la résolution du probléme de DiricHLET, le tcrme constant,
imaginaire pure:

— a2 e — vl

n’a aucune signification, car sa présence ne modifie pas la partie réelle de @ ; on peut
donc dire que:

La partie réelle de la fonction analytique
I 27T I + ze—iﬁ
Q= — ¢ (0) —>2—db
(54) 27 ), ()1—(e'i6
est une fonction harmonique régulitre dans le cercle de rayon 1, et qui prend sur la
circonférence frontiere la succession de valeurs @ (8). Clest un résultat bien connu 7).

La partie réelle de Q reproduit d’ailleurs la célébre intégrale de Poisson, comme
il est facile de s’en assurer.

7y Cfr. ScuwaRz, Gesammelte Mathematische Abhandlungen (Betlin, Springer, 1890), t. II, p. 152.
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VL
NOTE.

La méthode suivie dans ce qui précéde, pour la résolution du probleéme de DiricHLET
dans la couronne, n’est évidemment pas la seule susceptible de conduire 4 nos formu-
les. Mais s’il existait — comme c’est le cas — pour résoudre la question, des formules
mettant immeédiatement en évidence les deux fonctions arbitraires dont elle dépend, no-
tre procédé devait nécessairement nous les fournir sous la forme la plus simple.

Le résultat étant maintenant connu, il n’est pas malais¢ de le retrouver par diffé-
rentes méthodes. Je veux encore montrer comment on peut retomber sur notre formule
(26) en partant d’une indication contenue dans le Traité d’Analyse de M. Picarp ®).

Supposons, comme l'exige la théorie 4 laquelle nous venons de reporter, que les
deux fonctions arbitraires @ et W soient développables en stries trigonométriques uni-
formément convergentes sur les frontieres respectives, et posons

o() =2, 3 U,() =1, + 3 (s,cony+B,sinny),
W) =+ 3 V() =+ 3 (dosny + ¥ sinny)

avec

o= [ a()dn, anz%f ® (6) cos n 0d9, @”:%f ® (8)sinn B0,

27!.‘0

, I 2T , I 27“ , 2T .
%:2_;/0 w ()46, an:—_,—r—[ W () cos n b, pnz%fo W () sin 9.4,

On trouve alors [Picarp, loc. cit. %), p. 105] qu’en posant x =pcosy, y =psiny, la
fonction harmonique P(p, y) correspondant aux valeurs données aux frontitres, est la
somme des deux séries suivantes :

log% R
e L R e A0
0g — ——q

g q

log—— ”=m——ln—-—p"
B=e +2E—7.m

og — =

g 7 7 q

Les deux sommes qui interviennent dans 4 et B peuvent se traiter d’une manitre

8) EmiLe Picarp, Traité @' Analyse (Paris, Gavthier-Villars), t. II (2° édition, 19os), p. 103.
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semblable : occupons-nous par exemple de la somme
"
—F
7.0
n
— 9

qui intervient dans B. On peut tout d’abord évidemment écrire

27
7=+ / W (§)cos n (8 — y)db,

d’ott pour C lexpression suivante:

c———f \1(6)[”

Or on a manifestement

O
I
Mn

II

i -qz,,p cos n(h— I):l

=g "

D(p) = ; I—;q_?p"cosn(e — =

i |\4 )

i r=g cosn(f — )

H=2x
et comme, pour » réel et |u| <1, la quantit¢ > u"cosn(B—+) est la partie réelle de

H=1I

=

i(0—7)
Zx wremtn = %l
- iH—y) ?

=1 I —ue ¥

on peut ¢crire (la lettre R désignant la partie réelle de Pexpression qui la suit)
i0—y)

“pe
D(P) Z zp 0, By

pe

Par suite la différence qui intervient dans C prend la forme

2p—1 > Li0—1)
SESP I S
_— — o) = R —_—
v 1, i =
P, =11 _qZP IPe( ) =1 I——qu_l—I~
P
Or on peut changer le signe de i dans le premier terme du second membre, puisque
la partie réelle est seule importante. On a donc

e:(e—\')

8

» p i0—y) p g g0
I =0C 2p—1I e—"’r — = P
D (T) — D) =Rl =2 L] oo T

o — e : = qu-“Lei(o_T'

-

P
Cela étant, posons, dans le plan de la couronne,
x=x+iy=p¢pe"
et ) ]
(e—-lﬁ — et(?
cest-a-dire

J
3:—%—10{;(—-6.

Puis groupons les termes deux par deux dans la derniére équation, en utilisant
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la relation facile
1.
2p—1 H{Y!
; —¢
2p—1 ,  —i(0-Y) q
_qee e
i iy
1 — ¢t eV I — gt T e’”’ T
g

p:w

Il viendra dans ces conditions

‘)—D@):—R(‘ .

D (,,7
P
p:
log [
p=

c’est-d-dire

D(—;—) — D(s) = — Ri

(

D(--) = D) =— ki~

p(2)-r0-

et, en nlgligeant une imaginaire pure,

219" sin &

1——29”’ 'cosb—l—q”’ -

2iq’P 'sin & )
e ’

2¢°t" cos & 4 gt

(= 2" c0s3 4 47 |,

ou encore (cir. infra, I, § 2)
d [OgI—I(I . (111 —1 ;(2 (')'l') e—2‘n(‘)1 ]

! — Rl (~ A T
D() D) R[ (iﬁlog( Tce) ﬂlog(]

Il résulte de 1d que la quantité C est susceptible de recevoir la forme

—r— L [Ty O
C=R T’A/o‘ ll(‘))dﬁl:w,s(m_log( 71'_4))

log =

’

Comme par ailleurs «
log —
& q

_ aéloglz —
Tw

1w

wlo
= 08X |

* estla partie réelle de

—_——— logz/ w(6)dH,

2w’

il en résulte que la portion B de la fonction harmonique P(p, y) est la partie réelle

de la fonction de z suivante

i

mll’(f))f (—log(-—ﬁe)dﬂ—{-logz(nw 2

= J,
Or Cest bien 14 la partie de la fonction définie par notre formule (26), qui cor-

iw 27 .
TJ)/ w(0)ds.

b
respond 4 la frontiére intérieure et 4 la fonction W(#)
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Un calcul analogue effectué sur A ferait retomber sur la partie restante de cette
formule (26).

Notons en terminant, que, en conservant le point de vue actuel, si les fonctions
®(9) et W(hH) sont développables en séries de Fourier convergentes uniformément
dans tout l'intervalle o, 2w, il résulte d’un théoréme de Harvack 9) que la partie réelle
de la fonction de z définie par (26) posséde la continuité jusqu’aux frontitres du do-
maine annulaire, au sens indiqué dans les paragraphes antérieurs. Mais on a vu que
cette hypothése relative & @ (#) et W(H) n'est nullement nécessaire d la validité de nos
formules.

Celleneuve (Hérault), octobre 1911,

Hewrt ViLLAT.

9) A. HarNACK, Die Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentiales und der eindeutigen Po-
tentialfunktionen in der Ebene (Leipzig, Teubner, 1887), p. 67.



