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LE PROBLf~;ME DE DIRICIILET DANS UNE AIRE ANNULAIRE. 

Par M. 14 e n ~ i I/i I I a t (Montpellier). 

A d u n a n z a  del I2 n o v e m b r e  19II. 

INTRODUCTION, 

Le present M~moire a pour but la r~solution effective et complete du probl0me de 
D~RmHLET dans une aire annulaire. Cette r~solution dbpend, comme on va le voir, de 

l'introduction de certaines fonctions elliptiques qui jouent ici un rdle absolument es- 

sentiel. Les formules auxquelles on va parvenir renferment, comme cas tr6s particulier, 

la c&l&bre formule de POISSON. La re&rhode employ&e, et que j'ai d@i indiqu~e ailleurs 

sur un exemple simple *), est enti&rement directe;  j'entends par 1~ qu'elle n'emprunte 

absolument rien ~t la th~orie des fonctions harmoniques, en dehors de ce fair ~l~men- 

taire, que la partie r~elie et la partie imaginaire d'une fonction analytique sont toutes 

deux harmoniques. 
Outre son int8r~t thSorique, le fait que le probl8me soit r~soluble par des formules 

s imples  est essentiel pour un tr~s grand nombre de questions de Physique mathfima- 
tique et d'Analyse ~). Notons ici que, relativement au probl~me de D~RIC~tLET lui-m~me, 
l'application au cas du plan de ta m~thode du balayage dfie ~i M. HF.NRI POINCAR~, 
s'appuie sur la possibilit~ th~orique de r~soudre la question dont il va ~tre traitS. Cette 
possibilit~ r~sulte d'une d~monstration qu'on trouvera par exemple dans le Trait~ d'A- 

nalyse de M. E. PICARD (tome II, p. Io3). 

Les principaux r~sultats du present M~moire ont ~t& communiques ~l l'Acad~mie 

~) H. VILLAT, Sur le probl~me de DIRICHLET relatif au cercle [Bulletin de la Soci~t6 Math6matique 
de France, t. XXXIX (I9ti), pp. 443-456]. 

2) J'en ai indiqu~ d6j/l quelques-unes. Cfr. H. VILLAT : a) Sur le mouvement discontinu d'un fluide 
darts un canal renfermant un obstacle [Comptes rendus hebdomadaires des s6ances de l'Acad~mle des 
Sciences (Paris), t. CLII (Ier semestre 19II), pp. 303-306]; b) Sur la ditermination de certains mouve- 

merits discontinus des fluides [Ibid., id., pp. lO8I-IO84] ; c) Sur le mouvement d'un solide donnd darts un 

fluide limitd par une paroi fixe [Journal de Math6matiques pures et appliqu~es, VI e s~rie, t. VII 0910, 
pp. 353"408]; d) Sur le mouvement discontinu d'un fluide darts un canal renfermant un obstacle [Annales 
scientifiques de l'I~cole Normale sup~rieure, IIP s~rie, t. XXIX 0912) (~i paraitre)]. J'en signalerai 
d'autres dans des m6moirs ult6rieurs. 
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des Sciences le 13 mars I9 I I  a). I1 est clair qu'on pourra en tirer, relativement 'a. la 

m&ne aire, la solution du probl~me de NEOUANS, et de divers probl~mes connexes. 

I, 

LA F O N C T I O N  ~.~o. 

I .  P o s i t i o n  du  p r o b l ~ m e .  

Consid&ons une couronne circulaire; il s'agit de d&erminer une fonction harmo- 

nique, r6guli&e dans l'aire constitu& par cette couronne, et qui prenne sur les deux 

circonf&ences fronti&es deux s&ies de valeurs donn&s "a l'avance. On peut ~videm- 

ment supposer, au moyen d'une homoth&ie pr&lable, que les rayons des deux fron- 

ti&es soient 6gaux ~. I e t  ~ q ( ~  I). Nous ferons cette hypoth~se dans tout ce qui suit. 

Bien entendu, nous placerons l'origine des axes dans le plan de la couronne, au 

centre commun des deux circonf&ences; et dans ce plan nous poserons 

= x + iy = ~ d ~ 

d&ignant le rayon vecteur, et 0 un argument du point (x, y). 

Ceci pos+, nous allons chercher ~. obtenir la construction d'une fonction analytique 

~(Z) = P(x, y) -o r- i Q(x, y) 

dont la partie r&elle P(x, y) soit la fonction harmonique demand&. 

A cet effet, nous commencerons par d&e~miner une fonction fondamentale. 

2. Construct ion  d'une fonct ion fondamenta le .  

Je vais chercher s'il existe une fonction analytique, r~guli&e dans la couronne 

circulaire, et dont la pattie r&lle soit assujettie aux conditions suivantes: 

i ~ Sur la circonf&ence de rayon 1, rile devra prendre la valeur constante ~ sur 

un arc ayant pour milieu le point Z----- I, et avant 2s o pour angle au centre; die 

prendra la valeur z&o sur le reste de la circonf&ence. 

2 ~ De m~me, sur la circonf&ence de rayon q, cette partie r&lle devra prendre la 

valeur constante ~ sur un arc ayant pour milieu le point Z = q, et 2 s  pour angle 

au centre; rile prendra la valeur z&o sur le reste de cette circonf&ence. 

8) H. VILLAT, Suv le probl&ne de DIRIC~tLET relatif d une couronne circulaire [Comptes rendus 

hebdomadaires  des s~ances de l 'Acad~mie des Sciences (Paris), t. CLII (I er semestre I91 t), pp. 68o-682]. 
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Entre les constantes donn&s =, I6, So, s ,  nous supposerons qu'il existe la relation 

(~) , .~o= ~ , ,  
qu'il serait facile de pr~voir, et dont la n&essit& va d'ailleurs apparaltre dans un instant. 

Cela &ant, pr6jugeons que la function analytique cherch~e ~o(Z) suit d6veloppa- 

ble en s&ie de LAUREST valable jusqu'aux fronti~res (~ l'exception peut-&re des quatre 

points off les donn&s sont discontinues); c'est-s cherchons si l 'on peut l~crire le 

d~veloppement suivant : 
a ~ "  I I 

( 2 )  ~ )o ( ;( ) - - -  ao _JU a ., .3f_ . . . . 3 1 -  ,, Z "AU " ' "  + 1 7  -JI- " ' "  "OF 1 7 , , - - - 1  i- " ' "  
I ~ -  1 " 

Z 

I[ est clair que, les donn&s &ant sym&riques par rapport ~t l'axe des quantitc~s r&lles, 

les coefficients a et b,,, s'ils existent, sont r&ls. 

Pla~ons-nous d'abord sur la circonf&ence exuSrieure, et raisons 
~ _ _  ~iO 
t - -  

dans le d&,eloppenaent pr&6dent. Sa partie r&lle devient alors 

~o + (a  + 17) cos 0 + . . .  + (a  + b,,) cos ,, 0 + . . .  

Or c'est l~t une s6rie trigonom6trique, qui repr6sentera une function 6gale A = ou 

a z&o sur les arcs d@t indiqud's, si ['oil pose, d'apr~s les formules d'EuLER et FOURIER, 

(3) 

S O 

a o ~ - - ~  

2 ~ sin n s o 
a ~ t  - -  

De tn~uic~ plaqons-nous sur la circonf6rence fnt~rieure, et raisons 

Z ---~ q el~ 

a o  - ~  _ _  

(4) q,, I 2 ~ sin n s 
a + b - ~ , - -  = ,, 

Des formules (3) et (4) nous tirons les suivantes 

~so _ l;s, i (~'o + ~5), a ~ - ' -  _ _  _ _  - -  _ _  

- -  ~ - - 2 =  

2 I 
(s) " " = n = i  r  ~ ,f sin ,, 5,), 

17.__2 q" n~  I - -  q~" (~ sin ns - -  zq" sin nSo) , 

dont la premi&e met ell dvidence la ndcessit6 de la condition ( i ) .  

La partie rdelle de ta o devient 

i ( 0+ ~o+ a q +  o + . . . +  ~ + q ' l  
q,, b ~ , ,  

et cette s6rie trigonom;~trique repr~sentera 8 ou z6ro sur les arcs d&jA indiqu6s, si l'on 

pose 
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(6) 

Transportant daus (2) il vient pour ~"~o une expression que je d&ompose ainsi: 

_ _  q2,, sin n s o I ~So-OC}s ' : z ~ - s i n n S o  . 2 X ~ - n (  I 
~ _ + - - -  _ q , , , )  <', 

o 2 : :  ~ - r - n ( I - - q ~ " )  z~ 7:. , - -  

q"sinns,  Z"n t- 2~  ~- q"s inns  I 
2-~- a - n (  , - -  q=") = ,--r-n(U~q~--") Z " " 

Nous allons transformer cette expression. Observons tout d'abord qu'on peut ~- 

crire, q &ant plus petit que i, 

I 

i__q~,, - - I  + q ~ " +  . . .  + q ' p " +  . . .  

et par suite on a 

~- s inns  o ,., ~ - < - .  g - s i n n s  o , , t  . . . .  
"r  < =/sinns~176 n "-r- n __.. - ~ - -  kq Z) - t - - ' " .  (7) 

Or on d,~montre facilement la formule 

~-Si l lUSo~.n  I I - -  7re-"~ 
- ~ ~ log 

�9 at-, n 2 * I - -  z e ''~ 

valable pour I ,l A i, sauf aux deux points z =  e ~i'o. Par suite on a, saul en ces 

deux points, 

sinnSo ,, I ( i - - : ( e - " o ) ( t - - q = < e - " o ) . . . ( i - - q = P < e - " o ) . . .  
V / r / ( I  - - ~ " i  ~" "-- --;-2~ log  ( I  - - 7 ( e l s ~  - - q 2 ~ . g s ~  ( I  --q2PT(e'So)" . . .  

(8) 

(La d&ermination du logarithme est celle qui s'annule pour z~-~-o). J'ai dbjh indiqu+ 

cette formule dans un prec6dent Travail [lot. cit. ~), c), p. 358]. 

Changeons < en q~-' et observons que, dans la couronnc circulaire, on a partou b 
Z 

lhnites comprises, 

- -  < I ,  . . .  , % I ,  . . . ;  

n o u s  e n  concluons 

�9 I - -  - -  g - ; ~ ' '  I - -  - -  e - ; ' ~  . . .  I - -  q ~ -  g - i s ~  . . 

(9) <- q ' s m n s ~  I I . l og  K < ,, 
+ l l ( I  q:") 7 C - -  21. t]~g'~ I I g is~ I - -  . .~ . 

z / Z f -Z " 

De m~me, dans la formule (8)changeons s o en s ,  et Z en q;(, puis en i ;  nous 
*2 

en dCduisons les deux formules suivantes, partout va!.ables dans notre domaine, excep- 

tion fake, pour la seconde, des deux points z = q e ="' de la fronti~re: 

I ( I  - - n ~ g - i ~ ( I  --n3"d,-i '~'~ ( I  ~ a 2 P + t ~ g  -iq'~ q"sinnsx Z"~--~-lo,~ ' ~ % _  Jr" __'~,~ j . . . v  ", ~.~ J._..  
( Io )  5s162 2, o ( ' - - ' z z e " ' ) ( ' - - q ' z e " ' ) ' . ' ( I - - q ' + ' W " ' )  ' ' '  ' 

' 3 2p+1 
I - - - -q - -g - l s '~  I I  q" ~-- is ,~. . .  ( I - - q - r - - g - - l q ~  

( I I )  ~ -  q " s i n n s  ~ I log < I x  Z " \ Z t " "  . . . . . . . . .  g . . . . . .  ~ - / ~  - 

\ Z 1 \  z / \ z~ / 
Re,d. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIII Cl o sere. i9t2 ).-- Stampato il 5 febbraio x912. 18 
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Transportons ces r~sultats dans ~'~o, il viendra 

] - i  ( i  _ q:, ~<~-,,o) • ] - ] .  , ,,,o 
Z li - -  ~ s~ + ~ s _it_ ~ log  ~ o  . . . . . . . . . . . . . . .  7~2+o q=P+= . 

o 2= i'~ H( l__q, .~,e. iSo)~- 1 ( I - -  e -' '~ 
p=o p= o ',. 

( i - -q~P+' :~e- i ' , )X1-1 I e 's' 
.~ log ~ t=o '- 
z p_-I~o ( I -  q=/'-+-' ~"i")~ U (I q's'; 'e"') Z 

ce que j'&rirai, apr6s avoir isol/~ le terme en log I - - z e - " ~  
I -- 7 e  .is~ 

ou encore 

fl __  
o 

(,2) 

�9 Fir(,--q'P;-e-i'~ I - -  e ''~ 
___ . p ~ [  L \ % - J  ~ i  log  I - -  ge -'so ~i log ? _ : . ~  . . . . . .  ~p- - 

= ' - - " ' ~  ~ ! J [  ( t -  ) ]  
(i--q~P~'e i'~ I - -  r 

p = w  ~ / 2 p - i  ~ " ~  

, ,  H It,- 
- -{~  10 p=, I_ Z - 
" - I -~ gp=-,.. , 7-,, ; ~ ~  

aSo -+- ~s  o~i log I - -  ze - ' ~  
2. ~ ~ I - -  7,.e 's~ 

( + ~<i ~=, i - -q 'P  z e - " ~  +q 'P  
- - -  log 

l--'[ I--q~P z ' e " ~  p=i 7",. ei~~ .ql_.. q4P 

H I - - q ' P - '  : { e - i " - t - ~  . q l_q iP-"  
p ~ I  + ~ ' / log 

H I - - i f - '  ~(ei"-Jr- I-- p=I X ei'l 2 I_ qtt '-= 

Observons ici l'analogie remarquable qui existe entre les produits infinis qu'on 
vient d'&rire, et certains produits infinls qui interviennent dans la th~orie des fonctions 
elliptiques. Nous allons profiter de cette analogie. 

Introduisons les fonctions elliptiques construites avec les deux p&iodes 2 % 2o/, la 
( ,, ) premiere r&lle, la seconde imaginaire pure o, et - . .  pourront &re supposes positifs , 

ces deux p&iodes ~tant d~finies A un facteur prbs par la relation 

03) q = e "~ 
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Cela &ant, rappelons-nous qu'on a la formule suivante 4), o f f ,  d~signe la fonction 
de WEIERSTRASS : 

0=;o 

( I 4 )  a ( 2 O i V ) =  20,  Sirl ~ V  2 e2~<~ - -  

I - -  N~P r = ,  

p= i  

I 
Or, nous pouvons faire coincider le bin6me <e -"o -1 t- 

<e-- tSo 

en posant 

<~-',o + I e~,~<,+ - -  = 2 C 0 5 2 ~  = 
<t,-~So 

1o .  �9 t Cette %ahte sera satisfifite si l'on prend 

I S O 
v - -  log < - -  - - .  

2 i , ' :  2 ~  
De 1,~ nous tirons 

l I E  I _ +,,,(~<,_,,o+ ; ;~ )  ++,,,] = 
et, en changeant le signe de So, 

p ~  

P=~ sin 

2 q~P cos 2 ~ v --[- q40. 

0D 

avec l'expression 2cos2.~v, 

I 

~ 2 i'/'Cv 

[ (o , 60 

2~qO { l ~  So~2 

,,(,~,o~<+~ So) 7~ p=cx 

H ( I  - -  q2p)2 

?=' sin 

d'ofl par suite 

P=~ r'- 2 ' i I " ~ OJ r JILl.if ,(~e-,o+ e_~,o)+qg,J__ ~(~,og<__~So ) ./log< s o 
I e ~ 2  ~[,_q~,(<,,,o+~)+q~,] o(~,o~<+~so) ,,o~< s'nt ~ s; ) 

Maintenant, un calcul facile montre qu'on a 

sin ( log < 
\ 2i  "~-~-)__e_i,o__ I - - ~ e  i'~ 

sin \ 2 i  [l~ s~ ) I - -  <e -"~ 

d'ofl enfin 

n[ I - -  q2p < e - '  o_J_ ..]_ q4p ~ ~ log 

(~ ~ l o g < + - - ~ - s  o H I  (  'I'O I v4P] [ ,_, [ - < ,  
I - -  2' 3 *s~ 2"~'S~ 

�9 - ~ i ~ 2  

I ~ g  -'s~ 

4) Cfr. TANNERY et MOLK, t~l~ments de la tbdorie des font<ions elliptiques (Paris, Gauthier-Villars), 
tome II ( i896),  form. XXIX. 
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Utilisons ensuite la formule suivantc [TANYI~R'; et ~/[OLK, 10C. cit. 4), form. XXIX]  

~ 2..1~ h) z, 2 p ~ ; r  

~ ( g o r y ) =  > ~  1 - I ( I  - -,q~-' 
' = '  

COS 2 ,"r V + q4/,--a). 

p=, 

�9 , ~ _ i s t  I Nous vovons comme ct-dessus qu on peut identifier 2COS2~7) avec le bin6me ,~e n t- _~  

en posant 
I S 

v - -  log  Z - -  L. 
2 i ~  2= 

Nous ~.tUFOIIS donc 

p=i 

et pareillement, en changeant le signe de s ,  

OJ (0 S p=~ ,; {~- logz  = ' I  . 
q~t'-')~ ' \ t = " 

p=~x ( I  - -  2"ri,,a (,logz ' 

D'ofl 

( ~ l o g z - F  ~ ) ~3 St 
q,p_,)~ , .  . 

z'6,to logr s , ,~r( =, +~)- 
g 

( ~ o  (,J ) /' C,~ o) \ 
- - - -  ~ I = - l o g  z -  s , /  

= log <_ + ~ -  s o log Z s 

-- +7== ( iTP 1~ 
~ i . (__  i So + 2 "~ O, So , ~ )  ~ i 2 -r, o, s ~ - = =  tog 

Observant ensuite que le terme constant et le terme en log z disparaissent ~ cause de 
la condition ( I ) ,  il reste enfin la formule tr~s simple 

% ~771~ 
" - s ~  ~ i  l o g -  . ~. i log r: " "+ r. ,,, o, 

Pour pr&iser les d&erminations que l'on doit prendre dans les logarithmes qui 
interviennent dins cette formule, observons qu'il r~sulte de (8) que ces logarithmes, 

qui se d&ruisent, 

a o = ~ S o + ~  ~s, 
2";7* 

[ - [  i - q : > '  r c ", + i + 
2"~'fi71~ I 1o g ~ 

(16) P=' __ r: -e 

i _ q ; > ,  ~ e " ' +  1 + r  .... ~, ~ 1 o g : , +  = 

Transportons maintenant tous ces r&ultats dins l'expression ( i 2 )  de 9%, en uti- 

lisant ( I5 )  et (16). II vient, en supprimant dbs maintenant les termes en log I - - z e  ;'o 
I - - ~ . e  - i s ~  
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comme tous ceux qui sont intervenus ci-dessus, sont ceux qui se r6duisent .~ z6ro pour 
s o ou s 6gaux a z&o. 

8. l~tude  de  l a  f o r m u l e  (I7). 

L I1 est essentiel pour nous de v+rifier apr~s coup l'exactitude de la formule pr& 
c~dente, qui va servir de base ~ la th6orie qui va suivre; d'autant plus que cette %- 
rification v a n o u s  fournir I'occasion de pr&iser quelques points importants. 

J'observerai tout d'abord que la fonction '..' donn& par ( i 7 )  est, comme it fallait 
s'v attendre, une fonction uniforme de Z; c'est-?l-dire que~ si le point Z d6crit un con- 
tour ferm6 autour de l'origine eta restant dans la couronne, "'~o revient :~ sa valeur 
primitive apr6s cette circulation. 

I1 sul~t de remarquer que, si log Z augmcnte de 2i.-:, 

t ") ~' i,=~ l o g z - - - - - =  so 

I r (0 S 

se transforme e n  [TANNERY et MOLK, 1OC. cit. 4), form. XII] 

(,, . ) . , )  ~, . l o g z - - - - s  o-}--2o, 4~,~ ~ l o g z ~ - - s  o 

l o g z -  {- --So+2O,,~ ~ ( /~ -  l~ Z so 

De In~rne, 
~3 ( ~';~-- log Z - - 7 - s  ' 

. . . . . .  devicnt -) ~3 log Z. -F- = ----S I 

I O~ ('J 1 4~os, q log z - -  - - - s  
/fl, . . . . . . . . .  

I OJ o,~ 1 ~r3 -/~ l ~  

Par suite, 'Ao ne change pas, car il n' est modifi~ en apparence que par la quantit~ 

~r 4-r, 0~ } i  4-~o 
- -  5 ~ + - - -  - - 5  x 

nuIle ?t cause de (I ) .  

De ceci r~sulte que 1' argument d' un point Z appartenant ~. notre domaine~ pourra 
dans ce qui suit &re suppos& sans inconvenient compris entre - - ~  et -}-7:. 

Nous allons maintenant &udier la fonction ~o donn& par ( I7 )  , sur les deux cir- 
conf6rences fronti~res de notre domaine. 
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avec 

2.  Fron t iaro  e x l # i e u r e . -  Piaqons-nous sur la frontibre ext&'ieure, et posons 

;( - -  e;~ 

Le coefficient de - - -  devient 

"I ) 6" - -  r - -  S ~ 

log 

Nous allons en chercher la partie imaginaire. 
Soit d'abord l el ~ So; alors la partie imaginaire du logarithme susdit est &idem- 

ment un multiple de 2ir~; mais ce multiple est forc&nent nul, puisque, nous l'avons vu, 
cette partie imaginaire doit se r~duire 5 zd, ro si s o devient nul. 

Soit maintenant ]el .~  s o. Cette.fois le coefficient de i dans le logarithme en ques- 
tion, dcvient un multiple impair de r., puisque le quotient des deux fonctions c est 
n~gatif. Examinons quel est pr&is~ment ce multiple. A cet effet, supposons que le 
point ;( dC.crive un petit chemin c int&ieur ~t la couronne, autour du point e "o et voi- 
sin de ce point, de mani&e ~i passer de la partie de la fronti~re ext6rieure off ~- est 
plus grand que so, :i la partie off il est plus petit. Voyons comment se comporte 

/ - ~ log ; ( - -~ -xSo  , qui reste tr~s petit en valeur absolue. Comme on peut ~:crire 

( ~  log;( o ) (co ( ~  ) 
_ _  _ _  _ _  S ~ - ' - ' -  ~ _ _  S o i~  = ~ - l o g ~  = 

avec I;t] tr~s petit au voisinage du point en question, la variation de l'argument de 

) ~ ,~-s  o quand on d&rira le chemin c, sera la m~me que celle de l 'argument 

de u - -  o, l og ; ( - -  co ~ -  -~-s o. Or, [;(I restant inf&ieur ou ~gal it I pour d6crire le chemin 

susdit, le point u restera au voisinage de l'axe r~el de son plan, du c6t+ positif, c'est- 
s dans le demi-plan sup~rieur. La partie r&lie de u passant d'ailleurs du positif 

au negatfl, l 'argument de u et par suite l 'argument de ~ i ~ l o g ; ( -  ~-So auront 

augment6 de ~. Comme l'argument de ~ ~-71og;(-It"-~-So n'a pas subi de variation 

pour le m~me trajet 6 il en r6sulte imm~diatement que la partie imaginaire de 

est i~ pour l.~ I < So. 

log 

+ so) 
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Par ailleurs, pour Z = e~' le coefficient de } /  darts ao devient 

- -  (we- s )  if3 "N 

log 

% 7-  (~ + s) 

Le quotient de fonctions ~3 reste positif; j'en d~duis que la pattie imaginaire du loga- 
rithme ci-dessus est nulle, puisqu'elle devrait se r~duire ~ z&o pour s = o. 

De ce qui pr&~de r&ulte que: sur la fronti~re ext/Meure du domaine (Z = e") 

la partie r&lle de lIo es t  

z~ro pour 1":1 > so, 

- -  - - ( i x ) - -  ~ pour I ' [ < s o .  "K 

3. Frot;tiOro int6r ieure .  - -  Pla~ons-nous maintenant sur la fronti~re int&ieure, et fai- 

SOnS  

z - - -  q d  ~ avec I ~ ] . / r ~ .  

Par suite, en tenant compte de 0 3 ) ,  il viendra 
~jOj t 

logz. = i~o "Jr- i~. 

D'ofi pour "qo l'expression, que je ddsignerai par lYo: 

, 7F, l o g < - -  -F-So + o/ % - -  ~ - s  + co' 
~.~, = - -  ~ / i o g  + ~i log - 

. (o, ) . O,_s+o,,) , ~ I o g z +  T s~ + ~  % + = 

Or on a [TAssEaY et Mot.K, loc. tit. 4), form. XII] 

,(~ + ,~ = g'~ ~~ 
et  

q ( a  + OJ') e ~ ' a q l ' , ' * 2 ~ '  , = - -  ~ a .  
(T (o t 

De 1A nous tirons facilement 

a'  ~ __ 

c'est-,'t-dire 

~ (~ - r ~*'~'s, * T  (* - ~2 ,o~ ~  '~ + v'~176 ~~ ~_ 
._ ~ T  C TC o s ) ]  

I'o 
% w ( - : - S o )  I~ ~ ~ - - ( ~ -  s,) 

X'~'o - -  ~. i log  + - - -  l og  
,: ~ o , ( ~  + ,o) o , ( ~  + s,) 

cause de (I ) .  Dans cette formule, comme dans les pr&~dentes, les d&erminations des 
logarithmes sont celles qui s 'annulent pour s o - -  o ou s --- o respectivement. 
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De l',i on conclut, comme pr&~demment, que la partie imaginaire de 

r  
log 

60 
+ So) 

est ,mile quei que soit ~. Voyons de plus pros celle de 

60 
- -  ( -  - s , )  

log 
" (: + ,,) 

D'abord on voit tout de suite que cette derni~re est nulle si [-'[ ) s,; le coefficient de 

i est de plus un multiple impair de = si [ e [ ( s .  
Pour pr&iser davantage, supposons que le point Z passe de l'arc de fronti&e o~ 

> s ~ celui off ~ ~ si, en d&rivant un petit chemin c' intt~rieur ~ la couroune et 

voisin du point qe ~'' . Consid&ons alors l'expression 

~o o~ __c~ log q 
u' --- -.--loga~,= ~ ~-s ,  - -  ir~ 

qui se r~duit ~t 6 0 ( ~ -  s,) aux extr&nit& du chemin c'. La variation de l 'argmnent de 

~, u' sera +gale 71 celle de u' pour le trajet susdit. Or, quand le point Z d&rit le therein 
c', on a q, et par suite le coefficient de i dans u' reste n~gatif. Done, lorsque le 

point Z d&rit c' en venant de la r~gion off z ~ s ,  le point u' d&rit dans son plan, 
au voisinage de I'axe r~el, un petit chemin situ~ du cdt~ m;gatif; cotlltllc la partie rdelle 
de u' passe du positif au n~gatif, l 'argument de a' aura done diminud de =, ct il cn 

sera de m~,ne de celui de ~, u'. D'autre part, l 'argument de 

- -  s , -  = - l o g q  

ne subit &idemment pas de wtriation pour ce m&ne trajet, et on en conclut enfin que 

la partie imaginaire de 
O,l 

77 
log 

o) + ,,) 
77 

est devetme - -  i~ pour I': I < s .  
D'ofl le r~sultat suivant: sur la fi'onti&'e int~rieure du domaine ( Z - - q e  ~) la par- 

tie rdelle de ~.2'o, c'est-~t-dire celle de ao, est 

zdro pour [ ~ 1 ~  s ,  

~ i ( - - i = ) ~ - }  pour ] e l < , .  

La fonction 9- o &ant &idemment continue et r~gulibre dans tout notre domaine, 
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exception faite des quatre points (exclus d'avance) Z --- e =-o et Z = q e~" ' ,  il en r~sulte, 

et des calculs pr,Sc~dents, qu'elle possSde toutes Ics propri&Ss quc nous avions voulu 

lui donner. 

I I .  

I~TABLISSEMENT DES F O R M U L E S  GI~NI~RALES. 

i. Superpos i t ion  de p lus ieurs  fonct ions  fondamenta les .  

Reprenons un instant la fonction analytique ~'o obtenue au chapitre prGc6dent. I1 

est &ident  que si nous y rempla+ons Z par z e -m, la nouvelle fonction l~ rGsultant de 

cette substitution~ 
, 0 ,  o, + )  , +  + 

[ 0 - T , o  ++, . 
, , ,  , , ,  

poss~:dera une partie rdelle prenant sur les fronti~res les valeurs suivantes: 

sur la fronti~re ext&ieure, la valeur ~. le long d 'un arc d'angle au centre 2 s o, ayant 

son milieu au point d 'argument  O; et la valeur z~ro partout ailleurs; 

sur la fronti~re intdrieure, la valeur [~ Ic long d 'un arc d'angle au centre 2 s ,  ayant 

son milicu au point d 'argument  0; et la valeur z&'o partout ailleurs. 

Ceci posd,, ilnaginons que nous avons d&ompos6 la circonf&ence ext&ieure en n 

petits arcs, d'angles au centre rcspectifs t ,  t ,  . . . ~  t;, . . . ,  t ; les arguments des 
points milieux de ces arcs tStant 0 ,  0 ,  . . . ,  0p, . . . ~  0,.  A chacun de ces arcs, fai- 

sons correspondre des constantes 7. I ~ ~.~ . . .  ~ 0~/,, . . .  , x ~ respectivement. Puis fai- 

sons une op&ation analogue sur la circonf~rence int6rieure, en la d&omposant  en n arcg 

d'angles au centre u, ,  u ,  . . .  , up, . . .  , u ; d o n t  les points milieux aient mSmes argu- 

ments que ci-dessus, et auxquels correspondent les n constantes ~,,  ,B, . . .  , [~p, . . .  , !5. 

Supposons pour un instant qu'entre les constantes introduites on ait les relations 

qui entrainent la suivante 

(20) 

7. t - -  'g,, u ,  

O~ptp-- ~pUp 
�9 . . , ~ ~ . 

% t,, = ~, u,,, 

p~n p=n 

/,==t p= t  

Nous n'attrons alors qu'~ faire ta sonnne de n fonctions de la forme ( I 8 )  pour obtenir 

Rend. Circ. Matem. Palermo, t. XXXIII  ( to  sem. 19t2 ). - -S t ampa to  il 6 febbra]o x9t2. [9 
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une fonction analytique dont la partie r&lle prenne sur les deux circonf&ences fron- 

ti&es les valeurs respect ives~,  %, . . . ,  :~, . . . ,  %, ou },,  }=, . . . ,  ~'t' " " '  },,' 
sur les arcs correspondants; cette fonction est 

~, _ _i ~="~ ~ log ~ 74-~ l~  ~v 0 - -  7-~r t~ 

~s log Z. - u t 
2"~ 

~ ~ P 27V 

I1 suffit maintenant de jeter un coup d'oeil sur les calculs qui tcrminent le pr& 

c~'dent chapitre, pour se rcndre compte que, si l'on voulait v&ifier ia formule que nous 

venons d'&rire, les conditions ( I9)  n'interviendraient pas s~par&nen b mais sculement 

par la combinaison (20). Nous pouvons done dor~navent faire abstraction des relations 

(~9);  et seule la condition (20) subsistera. 

2. P a s s a g e  ~t la l imite.  

Imaginons que nous fassions croltre ind~finiment le hombre des subdivisions de 

nos deux circonf~rences, de fagon que l'amplitude de chaque subdivision tende vers 

z6ro. Alors, ~. la limite, la succession %, . . . ,  ~r '  " '"  d&finira une certaine fonction 
,1,(0) qui repr&entera la succession de ces valeurs. De m&ne, la suite de constantes 

~1~ ~ ~ " "'" ~t "" d6finira ~ la limite une certaine fonction ~(0) .  
Nous s l'hypoth~se que ces deux fonctions O(0) et ~ ( 0 )  soient sommables 

dans l'intervalle o, 2~. 

Cela &ant, il est clair que la condition (2o) donnera naissauce, ,~ la [imite, ~. la 

condition suivante 

(=) . ( 0 ) d 0  = w(0)d0. 
Q 

Voyons ce que devient la formule (e i ) .  
I1 suffit d'observer que l'expression 

log 

co co 0 co ) 
. . . . .  tp 7~ l~  r: ; 2~  

log<. = 

6gale ~. la diff&ence 

log~ ~.- -  = p--~--~tp r: p 2r:tp ' 

off les logarithmes ont des d&erminations tr~s voisines, diff/~re infininlent peu, lorsque 
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te est petit, de l'expression 

o, *' ( 7 ~  logz r. 

log Z Oe) = - -  -~-t; P �9 

J'en conclus imm~diatement que la premiere partie de P' devient 

e' -log z - 0 
io~ /~= ( ~/~-log z ~'~ O~dO = ~ / ,(0)~ - - -  . ( 0 )  d0. 

7~-log Z -  @ 0 /  

Pour une raison tout ,'i fait pareille, la seconde partie de ~.~' tendra vers l'expression 
suivante 

i o) q' (0) o d O. 

11 cst done d~s maintcnant &abli quc~ au moins dans des circonstanccs cxtr&nement 
O" l b~ncrales (qui seront pr&is&s ult&ieurement), on a l e  r&ultat suivant: 

f~tant donnges deux fonctions ~b(O) et W(O) satisfaisant a la condition 

-,27t /,a=l.l.i, (=)  ] , ( o )ao  = (o)ao, 
t/o q t / O  

la fonction barmonique P(x, y), partie rdelle de la fonction 

�9 . . 

(23) a ( ~ ) = ~  ] *(0) ~---77----. -g~.~dO-- 7 [ ~ ( 0 ) ~  dO 

o u  

prend sur les fronti~res de notre couronne les successions de valeurs @(0) et ~2(0) respec- 
tivement. 

Le probl&ne de D~RICHL~T pourra tetre consider6 comme rdsolu par 1~ m~me, quand, 
apres nous &re ddbarrassds de la condition (22), nous aurons fait voir que la partie 
r~elle de notre fonction est bien rdguli~re dans l'aire consid~'rde, et qu'elle tend bien 
vers les valeurs voulues lorsque le point Z tend vcrs un point d'une des fronti~res. 

3. Sur la restriction (22). 

Nous allons volr que la restriction en question est sans importance, et qu'clle ne 
diminue pas le degr~ de #n&alit6 de la solution. Qu'exprime-t'elle d'ailleurs? Comme 



I48 H E N R I  V I L L A T .  

oll pouvait le pr&oir,  et comme il r&ulte surabondamment de ce qui pr&~de, c'est 
cette condition qui assure l'uniformit~ de la fonction t](Z). Cela r6sutte d'ailleurs d'un 

fait &ident sur ia formule (24):  si logz Y augmente de 2 ix ,  le second membre est 
modifi~ seulement par l'addition de 

*(  
quantit~ alors nulle. 

Nous pouvons donc ~tre assur& que, dans toute question oC~ interviendraient en- 
semble la pattie r&lle et la partie imaginaire de ~--~, ces deux fonctions harmoniques 
&ant assujetties A ~tre unit'ormes, c'est-O~-dire dans presqu" to,tes les applications d la 
Pbysiq.e matbdm,ztiqne, la condition ( 2 2 )  sera une n&essit~ du probl&ne. 

Quoiqu'il en soit, il est toujours facile de s'en dd, barrasser. Supposons en effet 
qu'elle ne soit pas v&ifi& d'elle-mSme, et posons, a &ant une constante, 

2 = a  =  '(0)d0 - a , ( 0 ) d 0  
I �9 0 

OU 

. ( 0 ) d 0  = [ T ( 0 )  - -   ]J0. 
It  

Nous savons alors &fire une fonction de Z, correspondant aux donn&s 0(0)  et W(O) - -  a 

sur les fronfi~res, A savoir 

~1 = - r  \ 7 ~ l o g  d O - -  [*V(0)--a][~ i ,~ log  z . . . .  0 dO. 

On %rifle ensuite bien ais~ment que la partie r&lle de la fonction de z suivante 

ito log~ _ a Z. 
~a --- a log q r~ to' log 

prend sur les deux circonf&ences fronti6res les valeurs constantes o (fronti;ere extb- 
rieure) e t a  (fronti~re int~rieure). Donc la somme 

aura pour partie r&lle une fonction harmonique prenant cette fois sur les frontibres 
les valeurs donn6es O(0)  et ~'(0). La restriction (22) a done disparu. 

Observons que la fonction ~,2 qu'on vient d'~crire n'est plus une fonction uniforme 
de Z dans le domaine annulaire; mais sa partie rdelle est uniforme. 

On peut 6crire l'expression d~finitive de ~,~ sous une forme plus sym&rique. Re- 
marquons d'abord que le coefficient de a dans l i  est 

i~  ~" ~ ~_O~dO ~ - /  ~3 (7-~/~ l~ a~ - 
ou 6videmment 

i log % ~ - l o g ~ - - 2 c o  

% ~ log Z 
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Or on a [TANNER'*' et MOL~, loc. cit. 4), form. XlI] 

~" l o g z ~ 2 t o  = e  ;~ "r logz. , 

donc 

r ~ j  ~ ,.,~ , ~  log 

et il vient pour fl: 
; . , [  '~= (~ 

u = - -  ,t, (0) ~ log 

Z ~  0 d O - -  �9 i ~ l ~  ; 

~ 0 d O -  ~V(0)[, l ogz  - -  0 dO 

+ i ~  [,r' (0) - -  ,l, (0)] d 0 - -  - - -  log ~ + - -  - -  log v - -  o, 
~{O ~ l ~  

ou encore 

~ io) o 0 io~ I i'~o, 1 
,.., = 0 ( 0 )  ~ r ~  ~ l o g ~ -  W . + i ~  ~ o;, ~ l o g ~ +  ~ . 1  

(2s) 
/o r - -  ~g(0) 7 [ ,  ~ r ( l o g z - -  O _ ~  o,' i~ l o g < +  =~-j 

Cette formule r&oudra le probl&ne de D~mm.ET dans le cas g6n&al. 
II est clair qu'en y supprimant une constante imaginaire pure, 

,(0)d0 -- ,~,(0)d0 , 2 

la fonction restante 

~ = 7~.]o 7~ log z - -  -- 
(26) i~,c~= [ (o, 

~ j o  ~,-(0) ~ ~ log ~ - - -  

rdsoudra aussi bien le m~me probl~me. 

c~ 0) ~t- ( -I  7v 2co' i,-: ~ ) l ~  

~~ 0 ) + (  I "~ ) l o g ~ l d 0  

4. H o m o g d n d i t d  d e s  f o r m u l e s .  

Les p&iodes des fonctions elliptiques que nous avons introduites, n'ont ~t~ d~fi- 
nies qu'~t un facteur pr~s. II est facile de v&ifier que dans les formules finales (24)  , 

(25)  , (26)  les p&iodes n'interviennent effectivement que par leur rapport. Cela r&ulte 
imm~diatement des formules d'homog~n~it~ [TANNESY et MonK, loc. tit. 4), form. III] 

L(ul~ ,o ,  xo/)= ~ -~  I,% ~' , 
qui montrent que les produits 

co~ o log z ~ 3 

ne changent pas quand les p6riodes sont multipli&s par ),. 
Rien n'emp&herait de simplifier 14ghrement l'&riture, en supposant 
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on aurait alors 
~,' : -- i log q. 

Y-a-t'il besoin d'ajouter qu'on peut dans les formules faire disparaitre [; au profit 
de [ en utilisant la relation 

,~ = ~ (,~ + ~,') _ .~, '~'3 

Avant de chercher 'a. pr&iser la validiff: des formules gCn&ales que nous venons 

d'obtenir, observons qu'elles ne sauraient 6tre appliqu~es sur les fronti6res, sans pr~- 

caution. Si nous nous rappelons que dans la fonction ~.~' tous les points de subdivision 
sur ces fronti6res &talent des poiuts singuliers, il faut nous attendre A ce que ces fron- 

ti&res soient, au moins en apparence, des lignes singuli~res. Et encore qu'i[ soit bien ',i 

pr6voir que la partie r&lle de ~.-~ prend aux limitcs les valeurs , l , (0)et  W(0), cela n'est 

pas en &idence sur nos formules actuclles. C'est kt urt inconv6nient qui va disparaitre 

par la transformation qu'on va fake, transformation que notre construction par passage 
~t la limite rend toute naturelle. 

Nous rechercherons d'abord la valeur de la fonction &.~ sur les fronti&res. 

Nous allons op6rer sur la fonction ~ donn& par la formule (24) ; et il est clair 
que pour obtenir les r&ultats correspondant aux formules (25) ou (26), il suffira de 
r6tab[ir au second membre le terme en log z 

) [fo /o ] i,, , ~ log< , o ( ~ ) d 0 - -  ,~(0) d0 

et le terme constant 

i, o,[fo-, 0 fo 0 ] 7~ 2 

ce dernier pour la formule (25) seulement. 

5, V a l e u r s  de ~-~ s u r  les  c i r confdrences  l imi tes .  

I. Reprenons notre fonction ~'  dont P. provient; et faisons-y d'abord 

z 6tant pour le moment diff6rent des arguments des points de subdivision sur la cir- 

conf&ence ext&ieure. Alors la partie r~elie de &.)' devient LSvidemment bgale ~t l'une des 

constantes %; cherchons sa partie imaginaire. On volt de suite, en la d&signant par 

i U', qu'on peut &fire 

I U'---- =- ~Iog 

~" Up log 

( 2 7 )  

>) - -  ~ - - 0 p +  



LE PROBLI~ME DE DIRICHLET DANS UNE AIRE ANNULAIRE. l ~ I  

On voit que, quand on passera ~t la limite, la seconde pattie de U' ne soul&'era aucune 

difficult6, et donnera naissance ~'t l'expression 

fo ~- ~v ( o )  ~ - (~ - o)  ~ o; 2 

mais dans la premi6re pattie un logarithme deviendra infini, et les choscs n'apparais- 

sent plus si simplement. 
Mais on a certainement le droit d'&rire, en supposan b pour fixcr les id~es~ que le 

premier point de subdivision air un argument nul, 

Y ~p log 
P 

+ ,1~ (~) log 

= Z G  - -  �9 (,-)] l og  
? 

{0 
-7-. (~ - -  2 ~,) 

60 
0 " - - $  

, - -  , - - 0 e +  

et sous cette forme la limite apparalt toute seule. En observant qu'on a 

on peut 6crire 

oJ g " - "  g ~ - -  g~ 

lira S- % log 
t' 

et, en appelant U la limite de U': 

~ (.~ - O) 
dO ~ ,t,(o) - �9 (~)] o, 

- - ( - :  - 0) 

+ 2-,, o, - -~ ' I ' (O 

( ~ 8 )  

_ _ _ _  ~ _ _ _  * ( ~ )  

I CO f o  =~ CO ~-~ ~ , (o )~  - - ( ~  - o ) d o .  

2. Voyons maintenant ce qui se passe pour la circonf6rence int&ieure. Posons 

iEl z = q e , ou l o g ~ =  i o~ + i q , 

~ &ant pour l'instaut diff&ent des arguments des points de subdivision de cette cir- 
conf&ence; la partie r6elle de ia est alors l'un des }e; appelons iV'  sa pattie imagi- 
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naire. On a 

(29) 

V, = - -  __  
I 
- ~ ~ % log 

+ 
G ca) {'J~l + 

3 L . ~ - ( ~ ' - - % +  2 I + 

c'est-ii-dirc, par un calcul semblablc ~t celui du ~ 3 du Chap. I. 

(30) 

V ' - -  I_ y ~  log 
~v -7- p 

6" 3 

~ - -  S t - -  
7~ 

A la notation pr}s, c'est le m~me r&ultat que nous avions il y a un instant pour U' 

et la limite V pourra s'&rire, sans calculs suppl~mentaires, 

(3:) 

0} L 2~ 0 ( 0 ) ~ 3 - ~ ( r  ' - -  0)d0 - -  -- 

2"r o~ ( + 

~T ~o 2~ (') [ ,~ , (0)- , r (~  3] r. 7 ( . ~ , -  0)d~J 

I - -  I[" ( s  

6. Transformation de ~. 

Ce quc nous venons de dire nous ambne tout naturellement i penser que si dans 

la formule (24) nous introduisions les diff&ences q , ( 0 ) -  q~(a) et W ( 0 ) -  W ( a )  :t 

la place de ,I,(0) et de q'(0), cette formule deviendrait valable dans notre couronne 

circulaire, y compris les points : -  e ;~ et Z = q e'~' des frontihres: points off, pour 
l'instant~ les valeurs respectives des fonctions q, et q~ sont suppos6es bien d&ermin&s 

et finies. Nous allons faire voir que cette vue est exacte, et nous en profiterons gram 

dement par la suite. 
Supposant pour le moment Z intb'ieur "a la couronne, &rivons 

terme de la formule (24) 

ainsi le premier 

%~ do [ *  (0) - ,  (~)] ~ log:  - -  - ) L": i ~ , i , ( 0  r ~ ~ 0 d 0 + ~ r  ~ - 4 1 o g z - - -  c,~ 0)d0.  
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On a 

puis 

en sorte que 

~o log Z - -  - -  
~7 

(~ ) ~ 7 7 = l o g z - -  2~ 
co 0 d 0 - -  log 
" ) log a~ 

r l og~- -2~o  = - - e  "~'~ "~ loga~ , 

log ,; ( / - ~ s  2o)) 

et que la premiere partie de la formule (24) peut s'&rire sous la forme 

i~o ~'== (,o, ~-~-0' n t 2 i ~  (log Z,. ) 
(32) ~ ' J o  [*  (O)-- q, (O)] ~. /rT= l ~  r. ) d O + * ( ~ ) .  - t ~  i~v ' 

parfaitement ,Squivalente ~ la forme primitive, rant que le point Zest  int6rieur au do- 
maine. 

Prcnons ensuite la seconde partie de la m4me formule; on peut 6videmment l'6crire 

�9 ~=[W(O)--WO,)]~  .7-__~ ~_ ) fo~= (o~  o, ) r~-.u" ( ( ,, logz-- -0 dO-- ~-~i~ ~I"(, ) [3 -~-n l ~  dO. 

Mais on a 

~ - l o g  z - -  20~ 
to ~3 ~ = l o g z  o~ 0 d 0 - - l o g  

% ~ l o g z  

avec 

a3(771ogz  _ ) -,,,.(~'rog~-~) i@log z 

I[ vient done pour cette seconde pattie l'expression 

, ~,, c.~ 0 d 0 (3 , )  i t 'A ' V ( O ) -  Y'(.,,)]~ 
"/'~= 

~quivalente, dans le domaine, ,'t la forme primitive. 
Ceci nous donne pour '..~ la formule suivante 

2r, ioJ . ~ 

u,~ - t,~ 2it, co . - l lo~z 
a= V I  [,(0)-,(+)]q tog --- 0 - ,  = , ~ \ it: 

(34) 
f2,~[ t ) 2it'' " "tl~ \ �9 " 1 '" log z -  J-" 0 dO . . . . .  q'(s ] 1 - -  - - I |  ~ o "  W(0)--Wff.)]:,  i= �9 ~. = " " \  i,~ / ' 

s)  Au suiet de la d&ermina t ion  du mult iple  de i =  qui f igure au second  m e m b r e  de cette fornmle ,  

voir : "I'.xssuRv et MOLK, IOC. cit. 4), tome III, pages t6o et svivantes. 
Rend�9 Cir~. Mater,*, Palermo, t. XXXIII 0 o sem. I9x2 ). --Stampato il 6 febbrajo x9~z. ao 
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qui garde un sens jusqu'aux points z . -  e ~ et z = q e ~'' des fronti~res. A l'int&ieur de 
la couronne, elie ~quivaut A (24). 

Je dis que la pattie r&lle de ~, d6finie par cette formule, prend les valeurs ~ ,0 )  
et u~ , ( e )  aux deux points susdits. 

Cela est 6vident pour le premier, car, si l'on fait dans (34) ~ = e;', tous les termes 
deviennent imaginaires pures, ~i part le terme ,I, 0) .  

Faisons maintenant ~ - - q  e;% Alors ~ ( /~-  l o g .  ~ --c~ devient 

et ~.j logK 

fl devient donc 

/ [ to ] 2 i't~ to ~ (r (_~_ __ I 
i,~ = *  --*0)] to , 
~ [ (o) ~ - 0 , - o ) + - ~ '  , ,  +o , , _~  

ito/*'~[F ~t," (0) - -  qr ( s  --~"* (e - -  0)-3F.6' dO 2 i ~ ~~ II" ( - : ) ~  - -  i - - { - - -  

dont la partie r6elle est 

ito ~ ' / = [ a , ( o ) ~  - , ( , ) ] d O  + ,t '0)  -~ 2i~ to' a ' ( ' - ) ~ .  

i ,0 .~' / '=[ ,r  (o) - ~,'(~,)]d0 - -  -2i~ to',~,'(,,), 

c'estdt-dire, en tenant compte de (22), 

a,(~)  ~ +  7 ( .  t o ' - ~  - ~ - 

quantit~ dgale ~l 

cause de la relation classique 

~qO)' - -  ~'r --- - -  . 
2 

Voyons maintenant les parties imagiuaires attx m~mes points. Pour ~[--e ~* on re- 

trouve de suite comme coefficient de i: 

~ f = [  ~ (~ - O)dO + a, (0) - -  ,I, 0 ) ]  ~ ~ -  

fo = 
~ [ ,v(o)  - ~,r~ ~1: ~ r o  - -  o)do - -  - -  
"K- 

2 ~  tD(g I 

TC 

�9 t t i ~  z et on s'assure bien alsement que cette quantit~ est egale ~i U. De in,me, pour z ~ q e  , 

le coefficient de i devient ~gal ~ V. Ce fair n'est d'ailleurs den moins que surprenant, 
d'apr~s la maniSre m~.me dont nous avons op&& 
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De tout ceci r6sulte que, lorsque nous nous serons assur6s--et ce sera le but du 

Chapitre suivant m Si la fonctiou .q, dgefinie par (24) ou (34) est une fonction r6gu- 
lihre, et continue dans le domaine jusql~'au.v points e ;~ et q e ~,, il en r&ultera que la 
partie r6elle de a sera une fonction harmonique r6gulihre dans l'aire consid&& et qui 
tendra vers une des valeurs donn4es iorsque le point (x, y) tendra vers le point cor- 

respondant des fronti~res. 
Le probl~me de DIRICHLET sera alors r&olu, et la validit6 de nos formules com- 

plStement assur&. De plus, en vue des applications, il sera bon de remarquer que de 

la continuit8 d~montr& r&ulte que les singularit~s (apparentes) pr&ent~es par la for- 
mule (24) disparaissent d'elles-m~mes quand les integrations ont ~t~ effectu}es, si, bien 
entendu, le r&ultat obtenu est continu jusqu'aux fronti~res. Cette remarque permet, dans 

la plupart des applications, de ne recourir qu'i la formule (24). 
Faisons encore une observation. Dans la formule (24)une  seule des deux parties 

du second membre pr~sente une singularit~ sue la frontiSre ext&ieure, A savoir la pre- 
mibre pattie; et seule la seconde partie sur la frontiSre int'rieure. II suit immSdiatement 
de IA qu'au lieu de l'expression (34) on pourrait se contenter d'utiliser les formules 

suivantes : 
au voisinage de la frontiSre ext&ieure: 

, go 
(35) 2i~<o @(r ) io, / c':~ (co co ) 

+ ~v \ ir~ I --Vjo ~ l o g a :  -~ r dO 

et au vo~sinage de la fronti6re int&ieure: 

t ~.! - -  icox_q_,j o / ~ +  (0) : (io~_~ log < __ _~._ 0) d 0 
(36 ) 

- - 7  [IF(rJ)--W(L)]~ , ~ - logaL-- -  ft d@ 2i~C~ - - I  . 

I I I .  

CONTINUITI~ DE LA FONCTION ~. 

I. Confinuitd h l'intdHeur du domaine. 

I. Nous allons &udier dans ce Chapitre, les circonstances dans lesquelles la fonc- 
tion ~..~ est continue dans notre domaine annulaire; en entendant par h~, au voisinage 
des f,'onti~res, que nous chercherons A savoir si la pattie r~elle tend vers @(~-) ou 
vers ~'(~,) quand on s'approche de l'un des points Zo--e l '  ou 4 '0 - -q  ei~` par un 
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chemin non tangent ~ la circonf'rence correspondante, et si 1-~ p trtie imaginaire reste 
continqe dans les m&nes conditions. Nous 6tudierons ensuite la continuity5, s'il 3' a lieu, 
sur les fronti~res elles-m&nes. 

II nous faudra, bien entendu, faire sur les fonctions O(0) et W(0)quelque hypo- 
th&se. II sera toujours suppos" qu'elles sont sommables en wdeur absolue, au sens de 

LUUESGUe. En outre, ces deux fonctions, qui peuvent dtre consid&'&s comme d6finies 
dans tout intervalle, :t condition de leur attribuer la p&iode 2~, seront d'abord, dans 
ce qui suit, supposd.es satisi'aire ~'t une condition de LtesCmTZ. C'est cette hypoth~se, tr~s 
g6n6rale comme on sait, que j'ai choisie tout d'abord, car c'est elle qui permet de 
mettre le plus facilement en &vidence en ,d,ae temps les propri&(,s de la partie r6elle 
et de la partie imaginaire de ~ ;  et cela est important pour les applications ~. la Physique 
math6matique. 

Je montre plus loin en quelques roots, Apropos  de la partie r~elle de -q, que la 
continuit~ ~. la LleSCHITZ n'est pas du tout une hypothbse n&essaire ,'i la validit& des 
r6sultats. 

Enfin j'~:tudie ce qui se passe lorsque les fonctions O(0)  ou It,'(0) pr,Ssentent des 

discontinuit&, soit que l'une d'elles passe brusquement d'une valeur finie ~'l une autre 
valeur finie, soit qu'elle devienne infinie, en changeant ou non de signe. 

Nous aurons soin de remarquer que, une sbnple transformation de la forme 

_ q 
~-, - -  - 2 -  

% 

permettant d'intervertir le r61e des dcux frontib.res, il sera petrols, pour ce qui con- 
cerne les fronti~res, de ne s'occuper que de la fronti&e ext&ieure; tout ce que nous 
obtiendrons relativement :l celle-ci se transportera imm~diatement, nmtatis nmtandis, ~. 
l'autre, en vertu de la susdite remarque. 

2. On volt tout d'abord d'une fagon &,idente, qu'en supposant ,b (0) et ~1"(0) abso- 
lument sommables, la continuit+ de la fonction t.~, qu'on peut prendre ici sous la forme 

-;) (24) , est assur& a l'inte'rieur du domaine. Ce fait r~sulte de ce que { } ~ l o g  z - -  0 

et [ , ( .~  logz ~ O~ sont alors des fonctions continues de Z. 
] 

2.  C o n t i n u i t 6  a u  v o i s i n a g e  d ' u n e  f r o n t i ~ r e .  

I. t~tudions maintenant ce qui se passe au voisinage de la fronti~re [Zl = i. 
Soit e ~ un point de cette fronti~re, 06 la fonction O(0)  ait une valeur bien d&er- 

min& O(~), au voisinage de laquelie nous admettrons simplement qu'elle satisfasse '.l 
une condition de LwscmTz; c'estd-dire que, pour 0 voisin de ~, on pourra &rire 

(37) I * (  0 ) -  a '(~)l  < XIO - -  ~l c, 

), et c &ant deux constantes positives. 
Nous prendrons la sous la forme (35), et nous nous d&arrasserons tout de suite 
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de la portion 

J~ r i o  

qui est une fonction de `2 visiblement continue au voisinage de e i~, ce point y compris, 
et dont la partie r&lle tend par suite vers z~ro quand 2̀ tend vers ce point. 

I[ reste done ~t s'occuper seulement, en n~gIigeant un terme constant et un terme 

en log~, ~videmment continu, et en faisant abstraction d'un facteur c o n s t a n t , -  de l'ex- 

pression suivante 

( 3 s )  , 4 ( 0  = , ( 0 )  - ~  tog`2 = 

dont il s'agit de montrer la continuit6. 
Posons 

,7 o __-. gi~ 

et 
Z. - -  P e~" (log `2 = log ? -a t- i 7) ; 

logp et 7 - -  " seront voisins de z&o, en m~nae temps que ,2 tendra vers L,. 
Comme on a 

t~o 2~ (0 A (Zo) = [@ (0) - -  @ (*-)] ~ ~ -  (~ - -  O) d O, 

tout revient ~t faire voir que la diff6rence 

tend vers z6ro avec ]log p i e r  I - l ' - -~ ] .  
2. A cet effet, sur la circonf6rcnce fronti}re, autour du point Zo isolons un petit 

arc a b de longueur 2k, et avant ce point Zo pour milieu. Et soient jr l ' et jr, les deux 
portions de l'int6grale jr relatives "t l'arc a b e t  au reste de la circonf&ence. 

La longueur 2k de l'arc a b t}tant suppo:;&e f i x & e , -  et la valeur qu'il faudra lui 
donner r&ultera de ce qui va su iv re - - i [  est clair que ] log? l e t  ] ' ( ~ r  pourront &tre 
choisis assez petits pour que, queI que soit 0 correspondant & un point ext6rieur ~t l'arc 
a b, la diff&rence 

soit plus petite qu'un nombre positif quelconque ft. donn& d'avance; et par suite, @(0) 
&ant absolument sommable, ]jr,[ pourra &re rendu plus petit que tout nombre 
donn6 d'avance. 

to to 
Passons ~t jr, t," On sait qu'on peut &rire, ~ ( T  - -  0) - -  t~176 et --~-(r - -  0) 

&ant petits en module:  

I to o~i 1 l ,-7- (7 - -  O) - -  - -  log ? = 
to 

T ( 7 - -  0 - -  logp) 

- 0) _ _ 0)  + g ' '  

+ H, 
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H et H &ant des quantit& de l'ordre de grandeur de [ - / - - 0 -  log,013 et I e - - 0 [  3 

respectivement; H tenda,t  du reste vers H lorsque log? et 7 -  ~ tendent vers z&o. 

De l:i r&ulte que, quelle que soit d'ailleurs la longucur de a b, suppos& cependant 

petite, on petit choisir l log el et I 0 - - r  suffisamment petits pour assurer l'in6galit6 

I I',~ = [ [r (0) - -  a, (~)] (H - -  H )  d 0 < a. 

8' I1 n'y a done plus en r6alit6 ~ s'occuper que de 

L (.[ I I ) 
" - -  ' ~  [,I, (0) - -  ,~, (.,)] L 0 - - / l o g  ? J ' " ' - -  o~ , - - 0  dO 

" - - - - - -  F r  Y -{- i l~  
J.,~ o,~: d,,, [4, (0) - ,i, (~)] (y - 0 - -  i log ?) (~ - 0) d 0. 

La fonction 4, satisfaisant par hypoth6se "t la condition (37), on a de suite Pin6- 

OH 

galit6 

l Y'o',, [ < >, y-,~ f~  

Consid4rons ',t part la quantit6 

- -  7 q- i log? f 1/( ~ -- ,r nt - (log ~)2 
P - -  0 - - -  "~,-ff/log? , - -1 / (0  . - ~ ) 2  _{_.(t0g~)2 

et voyons si nous ne pourrions pas trouver pour cette quantit6 une limite sup&ieure, 

lorsque l'on suppose que le point < - - - ? e  iv tend vers le point < o -  ei~ en suivant un 

chemin qui n'arrive pas ~ Ia frontiere tangentiellement ~ celle-ci. Z &ant un point voi- 

sin de <o sur le chemin en question, d&ignons par Z l'angle (qu'on peut supposer 

entre o et ~ - )  du vecteur <G avec la circonf~rence de rayon I. 

Nous voyons tout d'abord imm6diatement que, si l'angle Z restait constamment 

6gal ",t ~ - ,  c'est-~t-dire si le point < tendait vers G en restant sur le rayon, on aurait 

constamment g = ~ et, par suite, quel que soit 0, 

I P I Z ~ .  

Supposons maintenant Z ~ -~-; la g~om&rie ~16mentaire nous donne alors l'6galit6 

cos  Z - -  cos  (y  - -  -, - -  X) 

en admettant, pour fixer les idles, que y soit plus grand que ~. On conclut de kt 

COS ~ I 
cos (y  - -  0 cos z + sin ( ;  - ~) sin Z - -  r  - -  ~) + sin ( y  - -  ~) tg Z" 

Observons maintenant que, lorsque ~ tend vers ~ comme il a &6 dit, l'angle Z ne 

devient jama[s nul, et qu'il reste sup&ieur ~. un hombre positif non nul Z'. II en r6- 
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ment petit pour que le module de 

tg ('( ~ ~) tg Z 

reste toujours inf&ieur ',t i. On  est alors en droit d '&rire:  

I [I --I-- tg (y - -  ~) tg 7.] - '  - -  I [I - -  tg (7 Z) tg n t- "] 
P = c o s ( ~  - ~) - ~ o s ( , r  - ~) - z " 

puis : 

log p = - - l o g  cos ( y - -  -:) -lt- log [I - -  tg ( ' ( - -  ~) tg Z nL ...] - - - - -  tg (y - -  ~) tg 7 -1t-K( ' / - -  ~-) -" 
= - -  @ - - ~ ) t g z  n L L ( ' / - - - ' )  ~ , 

off K et L sont des quantit~s restant finies au voisinage de r,o. Done on a, L tStant 

~:galement fini, 
P = 1/(y _ ~)2 nt - (7 - -  ~)' tg' Z -~- L (T - -  e)' 

1/@ - -  0) i @ ( 7 -  ~)2 tg= Z -[- L (-( - -  ~)' 

expression qui diff&rera tr&s peu de 

1/('( - -  a)2 -~- (Y - -  ~)* tg * Z 

i/('( ~ ) ~  @ ('1' -- ~)= tg*7. 

dont le maximum, pour 0 variable, est 6videmment 

I/i q-- tg* 7. I 

l/tg ~ 7. sm 7. 

En consequence, on peut, en d~.signant par M un hombre positif un peu plus 
I 

grand que Siiaz, supposer le point Z suflqsamment voisin de Zo sur le chemin qui 

aboutit ~t ce point, pour que l'on ait constamment l'in~galit6 

I P I < M .  
f !  Revenant alors ~i L~., nous voyons que 

M ) , ~  F dO r~ l "'+k dO 
I J ; ; I  

Z ,  [ ~ =  ~l~=~ = M x  . . . .  ~ A _ ~  10 - -  ~ I ' -~ '  
c'est-,-t-dire 

IJ'o'~l < 2 U k - - ~ -  f,~-k dO 1'-' 
co do  l 0 - -  ~ 

ou enfin 
'N /~c 

I J',;. ] < 2 M ) , - -  - - ,  

O~ C 

Et puisque c est positif, il en r~sulte qu'on peut choisir une lois pour toutes la 

longueur 2k de l'arc ab, de mani~re que Yon ait l'in~galit~ 

[J"] ~a.  
I1 en r/~sulte enfin, d'a.pr~s tout ce qui pr&bde, que le choix de I ' l -  ~1 et de 

~ '  O"  " r [log p I sera possible pour assurer lmb~,ahte 

(4 ~ I J[ < .  3 8. 
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J tend done vers z&o, et par suite A(Z) tend vers A(Zo) qnand Z tend vers Zo, 

et I-~(Z)tend vers L~(Zo). ~.~ est done continue jusqu'au point Zo de la fronti&e, y 
compris. 

3. C o n t i n u i t d  s u r  u n e  f ront i~re .  

I. Voyons maintenaut comment se comporte la fonction ~.~ sur la circonf,~re,ace 
fronti&e elle-m&ne, au voisiuage du m&ne point Z,, la fonction ,I~ &ant toujours sup- 

pos6e satisfaire h une condition tie LlPSCHITZ (37) en ce point et au voisinage. On 

salt dd'j.t comment se comporte la partie r&lle, qui est @(7) au point Z = e'r. Ouant 

la partie imaginaire, elle nous cst fournie par l'~quation (28)qui  donne le coefficient 

de i: 

O) f o  a~ v(~,) = ~ [ . ( 0 )  - .( .c)].r .-~ (;, - 0 ) d 0 , ,  
(4 I) 

- , v ( o ) ~ ,  7 - ( - , . -  0 )d0 .  "/V I 'l} ( ' ( )  - -  'K a * ]o  ' 

Je vais faire voir que U(7 ) tend vers U(-') lorsque 7 tend vers r ce qui assu- 
rcra la continuit6 de ~.1 sur la frontibre, au point consid~'r6. 

En n(,gligeant dans U une partie visibiement continue, et en n6gligeant aussi un 

facteur constant, nous avons ~l consid('rer la diffOrence 

M = [ ,  (0) - ,  (y)]  ~ - g  (.,, - o) - [ ,  (0) - ,  (~)] ~ " (~ _ o)  ~ o. 

Nous s~parerons cette int~grale en deux portions M,,~ et M', correspondant res- 
pcctivement ~t un petit arc a b de longueur 2k, ayant pour milieu le point e;', arc 

auquel le point e 'c, qui tend ve r se  ~, sera i n t b r i e u r , -  et au reste de la circonfdrence. 
Occupons-nous d'abord de M. , .  

On sait d'apr~s la thdorie de la fonction [, que, pour ]7 - -  0] et [~ ~ 0 ] petits, 

les produits 74f( 7 - -  0) - -  0) et - - ( ~  - -  0)[  (,. - -  0) sont voisins de I. On 

peut done tout d'abord restreindre la longueur 2k de l'arc ab, pour que, quel que soit 

0 correspondant .-tcet arc, on ait les in~galit6s 

(,J OJ 
~ -  (y - 0) :. 7 -  ('' - -  0) < 2, 

~ - -  0) ~. ~ - 0) < 2. 

En d6signant a[ors par ),' un nombre un peu plus grand quc lcs valeurs de ), au voi- 
sinage du point e", et par c' un nombre un peu plus petit que les valeurs de c, il 

vient de suite 

.. ~ 1 ; . _  01,_~, + , 
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d'ofl bien ais6ment 

[ M ,  [ < 4)" "no, - d  [ ( P k ) ' ' +  ka] - N k a '  

en d&ignant par N un hombre fixe. 
I1 est donc possible de choisir une valeur fixe 2 k pour l'arc a b, de teUe manihre 

que l'on ait 

&ant un nombre positif arbitraircment petic 
2. L'arc ab &ant ainsi fix6, il reste ~i s'occuper de M'. Or il est clair que l'on 

peut choisir [ , ( -  ~[ assez petit pour que, quel que soit le point e i~ it l 'ext&ieur de 
l'arc a b, on air 

(42) . g (7 - 0) - ~ - -  (~ - 0) < m, 

m d6signant un hombre arbitrairement petit. Puis, un calcul facile montre qu'on a 

�9 ) 
- - k  - -  2 o )  

- - -  - -  ~ 2 ~ 7 1  - -  I 

~co,,f. -a,, ~ " q ~ - -  - -"  k /  = 
\ ! 

et 

( v - '  + ~ ) -  ='o 

, , o , , t . -  ot, 7 ~  ( ' i  - -  O )  d 0 - -  - -  ---  log - -  - - 

2 ~ ' t q  
k 

- - - - ' - 3 r - ' ~ ' 7 ~ )  - -  --co~ log 

On pcut donc &rire M' sous la forme 

~ - ( k  + - ~ - , )  

+ ~ =~, ' (-~) * (v) ]  - -~ ~ - ~ ) *  (~) T, 

~, - - - ( k  + ;, - 9 
+ - ~ r (,~,) log 

_ (~ - - ~ ,  + , )  

La premihre int,~grale, ~t cause de (4 2) et du fait que d~ est absolument int6grable, 
pourra &re rendue aussi petite que l'on vcut (par exemple, plus petite que ,~); et la 
partie restante de M' 6galement, car rile tend vers z&o avec ['f---~] d'une faqon trop 
6vidente pour y insister. 

De tout quoi r6sulte 
[MI << 3~, 

d ' o C z  la . . . .  contmmte annoncce. 
Rend. Circ. Matem. Palermo, t. X X X l l l  (z ~ sere. i gx2) . - -S tampa to  it 9 febbrajo ~9~2. 2i 
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4. Cas off. la fonct ion �9 dev ient  discont inue.  

I. Supposons d'abord qu'au point ~o--e: ' ,  la fonction r  devienne discontinue, 
en sautant brusquement d'une valeur fiuie ,1~(~-  o) :l une valeur 6galement finic 
,t,(e + o) lorsque 0 traverse en croissant la valeur ~. Ce cas est extr,3nlement facile "t 
61ucider, en utilisant un proc6d6 d6j:~, indiqu4 par SCHWARZ ,'t propos de la formule 
de PolssoN. 

Consid6rons la fonction 

. . . . . .  ._ ) ' - - Y ,  i~ log(z~-- L)---- 2,I log[(X_Xo)2(),_yo)~] + a r C t g x - ~  Xo 

qui est r6gulibre et bien d6termin~e dans la couronne, d~s qu'on a choisi en un point 
particulier la d~termination qu'on prend pour le logarithme. La pattie r~elle de cette 
fonction prend sur la circonf&ence de rayon I une suite de valeurs continue partout 
saul au point ~o pour lequel il y a uu saut brusque ~gal ~ ~. Par suite la fonction 

a (~) + ,t, (~ + o) - ,1, (~ - o) 
i = log (Z - -  a~o) 

pourra tetre consid&& comme construite ,4. l'aide des formules du pr&~dent chapitre, 
avec une fonction ~I, n'ayant en Zo aucune discontinuit& De 13., par un raisonnement 
bien 616mentaire, nous concluons que la partie imaginaire de ~ devient infinie au point 
consid&~, quel que soit le chemin suivi dans la couronne, par le point Z. tendant vers 
%. Quant 5 la partie r&lle, en d+signant par "r l'angle sous lequel ce chemin (suppos~ 
dou~ d'une tangente) coupe la fronti}re, elle tend vers 

a, (~ + o) - a, (~ - -  o ) ~  
a, (~ - -  o)  + - -  

et par suite elle pourra prendre toutes les valeurs interm~:diaires ~t ~,(~--o) et r  
en particulier elle prendra la valeur 

-~ [ . ( ~  - o)  + a,(~ + o)]  

si l 'on arrive en ~ en suivant le rayon qui y aboutit. 
2. Nous allons maintenant ~tudier ee qui se passe lorsque r  devient infini 

pour % = e;~; ~t cet effet nous ~tudierons sp&ialement la pattie r~elle de 12, et plus 
particuli6rement la portion de cette partie r&lle qui provient de l'int~grale effectu~e 
sur la circonf&ence ext&ieure (la portion restante, provenant de la fronti~re int~rieure, 
tendant vers z&o, connne on l'a d~:j~ vu, si z = ~e ~" s'approche de ~) .  La portion 
envisag~e est alors la suivante, provenant de la formule (24) , 

i~o C~'~ ~ (co ~ O) dO, P (?, y) = partie rg:elle de ~ v  J o  (0) [ ~ log Z 

d'o~ 
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__li~[~ -- ~- log ?]-- 

Observons qu'on peut 6trite le coefficient de ~1, (0) sous le signe f ,  de la fa~/on suivante : 

~ log ? - -  
--~ (:, - 0) + ~ log 

i i l  2~ log 
-~ (T - -  0) _ -<-,=~ log co (T - -  0)' + (log 8) 2. 

! i [  (T - -  O) + i~, log? - -  co I 

(44) 
] 

i :  ~ - ( v - 0 ) - = -  ~ logp - ~ 
- ' = -~ (v - ~ - -  ~ log 

7v i ~  

reste une fonction continue, toujours finie, de y - -  0 et log ?, qui s'annule pour log ? - -  o 

t~O h2~ quel que soit O: de 1t, et du fait que l'int6grale IqJ(O)fdO est finie, on conclut 

que le module de la partie correspondante ~t (44) dans P, devient aussi petit que l'on 
veut lorsque 0 tend vers I. La contribution de la quantit6 (44) tend donc vers z&o, 
et nous avons le droit d'&rire, quand ;4 est voisin de G: 

I f2= ,,log~, , ~ d 0 q -  une quantit~quitend versz6ro. (4s) P(P, ~ ' )=-  ,~ Jo a'(~ t u o g  ~) 

I1 est alors facile de d~montrer en toute rigueur ce fait bien ais6 .,i pr6voir: que 
la valeur de P(t~, T) quand ;4 est voisin de G,, ne d6pend que des valeurs de @(0) le 
long d'un arc a b de la fronti6re, comprenant le point Zo, et d'ailleurs arbitrairement 
petit. 

Appelons en effet C la circonf&ence totale diminu6e de rarc ab; la contribution 
de C ii l'int6grale qui figure dans la derni6re expression de P, est 

i ~ log ? 0. 
(46) ~: , ~ @ (0) (T - -  O) ~ + (log ?)~ d 

Or, le point ? e ~v tendant ve r se  ~' int&ieur ~ a b, le module de F -  0 rink par rester 
sup6rieur ',l un hombre fixe f ,  et alors le module de (46) est inf&ieur ~t 

[= x ] l ~  PI I( i , (0) ld0,  
ff~' t o 

quantit6 qui tend vers z4ro avec log ?. D'o6 le th6or6me annonc6. 
3. Ceci pos6, supposons que pour ;4o--e~, * ( 0 )  devienne infini sans changer de 

signe, en restant positive par exemple, de sorte que (I,(0) serait continue pour 0 = ~, 
fi condition de lui donner la valeur n t- oo en ce point. Je dis qu'alors la partie r6elle 
de f~ tend vers + oo quand ;4 - -P  e ;v tend vers Zo. 

Quel que soit 0, la quantit6 
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D'apr~s ce qui pr&~de, il suffit de s'occuper de P, ct m&ne seulement tie 

(47) P ' - -  ~ . ~ ' l '  (0) ( . / _  0~~ p)~ d 0, 

qui en diff6re infiniment peu. 

Cette expression P' est &idemment positive. Puts, M &ant un nonlbre positif ar- 

bitrairement grand, on pout d&erminer dans a b un arc int&ieur a 'b '  comprenant le 

point Zo, et dans lequel ~1~(0) soit constalnment plus grand que M. Alors il viendra 

I ~1,r _ _!og, p dO D -  - - a r c t g  1o~0 " " 
,,,,, , , ( y -  0y + Oog o ,  / o , , , ,  

( O - -  7 '/ est finie et non nulle (voisine de~. d'ailleul"s)d6s Or la quantit6 \ - -  arc tg -log p ,,,,~., 

que K est assez voisin de Z,o pour que le rayon qui va du centre de [a couronne au 

point K, perce la circonf6rence ~t l'int&ieur de a 'b ' .  
De l~t rhsulte que 

[ ,I,r - -  log~ _ dO 
d,,,,, " ' (v - -  07 + (log 

d6passe toute quantit4 donn& d'avanc% et par suite il en est a fortiori de m&ne de 

P', qui lui est &idemment sup&icur. 

Done la partie rC'elle de R devient bien 6gale fi q-co. 

4" Supposons maintenant que ~1,(0) devienne itqinie en changeant de si~*ne, quand 

0 traverse la wtieur ~. Je dis que Ia pattie r&lle de q peut tendre vers route val. ur 
arbitrairement choisie entre -+-co et - -oa .  

II suflit encore de considdrer l'expression P'. Or, par le point Z menons la corde 
a " b "  perpendiculaire au rayon Z. Si ~. est assez voisin de Zo, l'arc a " b "  sera int~- 
rieur ~i a b. 

l o g  p 
Aiors, si l'arc a " b "  ne contient pas le poiut Zo, la quantitY: ( 7 - - 0 )  a -]-([0g))i ,  

aura un d~mominateur dont la limite inf&ieure ne sera pas nulte lorsque le point e j 

d&rira la pattie de a b ilOll comrnune avec a " b " ;  la partie de i'int~grale P' corres- 
pondante restera par suite finie. Si alors ['arc a " b "  se trouve du cdt~ de ~.o off. la 

fonctiou q~(0) est positive, on volt, par un raisonnement analogue '.t celui qu'on a fait 

il y a un instant, que la portion de P' relative ,'i a " b "  deviendra aussi infiniment 
tO .  , grande positive; et de m~rne si l'arc a " b "  se trouve du cdtd 06 ~ ( 0 )  est n%attve, la 

t o .  �9 portion correspondante deviendra infiui,nent grande n%ative. 

On peut done ~noncer imm~diate,nent le r6sultat suivant: d6crivons la circonf&ence 

S de diam&re O,1o; si le point Z. tend vers ;.o en restant dans la partie de la couronne 

circulaire, comprise entre la circonf&ence de rayon t et la circonf~rence S, la partie 

r&lle de 1.~ tendra vers -J- o~ ou vers - -  oo, selon qu'on arrive en Z,, du c6t6 off. ,1, (0) 

est positive ou n~gative. C'est 1,5. une gdndralisation immediate d'un r~sultat obtenu par 

IVl. P. FA'rou dans sa Th~se [Acta Mathematica, t. X X X  (I9o6),  pp. 335-4oo]. 

Maintenant on a ddmoutr,) que ~..~ &air continue dans la couroune. De kt il rdsulte 
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de suite, que si le point z. tend vers Zo en restant dans la circonf&ence S, la partie 
r&lle de ~.a pourra tendre vers une valeur quelconque donn& d'avance. 

/5. On ne peut donner des r~sultats aussi pr&is relativement ~t la partie imaginaire 
de ~a au voisinage des points off ia fonction ~ (~)  devient infinie. Cela tient au fond, 
ii ce que la valeur de cette partie imaginaire au voisinage d'un point d'une frontiere, 
d~:pend des valeurs que prennent les deux fonctions ~ ( 0 )  et ~k0)  en tous les points 
des deux fronti~res. 

On peut cependant affirmer sans nouveau calcul, qu'en un point Zo = e ~ off q~(0) 
devient infini, ie coefficient k2(ta, "f) de i dans ta devient certainement discontinu de 
quelque fa~;on sur la frontiere correspondante. En effet, il a ~t~ d~montr~ que, lorsque 
la partie r~elle de ~.~ ;:tait continue (',i la LIescmrz) en un point d'une frontiere, la 
partie imaginaire y ~:talt ausst continue; comme une simple multiplication par i interver- 
tit le r~el et l'imagiuaire ( / t u n  signe pres sans importance), nous en concluons que si 
(2 restait continu (:i la Liescmxz tout au moins) sur la frontiere, ia fonction q~(.0) 
n'aurait aucune discontinuit~ au point consider0; ce qui est contraire ~. l 'hypothese. 

Dans ce qui precede nous avons, pour d~moutrer la continuit~ de l.a aux frontic- 

res, suppos~ pour q,(0) ou IF(0) ia continuit6 ',i la LIPSCHn'Z au point correspondant. 
Les r~suitats obtenus sont largcment assez g~n&aux pour les applications que j'ai en 
vue, et que j'ai d~j~. indiqu~cs partidlement aiileurs, ii ne serait pas maiaisd d'~tudier 
la fonction t2 dans des circonstances beaucoup plus iarges, notamment au cas off les 

fonctions m(0)  et tF(0) seraient seulement supposdes sommabies au sens de LEBESOUE, 

sans qu'une contliuon de LlPscHrrz sort cn mdme temps v~rifi,)e. 

J'aurai aiileurs l'occasion de revcnir sur ce poiut, et tie ddmontrer prochainement 
terrains rdsultats intdreasants reiatifs 'a la d&i~& normale de la fonction li (et notam- 
ment de sa partie rdelle) prise en un point d'une ffontiere. 

5. Retour  tt la continuite  pros  d'une fronti~re. 

Je veux cependant encore montrer  ici que l'hypoth~se de la continuitr ~i la Lm- 
SCmTZ peut ~tre facilement laiss~e de c6t8 si l 'on a simplement pour but de d~mon- 
trer que la partie r~eile de 12 tend vers tl~(e) quand le point a[-- iae  'v tend vers un 
point Z o - - e  '~ au voisinage duquei ~(6)) seralt suppos~e continue. 

En effet, on a vu pr~c,~demment qu'en appelant a b un petit arc comprenant le 
point z~, on pouvait ~crire, en nSgligeant une quantit~ tendant vers zSro: 

i L ~I, C O) CT log l~ d 0 --]- inf. petit (48)  v (p,,,9 = - 7 , - 0 )  + C og 

Nous voulons fake voir que cette quantit6 tend vers ,1,(~) si l'on suppose ~ (0 )con t i -  
nue pour 0 = .--. 

Observons d'abord qu'on a 

logp d0 [arc 0 ~  
~ (-,, 0) = + 0og ~)~ 
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Puis la g,~,om&rie ~16mentaire montre qu'on peut ecrite, en n6gligeant des quantit6s du 
second ordre en i - - ? ,  

0 - -  y --- - -  (I - -  p ) t g %  

l o g ~ = - - ( I  - -  ?) 

(? d~signe l'angle que le vecteur Z O fait avec le vecteur qui va du point Z au point d0). 
De ki r6sulte imm6diatement que l'int}grale 

log ? 

~, .  (Y - -  O) = + ( logey  

diff&re infiniment peu de [<?]~, laquelle quantit4 diff6re elle-m4me infiniment peu de - -  
quand le point Z est suffisamment voisin de ;4o. 

I[ est donc permis d'&rire, en n6gligeant une quantit6 qui tend vers z6ro avec 

[Z --  Zo [' ~, .  1.,f, [o (0) log ? 
(49) P(? ,T)  - tl,(a) - -  - - ,  - -  * ( , ) ] ( . ,  _ ~)~ + (log?Vd/ 0 + inf. petit. 

et tout revient A faire voir que 

log p d 0 
j _-- . [r --. a,(~.)] ('r - -  O) = + ( l~ ~ 

est aussi petit que l'on veut pour I Z -  Zol assez petit. 
Or, ,1~(0) &ant continue pour ~, on peut supposer que l'intervalle a b a &6 au 

pr6alable sufIisamment restreint, pour que, quel que soit e i~ sur l'arc a3, la diff6rence 
,I~(0) ~ , I , ( r  soit en module inf6rieure :t un nombre a donn6 d'avance; alors on aura 

f.~ ~ l o g ~  - - d 0 ~ m , ~ ,  
[jl < ~ (~, - -  0) 2 + ( togpy  

en appelant m un hombre fixe un peu plus grand que r~. 
Donc [Jl est aussi petit que l 'on veut, ce qui d&nontre le th6or~me. 

IV.  

APPLICATION.  

I. Pour indiquer ici au moins une application, rappelons que la solution g6n6rale 
du probl6me d 'Hydrodynamique relatif au mouvement  d'un solide dans un fluide limit6 
par une ou deux pards,  fixes, se ramhne, comme je l'ai d?~montr6 [loc. cit. ~), c) et d)], 
~t la d&ermination d'une fonction analytique ~ ( 0  r6gulihre et uniforme dans une cou- 
ronne circulaire de rayons extr4mes I e t  q ( ~  I), et dont la partie r6elle prenne 
sur les fronti&es: 
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I ~ Pour z,---e ~~ des valeurs * ( 0 )  deux ,'t deux ~gales aux points sym&riques par 
rapport t l'axe r&l;  on doit avoir 

s ( > )  , (0) a 0 = o; 

la fonction * ( 0 )  est continue partout saufen  deux points Z--~-e ~;'o, au plus; en outre 
les circonstances physiques du problbme exigent que * ( 0 )  ait partout une d&iv~e bien 
d6termin~e, sauf peut-6tre pour Z = e*~S~ off il peut y avoir une d&iv6e .4 droite et 
une d&iv6e ~t gauche. 

2 ~ Pour Z - - q  e~~ la partie r~elle de ~2 dolt prendre des valeurs nulles. 
Enfin, pour Z r6el, ~d dolt ~tre r6el, ce qui d6termine la constante additive (imagi- 

naire pure) que les conditions pr&~dentes laissent subsister darts ~. 
Nos formules g~n&ales s'appliquent imm~diatement h ces donn&s:  on a ici 

(0) - -  o; 

la condition ( 2 2 )  e s t  v&ifi+e d'elle-m6me; il faut donc recourir i la formule (24) pour 
avoir l'expression de fl valable dans la couronne. Cela nous donne:  

Mais par hypoth~se on a 

, ( 2 = - 0 ) = , ( 0 )  
d'o~l 

e t  

s ( ) [ {o {o 
�9 (0) ~-=logz, - 0 dO 

�9 = 

[ �9 (0) [ ~ - _  

--/o~*(0)~(.~ ~o~ + ~-0 - ) 2{,} dO 

] ~ - ~ l o g z +  0 - -  2~ dO. 

Appliquons maintenant la formule d'addition de la fonction [, et utilisons la rela- 
tion (50);  il vient 

~,(~1o~)+0, (~-~ 

'~ ~,. (~) = - #  . (o),, 

~ o 

puis enfin 

i{o p, co log z 0 ( 0 )  dO 
( ~ )  a (~ )  = ~ -  ~ o, . 

, o  P ~41~ r, ~ 0  0 

C'est la formule (42) de mon M&noire [lot. cir. ~), c]: formule que je d6mon- 
trais alors par une m&hode diff6rente, et moins g6n6rale du reste que la m&hode 



168 HENRI VILLAT. 

actuelle, puisque j'utilisais l'existence de la d&iv& de el,(0), existence qui &ait alors 
une n6cessit6 physique de la question, mais qui n'est, comme il r&ulte du pr6sent 
Travail, nullement n&essaire ~t la validit6 des r6sultats. 

=. Cherchons de m6me la valeur du coefficient de i dans .q, en un point e i~ de 
la fronti6re: die nous sera donn/:e par la formule (28);  d'odt pour le cas pr6sent, en 
d6signant par U ce coefficient: 

~o 2,/T . OJ / .  u = ~ [ .  (0) - a, (~)] ~. 7-v~ - 0) d 0 - - -  

Or on aura facilement 

D'ofl finalement 

-"~" ( ~ ),~,(o) 

+ o)do 

fo~ - ~.~ , (o )  - �9 (-9] d o. 

~ ~o - -  I o " l d o  ' 2"t~~ 

expression qui coi'ncide, A la notation pr&s, avec celle que j'ai obtenue directement 

[loc. cir. =), c, p. 385]. 
Toutes les propri&6s relatives entre autres ff la continuit6, sont alors certainement 

remplies, comme il r6sulte de l'&ude qu'on vient de faire. 

v .  

t~TUDE D'UN CAS LIMITE. 

I1 n'est pas sans int&~t de constater ce que deviennent nos formules, lorsqu'on 
suppose que le rayon de la circonf&ence frontihre int6rieure de notre couronne tend 
vers z&o, en sorte que notre domaine se r6duit .'t une aire circulaire. Nous allons fa- 
cilement v&ifier qu'on obtient dans ce cas une formule d6jA connue, et qui contient 
particuli~rement la formule de POISSON. 

Nous nous occuperons de l'expression g&n&ale (26) de L~, dans le domaine, rela- 
tive au cas le plus g6n~ral, off les fonctions arbitraires ,!,(0) et tL"(0) sont tout ~i fait 
ind@endantes; A savoir 

lr v' r oJ f. ,o, == o, o, ~I"(0).~ , 0 d~ ~.<<)_= a,(O), r 7~-log<-- ,-gO dO - -  .72 Tglog< - -  
tJO \ ' , ' 

(s3) . io, / ~ "~ log [a , (o) - -  w(O)]dO. 
+ , ~ '  i~ 
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Si l'on admet que le rayon int6rieur 
,~b) t 

ira q - - e  

tende vers z~ro, iI suffira de supposer que la demi p&iode {0' devient infinie. On sait 

alors que les fonctions elliptiques d~g+n~rent en fonctions trigonom&riques, et qu'on a 

relativement ~. ce cas 6) la formule suivante 

d'ofl nous tirons de suite 

't = 2{0-- cotg 7g  -Jr- - 7  ~ u, 

I 2{0  

On a, de plus, 

:., ,, = ~ (, ,  + {0') - -  ,~' = :  :. (,, + {0') - ~ o,'. 

Pour calculer ce que devient ~(u-o  r- @, il nous faut connaltre l'expression limite de 

En &rivant 

tg ~oJ (u + co'). 

tg 

et en remarquant que e 

imm~diatement que 

"~{u+bfl} ~tu+Ot) ~ u+to t ) 

- -  ~{u+tOr) "R(u+~ l} ~ { u + ~  t ) 
2 {0 i -  - i  - i - -  i [~ =tO + ~  ~tO ] i [ ~ + ~  tO ] 

_in ~ ~ cot 
~ devient infini positif en m~me temps que -7-" nous voyons 

lira. tg r~ (u + o,') __ I - -  i 
2{0 

et par suite 

lira. cotg r~ (u -}- {0') __ __ i. 
2 (,J 

On a donc, dans ces conditions, 

r  20, + 3 \2{0t 
et de m~me 

20} T {0 ' 

d'o~, pour ~ u ,  l'expression limite 

~ , ~ - - - -  ~ .. 
9 

r ' dcviennent tous deux infinis, leur diff&ence [On voit que, bien que [ (u-~-{0 ' )  et ..o, 

a une limite]. 

6) Cir. APPELL et LACOUR, l'rincipes de la tbgcrie des Fonctions elIiptiques et applications (Paris,  

Gauthier-Villars,  t897),  p. 4oi .  

Rend. Circ. Matem. Palermo, t .  X X X I I I  (x ~ sere .  1 9 ~ 2 ) . -  S t a m p a t o  il  to  f ebbra jo  i912 .  22 
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II r~sulte de 1~ que la limite f l  de a peut s'&rire 

iO) art 7r ~ OJ CO OJ {0 

io~,jo./''= w(O) [ 3  ( ~-Y-'~'( ~ log ~ . - - \ 2 t o !  \ ix o,7:0 ) ] d O - -  I2.r~x l o g ~  o~ ( 0 , - -  q' (0 ,] d O. 

On voit imm+diatement que le terme en log z disparait de 
ailleurs 

cotg ~ log K - -  0 - -  

puis 

log z, _ 
tg 

2i 

d'ofl 

cotg ~o log ~- -  0 - -  

D'ofl enfin 

I : 2 ~  

a, (~) = ~ J o  

lui-m6me. On a par 

I 

tg ( log2~ ~ ~ 

0 " log z~ 
i + tg-~-tg 2i 

0 \ = log ;( 0 
] tg ~-~ t g - -  

:2 

log~ log~ 
2 2 

e - - e  7( R I 

logr C logr~ 

iC~" +~ ~) 
- i (~  + , ) ,  

0 
I ) t g ~ -  q-- i ( ( +  i)  i o iO 

ie ~ + i z e  
0 - -  i o- _io_ - 

2 2 
- - e  + z , e  

2 

�9 i + z e  -~~ 
I - -  

I - - ~ e  -~~ ~- -  I - - i ( z , +  I ) t g - -  

.(0) I +_~:- '0~o__ 
I - -  z~ e - ~ ~  

i [ 27  
- 0 [ .  (0) - ,v (0)] d 0. 

I 2  7;,Jo 

Si l'on a pour but la r~solution du probl&ne de DIRmULE% le tcrme 
imaginaire pure : 

fo 2= 
i 0 [ .  (0) - ,v (0)] d 0 

I2= 

constant, 

n'a aucune signification, car sa presence ne modifie pas la partie r&lle de ~l ; on peut 
donc dire que: 

La partie r&lle de la fonction analytique 

f O  2~ 
(54) I1 I * (0) I -q- ze -i~ - - - -  dO 

2 ~ I - -  ~.g-~0 

est une fonction harmonique rbguli&e dans le cercle de rayon I, et qui prend sur la 
circonf~rence fronti&e la succession de valeurs 4,(0). C'est un r6sultat bien connu 7). 

La pattie r~elle de ~ reproduit d'ailleurs la cbl~bre intbgrale de POISSON, commc 
il est facile de s'en assurer. 

7) Cfr. SCHWARZ, Gesamntdte  Matbematische Abbandlunge, t  (Berlin, Springer, 1890), t. II, p. I52. 
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VI. 

N O T E .  

La m&hode suivie dans ce qui pr&~de, pour la r&olution du probl&me de DIRICHLET 
dans la couronne, n'est 6videmment pas la seule susceptible de conduire ~t nos formu- 
les. Mais s'il existait - -  comme c'est le cas - -  pour r6soudre la question, des formules 
mettant imm~diatement en &idence les deux fonctions arbitraires dont die d~pend, no- 
tre proc~d~ devait n&essairement nous les s sous la forme la plus simple. 

Le r&ultat ~tant maintenant connu, il n'est pas malais6 de le retrouver par diff6- 
rentes m&hodes. Je veux encore montrer comment on peut retomber sur notre formu[e 
(26) en partant d'une indication contenue dans le Traits d'Analyse de M. PmARD s). 

Supposons, comme l'exige la th~orie ~t laquelle nous venons de reporter, que les 
deux fonctions arbitraires (1) et ~F soient d~veloppables en s6ries trigonom~triques uni- 
formgment convergentes sur les fronti~res respectives, et posons 

avec 

* ( 7 )  --- % of_ ~- U ( 7  ) - -  % + ~ (% cosn 7 .~_ [5 sinnT), 
1 I 

W(7) - -  s -1- V.(7) - -  s -I- ='.cosn7 + ~'. sin n7) 
! 

I/=" 
~o = - -  a, (0) d 0, 

2,'~ 

, I .an 
~ o = ~ j  ~ v(0)d0, 

I f  ~" % - -  ~ - j o  r  0d0, 

I p2~ 
" - -  ~ J o  ~'(0)cosn0d0, 

_ _  I f 2 n ( l  ) 
~" - -  --~-do (0) sin n 0 d 0, 

, z f ~ = w ( O ) s i n n O d O .  
~.=-~jo 

On trouve alors [PIcARD,  1OC. cit. S), p. IO5] qu'en posant x---pcosT, y~_psinT, la 
fonction harmonique P(p, 7) correspondant aux valeurs donn&s aux frontibres, est la 
somme des deux s6ries suivantes: 

log ~ --P" q" 
',','~= q" p" 

I n=~ I 
log--q q--a- - -  q" 

log ! ! _ p. 
' P t- Y z ( y ) .  B ~ "  ~o I n=x I 

log--q q--a- - -  q" 

Les deux sommes qui interviennent dans A et B peuvent se traiter d'une mani6re 

8) t~MILE PlCXRD, Traitd d'Analyse (Paris, Gauthier-ViUars), t. II  (2 e ~dition, I9o5) , p. lO 3. 
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semblable: occupons-nous par exemple de la somme 

I 
. . . .  p- p" 

V (,,,) C - - y  I ~,1=I 
q , ~ - - q "  

qui intervient dans B. On peut tout d'abord &idemment  &fire 

s fl== . ,  (0) cos ,, (0 - .:)a0, 
v ( y ) =  ,: Vo 

d'ofi pour C l'expression suivante: 

I / 2 , ~  r,,=~ q,, r 
c =  7 . ( 0 ) L a , _ q  ..... , 

O r  on a manifestement 

. . . .  q,, ,, )]  
cos n (0 - - , ( )  - -  ,=,Y. i__-q~r, P c o s n ( 0 - - ' [  dO. 

z)(p) = E r q~p.,cos,,(0 .,.3 = >~ .,=~ = I - -  _ y q(2p_ 1~,, p,, cos n (0 - -  "~') 

tt~ar 
et comme, pour u r~el et ]u] < I ,  la quantit~ Y_ u" cos n (0 ~ 7) est la partie r&lle de 

n ~oo ~- l~ n gintO_]. ) __ __ Ir e i~O-v) 
n=x I - -  1r gitO--'f) 

on peut &rife (la lettre R d6signant la partie r&lle de l'expression qui la suit): 
p=o~ q=e-' p ei~o-'o 

D(p) = R y  
p=l I - -  q=P-~ p e i(~ " 

Par suite la diff&ence qui intervient dans C prend la forme 

I - -  -f~l I qzP-ioeilO-Y) N2P-II~ei(O--Y) 1 p=~ q=p-, p e ~(~ p 
D - -  D(p)  = R X + ~>- 

~ q=p_,  i e;iO_r) 
? 

Or on peut changer le signe de i dans le premier terme du second membre, puisque 

la partie r&lle est seule importante. On  a donc 

p=o~ q2p--I,--i{0-~'1" , " + ~ I  q2p--I ~ ~t(0--'~, �9 
" 

Cela &ant, posons, dans le plan de la couronne, 

Z~ = x n t- i y  - -  pe 'v 
et 

c'est-~-dire 
~___ I 

- ~  log ~ - -  O. 

Puis groupons les termes deux par deux dans la derni~re ~quation, en utilisant 
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la relation facile 

qap-i ~ g- i (O-  T) 

I - -  qap-~ p g-iI~'|-'i'l 

q2p-x I el(O_1. ) 

I - - { 2 P - ~  I_~ilO-TI 

It viendra dans ces conditions 

s~( ' ) -  pC,) 
c'est-A-dire 

2 i q=P-' sin 

i - -  2 q~P-' cos 8 + qa;-~ 

(=P~. ~ - 2 i q = P - ' s i n 8  ) 
- -  R q~P-' , 

\~ .... i 2 cos8 + q.,>2 

(-',-) ;+[ '(l ] D - - D ( p ) - - - - - R i  log ( I - - 2q2p - l cos ,~Oi -q  'p-') , 

ou encore (cfr. infra, I, ~ 2) 

D - -  D(p)  - -  - -  R i  log i - -  q=S'-')2%(2o,.-,.,)e-"~"'": 

avec 

V - - -  - - - ,  
2 ~  

D'o~ 

(% 
- -  B 2 "J'~ 2 J 

et, en n~:gligeant une itnaginaire pure, 

(+-) ) ] to to 0 ~to 
D - - D ( ? ) = - - R  ~3 ~-glogz< g - - ~ - l o g a ;  . 

II rasulte de 1A que la quantit~ C est susceptible de recevoir la forme 

I t= (+ C = R - -  - -  tv (0) d 0 ~ - i 7  log z. - -  - -  
+ : d o  

i 
log - -  

Comme par ailleurs :r - - -~-P est la pattie r&lle de 
log I 

q 

ito 

fo ~ 
__ ~, log Z log K ~t~(O)d 0 ' 

o ,.~ to t 2 ,/.~2 to t 

ito 

] 7s- log a: �9 

il en r~sulte que la portion B de la fonction harmonique P(p, T) est la partie r&lle 

de la fonction de Z suivante: 

ito ~(0)[ o to 0 dO + logz 7- 5 2= ] d o  =: . ~ - l o g ~  r~ ~ o ' " -  ~ , ( 0 ) d 0 .  

Or c'est bien 1A la partie de la fonction d~finie par notre formule (26), qui cor- 
respond A la fronti~re int&ieure et A la fonction tF(0). 
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Un calcul analogue effectu~ sur A ferait retomber sur la partie restante de cette 
formule (26). 

Notons en terminant, que, eta conservant le point de vue actuel, si les fonctions 
~ (0 )  et ~ (0 )  sont d6veloppables en s6ries de FOURIER convergentes uniform~ment 
clans tout l'intervalle o, 2 =, il r~sulte d'un th~or~me de HARSACK 9) que la partie r&lle 
de la fonction de ( d~finie par (26) poss~de la continuit6 jusqu'aux fronti&es du do- 

maine annulaire, au sens indiqu6 dans les paragraphes ant,~rieurs. Mais on a vu que 
cette hypoth~se relative ~. ,I~(0) et ~'(0) n'est nullement n&essaire :t la validit~ de nos 

formules. 

Celleneuve (H&ault), octobre I9II. 

H E N R I  V I L L A T .  

9) A. HARNACK, Die. Grundlagen der Tbeorie des logaritbmischen Potentiales und der eindeutigen Po- 
tentiaIfunktionen in der Ebene (Leipzig, Teubner, I887), p. 67. 


