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12 L 'ALGEBRE DE BOOLE 

L'Alg~bre de Boole ne  c o m p o r t e  que deux ~l~ments  ( n o m -  
bre booleens) qu 'on  c o n v i e n d r a  d ' appe l e r  0 e t  1; l ' add i t i on  (boo-  
16enne), repr6sent6e  pa r  le symbole  ~- (pour  la d i s t i n g u e r  de  
l ' a d d i t i o n  ord ina i re) ,  est  d~finie pa r  la tab le  d ' a d d i t i o n  su i -  
v a n t e  : 

0 4 0 = 0  0 4 1 = 1 4 0 = 1  1 4 1 = 1  [1<1]  

le p r o d u i t  a .  b o u  a b  de deux h o m b r e s  bool~ens a e t  b es t  d~fini  
p a r  la  tab le  de m u l t i p l i c a t i o n  s u i v a n t e :  

0 . 0  = 0 . 1  = 1 . 0 = 0  1 . 1  = 1 [ 1 . 2 ]  

Une var iab le  bool6enne x est  une  var iab le  qui v a u t  so i t  0, 
soi t  1. I1 est  commode  d , i n t rodu i r e  la d6f ini t ion e t  la n o t a t i o n  su i -  
v a n t e :  la  n~ga t ion  x" d ' une  var iab le  bool~enne x es t  la  va r i ab l e  
bool6enne  qui v a u t  1 s i x  = 0 e t  0 s i x  = 1. 

Les n o m b r e s  bool~ens 0 e t  1 p e u v e n t  e v e n t u e l l e m e n t  ~tre i n -  
t e rpr~ t6s  c o m m e  le 0 e t  le 1 de l 'Alg~bre ord ina i re ,  e t  i ce t i t r e  
soumis  aux  op6ra t ions  de l 'Alg~bre o rd ina i r e ;  pa r  exemple ,  on  
p e u t  mu l t i p l i e r  (au  sens  o rd ina i re )  la var iab le  bool6enne  x p a r  7, 
ce qui  d o n n e  le p r o d u i t  o r d i n a i r e  7x; ou  encore  on p e u t  a d d i t i o n -  
h e r  au  sens  o rd ina i r e  deux  va r i ab les  bool6ennes  x e t  y, ce qui  
d o n n e  la  s o m m e  x + y, a ne  pas  c o n f o n d r e  avec x + y. 

Les i n t e r p r e t a t i o n s  de l 'Alg~bre de Boole en Th~orie  des  e n -  
sembles,  en  Logique,  en Th~or ie  des c i rcui ts  de c o m m u t a t i o n ,  
s o n t  b ien connues ;  en p a r t i c u l i e r  l ' usage  de l 'Alg~bre de Boole  
p o u r  l ' ana lyse  e t  la syn th6se  des c i rcui ts  de c o m m u t a t i o n  a 6t6 
t res  developp~e depuis  quinze a n s  darts de n o m b r e u x  ar t ic les  e t  
ouv rages  d o n t  je ci te s e u l e m e n t :  Gavr i lov  (1), R. H i g o n n e t  e t  
R. G r e a  (1), S. E. Caldwell  (1). I n v e r s e m e n t ,  m a c h i n e s  i ca l cu le r  

* Conferencia pronunclada  por el autor en el Curso de I. O. ce lebra-  
do en  el Inst i tuto  de Invest lgac iones  Estadist icas  el pasado raes de marzo.  
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e t  c i rcu i t s  de c o m m u t a t i o n  d o n n e t  de fa~on i n m ~ d i a t e  des pro-  
c6d~s de r~solut ion  logique ou ana log ique  des probl~mes  d'A1- 
g~bre de Boole. 

E t a n t  donn4s  n var iables  bool6ennes  x~, x2, ..., x.  il y a 2- sys-  
t4mes  d i s t inc t s  de va leurs  p o u r  les n xj, f o r m a n t  un  e n s e m -  
ble ~'C]<,) �9 

Si 9 est  u n  ensemble  que lconque  d ' u n  n o m b r e  fini p d'~14- 
m e n t s  que lconques  x, soi t  x = ~(~)une app l i ca t i on  de ~ , ) s u r  
~:~ ; u n e  telle app l i ca t ion  existe a la Seule cond i t i on  de p r e n d r e  n 
assez g r a n d  pour  que 2 ~ = p e t  a lors  elle r a m e n e  t o u t  p robl~me 
c o n c e r n a n t  ~ ~ un  probl6me d'Alg~bre de Boole;  si on a j o u t e  
que ce t te  Mg~bre  es~ p a r f a i t e m e n t  adap t6e  a exp r imer  les a l -  
t e rna t i ve s ,  on c o m p r e n d  qu'elle,  p e r m e t  d ' expr imer ,  de fa~on  
n~cessa i re  et  suf f i sante ,  t ou t e  une  vas te  ca tegor ie  de problemes .  

Darts P. Camion  (1), R. F o r t e t  (1), (2), K. M a g h o u t  (1), (2), 
s o n t  s ignal6s  de n o m b r e u x  exemples  de tels p rob l~mes :  pro-  
bl6me des qua t r e  couleurs ;  probl~me des blocs, p robl~me de la  
th~or ie  des g r a p h e s :  r e c h e r c h e  des c i rcu i t s  61~mentaires  e t  h a -  
m i l t on i ens ,  n o m b r e  de s tabi l i t6  et  h o m b r e  c h r o m a t i q u e  d ' une  
g r aphe ,  connexi t6  d 'une  g raphe ,  etc. Encore  que la th~or ie  des 
g r a p h e s  soi t  d ' une  g r a n d e  ut i l i t~ en R e c h e r c h e  Op~ra t ionne l le ,  
p a r t i c u l i e r e m e n t  dans  les ques t ions  d ' o r d o n n a n c e m e n t  e t  d ' a f -  
f e c t a t i on ,  je c i te ra i  ici des exemples  qui son t  p lus  p u r e m e n t  de 
R e c h e r c h e  Op6ra t ionnel le .  

Mais,  a u p a r a v a n t ,  j ' i n t r o d u i r a i  les n o t i o n s  s u i v a n t e s :  
F o n c t i o n s  b o o l ~ e n n e s :  On appel le  f onc t i on  bool~enne  de n 

va r i ab les  bool~ennes  xl, x2, .... x, une  f o n c t i o n  I(xl ,  x2 ..., x~ qui 
ne  p e u t  p r e n d r e  que les va leurs  0 ou 1, c ' e s t - a -d i r e  qui es t  el]e- 
m e m e  u n  h o m b r e  bool~en, une  telle f onc t i on  p e u t  touJours  s 'ex- 
p r i m e r  a lg~br iquement ,  a l ' a ide  s e u l e m e n t  des s ignes  d ' a d d i t i o n  
e t  de m u l t i p l i c a t i o n  bool~ennes  p o r t a n t  sur  les xj ou su r  leurs  
n~ga t ives  x'j. 

U n e  ~ q u a t i o n  b o o l d e n n e  est  u n e  ~qua t ion  du type  (ou se r a -  
m e n a n t  au  t ype ) :  

? (x,, m~, ..., xo) = 0 [ 1 . 3 ]  

RESOLUTION D'UNE CONDITION 

So ien t  n var iables  bool~ennes  xl, x2 .... x .  et  le ~L~,,), ~ 61~.- 
mer i t s  co r r e spondan t .  Soit  C u n e  cond i t ion  que lconque  impos~e 
a u x  xj; p a r m i  les 2 n 61~ments de ~,,~. p s e u l e m e n t  (p < 2 n) sa -  
t i s f a n t  a C; si q est  un  en t i e r  te l  que 2q --> p e t  si Yl, Y= . . . . .  yq s o n t  
q va r iab les  bool~ennes  i n d 6 p e n d a n t e s ,  il existe p a r  app l i ca t i on  
d ' u n e  r e m a r q u e  fa i t e  plus h a u t ,  n f o n c t i o n s  bool~ennes  gj (Yl, 
Y2 . . . . .  yq) tel les que les xj f o u r n i s  p a r  les f o r m u l e s :  

xj = gj (Yl, .... Yq) (1 = 1, 2 . . . . .  n) [ 1 . 4 ]  
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p a r c o u r e n t  l ' ensemble  des p e l e m e n t s  de ~)~.)qui s a t i s f a n t  C, 
lo r squ 'on  f a i t  v a r l e t  les Yk de t ou t e s  les fagons  possibles;  a u t r e -  
m e n t  dit ,  [ 1 . 4 ]  d o n n e  Ie so lu t ion  la  plus  g@nerale de C; si on  
a o b t e n u  les f o rmu le s  [ 1 . 4 ]  on  p e u t  dire qu 'on  a resolu  la  con-  
d i t ion  C (no te r  que p n ' e s t  pas  en  gene ra l  c o n n u  i n m e d i a t e m e n t ,  
et  que sa r eche rche  est  une  des pa r t i e s  du  probleme).  

.RESOLUTION D'UNE EQUATION BOOL~.ENNE 

Dans  le cas d ' une  cond i t i on  C s ' e x p r i m a n t  pa r  une  e q u a t i o n  
boo leenne  de la  f o r m e  [ 1 . 3 ]  la  r e so lu t ion  p e u t  s 'op~rer  sys te -  
m a t i q u e m e n t ;  a la m a i n  ou sur  u n  ca l cu l a t eu r  e lec t ron ique ,  de 
la f a c o n  s u i v a n t e :  
en p o s a n t  : 

A ---- / (1, x2, ..., x,), B ---- / (0, x2 . . . . .  xn) [ 1 . 3 ]  

e q u i v a n t  g: 

qui e q u i v a n t  au  couple :  

Ax, ~- Bx, ---- 0 [ 1 . 5 ]  

Ax, = 0 [ 1 . 6 ]  

Bz'~ = 0 [ 1 . 9 ]  

La  so lu t ion  gdnera le  de [ 1 . 6 ]  est  e v i d e m m e n t :  

x , =  A'yL [ 1 . 8 ]  

o0. y~ est  une  var iab le  boo leenne  i n d e p e n d a n t e  (au m o i n s  pou r  Ie 
m o m e n t )  que nous  in t rodu i sons .  De [ 1 . 8 ]  on t i re :  

xq = A -k Y'I 

de sor te  que [ 1 . 7 ]  s ' ecr i t :  

Bx'l  = AB Jr y'~B = 0 

qui e q u i v a n t  au  couple :  

y ' ~ B =  0 [ 1 . 9 ]  

A B = 0 [ 1 . 1 0 ]  

[ 1 . 1 0 ]  est  une  equa t i on  boo leenne  du m e m e  type  que [ 1 . 3 ] ,  
ma i s  avec une  i n c o n n u e  de moins ,  si on suppose sa r e so lu t i on  
o b t e n u e  [ 1 . 9 ] ,  se r@sout p a r :  

Y', ---- B' Y2 

Y2 nouvel le  var iab le  i n d e p e n d a n t s .  
P a r  recur rence ,  on a r r i v e r a  ~ u n e  equa t ion  booleenne ,  ~t u n e  
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seu le  i nconnue ,  qui se r e s o u d r a  d 'e l le -m~me.  On sa l t  donc  r~sou- 
d re  les ~qua t ions  bool~ennes,  e t  p lus  g ~ n ~ r a l e m e n t  les cond i -  
t i o n s  C qui se r a m e n e n t  p lus  ou mo ins  d i r e c t e m e n t e  ~ u n e  ~qua- 
t i on  bool4enne,  comme pa r  exemple  x~ + x~ + x~ = 1. 

2. ~ EXEMPLE D'UN PROBLEME D 'AFFECTATION 

P o u r  les p roblemes  d ' a f f e c t a t i o n ,  les m ~ t h o d e s  bool~ennes  
s o n t  que lquefe i s  les seules r igoureuses  e t  comple tes .  P a r  exemple  : 

So ien t  s s~ries (de pi~ces) r epa rees  p a r  l ' indice  (i ---- 1, 2 .... s) 
e t  m m a c h i n e s  reparees  pa r  l ' indice  ] ( j  -- 1, 2., .... m) e t  r~par t ies  
en  s g roupes  El n o n  n ~ c e s s a i r e m e n t  d is jo in ts .  

L ' axe  des t e m p s  est  r a p p o r t e  ~ une  or ig ine  0 fix~e e t  ~ u n e  
u n i t e  de t e m p s  fix~e; j ' appel le  <~poque>> t o u t  i n s t a n t  en t i e r  ~ 0, 
tel  que 0, 1, 2 . . . .  , la serie i doi t  ~tre a f fec t~s  ~ une  m a c h i n e  quel-  
conque  de El ma i s  ~ une  seule,  elle occupe ra  ce t te  m a c h i n e  p e n -  
d a n t s  une  dur~e ent i~re  A~ donn~e,  n o n  f r a c t i o n n a b l e ;  son a f -  
f e c t a t i o n  doi t  c o m m e n c e r  ~ une  ~poque tl compr i se  e n t r e  deux 
~poques donn~es  a~ et  b~: 

Soi t  x ~ la var iab le  bool~enne  qui v a u t  1 si t~--a~----~ e t  0 
i 

clans le cas  c o n t r a i r e ;  soi t  yf~ la  va r iab le  bool~enne  qui v a u t  i si 
la  serie i e s t  a f fec t~e  ~ la m a c h i n e  ], 0 d a n s  le cas cof l t ra i re ;  on  
do i t  avoir"  

r ---- 1 (i---- 1,2, fl) [2 1] ' ~ ~ 1 7 6 1 7 6  . 
a 

yi _ 1 ( i  ---- 1, 2 , . . . , f l )  [ 2 . 2 ]  
J 

soi t  d ' a u t r e  p a r t  T" ~i la var iab le  bool~enne qui v a u t  1 si la s~rie i 
occupe  la  m a c h i n e  ] en t r e  les ~poques ( n - -  1) et  n ;  et  0 d a n s  le 
cas con t r a i r e ;  e v i d e m m e n t "  

T" ~' ~' i [2 3] ij  ~ -  ( X  i - 4 -  X i - ~ -  � 9  ./~i " 

o~ d, ~" s o n t  des va leurs  d ~ t e r m i n e e s  de ,~; on  do l t  avoi r  pou r  
t o u t  n e t  p o u r  t o u t  j :  

~ W~ ~- 1 [ 2 . 4 ]  
i 

e t  les cond i t ions  [ 2 . 1 ] ,  [ 2 . 2 ] ,  [ 2 . 4 ] ,  son t  necessa i res  e t  suff i -  
s an to s ;  elle ne  son t  pas  expr imees  p a r  des ~qua t ions  bool~ennes,  
m a i s  s 'y  r a m ~ n e n t  f a c i l e m e n t  e t  p e u v e n t  a lors  e t re  r~solues. 
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3. ~ FONCTIONS ALGEBRIQUES ENTIERES 

Une f o n c t i o n  I (x~, x~ . . . . .  x,) de n var iables  bool~ennes  x~ es t  
u n e  f o n c t i o n s  a lgebr ique  ent i~re,  si ette p e u t  s ' exp r imer  c o m m e  
u n  polynOme au  sens de l 'Alg~bre o rd ina i r e  pa r  r a p p o r t  aux  x~ 
e t  aux  x' v J ' a i  mon t r~  darts R. F o r t e t  (1) que:  

T h ~ o r ~ m e :  Une f o n c t i o n  a lg6br ique ent i~re  1, (x~, ..., x~) p e u t  
t o u j o u r s  ~tre t r a n s f o r m e e  en  une  fonc t ionne l l e  l in6ai re  ( au  sens  
de l 'Alg~bre ord ina i re )  a cond i t i on  d ' i n t r o d u i r e  des va r i ab les  
booI~ennes s u p p l ~ m e n t a i r e s  convenab les  et  des cond i t i ons  a u  
c o n t r a i n t e s  l inea i res  e t a  coeff ic ients  ent iers ,  p o r t a n t  sur  ces 
var iab les  s u p p l e m e n t a i r e s  et  sur  les var iables  in i t ia les .  

PROGRAMMES B00LI~.ENS ALGI~BR1QUES 

Soien t  n var iables  bool6ennes  xl .... x.  e v e n t u e l l e m e n t  i n d e -  
p e n d a n t e s ,  ma i s  en g~n6ral  soumises  ~ des r e s t r i c t ions  d o n t  je 
des igne  l ' ensemble  sous le n o m  de cond i t ion  ~'~ ; so i t  ] (x, . . . .  , xn) 
u n e  ] o n c t i o n  a lg~br ique  en t i~re  des  xj; appe lons  p r o g r a m m e  
boo l~e~  a lg~br ique  t o u t  probl~me du type  su ivant .  

P a r m i  les ~l~ments  de ~_~,,) qui s a t i s f o n t  a J~ ; t r ouve r  ce- 
lul (ou ceux) qui m a x i m e  f. 

L 'exp~r ience  semble m o n t r e r  que des p r o g r a m m e s  bool6ens 
se p r 6 s e n t e n t  tr~s f r ~ q u e m m e n t ,  e t  pour  le m o m e n t ,  ils s em-  
b len t  g 6 n 6 r a l e m e n t  difficiles ~ r6soudre.  

Si l 'on sa i t  r~soudre  la cond i t i on  ~ et  en l a  s u p p o s a n t  r~- 
solue, ce qui r ev i en t  ~ cons id6rer  les cas aft les n xj son t  i nd6 -  
p e n d a n t e s ,  une  m ~ t h o d e  p e u t  ~tre la  su ivan t e :  ~ l 'a ide du t h 6 o -  
r e m m e  pr~c6dent ,  on r a m ~ n e  le probl~me h u n  p r o g r a m m e  
l in6a i re :  il s ' ag i ra  d ' u n  p r o g r a m m e  l in~aire  en  h o m b r e s  en t ie r s ,  
puisque  les i nconnues  bool~ennes  n ' o n t  comme va leurs  possibles  
que les en t i e r s  0 et  1; on  p o u r r a  lui  appl iquer  la  m ~ t h o d e  de 
R. E. G o m o r y  (1); ce t t e  i n t 6 r e s s a n t e  m6 thode  est  c e p e n d a n t  
lourde  et  on sera  darts une  s i t u a t i o n  d ' a u t a n t  p lus  diff ici le  que 
le p r o g r a m m e  l in6aire  p o r t e r a  sur  u n  n o m b r e  d ' i n c o n n u e s  s en -  
s i b l emen t  sup~r ieur  ~ n (~ cause  de l ' i n t r o d u c t i o n  des i n c o n n u e s  
s u p p l 6 m e n t a i r e s  n6cessa i re  pour  l inear iser) .  Nous ve r rons  que 
r ~ c i p r o q u e m e n t  u n  p r o g r a m m e  l inea i re  en  h o m b r e s  en t i e r s  p e u t  
se r a m e n e r  ~ un  p r o g r a m m e  bool6en. 

Un proc6d~ tou jo~rs  appl icable  est  d ' essayer  s y s t 6 m a t i q u e -  
m e n t  les 2 n ~l~ment  de ~/~,) e t  de t r i e r  ceux d~ent re  eux qui, en  sa-  
t i s f a i s a n t  ~ ,~ ' ,  m a x i m e n t  ]; ce t te  m ~ t h o d e  s o m m a i r e  es t  p r a t i -  
cable pour  des va leurs  de n plus g r a n d e s  qu 'on ne  c ro i ra i t  aft 
p r e m i e r  abord ;  ce s e r a i t  p a r t i c u l i ~ r e m e n t  vrai  si o n  d i sposa i t  
de m a c h i n e s  sp~c ia l emen t  con~ues a cet  effet ,  e t  il semble  que 
ta ques t ion  m6r i te ra i t  d ' e t r e  6tudi~e;  pa r  a i l leurs  on r~sout  f ac i -  
l e m e n t  ~ la  m a i n  des cas o~ n es t  pe t i t :  
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E x e m p l e :  U n e  m i n e  c o m p o r t e  n - -  7 p u i t s  Pl, P2 . . . . .  P7 m ---- 12 
q u a r t i e r  q~, q2, .. . ,  q~2. L e s  p u i t s  s o n t  a f f e c t e s  a u x  q u a r t i e r s  s e l o n  
u n e  m a t r i c e  d ' a f f e c t a t i o n  (n,  m )  a d ' e l ~ m e n t s  A~ ~ off A~ ~ e s t  ~ n  
r m m b r e  b o o l ~ e n  qu i  v a u t  1 si  le  p u i t s  p~ e s t  n ~ c e s s a i r e  p o u r  le  

te  ca s  c o n t r a i r e .  d u  q u a r t i e r  qk, ~ga l  ~ 0 d a n s  
n o u s  s u p p o s e r o n s  q u e :  

1 1 1 I (~ 0 0 0 0 0 0 [ 
1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 
0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 1 1 I 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 J 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 

f o n c t i o n n e m e n t  
P a r  e x e m ) l e  

I 
t 
0 

~--- -  0 
O 
0 
0 

[3 .1]  

Le ~onctionnement du quarrier qk rapporte un revenu rk, le 
fonctionnement du puits pj entraine une d~pense dj; soit ]le 
brian global de rexplotation; le probl~me est de savoir quels 
puits il faut maintenir en activit~ et quels puits il est preferable 
de fermer pour que I soit maximun. 

Soient qk, Pj des variables booleennes, ~gales ~ 1 si le quartier 
qk (respectivement le puits pj) fonctionne, '~ 0 dans le cas con- 
traire; on a : 

12 7 

k ~ l  j ~ t  

n o u s  p r e n d r o n s  p a r  e x e m p l e  ( e n  M F p a r  t oo l s )  1: 

rl ~ 1 6 , 8  r., = 8 , 6  r:, = 6 , 1  r4 = 1 r.~ = 0 r,~ = 15  r~ = 2 

r~ ---- 4 r ,  = 6 r , .  = 9 r ,~ = I r, . ,  = 0 

dl ~ 20,5 d2 = 3,7 d:~ = 4,2 d4 = 17 d~ = 8,5 d,~ ---- 1,6 d~ = 10,3 

/ e s t  u n e  f o n c t i o n  a l g ~ b r i q u e  e n t i ~ r e  d e s  qk, Pj ; les  v a r i a b l e s  
qk, Pj n e  s o n t  p a s  i n d 6 p e n d a n t e s ,  a u t r e m e n t  d i t  il y a u r a  u n e  
c o n d i t i o n  ~ : m a i s  c e l l e - c i  q u i  d ~ c o u l e  de  a ,  e s t  i n m ~ d i a t e -  
m e n t  r ~ s o l u e  : 

q ,  = P ,  P~. ; q~- = P ,  P~ ; q,, -~ P ,  P.-, ; q4 ----- P ,  P:, ; q:, ~ P l  P:, P.-,; 

q0 = P ~ P , ;  q~----P.~P~,; q~ = P , P . ~ ;  q~- - -P~P .~ ;  q,0 = P 2 P : . P ~ ;  

q , , - - - -p ,~p~ ;  q , ,P~P~  

a p r ~ s  r e d u c t i o n  de  t e r m e s  s e m b l a b e s ,  ? s ' e c r i t ,  e n  ~ o n c t i o n  d e s  
n ---- 7 v a r i a b l e s  i n d ~ p e n d a n t e s  p j :  

] ---- 3 1 , 5 p i p 2  § 1. p lp3  + 15. p2p~ + 2. p3p4 + 10. p4P5 § 

+ 9. p z p s p 7  § 1. p6p7 ~ 20,5 P l - -  3,7p2 - -  4 , 2 p 3 - -  1 7 , 0 p ~ - -  

8 , 5  P5 - -  1 , 6  P6 - -  1 0 , 3  P7 

Ces nombres, ainsi que la matr lce [3.1] ,  correspondent  ~ une si- 
tuat ion r~elle. 
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L ' e x a m e n  de s  2- ---- 27 = 128 c a s  p o s s ib l e s  d e m a n d e  e n v i r o n  
3 h e u r e s  a la  m a i n ;  l ' o p t i m u n  e s t  o b t e n u  p o u r :  

P, ---- P2 ---- 1, P:~ ---- P4 = P.~ = P ~ - - - - P T - ~  0 [3 .2]  

e t  c o r r e s p o n d  ~ ! = 7,5. 
A u t r e s  e x e m p l e s  : P r o b l ~ m e s  des  c a n o n s ;  p r o b l ~ m e  des  m a t i n s .  

4. ~ I N E G A L I T E S  OU E G A L I T E S  A L G E B R I Q U E S  E N T I E R E S  

A p p e l o n s  i n ~ g a l i t e  (ega l i t~ )  a l g e b r i q u e  e n t i e r e  u n e  c o n d i t i o n  C 
qu i  s ' e x p r i m e  sous  la  f o r m e :  

? (x,  . . . . .  x , )  >-- 0 [4 .1]  

(off ! (x ,  . . . . .  x , )  > 0, of~ f (x~ . . . .  , x,,) ---- 0), o~  ] e s t  u n e  f o n c t i o n  
a l g e b r i q u e  e n t i e r e .  

O n  p e u t  m o n t r e r  q u e :  t ou t  p r o g r a m m e  bool~en alg~brique 
of 1 la cond i t i on  ~ s ' e x p r i m e  par  des  dquat ions  oh i n~qua t ions  
alg~briques  se ram~ne  h u n  s y s t~m e  d 'dquat ions  oh i n d q u a t i o n s  
alg~briques  enti~res.  

Or  o n  p e u t  r e s o u d r e  u n e  e q u a t i o n  off i n e q u a t i o n  a l g e b r i q u e  
e n t i ~ r e ,  e n  la  r a m e n a n t  ~ u n e  e q u a t i o n  b o o l e e n n e ,  d u  m o i n s  
l o r s q u e  les  c o e f f i c i e n t s  n u m e r i q u e s  s o n t  des  n o m b r e s  e n t i e r s ,  
ce qu i  e s t  s u f f i s a n t  p o u r  les a p p l i c a t i o n s  p r a t i q u e s ;  il s u f f i t  p o u r  
ce l a  de  s u i v r e  u n e  idee  e n v i s a g e s  p a r  P. C a m i o n  (1), qu i  c o n s i s t e  
/~ s u b s t i t u e r  a u n  c o e f f i c i e n t  n u m e r i q u e  e n t i e r  > 0 a s o n  d e v e -  
l o p p e m e n t  b i n a i r e  : 

a ---- ~ Aj 2J 

oil les  Aj s o n t  de s  n o m b r e s  b o o l e e n s .  
P r e m i e r  e x e m p l e :  O n  p e u t  r e s o u d r e  e n  q u e l q u e s  m i n u t e s  p a r  

c e t t e  m e t h o d e  le p r o b l ~ m e  c i d e s s u s  des  p u i t s - q u a r t i e r s .  
D e u x i ~ m e  e x e m p l e :  L a  m e t h o d e  s ' a p p l i q u e  e n  p a r t i c u l i e r  a u x  

p r o g r a m m e s  l i n 6 a i r e s  e n  n o m b r e s  e n t i e r s  (oi~ les  i n c o n n u e s  e t  
Ies c o e f f i c i e n t s  s o n t  e n t i e r s ) ;  p a r  e x e m p l e  afI p r o b I ~ m e  s u i v a n t  
e m p r u n t e  ~ R. E. G o m o k n y  (1) :  m a x i m e r :  

s o u s  les  c o n d i t i o n s :  

1 .  ~ 

2 .  ~ 

)' -~ 4x. ,  § 5x.~ § x.  

x, ,  x~, x~, e n t i e r s  >-- 0 ; 

3 xL 4- x~ ~ 1 0 ;  

3. ~ xL § 4 x2-<- 11 

4. ~ 3 x~ § 3 x.~ + x:, <-- 13 
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Remarque: P a r  ai l leurs ,  u n e  app l i ca t i on  del 'Algebre  de Boole 
a u x  p r o g r a m m e s  l inda i res  (quelconques  c ' e s t -~ -d i re  n o n  ndces-  
s a i r e m e n t  en  n o m b r e s  en t ie rs )  ~ dt6 mise  en  6vidence  d a n s  
K. M a g h o u t  (3); je ne  puis  d o n n e r  des ddta i ls  sur  ce t r ava i l  
encore  en  cours  et  qui sera  in tdgr6  ~ la  Th~se en p r d p a r a t i o n  de 
Mr. K. M a g h o u t ;  m a i s  je s igna le  ce t te  ingen ieuse  r e m a r q u e ,  qui 
dev ra i t  ~tre p a r t i c u l i ~ r e m e n t  u t i le  pour  la d iscuss ion des pro-  
g r a m m e s  of~ les coef f i c ien t s  son t  fonc t ions  de ' un  p a r a m e t r e .  
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RESUMEN 

E1 Algebra  de Boole no cons ta  m~s que de dos e lementos :  0, y 1. 
Los mdtodos booleanos son a veces los fmlcos r lgurosos y comple tos  

pa ra  los p roblemas  de afectaci6n.  Un e jemplo  de estos p rob lemas  se es-  
tud ia  en el w 2. ~ 

En el 3. ~ se es tud ian  las func lones  a lgebraicas  enteras .  Una  func iSn  
a lgebra ica  e n t e r a  puede  s iempre  ser  t r a n s f o r m a d a  en u n a  f u n c i o n a l  l i -  
neal  a condicl6n de l n t roduc i r  var iab les  booleanas s u p l e m e n t a r l a s  con-  
ven ien tes  y condlclones l lneales  y de coeficientes enteros  sobre las va r i ab les  
s u p l e m e n t a r l a s  y las iniclales.  Es tud ia  a con t inuac i6n  los p r o g r a m a s  boo- 
leanos  algebralcos,  pon iendo  un ejemplo.  

En  el w 4. ~ es tudla  l as  des igua ldades  o igualdades  a lgebra icas  en te ras ,  
proponidndose dos ejemplos.  


