Uber projektive Ebenen, in denen jede Fahne von einer
nicht-trivialen Elation invariant gelassen wird?)

Herrn Prof. Dr. EMANUEL SPERNER zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

Von HEeiNz LONEBURG in Mainz

Einleitung

Nennt man ein inzidentes Punkt-Geradenpaar einer projektiven Ebene
eine Fahne, so gilt der folgende Satz (PrpER [17] Theorem 2): Ist € eine
endliche projektive Ebene und ist I7 eine Kollineationsgruppe von €
mit der Eigenschaft, dafl jede Fahne von € von einer nicht-trivialen
Elation aus IT invariant gelassen wird, so hat IT entweder eine Fixgerade
und € ist eine Translationsebene beziiglich dieser Geraden oder IT hat
einen Fixpunkt und € ist eine zu einer Translationsebene duale Ebene
oder aber I hat kein Fixelement und € ist desarguessch. Es erhebt sich
nun die Frage, ob es nichtdesarguessche Ebenen gibt, die die Voraus-
setzungen dieses Satzes erfiillen. Dies ist in der Tat der Fall, wie wir
in Abschnitt 6 zeigen werden. Bevor wir jedoch die Existenz solcher
Ebenen zeigen, untersuchen wir die Struktur der endlichen projektiven
Ebenen €, die eine Kollineationsgruppe I7 mit den folgenden Eigenschaf-
ten besitzen: (1) II hat eine Fixgerade ¢, (2) jede Fahne von € wird
von einer nicht-trivialen Elation aus [T festgelassen, (3) II wird von
seinen Elationen erzeugt und (4) jede Kollineation aus 71, die auf ¢
drei verschiedene Fixpunkte hat, ist eine Perspektivitit mit der Achse g.
Ist 4 = IIp die Standuntergruppe des Punktes P, so lauten die Folge-
rungen aus diesen Annahmen (Satz 7): € ist entweder desarguessch und
A ist isomorph zur SL(2, N) mit N = o(€) oder N = 5 und o(€) = 9
oder A ist eine Diedergruppe der Ordnung 2(o(€) 4+ 1) und o(€) ist
gerade, oder aber € ist eine nicht-desarguessche Ebene der Ordnung
g* = 221 > 64 und A4 ist isomorph zur Suzukigruppe S(g).

Dieser Satz fiihrt uns zur Untersuchung der Frage, wie eine zur
Suzukigruppe S(g) isomorphe Kollineationsgruppe 4 einer projektiven
Ebene der Ordnung ¢? auf dieser Ebene operieren kann. Unter der
Voraussetzung, da8 alle Involutionen aus 4 zentrale Kollineationen sind,
konnten wir diese Frage vollstandig beantworten (Satz 9). Offen bleibt

1) Teile dieser Arbeit waren Gegenstand eines Vortrages im Kolloquium des
Mathematischen Seminars der Universitit Hamburg am 2. Juni 1964.
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jedoch die Frage nach einer vollstindigen Klassifikation der Ebenen
der Ordnung g2, die eine zur S(g) isomorphe Kollineationsgruppe be-
sitzen. Wie wir in Abschnitt 6 sehen werden, wird eine solche Ebene
durch die Suzukigruppe nicht bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt,
allenfalls bis auf Isomorphie und Dualitét.

In Abschnitt 4 untersuchen wir, wie eine zur Suzukigruppe S(q)
isomorphe Kollineationsgruppe 4 des dreidimensionalen projektiven
Raumes & iiber GF (g) auf & operiert. Satz 8 zeigt, daB alle diese Kolli-
neationsgruppen in der projektiven Gruppe von © liegen und bereits
innerhalb dieser Gruppe konjugiert sind. Da A4 genau ein Geraden-
transitivitdtsgebiet besitzt, welches eine Kongruenz von € ist, folgt,
daB auch alle diese Kongruenzen projektiv dquivalent sind. Diese Kon-
gruenzen liefern nun eine Klasse von nicht-desarguesschen Ebenen mit
den oben genannten Eigenschaften (1) bis (4). Alle diese Ebenen scheinen
neu zu sein.

Die Untersuchungen der Abschnitte 1 und 2 iiber Ovale in endlichen
desarguesschen Ebenen gerader Ordnung dienen zur Vorbereitung des
Beweises von Satz 7. Da sie jedoch auch fiir sich gesehen mnicht ohne
Interesse sind, habe ich diese Entwicklungen etwas allgemeiner gehalten,
als es im Hinblick auf den Abschnitt 3 notig gewesen wire.

Bezeichnungen und Definitionen

[M| = Anzahl der Elemente in der Menge I%.

0(@) = Ordnung der Gruppe G.

BG = Zentrum der Gruppe G.

NG = grofiter Normalteiler ungerader Ordnung von G.

NeU = Normalisator der Untergruppe U von G in G. Falls keine
Verwechslungen zu befiirchten sind, schreiben wir statt R U auch N U.

N J @G bedeutet: N ist Normalteiler in G.

[G: U] = Index von U in G.

{++|---> = die von ... mit ... erzeugte Gruppe.

Eine Gruppe D heiBt Diedergruppe, falls

D={a,b|a*=02=1, bab = a?)

ist.

Eine 2-Gruppe S heit Semidiedergruppe, falls

S=<{(a,b|a™ " =b =1, bab = a~1+"")

ist.

Eine 2-Gruppe @ heillt (verallgemeinerte) Quaternionengruppe, falls

Q={(a,b|a?" =1, b2 = a?", blab=a")

ist.
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Ist G eine Gruppe und U eine echte Untergruppe von G mit
grUgnNn U =1 fir alle ge G mit g ¢ U, so heift G Frobeniusgruppe.
Diejenigen Elemente von @, die nicht in einer zu U konjugierten Unter-
gruppe liegen, bilden zusammen mit der Identitat eine charakteristische
Untergruppe K von . Die Gruppe K heifit der Frobeniuskern und jede
zu U konjugierte Untergruppe Frobeniuskomplement von G. Es ist
G=KV und KNV =1 fir alle zu U konjugierten Untergruppen
V von G.

GF (q9) = Galoisfeld mit ¢ Elementen.

GL(2, q) = lineare Gruppe in zwei Variablen iiber GF (g) = Gruppe
aller 2x 2-Matrizen mit Elementen aus GF(q) und Determinante un-
gleich 0.

SL(2, q) = spezielle lineare Gruppe in zwei Variablen iiber GF (q) =
Gruppe aller 2 X 2-Matrizen mit Elementen aus GF (¢) und Determinante
gleich 1.

S(g) = Suzukigruppe. Zur Definition dieser Gruppe siehe Suzuxki
[23] Abschnitt 13.

Ist G eine Permutationsgruppe und X ein Element der permutierten
Menge, so ist Gx = {ge G | X* = X} und X% = {X7 |geG}.

Affine und projektive Ebenen werden in der iiblichen Weise definiert
(s. etwa PickERT [16]). Die Geraden fassen wir stets als Punktmengen
auf.

Ein inzidentes Punkt-Geradenpaar einer affinen bzw. projektiven
Ebene nennen wir Fahne.

Eine Menge o von ¢ + 1 Punkten in einer affinen bzw. projektiven
Ebene der Ordnung ¢ heifit ein Oval, falls keine drei Punkte von o
kollinear sind. Eine Gerade g heilt Passante, Tangente bzw. Sekante
von o, je nachdem |g N o| =0, 1 oder 2 ist. Durch jeden Punkt von o
geht genau eine Tangente an 0. Ist g gerade, so gehen alle Tangenten
an p durch einen Punkt, den Knoten von p (Qvist [18]).

Ist P ein Punkt und g eine Gerade einer projektiven Ebene € und
ist o eine Kollineation von €, die P geradenweise und ¢ punktweise
festlaft, so heilt ¢ eine (P, g)-Perspektivitiat oder auch kurz Perspek-
tivitat. P heiBlt Zentrum und g Achse von ¢. Daher wird ¢ auch zentral
bzw. axial genannt. Ist P eg, so sagen wir statt Perspektivitat auch
Elation, und ist P ¢ g, so sagen wir statt Perspektivitidt auch Streckung.
Eine nicht-triviale Perspektivitdt hat genau ein Zentrum und genau
eine Achse. Die Menge aller (P, g)-Perspektivitdten ist eine Untergruppe
der Kollineationsgruppe von €. Diese Gruppe werden wir mit I'(P, g)
bezeichnen. Ist K irgendeine Kollineationsgruppe, so ist K(P,g) =
KNI'(P,g). Ist A eine affine Ebene und ist = eine Elation des projek-
tiven Abschlusses 2* von U mit uneigentlichem Zentrum und uneigent-
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licher Achse, so nennen wir v eine Translation von 9. Die Menge T der
Translationen einer affinen Ebene U ist eine Untergruppe der Kolli-
neationsgruppe von 9. Ist T auf den Punkten von U transitiv, so heifit
A eine Translationsebene. Der Kern K einer Translationsebene U ist
die Menge aller der Endomorphismen # der Translationsgruppe T von
oA, fiir die (I'(U, g,,))" CIT'(U, g,,) ist fiir alle Punkte U auf der uneigent-
lichen Geraden g, von A. Nach ANDRE [1], Satz 10 ist K ein Korper
und die multiplikative Gruppe von K ist isomorph zu der Gruppe
I'(P,g,) fir Peg,.

Die projektiven Raume, die wir betrachten, sind alle dreidimensional.
Geraden und Ebenen fassen wir auch hier als Punktmengen auf.

Ein Ovoid O ist eine Menge von ¢* 4+ 1 Punkten in einem projektiven
Raum @ iiber GF (q), von denen keine drei kollinear sind. Eine Gerade
g von © heillt Passante, Tangente bzw. Sekante von O, je nachdem
lg " O|= 0,1 oder 2 ist. Eine Ebene e von & heiit Tangentialebene
von 9, falls [e N ©| =1 ist. Durch jeden Punkt von © geht genau
eine Tangentialebene.

Eine Menge von paarweise windschiefen Geraden eines projektiven
Raumes &, die ganz © iiberdecken, nennen wir eine Geradenkongruenz
oder auch kurz Kongruenz.

Eine taktische Konfiguration mit den Parametern v, b, k, r ist eine
Inzidenzstruktur, bestehend aus » Punkten und & Blécken, so dall jeder
Block mit genau % Punkten und jeder Punkt mit genau r Blocken inzi-
diert. Offensichtlich ist v» = bk.

Ein Blockplan mit den Parametern v,b,k,r, A ist eine taktische
Konfiguration mit den Parametern v, b, k, r, fiir die zusétzlich gilt, dal
zwei verschiedene Punkte stets mit genau 4 Blocken inzidieren. Aufler
vr = bk gilt dann auch, daBl r(k — 1) = A(v — 1) ist.

Eine (endliche) Mobiusebene ist ein Blockplan mit den Parametern
v=¢"+1, b=gq(@*+1), k=g+1, r=¢q(¢+1) und A=q9+1,
fir den auBlerdem gilt, daB durch drei verschiedene Punkte hochstens
ein und damit genau ein Block geht. Ist P ein Punkt einer M&biusebene
M, so bezeichnen wir mit A(P, M) die Inzidenzstruktur, die aus M
entsteht, wenn man aus I den Punkt P und alle Blocke entfernt, die
nicht mit P inzidieren. Man sieht leicht, daB 9 (P, ) eine affine Ebene
der Ordnung gq ist.

1. Die Blockpliine 3 (0) und g(v)

€ sei eine endliche desarguessche projektive Ebene der Ordnung
q = 2r. Ferner sei v ein Oval in € und K der Knoten von p. Schlieflich
sei g eine Gerade von € mit g N o = ¢. Da alle Geraden durch K Tan-
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genten an o sind, ist K ¢ g. Die Gruppe aller axialen Kollineationen
mit der Achse g bezeichnen wir mit I. Auflerdem sei ® = {o” |y eI'}.

(1.1) Es ust |®| =o(I") = ¢*(g — 1).

Beweis. Sei r € & und y e I’ mit §? = g. Ist K (x) der Knoten von g,
so ist auch (K (r)) = K (z). Folglich ist y, da wegen K ¢ g auch K (x) ¢ ¢
ist, eine (K (x), g)-Streckung. Ist K(x) € h, so ist |k N | = 1. Folglich
ist P=hNy=hnNy= P Daher ist y =1, q.e.d.

Da offensichtlich (K (x)) = K(x?) ist, gilt

(1.2) Sind g,y & Rundistg? =ymity e, soist K (x) = K (y) genau dann,
wenn y eine (K (x), g)-Streckung ist.

Ferner gilt
(1.3) Ist g € & und X = I'(K (), g), so liegt ein Punkt @ mit K(x) +Qég

auf genau einem Oval aus ¢~

Beweis. Es ist K(5)Q Nt ein Punkt P mit K(r) & P¢g¢g und
K (£)Q = K (x) P. Folglich gibt es ein und nur ein ¢ €X mit P° = Q.
Hieraus folgt die Behauptung.

Es sei U die affine Ebene, die aus € entsteht, wenn man aus € die
Gerade g und alle mit ¢ inzidierenden Punkte entfernt. Wir betrachten
nun die beiden folgendermaBen definierten Inzidenzstrukturen (o)
und J(o):

(i") Die Punkte von J(v) sind die Punkte von .
(ii") Die Blicke von J(v) sind die Ovale aus K.

(iii') Ein Punkt P und ein Block b sind genau dann inzident, wenn
Peb st

(i)  Die Punkte von (o) sind die Punkte von U und ein Symbol U.
(i) Die Blicke von J(v) sind die Ovale aus & und die Geraden von 9.

(iii) Der Punkt U inzidiert genaw dann mit dem Block b, wenn b eine
Gerade von W ist. Bin Punkt P == U inzidiert genau dann mit b,
wenn Peb ist.

Setzt man U? = U fiir alle y €I, so gilt
(1.4) I' ist sowohl Automorphismengruppe von J(0) als auch von J(v).

Aus (1.4) folgt zunichst, daBl J(v) eine taktische Konfiguration ist.
Also ist vr = bk, wenn v die Anzahl der Punkte, b die Anzahl der Blscke,
r die Anzahl der Blécke durch einen Punkt und % die Anzahl der Punkte
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auf einem Block ist. Nun ist v = ¢%, b= ¢2(¢— 1) und k=gq 4 1.
Also ist r = g2 — 1. Dariiber hinaus gilt der

Satz 1. I (o) est ein Blockplan mit den Parametern v = 2, b = ¢%(¢— 1),
k=qg+ 1, r=¢*—1 und 2 =q.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, daB durch zwei verschiedene
Punkte von § (o) stets genau ¢ Blocke gehen. P und @ seien zwei ver-
schiedene Punkte von I (o) und » = P die Verbindungsgerade von P
und @ in ¥. Durch P gehen r = (g + 1){g — 1) Blécke von J(v) und
zwei verschiedene Blocke durch P haben nach (1.2) und (1.3) verschiedene
Knoten. Folglich ist jeder von P verschiedene Punkt von % Knoten
eines Blockes durch P, da ja die Anzahl der von P verschiedenen Punkte
von U gleich ¢2 — 1 ist. Nun liegen auf % insgesamt ¢ — 1 von P ver-
schiedene Punkte von . Es gibt also genau ¢ — 1 Blécke durch P,
die A nur in P treffen. Die iibrigen ¢(q¢ — 1) Blocke treffen & noch in
einem von P verschiedenen Punkt. Nun ist I'(P, g) auf den von P ver-
schiedenen affinen Punkten von % transitiv. Folglich gehen durch jeden
von P verschiedenen affinen Punkt von % gleich viele der Blécke durch
P. Somit gehen durch P und jeden von P verschiedenen Punkt X von
h genau ¢q Blocke, insbesondere also auch durch P und @, q.e.d.

Aus Satz 1 folgt sofort der

Satz 2. J(v) ist ein Blockplan mit den Parametern v = ¢* + 1,
b=q(@*+ 1), k=q+ 1, r=q(g+ 1) und A=q+ 1.

Ist M eine endliche Mobiusebene der Ordnung ¢, so ist M ein Block-
plan, der dieselben Parameter wie (o) besitzt. Es erhebt sich also die
Frage, ob (o) etwa eine Mobiusebene ist. Wir werden sehen, dal dies
nicht immer der Fall ist.

Ist g eine Gerade von € und sind 4,, 4,, A; und B,, B,, B, zwei
Dreieckemit 4, &= B; (i =1, 2, 3)und 4,;4; =+ B, B,und A;A; N B, B;cyg
fir 7,5 = 1, 2, 3 und ¢ <j, so heiBlen die beiden Dreiecke g-axial. Gibt
es einen Punkt C' in € mit C € 4, B, fiir : = 1, 2, 38, so heilen die beiden
Dreiecke C-perspektiv. In desarguesschen Ebenen sind zwei g-axiale
Dreiecke stets auch C-perspektiv. Es gilt nun, wenn g wieder die ur-
spriingliche Bedeutung hat, der

Satz 3. (o) ist genau dann eine Mobiusebene, wenn es keine 2wei
g-axialen, dem Oval v einbeschriebenen Dreiecke gibt.

Beweis. Offensichtlich ist f(0) genau dann eine Mé6biusebene, wenn
durch drei verschiedene Punkte von (o) hdchstens ein Block geht,
und dies ist offensichtlich genau dann der Fall, wenn durch drei ver-
schiedene Punkte von 9 hdchstens ein Oval aus & geht.
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Es seien 4,, B;eo (i = 1, 2, 3) zwei g-axiale Dreiecke. Dann gibt es
einen Punkt C mit C € 4, B, fir alle i. Ferner gibt es in I" eine (C, g)-
Perspektivitit y mit Ay = B,. Hieraus folgt, daBB Ay = B, ist fiir
it =1, 2, 3. Folglich ist |0 N 0”| = 3. Wegen A4, == B, ist y == 1 und daher
nach (1.1) auch o == 0?. Folglich ist J(0) keine Mdbiusebene.

Angenommen es gibt keine dem Oval o einbeschriebenen g-axialen
Dreiecke. Dann enthélt kein Oval ¢ € & solche g-axialen Dreiecke. Sei
nun g, 9)e® und |[NH|=3. Da f =¢? ist, gibt es drei Punkte
A, Ay, A; e mit A% eg. Ware A, &= A4 fiir alle ¢, so wiren 4,, 4,, 4,4
und A%, A}, A zwei g-axiale Dreiecke, die dem Oval ¢ einbeschrieben
sind. Dies widerspricht jedoch unserer Annahme. Es gibt also ein ¢ mit
A% = A,. Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, daB ¢ = 1 ist. Dann ist
A, Zentrum von . Folglich sind 4,, 4, und A} kollinear. Nun ist
A;, Ay, A% € ¢ und g ein Oval. Ferner ist A; == 4,, A¥. Daher ist 4, = A}
und somit ¥y = 1, d.h. ¢ = 1. Damit ist bereits alles bewiesen.

Der nichste Satz ist eine Kennzeichnung der Kegelschnitte in end-
lichen desarguesschen Ebenen gerader Ordnung.

Satz 4. Ist o ein Oval in einer endlichen desarguesschen projektiven
Ebene gerader Ordnung und ist K der Knoten von v, so ist 0 genau dann
ein Kegelschnitt, wenn die Achse irgendzweier v einbeschriebener C-per-
spektiver Dreiecke die Gerade KC ist.

Beweis. p sei ein Kegelschnitt und A4,, B; €0 (1 = 1, 2, 3) seien zwei
C-perspektive Dreiecke. Wegen A, == B, und Ce€ 4, B, ist K = C ¢ .
Da o ein Kegelschnitt ist, gibt es eine Elation 7 mit dem Zentrum C,
der Achse K C und mit 0* = o (s. z.B. LineURG [14] Korollar 1(b)).
Dann ist aber 4% = B, und folglich sind die beiden Dreiecke A4; und B,
axial mit der Achse KC.

Sei umgekehrt o ein Oval, welches die Bedingungen des Satzes er-
fullt. Sei ¢ ein Punkt mit K == C ¢ p. Ferner sei Peo und {P, P’}
= o N O P. Hieraus folgt, dall P 4 P’ ist. Ferner sei 7 eine Elation mit
der Achse KC, dem Zentrum C, die P auf P’ abbildet. Da alle p ein-
beschriebenen C-perspektiven Dreiecke K C-axial sind, folgt, daB o* = o
ist. Da C beliebig war, folgt, daf} die von allen Elationen 7 mit 0* = o
erzeugte Gruppe isomorph zur PSL (2, q) ist, wenn g gleich der Ordnung
der zugrunde liegenden Ebene ist. Daraus folgt, daBl o ein Kegelschnitt
ist (s. z.B. LunEBURG [14] Korollar 1(b)).

Aus den Sitzen 3 und 4 folgt unmittelbar das vermutlich bekannte

Korollar 1. Ist o ein Kegelschnitt, so ist 3 (o) eine (miquelsche) Mobius-
ebene.

Wir wollen nun noch eine Klasse von Ovalen p angeben, fiir die (o)
keine Mobiusebene ist.
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o sei ein Kegelschnitt und o entstehe aus p durch Weglassen eines
beliebigen Punktes von o und Hinzunahme des Knotens von p. Dann
gilt

Satz b, Ist ¢ > 8, so ist §(0) keine Mcbiusebene.

Beweis. Da alle nicht entarteten Kegelschnitte von € projektiv
dquivalent sind, kénnen wir annehmen, daB

o ={F(0,1,0), F(k k2, 1) | ke F}

ist, wobei F' = GF (q) ist. Der Knoten von o ist der Punkt K = F(1, 0, 0).
Da die Gruppe, die o invariant laBt, auf o transitiv ist, kénnen wir
annehmen, dal o = {F(1,0,0), F(k, k% 1) | ke F} ist. Um Satz5 zu
beweisen, geniigt es nach Satz 3 zu zeigen, daBl es zu jeder Geraden ¢
mit g N o = @ stets g-axiale 0 einbeschriebene Dreiecke gibt.

Es sei r € F und r 5= 0, 1. Ferner sei f(x) = (r + 1)22 + rz. Die Ab-
bildung x — f(x) von F in sich ist nicht eineindeutig. Vielmehr gilt:
Ist « = y, so ist genau dann f(z) = f(y), wenn x 4 y = r(r + 1)~ ist.
Hieraus folgt, wenn man B = {f(x) | x € F} setzt, dal |B| = }q ist.
Da ¢ = 8 und 0 = f(0) € B ist, gibt es ein ¢ € F mit

(a) a=3=0,1,r,r +1 und a? ¢ B.

Wir wihlen nun » € F so, daBl das Polynom g(x) = ® + = + r iiber
F irreduzibel ist. Dann ist g(a) &= 0 und daher a? == a 4 r. Setze

(b) b=a%(r + o).
Dann ist
(c) b=+0,1,a.

Denn es ist a? ¢ B und daher a2 == 0. Ferner ist a® &= @ 4 r und daher
b= 1. Wire b =a, so wire r = 0 und daher g(x) nicht irreduzibel
tiber F.

Aus (a) folgt, daB » + a == 1 ist. Folglich ist b 5= a2. Wir kénnen daher
¢ = a?(b + 1){a® + b)~! setzen. Dann ist

(d) a?(b 4+ c 4 1) + bec = 0.

Wir betrachten nun die beiden Dreiecke A = F (1, 0, 0), B = F(0, 0, 1),
C=F(1,1,1) und 4" = F(a,a? 1), B’ =F(b, b2 1), " = F(c, c?, 1).
Dann haben die Geraden A B, BC,CA und A’ B’, B'C’, ' A’ die Glei-
chungen:

AB: Zy = 0,
BC: z, + x, = 0,
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CA: 2o+ 23 =0,
A B (@ +b)x, + xy + abx, =0,
BC: b+ )y, + x5 + bexg = 0,
0 (¢ 4+ a)xy, + x5 + caxg = 0.
Ferner ist

P=ABNA B =F(ab,0,a 4 b),

Q= BCNB(C =F(bcbe, b+ c+ 1) =F(a? a?, 1) (nach (d)),

R=CAnCA =F({1 +ca, c+a, c+ a)

Ist schlieBlich g die Gerade mit der Gleichung

(@® 4+ ab)z, + (b + a® + ab)x, + a’ba; = 0,

so zeigt eine elementare Rechnung, daf P,Q, Reg ist. Die beiden
Dreiecke sind also g-axial. Nun ist g N p = ¢. Wire namlich X eg N o,
so ist sicher X &= F (1, 0, 0), da nach (a) und (b) ja a? + ab == 0 ist.
Also ist X = F(z, 22, 1) und (a® + ab)x + (b 4+ a® + ab)x® 4 a?b = 0.
Aus b &= 0 folgt daher, daB (a26! 4+ a + 1)2% + (a?b '+ a)z +a? =0
ist. Aus (b) folgt weiter, dal » = a2b-! + a ist. Folglich ist a? = f(x) € B
im Widerspruch zu (a). Also ist 0 Mg = @. Sei

N E 0o 0
F=l{o & o)|klcF und k=0}.
1 o1

und I" die von I' in G induzierte Kollineationsgruppe?). Dann ist o7 = o.
Da die Passanten von p mit den Passanten von o iibereinstimmen, folgt
nach LUNEBURG [14] S. 430, daB I" auf den Passanten von o transitiv
ist. Ist » eine Passante von 0, so gibt es daher stets zwei A-axiale o
einbeschriebene Dreiecke, q.e.d.

2. Scharf fahnentransitive Kollineationsgruppen mit zyklischem
Komplement

Hilfssatz 1. Es sei g = 2r. Ist € die desarguessche projektive Ebene der
Ordnung q, so sind alle zyklischen Untergruppen der Ordnung q + 1 der
projektiven Gruppe IT von € in II konjugiert. Ist 7 eine zyklische Unter-
gruppe der Ordnung q -+ 1 von II, so lifit 7 ein nicht-inzidentes Punkt-
Geradenpaar (P, g) von € invariant. Ferner ist Q% ein Kegelschnitt, falls
nur P =£Q ¢qg ist.

Beweis. Es sei { €Z und o({) = p eine Primzahl sei. Ferner (@, #) eine
Fahne mit Q¢ =@ und 4¢ = k. Wegen |h—{Q} | =g und (¢ + 1, ¢(¢—1))=1

2) Man beachte, dall die Matrizen als Rechtsfaktoren zu schreiben sind.
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folgt, daB ¢ auf 2 mindestens drei Fixpunkte hat. Da { in der projektiven
Gruppe I von € liegt, 148t daher { alle Punkte auf » fest. Somit ist ¢
eine Perspektivitdt mit der Achse » und daher p ein Teiler von q(q — 1):
ein Widerspruch. Folglich kann kein von 1 verschiedenes Element aus
Z eine Fahne invariant lassen. { sei weiterhin ein Element von Primzahl-
ordnung aus 7. Aus (¢ + g+ 1, ¢+ 1) =1 folgt, da ja ¢*+ g+ 1
die Punkteanzahl von € ist, daB3 { einen und damit nach dem eben Be-
wiesenen genau einen Fixpunkt P hat. Nun ist 7 abelsch und daher ist
P auch ein Fixpunkt von Z. Ebenso folgt, dal Z auch eine Fixgerade g
hat. Da kein von 1 verschiedenes Element aus 7 eine Fahne von €
invariant 1a8t, folgt, daB P nicht auf g liegt, und daBl Z auf den Geraden
durch P bzw. den Punkten auf g transitiv ist. Nun ist die Untergruppe
von II, die sowohl P als auch g invariant 14Bt, isomorph zur GL(2, q).
Ferner ist wegen ¢ = 2 die Gruppe GL(2, q) isomorph dem direkten
Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung ¢ — 1 und der SL(2, g).
Somit enthilt IIp,, einen zur SL(2,q) isomorphen Normalteiler A.
Aus der Normalitat von 4 in ITp , folgt weiter, daBl A alle Elemente
mit zu ¢ — 1 teilerfremder Ordnung aus I7p,, enthilt. Hieraus folgt,
daB Z in A enthalten ist. Nach DicksoxN [7] §§ 243 und 244 sind alle
Untergruppen der Ordnung ¢ + 1 von 4 in A konjugiert. Da IT auf den
nicht-inzidenten Punkt-Geradenpaaren von € transitiv ist, folgt daher,
daB alle zyklischen Untergruppen der Ordnung ¢q 4 1 von I in II kon-
jugiert sind.

Nun ist H = ZI'(P, g) eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢ —1,
die auf den Punkten X von € mit P == X ¢ ¢ transitiv operiert. Da
H abelsch ist, werden die Punkttransitivitdtsgebiete von 7Z von I'(P,g)
untereinander permutiert. Hieraus und aus der Transitivitat von I'(P, g)
auf PQ —{P, @} fir Qg folgt, daB I'(P, g) auf den von {P} und ¢
verschiedenen Punkttransitivitdtsgebieten von 7 transitiv ist. Ist nun
¢ ein Kegelschnitt von €, so ist bekanntlich 7, isomorph zur SL(2, q)
(s. etwa LUNEBURG [14] Korollar 1). 17, enthilt folglich eine zyklische
Untergruppe der Ordnung ¢ + 1, die auf den Punkten von ¢ transitiv
ist. Hieraus und aus dem bereits Bewiesenen folgt auch die letzte Be-
hauptung des Hilfssatzes.

Hilfssatz 2. Es sei ¢ = 2" == 8 und € die desarguessche projektive Ebene
der Ordnung q. Ist 7 eine zyklische Kollineationsgruppe von €, besitzt 7
einen universellen Fizxpunkt P und ist 7 auf den Geraden durch P scharf
transitiv, so ist 7 in der projektiven Gruppe von € enthalten.

Der Beweis folgt sofort aus Karzer [13], wenn man noch bemerkt,
daB aus den Voraussetzungen folgt, da Z auch eine universelle Fix-
gerade besitzt.
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A sei eine endliche affine Ebene der Ordnung ¢g. Ferner sei A eine
scharf fahnentransitive Kollineationsgruppe von 9. Auflerdem seien
die nicht-trivialen Punkttransitivitdtsgebiete von 4 Ovale. Wir be-
trachten nun die beiden folgendermafien definierten Inzidenzstrukturen
J(4) und F(4).

iy Die Punkte von I(A) sind die Punkte von .

(') Die Blicke von J(4) sind die nicht-trivialen Punktiransitivitdts-
gebiete von Ap fir alle Punkte P von Y.

(iii") Hin Punkt P und ein Block b sind genau dann inzident, wenn
Peb ust.

(i)  Die Punkte von §(A) sind die Punkte von A und ein Symbol U.
(ii) Die Blocke von I (A) sind die Blocke von I (A) und die Geraden von ¥.

(i) U inzidiert genaw dann mit dem Block b, wenn b eine Gerade von
A ist. Ist P == U, so inzidiert P genau dann mit b, wenn P €b ist.

Setzt man U = U fiir alle 6 € 4, so gilt entsprechend (1.4) die Aus-
sage

(2.1) 4 vst sowohl Automorphismengruppe von J(4) als auch von §(A).

Ferner folgt aus der scharfen Fahnentransitivitdt von 4, daBl 4p ¢ =1
ist, das heiBt

(2.2) 4 ist eine Frobeniusgruppe.

Ist Q*?=Q2 =) und P <@ = R, so ist b nach Voraussetzung
ein Oval. Ferner ist sowohl P als auch R gleich dem Knoten von b.
Somit ist P = R. Da es genau ¢2 — 1 von P verschiedene Punkte in %
gibt, folgt daher, daf die Anzahl der Blocke von (4) gleich ¢2(g — 1)
ist. Ferner folgt aus (2.1), daBl J(4) eine taktische Konfiguration ist.
Sind v, b, k, r die Parameter von ¥(4), so ist also v = ¢?, b = ¢%(g — 1),
k=gq+ 1 und r = ¢>— 1. Dariiber hinaus gilt

(2.3) J(4) st ein Blockplan mit den Parametern v = ¢%, b = ¢%(q¢ — 1),
E=q+ 1, r=¢—1und A =q.

Beweis. 4 ist nach (2.2) eine Frobeniusgruppe. K sei der Frobenius-
kern von A. Ferner seien P und @ zwei verschiedene Punkte von . Es
gibt genau ein » € K mit P* = Q. Ist nun A = {6ed | P? = @}, so ist
A = Apx. Da A eine Frobeniusgruppe ist, hat jedes von » verschiedene
Element aus A einen Fixpunkt. Seix 3= 1, pund 4, peA. Ist X* = X=X+,
so ist wegen P &= @ = P* = Preinmal X = P.Zum andernist X#* ' = X
und P*7 = P. Folglich ist 1 = u, da ja A eine Frobeniusgruppe ist.
Somit gehen durch P und @ genau |4 |— 1 Blocke. Nun ist | 4| = o(4p)
= ¢+ 1 und daher A =g¢q, q.e.d.
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Aus (2.3) folgt nun sofort

(2.4) J(A) ist ein Blockplan mit den Parameternv = ¢2 + 1,b=gq(¢®+ 1),
k=qg+1,r=q@g+1) und A=q+ L.

3(4) ist also ebenso wie (o) ein Blockplan mit den gleichen Para-
metern wie eine Mobiusebene der Ordnung ¢. Im allgemeinen wird
jedoch J(A4) keine Mobiusebene sein. Wir interessieren uns daher fiir
notwendige und hinreichende Bedingungen, die garantieren, daBl $(4)
eine Mdobiusebene ist.

Offensichtlich ist J(4) genau dann eine Mobiusebene, wenn durch
drei verschiedene Punkte von J(4) hochstens ein Block geht. b und ¢
seien zwei verschiedene Blocke von J(4) mit (b N ¢| = 3. Es gibt also
drei paarweise verschiedene Punkte R, S, T b nc. Ferner gibt es
zwei Punkte Pund @ mitb = RPund ¢ = R%.DabcundbNnc ¢
ist, muBl P = @ sein. Es gibt dann zwei Elemente §, € 4p und zwei
Elemente ¢,{edg mit R°=8= R und R?"=T = R‘. Wegen
RE+=8+TF+Rist 1==0Fn=F1 und 1 d¢e{F1. Ferner ist
det, nlte Apund de~t %= 5l da sonst wegen 710 = {~leedpNdg=1
auch #n = d und ¢ = { wire.

Ist umgekehrt P 4@ und 6,7€dp mit 136471 und
g, ledomit 1 ¢ 5= ¢ 5 1 und ist de~!, n{-2 €4g, so sind R, R® = R*
und R7= R* drei paarweise verschiedene Punkte, da offensichtlich
R &= P, Q ist. Somit ist | B“P N R¢|= 3 und RP &= R, da ja P 3=Q
ist. Somit gilt

(2.5) §(4) ist genaw dann eine Mobiusebene, falls aus 1 5= 6,pedp und
1¢ledound de,nitedpund de ' =0l und PQ + R+ P
folgt, dap entweder 6 = n oder ¢ = { ist.

Es gilt nun der

Satz 6. Ist A eine endliche desarguessche affine Ebene der Ordnung
q = 2, ist A eine scharf fohnentransitive Kollineationsgruppe von A mit
zyklischem Ap, ist schlieflich Ap im Falle ¢ = 8 eine Untergruppe der
Gruppe aller linearen Abbildungen von U, so ist F(4) eine (miquelsche)
M sbrusebene.

Beweis. 4 ist nach (2.2) eine Frobeniusgruppe und der Frobeniuskern
K von 4 ist die Translationsgruppe von . Aus 4 = K4p folgt daher
nach Hilfssatz 2, daB A eine Untergruppe der Gruppe aller linearen
Abbildungen von ¥ ist. Nach Hilfssatz 1 sind daher, da 4, zyklisch ist,
die nicht-trivialen Punkttransitivitdtsgebiete von Ap fiir alle P Kegel-
schnitte. Ist g die uneigentliche Gerade von ¥, so ist H = A4pI'(P, g)
eine zyklische Gruppe, die auf den von P verschiedenen Punkten von %
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transitiv ist. Aus diesen beiden Eigenschaften folgt, daB I'(P, g) eine
auf den nicht-trivialen Punkttransitivititsgebieten von Ap transitive
Permutationsgruppe ist. Hieraus folgt, falls P = Qist, daB J(Q*P) =(4)
ist. Da, @Q“P ein Kegelschnitt ist, ist (@“P) nach Korollar 1 eine M&bius-
ebene, q.e.d.

Korollar 2. Ist U eine endliche affine Ebene, ist A etne scharf fahnen-
transitive Kollineationsgruppe von W mit zyklischem Ap und sind alle
nicht-trivialen Punkttransitivititsgebiete von A p Ovale, so ist U desarguessch.

Beweis. Ist §(4) = M eine Mobiusebene, so ist AU, M) = A. Da
die Ordnung von U notwendig gerade ist, folgt daher nach DEMBOWSKI
[6] Satz 3, daBl U desarguessch ist. Um Korollar 2 zu beweisen, miissen
wir daher nur noch zeigen, dafl §(A) eine Mobiusebene ist.

Nach FouLsgr {9] Corollary 2.2 und dem letzten Absatz von Abschnitt
4 operiert 4 auch als scharf fahnentransitive Kollineationsgruppe auf
einer desarguesschen Ebene 9 der Ordnung q = o(¥). Ist nun §(4) der
der Gruppe 4 in % zugeordnete Blockplan, so ist §(4) im Falle q == 8
nach Hilfssatz 2 und Satz 6 eine Mo6biusebene. Hieraus und aus (2.5)
folgt dann, dal auch (4) eine Mobiusebene ist. Da eine affine Ebene der
Ordnung 8 stets desarguessch ist, ist Korollar 2 daher bewiesen.

3. Translationsebenen mit vielen Elationen

In diesem Abschnitt beweisen wir den Hauptsatz der vorliegenden
Arbeit, ndmlich den

Satz 7. Ist U eine endliche affine Ebene der Ordnung q und ist IT eine
Kollineationsgruppe von A mit den Eigenschaften

(a) Es ist II(U, g) == 1 fur alle Fahnen (U, g) mit g &= g, und U €gy.

(b) Ist 6ed = II(U,g) | U = g N goop und Uit 6 drei paarweise ver-
schiedene uneigentliche Punkie einzeln invariant, so ist 6 eine Dila-
tation von 9,

so ist A entweder desarguessch und Ap ist isomorph zur SL(2, N) mit
N = qoder N = 5 und ¢ = 9 oder es ist ¢ = 2" und Ap eine Diedergruppe
der Ordnung 2 (q + 1) oder aber U ist eine nicht-desarguessche Translations-
ebene der Ordnung q = 22?0 = 64 und Ap ist isomorph zur S(22+1),

Bevor wir jedoch mit dem Beweis beginnen, beweisen wir noch den
folgenden

Hilfssatz 3. Ist U eine endliche Translationsebene und ist A eine Kolli-
neationsgruppe von N mit den Higenschaften: (1) A besitzt einen Fixpunkt
P und (2) jedes Element aus A, welches eine Gerade durch P festlift, liegt

4 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXIX
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in A(P, gy), so sind die p-Sylowgruppen ungerader Ordnung von A zy-
klisch, wihrend die 2-Sylowgruppen von A entweder zyklisch oder (ver-
allgemeinerte) Quaternionengruppen sind.

Beweis. Da jede Untergruppe von A4 ebenfalls die Eigenschaften (1)
und (2) hat, kénnen wir annehmen, dafl 4 eine p-Gruppe ist. Die von
4 auf g, induzierte Permutationsgruppe 4* operiert wegen (2) reguldr
auf ¢,,. Folglich ist o(4*) ein Teiler von ¢ 4 1, wenn ¢ die Ordnung von
A ist. Andrerseits ist der Kern des Homomorphismus von 4 auf A*
gleich A(P, g,,) und die Ordnung von 4 (P, g¢,,) ist ein Teiler von ¢ — 1.
Ist nun p > 2, so ist daher wegen (¢ — 1, ¢ + 1) < 2 entweder 4 (P, g.)
=1 oder 4* = 1. Sei 4* = 1. Dann ist 4 = A(P, ¢g,,) und daher nach
ANDRE [1] Zusatz 2, S. 169, zyklisch. Sei also 4 (P, g,,) = 1. In diesem
Fall operiert 4 auf den Geraden durch P regulir. Wir betrachten die
Gruppe T4, wobei T die Translationsgruppe von U sei. Es sei (¢, k) eine
Fahne von 9 und o sei ein Element aus TA, welches die Fahne (@, /)
invariant liflt. Da T auf den Punkten von 9 transitiv ist, kénnen wir
annehmen, dafl @ = P ist. Ist nun ¢ = vé mit v €T und d €4, so ist
daher P* = P! = P und folglich 7 = 1, Somit ist ¢ € 4. Da 4 auf den
Geraden durch P regulir operiert, ist daher ¢ = 1. Somit operiert T4
auf den Fahnen von U regulir. Hieraus folgt, dafl einzig die Identitit
aus T4 zwei verschiedene Fixpunkte hat. Somit ist TA eine Frobenius-
gruppe. Offensichtlich ist T der Frobeniuskern und 4 ein Frobenius-
komplement. Da 4 eine p-Gruppe und p > 2 ist, ist 4 daher zyklisch.
Es sei daher p = 2. Ferner sei ¢ eine Involution aus 4. Dann 148t o
mindestens eine Gerade durch P fest. Folglich ist ¢ € A(P, 9.,). Nun
ist A(P, g,) nach ANDRE [1] Zusatz 2, S. 169 zyklisch. Somit ist o die
einzige Involution in A. Daher ist 4 entweder zyklisch oder eine (ver-
allgemeinerte) Quaternionengruppe, gq.e.d.

Beweis von Satz 7. U sei eine endliche affine Ebene der Ordnung ¢
und I7 sei eine Kollineationsgruppe von U mit den beiden Eigenschaften
(a) und (b). Nach Preer [17] Theorem 2, (ii) ist dann ¥ eine Transla-
tionsebene und /7 enthilt die Translationsgruppe von 9. Da wir uns im
wesentlichen nur fiir die Gruppe Ap interessieren und da A4 wegen
4(U, ¢g) = II1(U, g) ebenfalls die Bedingungen (a) und (b) erfiillt, werden
wir annehmen, dal IT = A4 ist. Ist M irgendeine Untergruppe von II,
so bezeichnen wir mit M* die von M auf g induzierte Permutations-
gruppe. Es gilt nun

(8.1) Ist P ein eigentlicher Punkt von U, so ist Iy = IT*.

Beweis. Ist T die Translationsgruppe von 2, so ist II = TIIp und
daher IT* = T*II§ = I}, q.e.d.
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Da % eine Translationsebene ist, ist ¢ = p" Potenz einer Primzahl p.
Nun ist o(II(U, g)) ein von 1 verschiedener Teiler von ¢. Folglich gibt
es in (II*)y ein Element der Ordnung p, welches U und nur U als Fixpunkt
hat. Aus GLEAsON [10] Lemma 1.7 folgt daher, daBl I7* auf den Punkten
von g,, transitiv ist. Ferner folgt aus (b), daB nur die Identitidt aus IT*
drei verschiedene Fixpunkte auf g hat.

1. Fall. ¢ = 2. Weil nur die Identitat aus IT* drei verschiedene Fix-
punkte hat, folgt, dall (/7*)y entweder eine 2-Gruppe oder aber eine
Frobeniusgruppe ist, deren Kern eine 2-Gruppe ist. Hieraus folgt, dafl
der Zentralisator einer Involution aus (IT*)y eine 2-Gruppe ist. Da
andrerseits wegen ¢ + 1 = 1 mod 2 jede Involution einen Fixpunkt hat,
folgt, daB der Zentralisator jeder Involution aus IT* eine 2-Gruppe ist.
SchlieBlich folgt ebenfalls aus ¢ + t=1mod 2 und (II*)y,y,w=1,
daB zwei verschiedene 2-Sylowgruppen von II* trivialen Durchschnitt
haben. Nach Svuzukr [22] Theorem 5 gilt daher, wenn Z* eine 2-Sylow-
gruppe von II* ist, eine der folgenden Aussagen:

(i) 2* ist normal in IT*;
(ii) 2* enthdlt genau eine Involution;

(iii) II* ist zweifach transitiv auf g, enthilt jedoch keinen Normal-
teiler der Ordnung ¢ + 1.

Da X* einen universellen Fixpunkt hat und IT* transitiv ist, kann X*
nicht normal in IT* sein. Der Fall (i) kann also nicht auftreten.

Enthélt X* genau eine Involution o, so ist (o) charakteristisch in X*
und damit normal in (/I*)y, falls U der Fixpunkt von X* ist. Hieraus
folgt, daBl o im Zentrum von (I7*)y liegt. Somit ist X* = (IT*)y, da ja
der Zentralisator einer Involution eine 2-Gruppe ist. Folglich ist
(II*)y,y = 1 fir alle U, Veg,, d h. II* ist eine Frobeniusgruppe.
Ferner folgt, dall o(/I(U,g))=2 ist, falls g 3¢, und U=9gng,
ist, weil ja II(U, g) eine elementarabelsche 2-Gruppe ist. K* sei der
Frobeniuskern von II*. Dann ist IT* = K*II*(U,g) und daher
o(II*) = 2(q + 1). Nach (3.1) ist [T} = IT* und ITp wird, wie wir beim
Beweis von (3.1) gesehen haben, von den Elationen aus ITp erzeugt.
Der Kern 4 des Homomorphismus von ITp auf I} besteht aus (P, g_)-
Streckungen. Daher ist o(A) ein Teiler von ¢-—1 und somit ist
(o(4), o(II%)) = 1. Die Gruppe IIp zerfillt daher nach einem Satz von
SCHUR (s. z.B. ZasSENHAUS [27] Theorem 25 8. 162) iiber A. Folglich
ist A = 1, d.h. ITp und IT} sind isomorph. ITp ist also eine Frobenius-
gruppe der Ordnung 2(q 4 1). Es sei K der Frobeniuskern von ITp.
Dann besitzt K einen Automorphismus der Ordnung 2, der auBer der
Identitat kein Element von K festliBt. Folglich ist K abelsch. Nun ist
4%
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K auf den Geraden durch P transitiv und aus Ordnungsgriinden sogar
scharf transitiv. Somit erfiillt K die Voraussetzungen des Hilfssatzes 3.
Da K abelsch ist, gilt daher

(3.2) K st zyklisch.

Es sei @ ein von P verschiedener Punkt von 9 und @ = IIp. Dann
ist
(3.3) |Q®| =¢q +1.

Beweis. Da @ auf den Geraden durch P transitiv ist, ist |@®| = ¢ + 1.
Es gibt jedoch eine Elation v 5= 1 in @ mit ¢° = . Also ist 2(¢ + 1) =
o(@)>]Q°|=¢+1, ged

Aus (3.3) folgt, daB K die gleichen Punkttransitivitidtsgebiete wie @
hat. Ist nun @ ein von P verschiedener Punkt von 9 und ist @ € » == P@Q,
8o gibt es eine Elation 7 == 1 in @, die die Achse P(h N g,) und das
Zentrum % N g, hat. Dann ist A* = h aber @° == Q. Folglich ist |A N Q|
= |h N Q®| = 2 fiir jede von P@ verschiedene Gerade % durch @. Aus
(3.3) folgt dann, daB |h N Q| = 2 ist. Somit gilt

(3.4) Q* ist ein Owal.

Da TK scharf fahnentransitiv ist, folgt daher wegen (3.2) und (3.4)
aus Korollar 2, daB8 % desarguessch ist.

Im Falle (iii) ist I7* nach Suzurl [23] Theorem 1 und Theorem 8
entweder isomorph zur SL (2, ¢) oder aber isomorph zur S (n) mit »? = ¢.
Ferner folgt, wie in LUNEBURG [14] am Ende des Beweises von Satz 5
gezeigt, dafl in beiden Fillen I7p und I7T§ isomorph sind. Somit ist also
ITp entweder isomorph zur SL(2, ¢) und daher ¥ nach LONEBURG [14]
Satz 2 desarguessch oder aber I7p ist isomorph zur 8 (n) mit n® = gq.

2. Fall. ¢ = 1 mod 2. In diesem Fall beweisen wir als erstes
(3.8) Ist IT* auflosbar, so ist ¢ = 3.

Beweis. IT* sei auflosbar. Da der Kern des Homomorphismus von
IT auf IT* nur aus Dilatationen von U besteht, und da die Gruppe aller
Dilatationen einer Translationsebene auflésbar ist, so ist auch IT auf-
Iésbar. Nun enthilt IT die Translationsgruppe von . Ferner ist I1p
auf den uneigentlichen Punkten von 9 transitiv. Daher ist /7 fahnen-
transitiv auf %. Aus der Auflosbarkeit und der Fahnentransitivitat
von [T folgt nach FouLseRr [9], dal I] auch als fahnentransitive Gruppe
auf einer desarguesschen affinen Ebene der Ordnung g operiert, und zwar
so, daB die Darstellung von IT als Permutationsgruppe auf den Punkten
von ¥ zu der Darstellung von /7 als Permutationsgruppe auf den Punk-
ten der desarguesschen Ebene 9, dquivalent ist. Ist nun 1 &= 7 € II(U, g),
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so0 hat v genau ¢ Fixpunkte in 9 und daher auch genau ¢ Fixpunkte in
A,. Wiren diese Fixpunkte in U, nicht kollinear, so lieBe v eine Unter-
ebene der Ordnung s mit s? = ¢ elementweise fest. Da U, desarguessch
ist, ist daher > = 1 ein Widerspruch. Somit ist v eine Elation. Hieraus
folgt, daf IT* einer Untergruppe der PSL(2, ¢) isomorph ist. Ist ¢ = p,
so ist iiberdies p(¢ + 1) ein Teiler der Ordnung von I7*. Nach Dickson
[7] § 262 ist dann entweder II* = 9, oder =~ &,. Dann ist aber p = 3
und ¢ = 3 oder = 7. Da p ein Teiler von ¢ ist, ist g =3, q.e.d.

Da eine Ebene der Ordnung 3 desarguessch ist, nehmen wir im fol-
genden an, daB g > 3 ist. Dann gilt also

(3.5") II* ist nicht auflosbar.
Weiterhin gilt
(8.6) II* enthdlt keinen Normalteiler vom Index 2.

Beweis. Sei N<J IT* und [[7*: N] < 2. Wegen ¢ = 1 mod 2 ist auch
o(II(U,g))=1mod 2 und daher I7*(U,g)CN und somit II*C N,
q.e. d.

Eine einfache Folgerung aus (3.6) ist

(3.7) Ist g =3 mod 4, so hat keine Involution aus II* einen Fixpunkt.
Ist g = 1mod 4, so hat jede Involution aus II* genau zwei Fix-
punkte.

Beweis. Ist o eine Involution aus I7* und hat ¢ einen Fixpunkt,
80 hat o wegen der Voraussetzung (b) unseres Satzes genau zwei Fix-
punkte. Die restlichen g — 1 Punkte werden in }(¢ — 1) Zyklen der
Lange 2 zerlegt. Wire }(¢ — 1) ungerade, so hitte daher II* einen
Normalteiler vom Index 2 im Widerspruch zu (3.6). Also ist ¢ = 1 mod 4.
Hat o keinen Fixpunkt, so werden die ¢ + 1 Punkte von g von o in
1(g + 1) Zyklen der Lange 2 zerlegt. Aus (3. 6) folgt wieder, dal (¢ + 1)
gerade, d.h. ¢ =3 mod 4 ist, q.e.d.

(3.8) Es ist NWII* = 1,

Beweis. Angenommen (3.8) wire falsch. Da W/I* nach FErr und
TaOoMPSON [8] aufldsbar ist, gibt es daher eine charakteristische abelsche
Untergruppe A == 1 in WII*. Folglich ist A ein Normalteiler von II*.
Hieraus und aus der Transitivitit von IT* folgt, dal alle Transitivitats-
gebiete von A die gleiche Linge haben und da diese Linge ein Teiler
von o(A) ist, folgt, daB alle Transitivititsgebiete von A mindestens
drei Elemente enthalten. Ist nun @ g, und « € A mit @* = @, so hat
o mindestens drei Fixpunkte, da ja A abelsch ist. Aus (b) folgt daher,
dal x = 1 ist.
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Sei wieder @ €g,,. Die Gruppe (IT*)q ist eine Frobeniusgruppe. K
sei der Frobeniuskern von (II*)q. Dann ist A K ebenfalls eine Frobenius-
gruppe: Ist (ax) Kax N K £ 1,80 gibt esein 2’ &= 1in K mit a~1x'aeK.
Folglich ist @* = @ und daher nach dem oben Bewiesenen o = 1. Es
ist also y~*Ky N K = 1 fiir alle y € AK mit y ¢ K. Wére nun K 5= (IT%)q,
80 gibe es einen Punkt R 4@ mit (II*)g,g = 1. Sei 1 == § € (II*)g,r
und dax =axd fir ein « € A und ein » € K. Da @ und R die einzigen
Fixpunkte von ¢ sind und da, weil o(K) ein Teiler von g ist, die Ordnung
von « » ungerade ist, ist @** = @ und E* = R. Da @* = @ ist, ist Q* = ¢
und somit & = 1. Also ist ¢* = @ und R* = R und daher auch x = 1.
Hieraus folgt, daBl (I7*)g,p eine Gruppe von fixpunktfreien Automor-
phismen von AK treu induziert. Nach THoMPSON [24] ist AK daher
nilpotent. Nun ist aber A &= 1 und K == 1 und A K eine Frobeniusgruppe:
ein Widerspruch. Somit ist (II*)y,y =1 fiir alle U,V eg,, fir die
U = V ist. Hieraus folgt, daBl IT* eine Frobeniusgruppe ist. Der Fro-
beniuskern einer Frobeniusgruppe ist nach TrHOMPSoX loc. cit. nil-
potent. Ferner ist o((/I*)q) ein Teiler von g¢. Folglich ist (II*)q eine
p-Gruppe, da ja g eine Primzahlpotenz ist, und daher zyklisch. Hieraus
folgt, daBl IT* auflosbar ist im Widerspruch zu (3.5').

(3.9) Die 2-Sylowgruppen wvon II* sind weder zyklisch noch (verallge-
meinerte) Quaternionengruppen.

Beweis. Ist eine 2-Sylowgruppe von IT* zyklisch, so gibt es nach
BURNSIDE [4] Theorem IT auf S. 327 und S. 115 ein normales 2-Kom-
plement. Nach (3.8) ist IT* daher eine 2-Gruppe im Widerspruch zu
(3.5"). Ist die 2-Sylowgruppe von II* eine (verallgemeinerte) Quater-
nionengruppe, so enthélt I7*/lL IT*, in unserem Falle also IT* nach BRAUER
und SuzUKI [3] genau eine Involution. ¢ sei diese Involution. Dann ist
o€ 8IT* und daher IT*(U, g) = o tII*(U, g)o = II*(U?, g°). Hieraus
folgt, daBl U = Uv° ist. Da U e g, beliebig war, ist c = 1, q.e. a.

Die Hauptschwierigkeit beim Beweise von Satz 7 liegt im Nachweis
von

(3.10) Die 2-Sylowgruppen von IT* sind Diedergruppen.

Beweis. Da g + 1 gerade und ein Teiler von o(I1p) ist, gibt es in
ITp eine Involution. Angenommen I7p enthilt genau eine Involution.
Dann ist die 2-Sylowgruppe von IIp nach BURNSIDE [4] Theorem VI,
S. 132, entweder zyklisch oder eine (verallgemeinerte) Quaternionen-
gruppe. Wire sie zyklisch, so wire auch die 2-Sylowgruppe von II*
zyklisch im Widerspruch zu (3.9). Also ist die 2-Sylowgruppe von Ilp
eine Quaternionengruppe. Nun ist der Kern des Homomorphismus von
ITp auf IT* gerade gleich IT{P, g,,). Da Ilp von seinen Elationen erzeugt
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wird, ist II(P, g.) = 811p. Hieraus folgt, daB der Durchschnitt einer
2-Sylowgruppe von ITp mit II(P, g,) hochstens die Ordnung 2 hat,
da das Zentrum einer Quaternionengruppe genau die Ordnung 2 hat.
Da es in IIp aber nur eine Involution gibt, hat der Durchschnitt die
Ordnung 2. Hieraus folgt, da die Zentrumsfaktorgruppe einer Quater-
nionengruppe eine Diedergruppe ist, die Behauptung.

Im folgenden nehmen wir daher an, dafl ITp mehr als eine Involution
enthilt. Nun ist II(P, g,) nach ANDRE [1] Zusatz 2, S. 169, zyklisch.
Folglich enthalt IT(P,g,) hochstens eine Involution. In IIp gibt es
daher eine involutorische Streckung mit wuneigentlichem Zentrum.
Hieraus folgt, da es zwei Punkte @ und R auf g, gibt, so daBl (IT*)g,r
gerade Ordnung hat. Aus (3.7) folgt dann, daBl ¢ = 1 mod 4 ist. Nun
ist (II*)y eine Frobeniusgruppe und daher sind alle Untergruppen
{II*)y,y von (II*)y mit (IT*)y,y == 1 in (II*)y konjugiert. Aus der Tran-
sitivitdt von I7* folgt daher, daB alle Gruppen (I7*)y, y fiir die (II*)y,y = 1
ist, in I7* konjugiert sind. Da (/T*)y,1 hochstens eine Involution ent-
halt, folgt, dal alle Involutionen in IT* konjugiert sind. Und hieraus
folgt wiederum, daB alle Involutionen aus II* durch involutorische
Streckungen induziert werden, da dies ja fiir wenigstens eine Involution
der Fall war.

Die 2-Sylowgruppen von (II*)q,r sind entweder zyklisch oder (ver-
allgemeinerte) Quaternionengruppen. Nach (3.9) sind daher die 2-
Sylowgruppen von (II*)q, r echt in 2-Sylowgruppen von IT* enthalten.
Es gibt folglich ein Element x € ITp mit @ = R und R* = (. Hieraus
folgt, daB die Involution in (I7*)g, r sowohl von einer involutorischen
(@, PR)-Streckung ¢ als auch von einer involutorischen (R, PQ)-
Streckung ¢ induziert wird. Offensichtlich ist n~lpm = 0. Da eine In-
volution von IT* durch hochstens zwei involutorische Streckungen aus
ITp induziert wird, folgt, daB alle Involutionen aus ITp, die ein un-
eigentliches Zentrum besitzen, in ITp konjugiert sind. Ist ¢ eine in-
volutorische Streckung aus I7p mit der Achse Q P, (Q € ¢,,), so ist das
Erzeugnis aller involutorischen Streckungen aus I7p, die die Achse QP
haben, nach ANDRE [2] Satz 3 gleich {c)II(Q, PQ). Hieraus folgt, dafl
IIp von seinen involutorischen Streckungen, die ein uneigentliches Zen-
trum besitzen, erzeugt wird. IIp ist also das Erzeugnis einer Klasse
konjugierter Involutionen. Hieraus folgt, daBl die Kommutatorgruppe
von Ilp hichstens den Index 2 in ITp hat. Da IIp von Elementen un-
gerader Ordnung erzeugt wird, folgt daher, dafl I7p gleich seiner Kommu-
tatorgruppe ist. Nach ScHUR [20] Satz III ist daher das Zentrum von
I1p homomorphes Bild des Multiplikators von I7*3). Nun wird, wie wir

8) Zur Definition des Multiplikators einer Gruppe siche Scrur [19] S. 23.
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sahen, jede Involution aus I7* durch zwei verschiedene involutorische
Streckungen aus I7p induziert. Das Produkt zweier solcher Streckungen
ist eine involutorische (P, g,,)-Streckung, so daB also 3IIp = IT(P, g,,)
gerade Ordnung hat. Nach ScrUR [20] Satz V ist daher die 2-Sylow-
gruppe von IT* keine Semidiedergruppe.

Sei nun T eine 2-Sylowgruppe von II*. Ferner sei 7 eine Involution
aus dem Zentrum von T. Nach (3.7) hat v wegen ¢ = 1 mod 4 genau
zwei Fixpunkte ¢ und R. Hieraus folgt, dall das Quadrat eines jeden
Elementes aus T die Punkte @ und R festldBt. Folglich ist [T : Tg, r] < 2.
Da nun Tg,r, wie wir gesehen haben, keine 2-Sylowgruppe von IT*
sein kann, folgt, daB [T :Tg,r] = 2 ist. Ferner kénnen nicht alle In-
volutionen aus T in Tg, g liegen, da es in Tg, g nur eine Involution gibt,
und T folglich zyklisch oder eine (verallgemeinerte) Quaternionengruppe
sein miillte. Es gibt also eine Involution g € T mit T = (o) Tg, r. Wieder-
um wegen ¢ = 1 mod 4 hat ¢ zwei Fixpunkte § und 7. Offensichtlich
ist {Q, R} N {S, T} = @. Ist nun o€ Tg,r und op = go, so ist {8, T}°
= {8, T} und daher S°° = § und 7°* = T. Folglich ist ¢2 = 1, da ja ¢*
mindestens vier Fixpunkte hat. Hieraus folgt entweder, dal T eine
elementarabelsche Gruppe der Ordnung 4, d.h. eine Diedergruppe ist,
oder aber, dafl das Zentrum von T die Ordnung 2 hat, da ja Teq,z
nur eine Involution enthalt.

Als nichstes zeigen wir, dal T eine zyklische Untergruppe vom
Index 2 besitzt. Angenommen dies wire falsch. Nach ZassENHAUS [26]
Satz 5 gibt es einen in Tgq,z enthaltenen zyklischen Normalteiler
N von T mit [T:N] = 4. Angenommen T/N wire zyklisch. Dann hat
T nach BURNsDE [4] S. 138 Erzeugende &« und § mit

a™ P =p =1 und Blaf =at.

Nun ist %€ Tq,z. Daher ist f* die einzige Involution in Tgq,z. Somit
ist 2 e N: ein Widerspruch. Daraus folgt, dal 72 e N ist fiir alle 7€ T.
Nun ist, wie wir oben sahen, o(8 T) = 2. Ferner ist 3T C N. SchlieBlich
kann T keine abelsche Gruppe enthalten, die ein direktes Produkt von
N und einer zyklischen Gruppe der Ordnung 2 ist. Nach BURNSIDE [4]
S. 139 hat T daher Erzeugende «, f und y mit

o= =y = 1, faf = o™

und weiteren Relationen, die uns hier nicht interessieren. Ferner ist
m > 4. Nun ist
Bo2f = o+ = y2,

Ferner folgt aus f2 = 1, daB f & T'q, r ist. Somit ist a2 € T und daher
ot =1, d.h. m = 4: ein Widerspruch. Aus diesem Widerspruch folgt,
daB T eine zyklische Untergruppe vom Index 2 besitzt.
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Ist T abelsch, so ist T, wie wir gesehen haben, eine elementarabelsche
Gruppe der Ordnung 4. Sei also T nicht abelsch. Da T weder eine Quater-
nionengruppe noch eine Semidiedergruppe sein kann, ist T nach Bur~-
SIDE [4] S. 135 entweder eine Diedergruppe oder aber T hat Erzeugende
o und g mit

2t =1=p4 und Baf = a2,

Dann ist aber wieder fa?f = «* und daher «* = 1, d.h. m = 3. Dann
ist aber fuf = o® = x~! und T ist eine Diedergruppe. Damit ist (3.10)
bewiesen.

Die 2-Sylowgruppen von II* sind nach (3.10) Diedergruppen. Nach
GORENSTEIN und WALTER (8. GORENSTEIN {11] Theorem 1) ist daher
entweder

10 [I*/NIT* isomorph einer Untergruppe der PI'L(2, N), die die
PSL(2, N) enthalt. Uberdies ist N ungerade.

oder

20 [I*/NIT* ist isomorph zur U,.

oder

30 II*/WIT* ist isomorph einer 2-Sylowgruppe von I7*.

Nun ist WII* = 1 nach (3.8). Ferner ist I7* nach (8.5") nicht auflosbar.
Somit kann der Fall 3° nicht auftreten. Also ist I7* entweder isomorph
zur U, oder zu einer Untergruppe der PI'L(2, N), die die PSL(2, N)
enthélt.

Sei IT* =~ ,. Ferner sei X' eine Untergruppe von IIp mit der Eigen-
schaft, dall Z* eine 3-Sylowgruppe von IT* ist. Dann ist X* eine elementar-
abelsche 3-Gruppe der Ordnung 9. Es sei 1 3= ¢ € X2*. Ferner seien @
und R zwei verschiedene Punkte auf g, mit Q° = @ und R° = R. Aus
0(Z*)= 1mod 2 und aus der Voraussetzung (b) unsres Satzes folgt,
dal @ und R Fixpunkte von X* sind. Da (IT*)qg eine Frobeniusgruppe
ist, ist daher X* zyklisch: ein Widerspruch. Daraus folgt, daB ein von
der Identitit verschiedenes Element aus X* hochstens einen Fixpunkt
hat.

Es sei 1 &= 0 € 2* und ¢ habe einen und damit genau einen Fixpunkt
@. Dann ist @ wiederum Fixpunkt von X*, da X* ja abelsch ist. Daher
liegt X* im Frobeniuskern von (/1*)q. Hieraus folgt, daB3 9 ein Teiler
von g ist. Folglich ist ¢ eine Potenz von 3, da ja ¢ eine Primzahlpotenz
ist. Nun ist ¢ 4 1 ein Teiler von o(;) = §-7!. Hieraus folgt, dal
g = 9 oder = 27 ist. Nach Harw [12] Appendix II gibt es nur eine nicht-
desarguessche Translationsebene der Ordnung 9. Da diese bekanntlich
nicht die Voraussetzung (a) unsres Satzes erfiillt, folgt, da ¥ im Falle
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g = 9 desarguessch ist. Dann ist aber die %, zu einer Untergruppe der
PSL(2,9) isomorph: ein Widerspruch. Also ist ¢ = 27. Nun ist
27 = 3 mod 4. Aus (3.7) folgt daher, daB o((/T*)q) ungerade ist. Andrer-
seits ist % - 7! = o0(A;) = 28 - o((IT*)¢). Hieraus folgt, daBl o((II*)e)
gerade ist: ein Widerspruch.

X* operiert also regulir auf g,. Hieraus folgt, da X die Vorausset-
zungen des Hilfssatzes 3 erfiillt. Die 3-Sylowgruppe von X' ist daher zy-
klisch. Da homomorphe Bilder zyklischer Gruppen wieder zyklisch sind,
ist also auch X* zyklisch: ein Widerspruch.

Es kann also nur noch sein, dal3 /7* einer Untergruppe der PI'L(2, N)
isomorph ist, die die PSL(2, N) enthidlt. IT* enthilt also einen zur
PSL(2, N) isomorphen Normalteiler II¥. Es sei N = p’. Wir setzen
zunéachst voraus, daBl » > 1 ist. Ferner sei X* eine p-Sylowgruppe von
I1¥. Dann ist 2* eine elementarabelsche p-Gruppe der Ordnung N > p.
Insbesondere ist XZ* also nicht zyklisch. Hieraus folgt dann wieder, daB
2* weder regulir operieren noch zwei Fixpunkte haben kann. Daraus
folgt dann, daB 2* genau einen Fixpunkt U hat. Wire T* eine von 2*
verschiedene p-Sylowgruppe von II§ und wire U auch Fixpunkt von
T*, so wire U wegen IIy = (X* T*) auch Fixpunkt von II§. Aus
IT¥ < IT* und aus der Transitivitit von IT* folgt dann, da /7§ = 1 ist:
ein Widerspruch. Also haben zwei verschiedene p-Sylowgruppen von
IT¥ verschiedene Fixpunkte. Aus der Transitivitdt von IT* und aus der
Normalitiat von IT¢ in IT* folgt daher, daB jeder Punkt von g, Fixpunkt
einer p-Sylowgruppe von II§ ist. Da aber jede p-Sylowgruppe genau
einen Fixpunkt hat und da die Gruppe der inneren Automorphismen der
PSL (2, N) auf den p-Sylowgruppen der PSL(2, N) zweifach transitiv
operiert, folgt, daBB I7¥ auf g zweifach transitiv ist. Und da die Anzahl
der p-Sylowgruppen der PSL(2, N) gleich N + 1 ist, folgt auch noch,
daB N = ¢ ist. Wie am Ende des Beweises von Satz 6 in LUNEBURG
[14] gezeigt wurde, ist dann (I1))p 22 SL(2,q) und U desarguessch.
Nach [14] Korollar 1 (a) enthilt daher (I1,)p alle Elationen von ¥,
deren Zentren auf g, liegen und deren Achsen durch P gehen. Somit
ist II(U,g) =TI(U,g) firr alle inzidenten Punkt-Geradenpaare (U, g)
mit U eg,.

Sei schlieBlich N = p. Dann ist PI'L(2, p) = PQL{(2, p). Folglich ist
der Index von II¥ in IT* kleiner oder gleich 2. Nach (3.6) ist daher
IT* >~ PSL(2, p). Sei nun p ein Teiler von ¢, d.h. ¢ = p*. Hieraus folgt,
daB eine p-Sylowgruppe von II* einen und dann auch genau einen Fix-
punkt hat. Wir schlieBen dann wieder wie im Falle N = p™ > p, daB
q = p, A desarguessch und ITp =~ SL(2, q) ist.

Sei schlieBlich p kein Teiler von g. Da die Sylowgruppen ungerader
Ordnung der PSL(2, p) alle zyklisch sind, folgt, daBl auch IT*(U, PU)
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zyklisch ist. Nach Dicrsox [7] § 244 liegt IT*(U, P U) in einer zyklischen
Gruppe entweder der Ordnung 4(p — 1) oder p oder }(p + 1). Da p
kein Teiler von ¢ ist, bleiben nur die Moglichkeiten 4 (p — 1) und % (p + 1).
Ist nun 7 eine zyklische Gruppe, die I7*(U, P U) enthilt, so hat jedes
Element 4= 1 aus 7 genau einen Fixpunkt, da 7 sonst als abelsche
Gruppe auBer dem Fixpunkt U noch einen weiteren Fixpunkt hitte.
Dann wire aber IT*(U, PU) = 1. Somit ist also entweder }(p —1)
oder }(p + 1) ein Teiler von ¢. Da ¢ die Ordnung einer Translations-
ebene ist, ist ¢ = s* Potenz einer Primzahl s. Es ist daher p — 1 = 2%,
falls 4 (p — 1) ein Teiler von ¢ ist. Ferner ist (¢ + 1) o((II*)p) = }p(p?—1).
Nun ist (IT*)y eine Diedergruppe der Ordnung p — 1 (bzw. p + 1 im
Falle, dal }(p + 1) ein Teiler von ¢ ist), da ja IT*(U, PU) in einer
Untergruppe der Ordnung }(p — 1) (bzw. }(p + 1)) liegt. Folglich ist
2(q + 1) = p(p+ 1). Hieraus folgt, daB st-%(p—1) = 2¢ = (p+ 2) (p—1)
ist. Also ist s*~% = p 4 2. Nun ist }(p—1) = o(/1*(U, g)) =5 > 2 und
daher t, > 0. Ferner ist t — ¢, > 0, da ja p + 2 = 5 ist. Also ist s ein
Teiler von p — 1 und p + 2. Hieraus folgt, daB s = 3 ist. Ferner
ist 3=p+2—(p—1)=3"%—2.3% Folglich ist ¢{, =1 und
t—1, = 2. Also ist ¢ = 3% = 27. Nun ist o((/T*)y) = p—1 gerade.
Es gibt also eine Involution in I7*, die einen Fixpunkt besitzt, im Wider-
gpruch zu (3.7), da ja 27 == 3 mod 4 ist.

Somit ist 3(p + 1) ein Teiler von ¢ = s*. Es ist also p 4+ 1 = 2sh.
Ferner ist 2¢ = (p — 2)(p + 1), da o((IT*)y) = p + 1 ist. Folglich ist
stf = p— 2. Ist ¢ = {;, so ist p = 3. Dann ist aber p + 1 = 4 = 2s%:
ein Widerspruch, da s > 2 ist. Also ist t—¢, > 0 und daher, da
p-+1>p-—2 ist, auch #, > 0. Somit ist s = 3. Hieraus folgt, dal
tp = 1 und £ = 2 ist. Dann ist aber » = 5 und ¢ = 9. Nach dem bereits
erwahnten Resultat von M. Haryn ist dann U desarguessch. Dann ist
aber IIp in einer zur SL(2, 9) isomorphen Kollineationsgruppe von %A
enthalten. Hieraus folgt dann, daB I7p =~ SL(2,5) ist. Damit ist Satz 7
bewiesen.

4. S(q) als Kollineationsgruppe
des 3-dimensionalen projektiven Raumes iiber G F(q)

Es sei ¢ = 221 > 8 und & sei der 3-dimensionale projektive Raum
iitber GF (q). Ferner sei 4 eine zur S(g) isomorphe Kollineationsgruppe
von &. Dann gilt

(4.1) A hat keinen Fizpunkt.

Beweis. Angenommen P sei ein Punkt von & mit P4 = P. Dann
induziert A eine Permutationsgruppe auf der Menge der Geraden durch
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P. Die Anzahl dieser Geraden ist gleich ¢% + ¢ + 1. Nun ist der Grad
einer minimalen transitiven Darstellung von S(q) gleich ¢% + 1, da die
Untergruppen maximaler Ordnung in S(¢) den Index ¢% + 1 haben
(Svzukt [23] Theorem 9). Da ¢2 + ¢ -+ 1 und ¢(¢q + 1) keine Teiler von
(% + 1) ¢®(g — 1) = o(4) sind, folgt, daBl 4 mindestens zwei verschie-
dene Geraden durch P festlaBt. Somit 1t 4 eine Ebene durch P fest
und damit alle Geraden durch P, die in dieser Ebene liegen, da deren
Anzahl g -} 1 ist. Die restlichen ¢? Geraden durch P bleiben dann aber
auch einzeln unter A fest. Da auf jeder Geraden von & genau g 4 1
Punkte liegen und ¢ + 1 < ¢% + 1 ist, bleiben die Geraden durch P
punktweise fest: ein Widerspruch. Folglich gilt (4.1).

(4.2) A4 ist in der projektiven Gruppe von & enthalten.

Dies folgt aus der Tatsache, dall 4 einfach ist, wihrend die Kollineations-
gruppe von & modulo der projektiven Gruppe zyklisch ist.

Ist X eine 2-Sylowgruppe von 4, so hat X' einen Fixpunkt, da die
Punkteanzahl von &, die ja gleich (g 4 1)(g® - 1) ist, ungerade ist.
Da zwei verschiedene 2-Sylowgruppen bereits 4 erzeugen, folgt aus
(4.1), daB zwei verschiedene 2-Sylowgruppen von 4 keinen gemeinsamen
Fixpunkt haben. Hat nun X genau einen Fixpunkt, so hat daher 4 ein
Punkttransitivititsgebiet der Lange ¢* + 1, da die Anzahl der 2-Sylow-
gruppen von A gleich ¢® 4 1 ist.

Angenommen X habe zwei verschiedene Fixpunkte P und @. Wegen
|PQ—{P,Q}| =qg—1 hat X auf PQ mindestens drei verschiedene
Fixpunkte. Aus (4.2) folgt daher, daBl P von X punktweise festgelassen
wird, Héatte nun X auBlerhalb P@Q noch einen weiteren Fixpunkt, so
lieBe X eine Ebene von & punktweise fest. Da sich zwei Ebenen in &
stets treffen, hitten dann zwei verschiedene 2-Sylowgruppen einen ge-
meinsamen Fixpunkt: ein Widerspruch. X' 148t also genau eine Gerade
punktweise fest und hat sonst keine weiteren Fixpunkte. Da zwei ver-
schiedene 2-Sylowgruppen keinen gemeinsamen Fixpunkt haben, folgt,
daB es eine Menge & von ¢% 4 1 paarweise windschiefen Geraden gibt,
derart, da} ein g € @ von genau einer 2-Sylowgruppe von 4 punktweise
festgelassen wird, wihrend keine 2-Sylowgruppe von 4 zwei Geraden
von @ festlaBt. Hieraus folgt, daBl 4 auf @ zweifach transitiv operiert.
Sei nun 7 eine Untergruppe der Ordnung ¢ — 1 von 4. Dann ist Z nach
Stvzuxkr [23] Theorem 9 zyklisch. Ferner gibt es zwei verschiedene Ge-
raden g und A in ® mit g* = g und #* = h. Es sei P;€g (4 = 1, 2, 3) und
P; == P;fiiri == j. Fernersei { € Zund P; = P, (i = 1, 2, 3). Ist H = (&),
so ist auch PY = P,. Da A4 auf & zweifach transitiv operiert, gibt es ein
7€/ mit g = h und »* = g. Dann ist v177 = Z, da ja Z = 4, ist.
Nun ist H charakteristisch in Z, da 7 zyklisch ist. Somit ist +-*Hz = H
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und daher P¥ = Pt fiir alle 4. Hieraus und aus (4.2) folgt dann, dall
{ =1 ist. Ist nun { € 7 ein Element von Primzahlordnung p, so hat {
daher wegen (¢ — 1, ¢(g + 1)) = 1 genau zwei Fixpunkte auf g. Und da
0o(Z) =q— 1= 1mod 2 ist, folgt, daB3 auch Z genau zwei Fixpunkte
auf g hat. Ist nun P ein Fixpunkt von Z auf g und ist X die 2-Sylow-
gruppe von 4, die g punktweise festlaBt, so ist also Ap 227 = NZ.
Andrerseits ist A == Ap. Also ist 4Ap = X7, da N2 in A4 maximal igt. Aus
(¢ + 1) o(NZ) = 0(4) = | P?| - o(4p) folgt daher, daB 4 auch in diesem
Falle ein Punkttransitivitdtsgebiet der Linge ¢% - 1 hat. Es gilt also

(4.8) A besitzt ein Punkttransitivititsgebiet der Lange ¢ + 1.
Als nichstes beweisen wir

(4.4) Ist O ein Punkttransitivititsgebiet der Linge q* + 1 von A, so sind
keine drei Punkte von O kollinear, m.a. W. O ist ein Ovoid.

Beweis. Da |D] = ¢% + 1 ist, ist 4 auf © zweifach transitiv und nur
die Identitat 148t drei verschiedene Punkte von © fest. Wir betrachten
nun den folgenden Blockplan B.

(a) Die Punkte von % sind die Punkte von .

(b) Die Blscke von 8 sind die Geraden von &, die £ in mehr als einem
Punkte treffen.

(¢) Ein Punkt und ein Block sind genau dann inzident, wenn der Punkt
und die dem Block entsprechende Gerade in & inzidieren,

Da 4 auf den Punkten von B zweifach transitiv ist und zwei verschie-
dene Punkte von 8 genau einen Block bestimmen, folgt, da3 alle Blocke
von B gleich viele Punkte tragen. Die Anzahl der Punkte auf einem
Block sei k. Angenommen es sei & > 2. Ferner sei g ein Block von .
Dann gibt es drei paarweise verschiedene Punkte P, @, B im Durch-
schnitt von g und ©. Nun ist o(dp,q) = ¢— 1. Wegen R eg ist daher
g C O, da ja nur die Identitit aus A4 drei verschiedene Fixpunkte in £
hat. Folglich ist ¥k = ¢ + 1. Da ¥ ein Blockplan ist, ist vr = bk und
v— 1 =7r(k—1), wenn v die Anzahl der Punkte, r die Anzahl der
Blocke durch einen Punkt und & die Gesamtzahl der Blocke von B ist.
Aus v=¢*+ 1 und k= g + 1 folgt, dall » = ¢ ist. Also ist ¢{¢2 + 1)
=b(g + 1), woraus ¢ == 1 folgt: ein Widerspruch. Somit ist k = 2,
q.e.d.

Nach (4.3) und (4.4) 148t 4 ein Ovoid L invariant. Nun bilden die
Punkte von © zusammen mit den nichttrivialen Ebenenschnitten eine
Mobiusebene I (D) der Ordnung ¢. Die Anzahl der Kreise einer M&bius-
ebene der Ordnung ¢ ist gleich ¢(¢® + 1). Ferner gibt es genau ¢ | 1
Tangentialebenen an . Folglich trifft jede Ebene von & das Ovoid £
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entweder in einem oder in ¢ + 1 Punkten. Hieraus folgt dann nach
Loxesura [15] Corollary 1, daB die von den Tangentialebenen ver-
schiedenen Ebenen von & ein Transitivitdtsgebiet unter 4 bilden. Es
gibt also genau zwei Ebenentransitivititsgebiete unter 4, da ja die
Tangentialebenen ebenfalls ein Transitivititsgebiet bilden. Nach DEm-
BOWSKI [5] Satz 1 und Satz 2 gibt es dann auch genau zwei Punkt-
transitivitatsgebiete. Folglich bilden die Punkte von &, die nicht auf O
liegen, ein Transitivitdatsgebiet unter A.

Ist nun X ein Punkt von &, der nicht auf © liegt, so ist wegen
¢ +¢+q+1—|D|= ¢+ ¢, die Ordnung von Ay gleich ¢(g — 1).
Nach Suzukr [23] Theorem 9 ist daher Ay im Normalisator einer ge-
eigneten 2-Sylowgruppe von 4 enthalten. Folglich ist Ax eine Frobenius-
gruppe. Der Frobeniuskern Ky von Ax ist dann wegen o(4x) = q(q — 1)
eine elementarabelsche 2-Gruppe der Ordnung ¢ und daher nach Suzuki
[23] Theorem 6 und Lemma 1 gleich dem Zentrum einer geeigneten 2-
Sylowgruppe von 4. Da der Normalisator einer 2-Sylowgruppe gleich
der Standuntergruppe eines Punktes aus O ist, gibt es also einen Punkt
P e O mit Ax CAp. Folglich ist Kx = Kx,p und somit Kx C4px. Da
Kx eine 2-Gruppe ist und da |PX —{P, X}| = g — 1 ungerade ist,
hat Kx auf PX mindestens drei verschiedene Fixpunkte. Aus (4.2)
folgt daher, da Ky die Gerade PX punktweise fest 1laBt. Ferner 148t
Kx die Tangentialebene t an © in P invariant. Schlieflich ist t 2 PX,
da ja Kx auf © —{P} regulir operiert. Ist x € Kx und @ ¢ PX und
@* = @, so laBt » die von P, Q und X aufgespannte Ebene punktweise
fest. Da » auf © — {P} regulir operiert, kann diese Ebene nur den
Punkt P mit © gemeinsam haben. Folglich ist » eine Elation mit der
Achse t. Ist Z das Zentrum von » und ist » 3= 1, so ist Z &= P, da ja
jede Gerade durch P das Ovoid in hichstens einem von P verschiedenen
Punkt trifft. Da Z 5= P ist, gehen durch P genau ¢ Tangenten an O,
die nicht in t liegen (SEerRE [21] S. 322). Folglich hat » mindestens ¢
Fixpunkte aullerhalb t: ein Widerspruch. Hieraus folgt, dal Kx keinen
Fixpunkt auflerhalb PX hat. Zu jeder 2-Sylowgruppe X' von 4 gehort
also eine geometrisch ausgezeichnete Gerade, ndmlich die eindeutig
bestimmte Gerade, die von 83X punktweise festgelassen wird. Da die
Zentren zweier verschiedener 2-Sylowgruppen bereits ganz A erzeugen,
folgt, dal} die zu zwei verschiedenen 2-Sylowgruppen gehorigen Geraden
zueinander windschief sind, da ja 4 nach (4.1) keinen Fixpunkt hat.
Ist weiterhin g die zu X gehorige Gerade, P = © N ¢ und t die Tangen-
tialebene an  in P, so ist X, wie wir gesehen haben, auf den Punkten
von t — ¢ regulir. Somit ist X aus Ordnungsgriinden auf den Punkten
von t — ¢ transitiv und folglich auch auf den von g verschiedenen Ge-
raden durch P, die in t liegen. Folglich gilt
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(4.5) Die Tangenten an O zerfallen unter 4 in genau zwei Transitivitdts-
gebiete H und & der Linge q(q® 4 1) bzw. q® + 1. Die Geraden von
® bilden eine Kongruenz von .

Da A auf © zweifach transitiv ist, bilden auch die Sekanten von £
ein Transitivitdtsgebiet unter A. Nun bestimmt © nach SEGrRE [21]
Theorem IIT eine Nullpolaritdt, die einmal mit allen Kollineationen
vertauschbar ist, die £ invariant lassen, und die zum andern die Se-
kanten von © mit den Passanten vertauscht. Folglich gilt

(4.6) Die Passanten und die Sekanten von O bilden je fir sich ein Tran-
sitivitdtsgebiet unter A.

Nach TrTs [25] gibt es ein Ovoid O, in © mit der Eigenschaft, daB
die Menge der Kollineationen der projektiven Gruppe II von &, die
£, invariant lassen, eine zur S(g) isomorphe Gruppe 4, bilden. Nun
folgt aus LUNEBURG [15] Theorem 1 und DEMBowski [6] Hauptsatz,
daf es eine Kollineation 4 von & gibt mit 0 = £,. Hieraus und aus
Iy, = A, folgt, daBl -4 4 = A, ist. Somit sind alle zur §(g) isomorphen
Kollineationsgruppe von © innerhalb der Kollineationsgruppe A von &
konjugiert.

Es ist also auch I7g = 4. Da die Punkte von & unter 4 in genau zwei
Transitivitatsgebiete © und O’ mit || =¢*+ 1 und || =q(¢® + 1)
zerfallen, folgt, daf M A4 C IT; ist. Wegen [Ty = A ist daher 4 normali-
satorgleich in /I. Aus dem gleichen Grund, aus dem N4 C ITg gilt,
gilt auch N,4 CAy und aus 4 = ITg Q Ag folgt sogar, dall N4 = A
ist. SchlieBlich folgt aus Trirs [25] Proposition 5.3 und Abschnitt 6,
dall oM, A) = o(A)[A: ] = o(RzA)[A: II] ist. Somit ist [A:N,A4]
= [II: R,4], d.h. alle zur S(g) isomorphen Untergruppen von I7 sind
bereits in IT konjugiert. Zusammenfassend haben wir also den

Satz 8. Ist © ein 3-dimensionaler projektiver Raum iber GF (q) mit
g = 221 = 8, so liegen alle Untergruppen der Kollineationsgruppe von &,
die zur 8(q) isomorph sind, bereits in der projektiven Gruppe von & und
sind innerhalb dieser Gruppe konjugiert. Ist A eine zur S(q) isomorphe
Kollineationsgruppe von &, so zerlegt A die Menge der Punkte von & in
zwei Transitivititsgebiete. Eines dieser Transitivititsgebiete ist ein Ovoid
9. Die Menge der Ebenen von © wird von A ebenfalls in 2wei Transitivitits-
gebiete zerlegt: die Menge der Tangentialebenen an O und die Menge der
sbrigen Ebenen. Die Sekanten von O und die Passanter bilden jede fur
sich ein Geradentransitivititsgebiet von A. Die Tangenten an O zerfallen
wmn zwes Transitivitdtsgebiete, eines davon bildet eine Geradenkongruenz
von €.
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5. S(q) als Kollineationsgruppe einer projektiven Ebene der Ordnung ¢*

Es sei ¢ = 22rt1 > 8 und € eine endliche projektive Ebene der Ord-
nung ¢% Ferner sei A eine zur §(g) isomorphe Kollineationsgruppe von &
und alle Involutionen aus A seien zentral. Dann gilt

(5.1) A besitzt ein Fixelement.

Beweis. X sei eine 2-Sylowgruppe von 4 und ¢ eine Involution aus
2. Nach Suzuxr [23] Theorem 9 und Lemma 1 ist dann o € 32, Ferner
ist o nach Voraussetzung zeuntral. Ist C' das Zentrum und a die Achse
von o, so ist wegen ¢ € X der Punkt C ein Fixpunkt und a eine Fix-
gerade von 2. Ist 7 eine von ¢ verschiedene Involution aus 2 und hat
7 eine von & verschiedene Achse b, so liegt C wegen C* = C auf b. Wegen
a* = a ist daher C das Zentrum von 7. M. a. W., gibt es in X zwei In-
volutionen, die verschiedene Achsen haben, so haben alle Involutionen
aus X das gleiche Zentrum. Aus Dualitatsgriinden gilt daher: entweder
haben alle Involutionen aus X' das gleiche Zentrum oder die gleiche Achse
oder das gleiche Zentrum und die gleiche Achse. Wir kénnen o. B. d. A.
annehmen, daf alle Involutionen die gleiche Achse s haben. T sei eine
von X verschiedene 2-Sylowgruppe von A. Dann haben auch alle In-
volutionen aus T die gleiche Achse. Diese heille ¢. Ist s = ¢, so ist wegen
sf=s=1t=1 und 4 =(X, T) die Gerade s eine Fixgerade von 4.
Sei also s == ¢. Dann ist s N ¢ ein Fixpunkt von 82 und ZT. Nun ist
nach Svzuxki [23] Theorem 9 die Gruppe 4 das Erzeugnis von 32X
und 8T und daher s "¢ ein Fixpunkt von 4, q.e.d.

Wir kénnen o. B. d. A. annehmen, dal 4 einen Fixpunkt P hat.

(5.2) A ist auf den Geraden durch P zweifach transitiv und nur die Identitdt
lapt drei verschiedene dieser Geraden fest.

Beweis. LieBe A4 alle Geraden durch P einzeln fest, so bestiinde
A nur aus Perspektivititen mit dem Zentrum P. Somit wére
(¢ + 1) ¢?(g — 1) = o(4) ein Teiler von ¢*(¢* — 1): ein Widerspruch.
Folglich besitzt A ein nicht triviales Transitivitdtsgebiet aus Geraden
durch P. Die Aussage (5.2) folgt daher aus der Bemerkung, daf durch
P genau ¢* + 1 Geraden gehen.

(6.8) Stnd g und h zwei verschiedene Qeraden durch P, so besitzt A, auf
g genau zwet Fixzpunkie (von denen einer gleich P ist). Die restlichen
Punkte von g zerfallen wnter A, in q + 1 Transitivititsgebiete der
Linge ¢ — 1.

Beweis. 4, ; hat die Ordnung ¢ — 1 und ist daher nach SuzUKI [23]

Theorem 9 zyklisch. Sei de4,,; und @, Reg—{P} und @ &= R und

¢ — @, R* = R. SchlieBlich sei H = (¢). Dann ist auch Q" = @ und
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RH — R. Nach (5.2) gibt es ein ¢ €4 mit g° = b und A° = g. Dann ist
aber ¢7'4,,,0 = 4,,, und folglich, da H wegen der Zyklizitét von 4, ,
in A,,; charakteristisch ist, auch ¢-'Ho = H. Somit sind ¢° und R°
Fixpunkte von H und damit von §. Die Punkte ¢, R, @°, R° bilden ein
nicht ausgeartetes Viereck. Da alle diese Punkte von 4 festgelassen
werden, 148t 6 eine nicht ausgeartete Teilebene § von & elementweise
fest. Wegen P® = P ist P ein Punkt von . Daher liBt § mindestens
drei Geraden durch P fest und ist folglich nach (5.2) die Identitat.
Eine nicht triviale Kollineation aus A4, , hat somit hochstens einen
Fixpunkt auf g —{P}. Ist 6 ein Element von Primzahlordnung aus
Ag.1, so hat daher é wegen |g —{P}| = ¢% und (¢,9—1) =1 genau
einen Fixpunkt @ auf g — {P}. Da 4,,, abelsch ist, ist somit ¢ ein Fix-
punkt von 4,,,. Die Gruppe 4, ; hat also auf g genau die Fixpunkte
P und @ und g + 1 Transitivititsgebiete der Liange ¢ — 1, da ja kein
nicht triviales Element einen von P und @ verschiedenen Fixpunkt hat,
q. e. d.

(5.4) P ist niemals Zentrum einer Involution aus A.

Beweis. Sei ¢ eine Involution und damit eine involutorische Elation
aus 4. Ferner sei P das Zentrum von ¢. Da alle Involutionen in 4 kon-
jugiert sind, ist P Zentrum aller Involutionen aus 4. Da 4 von seinen
Involutionen erzeugt wird, besteht 4 daher nur aus Elationen mit dem
Zentrum P. Folglich ist die Ordnung von 4 ein Teiler von ¢*, q.e.d.

(5.5) Ist X eine 2-Sylowgruppe von A und ist P € g = g*, so hat X auf g
mindestens q + 1 Fixpunkte.

Beweis. P ist ein Fixpunkt von X auf ¢. Sei ¢ eine Involution aus
2. Da nach (5.4) der Punkt P nicht das Zentrum von o sein kann, ist
g wegen g° = g die Achse von ¢ und das Zentrum ¢ von o ist ein von
P verschiedener Punkt auf g. Wegen o€ 3% ist dann auch @ ein Fix-
punkt von X. Aus |g — {P, @}| = ¢> — 1 folgt, daB X noch einen Fix-
punkt Beg—{P,Q} hat. Nach (5.3) ist hochstens einer der Punkte
¢ und R ein Fixpunkt von 4,,,, wenn A eine von g verschiedene Gerade
durch P ist. Sei etwa ¢ kein Fixpunkt von 4, ,. Dann liegt @ in einem
Transitivititsgebiet der Linge ¢ — 1 von 4,,,. Da P nicht in diesem
Transitivitdtsgebiet liegt und 4,,, im Normalisator von 2 enthalten ist,
folgt, daB X mindestens ¢ Fixpunkte hat. Aus |g| — ¢ = 1 mod ¢ folgt
dann, dafl X mindestens ¢ + 1 Fixpunkte auf ¢ hat, q.e.d.

1. Fall: Es gibt zwei Involutionen mit verschiedenen Zentren in X. Diese
beiden Zentren liegen auf der eindeutig bestimmten Geraden g durch P,
die von X festgelassen wird. Da nach (5.4) beide Zentren von P ver-
schieden sind, ist nach (5.3) hochstens eines dieser Zentren Fixpunkt von
5 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXIX
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Ag,n. Da nun alle Involutionen aus X unter 4,,, konjugiert sind, folgt
aus (5.3), daB es genau ¢ — 1 Punkte auf g gibt, die Zentren von In-
volutionen aus 2’ sind. Da es andrerseits in X genau ¢ — 1 Involutionen
gibt, ist also jeder Punkt von g Zentrum hdchstens einer Involution aus
2. Ist b eine von g verschiedene Gerade und ist 2 N g kein Zentrum einer
Involution aus X, so ist |h*| = ¢2. Wire namlich |A%| < ¢2, so gébe es
eine Involution ¢ in X mit A° = h. Da ¢ die Achse von ¢ ist, wire dann
h N g das Zentrum von o. Nun gibt es auf g genau ¢2 +1—(¢— 1) =
9? — q + 2 Nichtzentren und daher ¢2(¢* — q + 2) von g verschiedene
Geraden, die g in einem Nichtzentrum treffen. Die Menge dieser Geraden
zerfillt also unter X in ¢* — g + 2 Transitivitdtsgebiete der Linge q2.
Ist A N g das Zentrum einer Involution aus X, so wird & nach dem oben
Bemerkten von genau einer Involution aus X festgelassen. Da der Ex-
ponent von X gleich 4 ist und da X nach Suzukr [23] Lemma 3 keine
Quaternionengruppe enthilt, hat X, entweder die Ordnung 2 oder die
Ordnung 4. Folglich ist |h¥| = }¢? oder gleich }q2. Sei |A*| = }¢? fiir
alle Geraden A, firr die 2 N g ein Zentrum ist. Da es auf g insgesamt
g — 1 Zentren gibt, gibt es genau 2(q¢ — 1) Geradentransitivitédtsgebiete
der Linge 4¢2. Da g unter X festbleibt, bildet {g} ebenfalls ein Transitivi-
titsgebiet von X. Insgesamt gibt es also 1 4+ ¢*>—q 4+ 2 4+ 2(¢ — 1) =
¢ + ¢ + 1 Geradentransitivititsgebiete. Da die Involutionen aus X
Elationen mit der Achse g sind, hat kein von 1 verschiedenes Element
von X auBerhalb g einen Fixpunkt. Folglich zerféllt die Menge der Punkte
auBerhalb g unter X in ¢2 Transitivitidtsgebiete der Linge ¢2. Da X nach
(5.5) auf ¢ mindestens ¢ + 1 Fixpunkte hat, folgt wegen ¢ + 1 <¢® + 1
= |g|, daB X mehr als ¢* 4 ¢ 4+ 1 Punkttransitivitatsgebiete hat. X' hat
also mehr Punkt- als Geradentransitivitdtsgebiete im Widerspruch zu
DeEMBowsKI [5] Satz 1 und Satz 2. Es gibt also eine Gerade h mit
|h*| = }¢%. Angenommen es gibt noch eine Gerade j mit |j*| = }¢>
Da A,,, C R und aulerdem auf den auf g liegenden Zentren transitiv
ist, folgt, dall es genau ¢ — 1 Geradentransitivitdtsgebiete der Lange
1¢® und 2(¢ — 1) Geradentransitivititsgebiete der Lange }g¢% gibt.
Insgesamt gibt es also 1 + ¢2—q + 2 + 3(¢ — 1) = ¢* + 2¢q Geraden-
transitivitdtsgebiete. Da X' auflerhalb g genau ¢* Punkttransitivitéts-
gebiete und auf g mindestens ¢ + 1 Fixpunkte hat, folgt nach DEMBOW-
SKI [5] Satz 1 und Satz 2, da X auf g noch ¢ — 1 weitere Punkttransi-
tivititsgebiete hat. Numeriert man diese Transitivitdtsgebiete von 1 bis
¢ — 1 und bezeichnet man die Linge des i-ten Transitivitidtsgebietes mit

¢—1
I,, soist 1 <1, < q fiir alle ¢ und ), I, = q(¢ — 1). Folglich ist I, = ¢
i=1

fiir alle 4. Somit hat X auf g genau ¢ + 1 Fixpunkte. Hieraus folgt, da
auBer P noch ein weiterer Fixpunkt von X auch Fixpunkt von 4, ,
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ist. Hieraus und aus (5.3) folgt dann, daf} 4,,; die Transitivitdtsgebiete
von X, die die Linge ¢ haben, transitiv untereinander permutiert. Somit
hat A4 ein Punkttransitivititsgebiet der Lange (¢® + 1) q(g— 1). Ist
ferner @ der gemeinsame von P verschiedene Fixpunkt von 4, , und X,
so ist |@?| = ¢* + 1. Die Menge der Punkte von € zerfillt also unter A
in vier Transitivititsgebiete. Wir zeigen nun, da8 @4 ein Oval ist. Dazu
geniigt es zu zeigen, daf @ mit keinen zwei weiteren Punkten von @“
kollinear ist. Angenommen ¢, R und S wiren drei verschiedene kollineare
Punkte aus Q4. Dann gibt es ein ¢ € Z mit R° = 8. Wegen R == S ist
o+ 1. In (o) gibt es daher eine Involution 7. Nun ist offensichtlich
(RS)* = RS und folglich @ das Zentrum von z: ein Widerspruch. Folg-
lich ist Q4 ein Oval. Da A auf Q¢ zweifach transitiv ist, ist 4 auf den
Sekanten von @¢ transitiv. Ferner ist 4 auf den Geraden durch P tran-
sitiv. Nun gibt es, wie wir gesehen haben, vier Punkttransitivitatsgebiete
und daher nach DEMBowsK1 [5] Satz 1 und Satz 2 auch vier Geraden-
transitivitdtsgebiete. Somit zerfallen die Passanten von @4 in genau
zwei Transitivitdtsgebiete. Es sei j eine Passante von @4, Dann ist
0(4;) = 4m mit ungeradem m, da ja eine 2-Sylowgruppe von 4; auf j
einen Fixpunkt hat und dieser Fixpunkt Zentrum genau einer Involution
ist. Andrerseits ist 4 ein Teiler der Ordnung von 4;, wie wir weiter oben
bereits bemerkten. Nach Svuzuxr [23] Theorem 9 ist daher m ein Teiler
von ¢ + r -+ 1 oder ¢ — 7 + 1, wobei 72 == 24 ist. Die Anzahl der Pas-
santen von @4 ist gleich }¢2(¢% — 1). Die Lingen der beiden Transitivi-
tatsgebiete, in die die Passanten von @ zerfallen, seien I, bzw. I,. Dann
ist nach dem eben Bemerkten (¢2 4 1) ¢%(¢ — 1) = o(4) = 4l;m,; fiir
t = 1, 2, wobei m, ein Teiler von ¢ + r + 1 oder ¢ — r 4+ 1 ist. Ferner
ist & + L= 4¢*(¢* — 1). Somit ist (¢* + 1) ¢*(g — 1) (my + my)
= 2¢%(¢* — 1)mym, und folglich (¢* + 1) (my + m,) = 2(q + 1)mym,.
Hieraus folgt, dal ¢® + 1 ein Teiler von m;m, ist. Nun ist ¢2 4+ 1
=@@+r+1){(g—r+1)und (g+r+ 1, ¢—r + 1) = 1. Wiren nun
m, und m, beides Teiler von ¢ + r + 1 bzw. ¢ —r - 1, so konnte
g% + 1 kein Teiler von m,m, sein. Wir kénnen daher o. B. d. A. annehmen,
daf m, ein Teiler von ¢ + r + 1 und m, ein Teiler von ¢ —r 4 1 ist.
Somit ist m;m, ein Teiler von ¢? + 1. Folglich ist ¢ + 1 = m;m, und
daher m;=gq-+r-+1und my=g—r—+ 1. Dannist }, = 1 (¢—r 4 1)¢%(g—1)
und [ = (g +r + 1) ¢*(¢g — 1).

Angenommen es sei |j*| = }¢? fiir alle Geraden j, die g in einem Zen-
trum treffen. Dann gibt es insgesamt ¢® |+ 39 — 1 Geradentransitivitits-
gebiete und somit auler den bereits aufgezahlten noch 2(g — 1) weitere
Punkttransitivitatsgebiete, die alle auf g liegen. Ist @ der von P ver-
schiedene Fixpunkt von 4, , auf g und ist ¢ auBerdem Fixpunkt von
Z, so ist, wie wir gesehen haben, @“ ein Oval. Ist nun R € g ein Zentrum
5%
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und j eine Sekante von @ durch R, so ist wegen der Transitivitit von
2 auf Q4 — {Q} die Linge von §* gleich 1¢? im Widerspruch zu unserer
Annahme. Somit liegt @ in einem nicht trivialen Transitivitatsgebiet ¢
von X. Wegen 4, , C RX bleibt daher ¢ unter 4,,; invariant. Nun ist
2 < |t| <q. Aus (5.3) folgt daher, daB |t| = ¢ ist. Die iibrigen Transi-
tivitdtsgebiete von X, die in ¢ enthalten sind, werden von 4,,; in Zyklen
der Linge ¢ — 1 permutiert, da ihre Linge eine Potenz von 2 ist und
somit kein Element == 1 aus 4, , wegen (5.3) ein von {P} und ¢ verschie-
denes in g enthaltenes Transitivititsgebiet von X festlassen kann. Da P
der einzige gemeinsame Fixpunkt von X und 4, , ist, gibt es nach (5.2)
2q — 1 Transitivitdtsgebiete der Lange 1. Ferner gibt es ¢—1 Transi-
tivitdtsgebiete der Linge 22 und ein Transitivitdtsgebiet der Lénge g.
Folglichist 3¢—1 - 22(¢—1) = ¢? 4 1. Hieraus folgt, dafl ¢ = 2 (21 4 1)
ist: ein Widerspruch. Wir haben also

(5.6) Grbt es in X zwei Involutionen mit verschiedenen Zentren, so hat A
auper dem Fixpunkt P noch drei weitere Punkttransitivititsgebiete.
Diese haben die Lingen q% -+ 1, (g% 4 1) (g — 1) bzw. (¢ + 1)q(¢—1).
Das Transitivititsgebiet der Linge q* - 1 ist ein Oval 0. Die Tan-
genten und die Sekanten von o bilden je fir sich ein Geradentransitivi-
titsgebiet. Die Passanten von o werden von A in zwer Transitivitdits-
gebiete der Liange £ (g + r + 1) ¢2(q — 1) baw. (g —r + 1)g2(g —1)
zerlegt, wobei r2 = 2q ist.

2. Fall: Alle Involutionen aus X haben das gleiche Zentrum. In diesem
Falle gilt

(5.7) A lapt ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) invariant. Die
von P verschiedenen Punkte, die nicht auf g liegen, zerfallen unter
A in z2wet Transitivititsgebiete der Lange (¢2 + 1)(g — 1) baw.
(g2 + 1) g(q — 1). Die von g verschiedenen Geraden, die nicht durch
P gehen, zerfallen ebenfalls in zwei Transitivitdtsgebiete der Ldnge
(¢* + 1)(g— 1) baw. (¢* + 1) q(¢ —1).

Beweis. 2 und T seien zwei verschiedene 2-Sylowgruppen von 4
und % und j die beiden Geraden durch P, die von X bzw. T invariant
gelassen werden. @ sei das Zentrum aller Involutionen aus X und R
das Zentrum aller Involutionen aus T. Dann ist @ €5 und R ej und
wegen h=j ist P¢QR. Setzt man QR =g, so ist offensichtlich
g8% = g = ¢g8" und daher wegen 4=(8Z%, 8T) auch ¢/ =g¢. Ist X
eine 2-Sylowgruppe von 4 und @ ein Punkt mit P 4 @ ¢ g und @° = @,
so folgt aus (5.2) und (5.3), daB |@*| = (¢% + 1)(¢— 1) ist, da der von
P verschiedene Fixpunkt von dpq,; auf PQ notwendig gleich PQ Ng
ist. Aus dieser Bemerkung und aus (5.5) folgt also die Existenz eines
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Punkttransitivitatsgebietes der Léange (¢ + 1)(g— 1). Da 4 im vor-
liegenden Falle eine Fixgerade besitzt, zeigen die dualen Schliisse, dal3
es auch ein Geradentransitivitdtsgebiet der Linge (¢ + 1)(¢ — 1) gibt.
p sei ein Punkttransitivitdtsgebiet der Linge (¢* + 1)(¢ — 1). Es seien
h und j zwei Geraden mit Pe¢h,j und bNp £@F3=jNnp. Un zu
zeigen, dafl es ein 0 € 4 mit A° = j gibt, konnen wir annehmen, dal} es
einen Punkt @ in p gibt, der sowohl auf % als auch auf j liegt. Nun ist
Aq eine 2-Sylowgruppe von 4 und da ¢ = ¢ ist, folgt, daB @ nicht das
Zentrum einer Involution aus Aq sein kann. Somit ist 44 auf den von
P@Q verschiedenen Geraden durch @ transitiv. Die Geraden, die § treffen,
bilden also ein Transitivitdtsgebiet g. Wir bilden nun eine taktische
Konfiguration ¥:

(i) Die Punkte von ¥ sind die Punkte von p.
(i) Die Blécke von & sind die Geraden von g.

(iii) Ein Punkt X und ein Block y sind genau dann inzident, wenn
X ey ist.

Es sei v = |p|, b = |g|, r die Anzahl der Blécke durch einen Punkt
von ¥ und k die Anzahl der Punkte auf einem Block von . Dann ist
vr = bk. Zwei Punkte von ¥ sind durch héchstens einen Block ver-
bindbar und es gilt, dall zwei Punkte X und Y in € genau dann nicht
verbindbar sind, wenn P, X und Y in € kollinear sind. Ist % eine Gerade
durch P, so ist |h N p|= g— 1. Folglich ist v— (g — 1) = r(k — 1).
Nun ist ¥ = (¢ 4+ 1)(g — 1) und r = ¢2. Also ist ¢2(q — 1) = ¢2(k — 1),
d.h. es ist k = q. Somit ist b = (¢ + 1) ¢(¢ — 1). Es gibt also genau
vier Geradentransitivitatsgebiete der Lange resp. 1,42+ 1, (g2 + 1) (g—1)
und (¢* + 1) g(¢ — 1). Nach DemMBowskI [5] Satz 1 und Satz 2 gibt
es daher auch genau vier Punkttransitivititsgebiete. Drei von diesen
haben, wie wir bereits wissen, die Linge resp. 1, ¢2+ 1 und (g2 + 1)(¢ — 1).
Das vierte hat also die Lénge (¢ + 1)g(¢ — 1). Damit ist (5.7) bewiesen.
Wir haben also den

Satz 9. Ist ¢ = 2%+ = 8 und ist € eine projektive Ebene der Ordnung
g%, 8t ferner A eine zur S(g) isomorphe Kollineationsgruppe von € und

sind alle Involutionen aus A zentral, so operiert A auf eine der folgenden
Arten auf §:

(1) A lift ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) invariant. A ist
auf den Geraden durch P und den Punkten auf g zweifach tramsitiv.
Die von P verschiedenen Punkie von €, die nicht auf g liegen, werden
von A in zwer Transitivitdtsgebiete der Linge (g% + 1)(g — 1) bzw.
(g% + 1) q(q — 1) zerlegt. Ebenso werden die von g verschiedenen Ge-
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raden, die nicht durch P gehen, von A in zwer Transitivitdtsgebiete der
Linge (¢ + 1){(q — 1) bzw. (¢* 4+ 1) q(q — 1) zerlegt.

(2) A laft evn Oval o invariant und zerlegt die Menge der Punkte, die nicht
auf o liegen und die von dem Knoten von o verschieden sind, in zwei
Transitivititsgebiete der Lange (g -+ 1)(g — 1) bzw. (¢ + 1)q(g — 1).
Ferner bilden die Tangenten und die Sekanten von o je fir sich ein
Geradentransitivititsgebiet. Die Passanten von v werden in zwet Tran-
sitivititsgebiete der Linge

tlg+r+1)g¢*(g—1) baw. }(g—r+1)g*(g—1)
zerlegt, wobet 2 = 2q ist.

(8) A hat eine Fixgerade g. Ferner hat A ein Geradentransitivititsgebiet §
der Linge q® 4+ 1, mit der Eigenschaft, daf keine drei Geraden von g
konfluent sind. Die restlichen Geraden werden in zwei Transitivitdits-
gebiete der Linge (92 + 1)(g — 1) bzw. (g2 + 1) g(g — 1) zerlegt. Die
Punkte von g und die Schnittpunkie zweier Geraden aus g bilden je
fir sich ein Punkttransitivititsgebiet. Die restlichen Punkte werden in
zwei Transitivititsgebiete der Linge

Hg+r+1)@—1) baw Fg—r+1)¢g—1)
zerlegt, wober wiederum r® = 2q ist.

A hat also in jedem Falle vier Punkt- und vier Geradentransitivitdtsgebiete.

6. Eine neue Klasse von affinen Ebenen

In diesem Abschnitt zeigen wir nun, daB es nicht-desarguessche
Ebenen gibt, die die Bedingungen des Satzes 7 erfiillen. Wir beweisen
zunichst den

Satz 10. Ist ¢ = 22+1 > 8, so gibt es eine und bis auf Isomorphie nur
eine Translationsebene U mit den folgenden Eigenschaften:
(a) Die Ordnung von W ist gleich ¢*.
(b) Der Kern von W enthdlt einen zu GF (q) isomorphen Teilkorper.

(¢) A besitzt eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe.

Beweis. Zuerst beweisen wir die Existenzaussage dieses Satzes. Nach
Satz 8 gehért zur S(g) eine Geradenkongruenz des dreidimensionalen
projektiven Raumes iiber GF(q). Nach ANDRE [1] § 8.1 gibt es daher
eine Translationsebene ¥, die (a) und (b) erfiillt und die iiberdies die
Eigenschaft hat, daB die Standuntergruppe eines affinen Punktes eine
Untergruppe A enthilt, die auf der uneigentlichen Geraden von U eine
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Permutationsgruppe A* induziert, die zur S(g) isomorph ist. Wie in
LoneBURG [14] am Ende des Beweises von Satz 5 gezeigt wurde, sind
4 und A% isomorph. Somit besitzt U auch die Eigenschaft (c).

Sei nun umgekehrt 9 eine Translationsebene mit den Eigenschaften
(a), (b) und (c). Ferner sei A eine zur S(g) isomorphe Kollineationsgruppe
von 9 und T sei die Translationsgruppe von %. Da T ein Normalteiler
in der vollen Kollineationsgruppe von ¥ ist, ist [T = T4 eine Gruppe.
Da 4 einfach ist, ist iiberdies T N 4 = 1, Nun ist andrerseits 1T = T Ilp.
Hieraus und aus T N IIp = 1 folgt, dal 4 und IIp isomorph sind. Wir
konnen also annehmen, dal 4 einen Fixpunkt hat. T ist ein Vektorraum
itber seinem Kern K und daher nach (b) auch ein Vektorraum iiber
F = GF(q). Ferner ist jede Abbildung 6 € 4 nach ANDR% [1] Satz 19
eine semilineare Abbildung des K-Vektorraumes T und damit auch eine
semilineare Abbildung von T aufgefalt als Vektorraum iiber F. Nennt
man die Unterrdume vom Rang 1 Punkte, vom Rang 2 Geraden und
vom Rang 3 Ebenen und nimmt man die Enthaltenseinbeziehung als
Inzidenz, so ist die so definierte Inzidenzstruktur &(T, F) ein drei-
dimensionaler projektiver Raum iiber F und da jedes 6 €A eine semi-
lineare Abbildung des F-Vektorraumes T ist, induziert ¢ eine Kollinea-
tion 6* von &(T,F). Die Abbildung 7, die d auf 6* abbildet, ist ein
Homomorphismus von 4 in die Kollineationsgruppe von &(T,F).
Wiire 9 kein Isomorphismus, so wire wegen der Einfachheit von 4 sogar
A" = 1. Dann wire aber o(4) ein Teiler von ¢ — 1: ein Widerspruch.
Also ist # ein Isomorphismus. Nun ist & = {T(U, ¢,)| U €g,} eine
Geradenkongruenz von &(T, F), die iiberdies von einer zur S(g) iso-
morphen Kollineationsgruppe invariant gelassen wird. Nach Satz 8 sind
alle diese Kongruenzen projektiv aquivalent. Hieraus folgt die Ein-
deutigkeitsaussage von Satz 10.

Im folgenden werden wir noch einige Eigenschaften von Translations-
ebenen der Ordnung ¢? herleiten, die eine zur S(¢) isomorphe Kolli-
neationsgruppe besitzen. Es sei also stets T eine Translationsebene der
Ordnung ¢2, die eine zur S(g) isomorphe Kollineationsgruppe besitzen
moge. T* sei der projektive AbschluB von €. Der Beweis von Satz 10
zeigt dann die Giiltigkeit von

(6.1) Die Standuntergruppe eines Punktes von T enthilt eine zur S(q)
wsomorphe Kollineationsgruppe.

Da die S (g) einfach ist und da eine transitive Darstellung von minimalem
Grad der S(g) den Grad ¢® 4 1 hat, folgt

(6.2) Ist A eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe von T, so lift
nur die Identitdt drei verschiedene uneigentliche Punkte von T fest.
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Aus (6.2) folgt nun sofort

(6.3) Ist A eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe von T, so enthilt
A keine von 1 verschiedenen Kollineationen, die eine echte Teilebene
von I elementweise invariant lassen. Insbesondere sind alle Invo-
lutionen aus A zentral.

Ferner gilt
(6.4) T vst nichi-desarguessch.

Beweis. Angenommen ¥ wire desarguessch. Ist P ein affiner Punkt
von &, so ist die von allen Elationen mit einer Achse durch P erzeugte
Gruppe IT isomorph zur SL(2, ¢2). Andrerseits gibt es nach (6.1) eine
zur S(g) isomorphe Gruppe 4 mit P4 = P. Aus (6.3) folgt, daB alle
Involutionen aus 4 Elationen mit einer Achse durch P sind. Da 4 von
seinen Involutionen erzeugt wird, ist somit A in I7 enthalten. Nun sind
die 2-Sylowgruppen von IT elementarabelsche 2-Gruppen, wihrend 4
Elemente der Ordnung 4 enthilt, q.e. a.

(6.5) Jede Fahne von T* wird von einer nichi-trivialen Elation invariant
gelassen.

Dies folgt aus (6.1), (6.3) und der Tatsache, daB ¥ eine Translations-
ebene ist.

(6.6) Ist A eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe von ¥ wnd lifit
A einen Punkt P invariant, so ist A auf den Geraden durch P zwei-
fach transitiv. Insbesondere ist also T fahnenhomogen.

Dies folgt aus (6.2) und der Bemerkung, daB durch P genau ¢2 4 1
Geraden gehen.

(6.7) T* ist nicht selbstdual.

Beweis. Angenommen T* wire selbstdual. Da T* nicht-desarguessch
ist, ist daher ¥ eine Ebene iiber einem echten distributiven Quasikérper.
Dann gibt es aber einen uneigentlichen Punkt von ¥, der unter allen
Kollineationen von ¥ fest bleibt. Dies widerspricht jedoch (6.6).

Da die uneigenliche Gerade einer nicht-desarguesschen Translations-
ebene unter allen Kollineationen des projektiven Abschlusses dieser
Ebene fest bleibt, folgt aus (6.3), (6.7) und Satz 9

(6.8) Ist A eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe von T*, so operiert
A entweder auf die unter (1) oder auf die unter (3) in Satz 9 beschrie-
bene Weise auf T*.

Die in Satz 10 beschriebenen Translationsebenen sind nach (6.4) nicht-
desarguessch. Folglich kann der Kern einer solchen Ebene nicht isomorph
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zu GF (q?) sein. Nach (b) ist der Kern daher isomorph zu GF (g). Der
Rang des zugehérigen Quasikérpers iiber dem Kern ist also gleich 2.
Wir bezeichnen daher diese Ebene mit T(2, 8(¢)). Alle diese Ebenen
scheinen neu zu sein. Mir zumindest waren bisher nur drei nicht-desar-
guessche fahnentransitive affine Ebenen bekannt: die Fastkdrperebene
der Ordnung 9 und zwei von FoULSER in [9] beschriebene Ebenen der
Ordnung 25.

Ist & der dreidimensionale projektive Raum tiiber GF (g) und ist 4
eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe von &, so gehoért zu A
nach Satz 8 eine eindeutig bestimmte Geradenkongruenz &. Aus Satz 8
und Trrs [25] Proposition 3.3 und Corollaire 8.3 folgt daher, dal A
aus all den Kollineationen der projektiven Gruppe von & besteht, die
® invariant lassen. Somit ist die von 4 in (2, §(¢)) induzierte Kolli-
neationsgruppe ein Normalteiler in der Standuntergruppe des Punktes
P, falls nur P der universelle Fixpunkt von 4 ist. Nun wird die volle
Automorphismengruppe von A durch Kollineationen von & induziert
(s. Suzuxkt [23] Beweis von Theorem 11). Ferner folgt aus Satz 8, dal3
der Normalisator von 4 in der Kollineationsgruppe von & ebenfalls die
Kongruenz & invariant 148t. Da die duBere Automorphismengruppe
von A nach Suzuki [23] Theorem 11 zur Automorphismengruppe von
GF (q) isomorph ist, gilt daher nach ANDRE [1] Satz 19

(6.9) Ist IT die volle Kollineationsgruppe von T = T (2, 8(q)), so besitzt
II die Normalreihe 1 < T < H < K< II, dabei ist T die Trans-
lationsgruppe und H die Gruppe aller Dilatationen von I. Ferner
st K=HA mit HNnAd =1 und A = 8S(q) und schlieflich II/K
1somorph zur Awtomorphismengruppe von GF (q).

Zum Schlufl dieses Abschnitts noch einige Bemerkungen iiber unend-
liche Translationsebenen mit einer Suzukigruppe als Kollineationsgruppe.

Es sei K ein perfekter Korper der Charakteristik 2. Ferner sei o ein
Automorphismus von K mit 2°° = 22 fiir alle z € K. Nach Trrs [25]
Abschnitt 6 gibt es dann Gruppen S(K, o), die im Falle K = GF(q)
mit S(q) iibereinstimmen und sonst unendliche Analoga der Suzuki-
gruppen sind. Ferner gibt es nach Tirs [25] Proposition 3.3 eine Ge-
radenkongruenz & des 3-dimensionalen projektiven Raumes & iiber K
mit der Bigenschaft, daB ITq =~ S (K, o) ist, falls I7 die projektive Gruppe
von & ist. Ferner ist S(K, o) auf den Geraden von K zweifach transitiv.
Es gibt also fiir jeden perfekten Korper K der Charakteristik 2, der
einen Automorphismus ¢ mit 2°* = 2 fiir alle « € K besitzt, eine Trans-
lationsebene I (K, ¢) mit der Eigenschaft, dal die Standuntergruppe
eines Punktes P eine zur S (K, o) isomorphe Kollineationsgruppe 4 ent-
hilt. Die Gruppe 4 ist auf den Geraden durch P zweifach transitiv.
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Der Kern von T(K, o) ist isomorph zu K. Wegen [Ty =~ S(K, o) ist
I'@, PQ)C A firr jeden uneigentlichen Punkt Q. Folglich ist I'(Q, PQ)
auf den von @ verschiedenen uneigentlichen Punkten von % (K, o) nicht
transitiv. Hieraus folgt, daBl ¥ (K, c) weder desarguessch noch eine
Moufang-Ebene ist. Hieraus folgt wiederum, daB $* (K, o) nicht selbst-
dual ist.

7. Die Quasikérper der im vorhergehenden Abschnitt
beschriebenen Ebenen

Zu jedem perfekten Korper K der Charakteristik 2, der einen Auto-
morphismus o mit z°* = 22 fiir alle x € K besitzt, gibt es, wie wir im
letzten Abschnitt gesehen haben, eine Translationsebene ¥ (K, o), die
eine zur S (K, o) isomorphe Kollineationsgruppe besitzt, die auf den
Punkten der uneigentlichen Geraden zweifach transitiv operiert. Wir
werden nun in diesem Abschnitt fiir jede Ebene (K, o) einen zugehori-
gen Quasikorper bestimmen. Dazu benétigen wir explizit die Kongruenz-
partition der Translationsgruppe von ¥ (K, o), die wir daher zuerst zu
bestimmen suchen. (Fiir die im folgenden benutzten Begriffe siehe
Trrs [25].)

Es sei € der 3-dimensionale projektive Raum iiber K. Die Koordinaten
des Punktes X von © bezeichnen wir mit (z,, ,, ,, ;). Die Punkte
auBerhalb der Ebene mit der Gleichung #, = 0 beschreiben wir auerdem
noch mit den inhomogenen XKoodinaten s = z,25!, ¢ = 2,251 und
r = z; 25 . Die Menge der Punkte mit den Koordinaten (s, ¢, r), fiir die
r == 8t -} §°+2 |- {9 ist, zusammen mit dem Punkt mit den Koordinaten
(0, 1, 0, 0) bilden ein Ovoid © in &. Die Untergruppe der projektiven
Gruppe von &, die © invariant 1a8t, ist gerade S(K, o) (s. Trrs [25]).
Die den Punkten von £ unter der o-Polaritit, die durch x¥ = x¢
(¢=20,1,2,3) in & induziert wird, zugeordneten Geraden bilden nun
gerade die von uns gesuchte Geradenkongruenz von &. Das Bild des
Punktes mit den Koordinaten (0, 1, 0, 0) ist die Gerade mit den Pliicker-
koordinaten

(7.1) Jor = Joz = Jos = J13 = Jes = 0, ga = 1.
Das Bild des Punktes mit den Koordinaten (1,r,¢,s), fiir die
r = 8t -+ 892 J t° ist, ist die Gerade mit den Pliickerkoordinaten
Jor = oz = 8" -1, oo = 8% Jozs = 1, g1z = 17,
iz = sete + s2(1+0) + 12,

Jede dieser Geraden bestimmt nun einen Unterraum vom Range 2
in dem & zugrunde liegenden Vektorraum V. Um die Elemente von V,

(7.2)
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die zu diesen Unterrdumen gehoren, zu bestimmen, miissen wir das
folgende Gleichungssystem losen:

Z1G23 - Tafis + T3g12 = 0,

(7.3) ZLoJ2s + ZaGos + Z3G0z = 0,
ZoGhs + %1903 + %3 = O,
Todra + T1902 + Tafn = 0.

Fiir (7.1) liefert (7.3) die Losungsmannigfaltigkeit

(7.4) Ij00 = {(O’ z, v, 0) l z, Y€ K}

und fir (7.2) die Losungsmannigfaltigkeit
(1.5) Uy = {(z, 7z + (s 4 t)y, (™ + )z 4 °y, y) | x, y € K}.

Wir nehmen nun als Koordinatenviereck O, E, U, V von % (K, o)
die folgenden Punkte: O = (0,0,0,0), B = (0,1,0,1), U ist der un-
eigentliche Punkt der Geraden U, , und V ist der uneigentliche Punkt
der Geraden U,. Den Punkt (0, z, y, 0) € U, identifizieren wir mit
(,y). Die Elemente des zu O, E, U, V gehorigen Quasikérpers @
sind also alle Paare (z,y) mit z, ye K. Ferner ist (z, y) + (u, )
= (¢ + 4, y + v), da ja, falls O° = (u, v) ist, (z, y)* = (2, y) + (u, v)
ist. Es bleibt also nur noch die Multiplikation in @ zu bestimmen. Nach
PickErT [16] (51), S. 39, ist nun

(x, y)(w,v) = (BEVn(z, V)0 N ((w, ) UNOEYVYU N OV.
Mit Hilfe von (7.4) und (7.5) erhidlt man dann leicht, daB
(7.6) (2, y)(u, v) = ((2° + y™*)v + 2(u + ), v + y(u + v))

ist.
Bezeichnet man mit K(Q) den Kern von @, so gilt
(7.7) Es ist K(Q) = {(k,0) | ke K}.

Ferner rechnet man leicht nach, dal auch das folgende partielle Distri-
butivitéitsgesetz gilt.

(7.8) Es ist (x + k)y = zy + ky fir alle x, y €Q und alle k € K(Q).

Dies ist gleichbedeutend damit, daf die (V, O V)-Elationen von ¥ (K, o)
in der von K (Q) koordinatisierten desarguesschen Unterebene (V,0V)-
Elationen induzieren.

Anmerkung: Nimmt man statt (0, 1,0, 1) irgendeinen anderen
Punkt als Einheitspunkt, so erhalt man bis auf Isomorphie alle zu
T (K, o) gehorigen Quasikorper, da die Kollineationsgruppe von T (X, o)
auf den uneigentlichen Punkten zweifach transitiv ist.
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