
{~Tber projektive Ebenen, in denen jede Fahne yon einer 
nicht.trivialen Elation invariant gelassen wird ~) 

t terrn Prof. Dr. ElVIA~-UEL SPERNEI~ ZU seinem 60. Geburtstag gewidmet 

Von HEINZ Li3~.EBVRG in Mainz 

Einleitung 

~qennt man ein inzidentes Punkt-Geradenpaar einer projektiven Ebene 
eine Fahne, so gilt der folgende Satz (Pre~R [17] Theorem 2): Ist  ~ eine 
endliche projektive Ebene und ist / / e i n e  Kollineationsgruppe yon 
mit der Eigenschaft, da~ jede Fahne yon ~ yon einer nicht-trivialen 
Elation aus H invariant gelassen wird, so h a t / / e n t w e d e r  eine Fixgerade 
und ~ ist eine Translationsebene beziiglich dieser Geraden o d e r / / h a t  
einen Fixpunkt  und ~ ist eine zu einer Translationsebene duale Ebene 
oder a b e r / / h a t  kein Fixelement und ~ ist desarguesseh. Es erhebt sich 
nun die Frage, ob es nichtdesarguessche Ebenen gibt, die die Voraus- 
setzungen dieses Satzes erfiillen. Dies ist in der Tat  der Fall, wie wir 
in Absehnitt 6 zeigen werden. Bevor wir jedoch die Existenz solcher 
Ebenen zeigen, untersuehen wir die Struktur der endliehen projektiven 
Ebenen ~, die eine Kollineationsgruppe H mit den folgenden Eigenschaf- 
ten besitzen: (1) H hat  eine Fixgerade g, (2) jede Fahne yon ~ wird 
yon einer nicht-trivialen Elation aus H festgelassen, (3) / /  wird yon 
seinen Elationen erzeugt und (4) jede Kollineation aus / / ,  die auf g 
drei verschiedene Fixpunkte hat, ist eine Perspektivit~t mit der Achse g. 
Is t  A ----//p die Standuntergruppe des Punktes P,  so lauten die Folge- 
rungen aus diesen Annahmen (Satz 7): ~ ist entweder desarguessch und 
/1 ist isomorph zur SL(2, N) mit N = o(~) oder N = 5 und o(~) ~-- 9 
oder A ist eine Diedergruppe der Ordnung 2 (o(~) + 1 ) und 0(6) ist 
gerade, oder aber ~ ist eine nicht-desarguessehe Ebene der Ordnung 
q2 ~ 22~2~+1~ ~ 64 und A ist isomorph zur Suzukigruppe S(q). 

Dieser Satz ftihrt uns znr Untersuchung der Frage, wie eine zur 
Suzukigruppe S(q) isomorphe Kollineationsgruppe A einer projektiven 
Ebene der Ordnung q2 auf dieser Ebene operieren kann. Unter  der 
Voraussetzung, dab alle Involutionen aus/I  zentrale Kollineationen sind, 
konnten wir diese Frage vollst~ndig beantworten (Satz 9). Often bleibt 

1) Teile dieser Arbeit waren Gegenstand eines Vortrages im Kolloquium des 
Mathematisehen Seminars der Universit~t Hamburg am 2. Juni 1964. 
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jedoch die Frage nach einer voHstandigen Klassifikation der Ebenen 
der Ordnnng q2, die eine znr S(q)  isomorphe Kollineationsgruppe be- 
sitzen. Wie wir in Absetmitt 6 sehen werden, wird eine solche Ebene 
durch die Suzukigruppe nicht bis auf  Isomorphie eindeutig bestimmt, 
allenfalls bis anf Isomorphie und Dualit~it. 

In  Abschnitt 4 untersuchen wir, wie eine zur Suzuldgruppe S(q)  

isomorphe Kollineationsgruppe A des dreidimensionalen projektiven 
Raumes ~ fiber GF (q) auf  ~ operiert. Satz 8 zeigt, dab alle diese Kolli- 
neationsgruppen in der projektiven Gruppe yon ~ liegen und bereits 
innerhalb dieser Gruppe konjugiert sind. Da A genau ein Geraden- 
transitivitatsgebiet besitzt, welches eine Kongruenz von ~ ist, folgt, 
da6 auch alle diese Kongruenzen projektiv aquivalent sind. Diese Kon- 
gruenzen liefern nun eine Klasse yon nicht-desarguesschen Ebenen mit 
den oben genannten Eigenschaften (1) bis (4). Alle diese Ebenen scheinen 
neu zu sein. 

Die Untersuchungen der Abschnitte 1 und 2 fiber Ovale in endlichen 
desarguessehen Ebenen gerader Ordnung dienen zur Vorbereitung des 
Beweises yon Satz 7. Da sie jedoch aueh fiir sich gesehen nieht ohne 
Interesse sind, habe ich diese Entwicklungen etwas allgemeiner gehalten, 
als es im Hinblick auf  den Abschnitt 3 nStig gewesen ware. 

Bezeichnungen und Definitionen 

I9:~1 ----- Anzahl der Elemente in der ~enge  ~F~. 
o (G) ----- Ordnung der Gruppe G. 
~G ---- Zentrum der Gruppe G. 
U G ~- grSBter Normalteiler ungerader Ordnung von G. 
~ U = •ormalisator der Untergruppe U yon G in G. Falls keine 

Verweehslungen zu beffirchten sind, schreiben wir stat t  ~a  U auch ~ U. 
N <3 G bedeutet:  N ist Normalteiler in G. 
[G: U] : Index yon U in G. 
( . . .  ] . . . ~  ---- die yon . . .  mit . . .  erzeugte Gruppe. 
Eine Gruppe D heit3t Diedergruppe, falls 

D = ( a ,  b l a " = b  e--- 1, b a b = a  -1) 

ist. 
Eine 2-Gruppe S heiBt Semidiedergruppe, falls 

S = (a ,  b l a 2m-1 = b e = 1, bab  = a -l+'~m-2) 

ist. 
Eine 2-Gruppe Q heiBt (verallgemeinerte) Quaternionengruppe, falls 

Q = (a, b l a 2~-' ---- 1, b 2 ---- a 2~-2, b - l a b  = a -1) 

ist. 
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Ist  G eine Gruppe und U eine eehte Untergruppe yon G mit 
g-1 Ug n U ---- 1 ffir alle g e G mit g r U, so heil]t G Frobeniusgruppe. 
Diejenigen Elemente yon G, die nieht in einer zu U konjugierten Unter- 
gruppe liegen, bilden zusammen mit der Identit/~t eine eharakteristisehe 
Untergruppe K von G. Die Gruppe K heil]t der Frobeniuskern und jede 
zu U konjugierte Untergruppe Frobeniuskomplement yon G. Es ist 
G ~--K V und K (~ V ~ 1 ffir alle zu U konjugierten Untergruppen 
V yon G. 

GF(q) ~ Galoisfeld mit q Elementen. 
GL(2, q) ~ lineare Gruppe in zwei Variablen fiber GF(q) -~ Gruppe 

aller 2 • 2-Matrizen mit Elementen aus GF(q) nnd Determinante un- 
gleieh 0. 

SL(2,  q) ~ spezielle lineare Gruppe in zwei Variablen tiber GF(q) -~ 
Gruppe aller 2 • 2-Matrizen mit Elementen aus GF (q) und Determinante 
gleich 1. 

S(q) ---- Suzukigruppe. Zur Definition dieser Gruppe siehe SvzvKI  
[23] Absehnitt 13. 

Ist G eine Permutationsgruppe und X ein Element der permutierten 
Menge, so ist Gx : (g ~ G I Xg = X}  und i a -~ (Xg l g ~ G}. 

Affine und projektive Ebenen werden in der tiblichen Weise definiert 
(s. etwa PICKERT [16]). Die Geraden fassen wir stets als Punktmengen 
auf. 

Ein inzidentes Punkt-Geradenpaar einer affinen bzw. projektiven 
Ebene nennen wir Fahne. 

Eine Menge o von q-[- 1 Punkten in einer affinen bzw. projektiven 
Ebene der Ordnung q heil]t ein Oval, falls keine drei Punkte  von o 
kollinear sind. Eine Gerade g heiBt Passante, Tangente bzw. Sekante 
yon o, je naehdem Ig (~ o I : 0, 1 oder 2 ist. Durch jeden Punkt  yon 0 
geht genau eine Tangente an o. Ist  q gerade, so gehen alle Tangenten 
an o durch einen Punkt,  den Knoten von o (QwsT [18]). 

Is t  P ein Punkt  und g eine Gerade einer projektiven Ebene ~ und 
ist a eine Kollineation von ~, die P geradenweise und g punktweise 
festl/iBt, so heifit a eine (P, g)-Perspektivit/~t oder auch kurz Perspek- 
tivit/~t. P heiBt Zentrum und g Achse yon a. Daher wird a aueh zentral 
bzw. axial genannt. Ist  P e g, so sagen wir start  Perspektivit/~t auch 
Elation, und ist P r g, so sagen wir start Perspektivit/~t aneh Streekung. 
Eine nieht-triviale Perspektivit/it hat genau ein Zentrum und genau 
eine Aehse. Die Menge aller (P, g)-Perspektivit~ten ist eine Untergruppe 
der Kollineationsgruppe yon ~. Diese Gruppe werden wir mit F ( P ,  g) 
bezeiehnen. Ist  K irgendeine Kollineationsgruppe, so ist K(P,  g)---- 
K n F ( P ,  g). Ist  ?l eine affine Ebene und ist ~ eine Elation des projek- 
tiven Absehlusses 9~* yon 9~ mit uneigentlichem Zentrum und uneigent- 
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licher Achse, so nennen wit z eine Translation yon 9~. Die Menge T der 
Translationen einer affmen Ebene 9~ ist eine Untergruppe der Kolli- 
neationsgruppe von 9~. Ist  T auf  den Punkten yon ~I transitiv, so heiBt 
9~ eine Translationsebene. Der Kern K einer Translationsebene 9~ ist 
die Menge aller der Endomorphismen ~] der Translationsgruppe T yon 
9~, ffir die (F(U, goo)) , __C F(U,  goo) ist ffir alle Punkte U auf  der uneigent- 
lichen Geraden goo von 9/. Nach ANIm~ [1], Satz 10 ist K ein KSrper 
und die multiplikative Gruppe von K ist isomorph zu der Gruppe 

F(P, goo) far P r goo. 
Die projcktiven Rgume, die wir betrachten, sind alle dreidimensional. 

Geraden und Ebenen fassen wir auch bier als Punktmengen auf. 
Ein Ovoid 9 ist eine Menge von q2 + 1 Punkten in einem projektiven 

Raum ~ fiber G~'(q), yon denen keine drei kollinear sind. Eine Gerade 
g yon ~ heiBt Passante, Tangente bzw. Sekante von 9 ,  je nachdem 
I g n ~ [ =  0, 1 oder 2 ist. Eine Ebene r yon ~ heiBt Tangentialebene 
yon 9 ,  falls ]r (~ 9 1 = 1 ist. Dutch jeden Punkt  von 9 geht genau 
eine Tangentialebene. 

Eine Menge yon paarweise windschiefen Geraden eines projektiven 
Raumes 6 ,  die ganz ~ iiberdecken, nennen wit eine Geradenkongruenz 
oder auch kurz Kongruenz. 

Eine taktische Konfiguration mit den Parametern v, b, k, r ist eine 
Inzidenzstruktur, bestehend aus v Punkten und b B15cken, so dab jeder 
Block mit genau k Punkten und jeder Punkt  mit genau r B15cken inzi- 
diert. Offensichtlich ist vr  = bk.  

Ein Blockplan mit den Parametern v, b, k, r, 2 ist eine taktische 
Konfiguration mit den Parametern v, b, k, r, fiir die zus~tzlich gilt, dab 
zwei verschiedene Punkte  stets mit genau ~ B15cken inzidieren. AuBer 
vr  = bk  gilt dann auch, dab r ( k -  1) ---- ~ ( v -  1) ist. 

Eine (endiiche) MSbiusebene ist ein Blockplan mit den Parametern 
v = q ~ + l ,  b = q ( q 2 + l ) ,  k = q + l ,  r = q ( q + l )  und ~ = q + l ,  
ffir den auBerdem gilt, dab dutch drei verschiedene Punkte  h6chstens 
ein und damit genau ein Block geht. Ist  P ein Punkt  einer M6biusebene 
.~!X, so bezeiclmen wir mit 9~(P, 9X) die Inzidenzstruktur, die aus 9X 
entsteht, wenn man aus ~J~ den Punkt  P und alle B15eke entfernt, die 
nicht mit P inzidieren. Man sieht leicht, dab 9~ (P, ~ )  eine affine Ebene 
der Ordnung q ist. 

1. Die Blockpliine ~ (o) und ~ (o) 

sei eine endliche desarguessche projek~ive Ebene der Ordnung 
q = 2 ~. Ferner sei o ein Oval in ~ und K der Knoten yon o. SchlieBlich 
sei g eine Gerade von ~ mit g n o = 0. Da alle Geraden dutch K Tan- 



~ber projektive Ebenen usw. 41 

genten an o sind, ist K r g. Die Gruppe aller axialen Kollineationen 
mit der Achse g bezeichnen wir mit F. Aui~erdem sei ~ ---- {o r [~ ~ F}. 

(1.1) Es ist [~I - ~ o ( r ) : q ~ ( q - - 1 ) .  

Beweis .  Sei ~ ~ ~ und y e F  mit ~ = ~. Ist K(~) der Knoten yon ~, 
so ist auch (K (~))~ ---- K (~). Folglich ist y, da wegen K ~ g auch K (~) r g 
ist, eine (K(~), g)-Streckung. Ist K ( ~ ) e h ,  so ist I h n El---- 1. Folglich 
ist P - - - - h ( ~ = h r r h ~ = P r .  Daher ist 7 =  1, q . e . d .  

Da offensichtlich (K(~))r = K (~r) ist, gilt 

(1.2) Sind ~, t) ~ ~ und ist ~r = t) mit ~ ~ I', so ist K (~) -~ K (t) ) genau damn, 
wenn 7 eine (K  (~), g)-Streckung ist. 

Ferher gilt 

(1.3) Ist  ~ ~ ~ und Z -=- F(K(~), g), so liegt ein Punkt  Q mit K (~) :4= Q ~ g 
au/ genau einem Oval aus ~z. 

Beweis .  Es ist K(~)Q n ~ ein Punkt  P mit K(~)~= P ~ g  und 
K(~)Q = K ( ~ ) P .  Folglich gibt es ein und nur ein a e X  mit P~ = Q. 
Hieraus folgt die Behauptung. 

Es sei 9~ die affine Ebene, die aus ~ entsteht, wenn man aus ~ die 
Gerade g und alle mit g inzidierenden Punkte  entfernt. Wir betrachten 
nun die 
und 3(0) 

(i') 

(ii') 

(iii') 

(i) 

(ii) 

(iii) 

Die Punkte 

Die B16cke 

E in  Punlct 
P ~ b i s t .  

Die Punlcte 

beiden folgendermal]en definierten Inzidenzstrukturen ~(o) 

yon ,~(o) sind die Punlcte yon 9~. 

von ,~(o) sind die Ovale aus ~. 

P und ein Block l) sind genau dann inzident, wenn 

yon 3 (o) sind die Punlcte von 9A und ein Symbol U. 

Die B16clce yon 3(o)  sind die Ovale aus ~ und die Geraden von 9~. 

Der Punlct U inzidiert genau dann mit dem Block b, wenn t~ eine 
Gerade yon 9.I ist. E in  Punlct P =4= U inzidiert genau dann mit b, 
wenn P e 5 ist. 

Setzt man Ur---- U ffir alle y eF ,  so grit 

(1.4) F i s t  sowohl Automorphismengruppe von ~ (o) als auch von 3(0).  

Aus (1.4) folgt zun/~chst, dab ~(0) eine taktische Konfiguration ist. 
Also ist v r = b k, wenn v die Anzahl der Punkte, b die Anzahl der B15cke, 
r die Anzahl der B15cke durch einen Punkt  und/c die Anzahl der Punkte 
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auf  einem Block ist. Nun ist v ---- q~, b = q~(q--  1) und k ---- q + 1. 
Also ist r - - - -q~--1 .  Dariiber hinaus gilt der 

Satz 1. ~(o) ist ein Blockplan mit den Parametern v = q~, b = q~(q--  1), 
l c = q  + 1, r = q 2 - - 1  und ~ = q .  

B e w e i s .  Es ist nur noch zu zeigen, dab durch zwei verschiedene 
Punkte  yon ~(o) stets genau q B15cke gehen. P und Q seien zwei ver- 
schiedene Punkte  yon ~(o) und h = PQ die Verbindungsgerade yon P 
und Q in 2. Dutch P gehen r = (q + 1 ) ( q -  1) B15cke yon ~(o) und 
zwei verschiedene B15cke durch P haben nach(1.2) und (1.3) verschiedene 
Knoten. Folglich ist jeder yon P verschiedene Punkt  yon 9~ Knoten 
eines Blockes durch P,  da ja die Anzahl der yon P verschiedenen Punkte  
yon 91 gleich q2__ 1 ist. Nun liegen auf  h insgesamt q -  1 yon P ver- 
schiedene Punkte  yon 9/. Es gibt also genau q -  1 B16cke dutch P,  
die h nut  in P treffen. Die iibrigen q ( q -  1) B15cke treffen h noch in 
einem yon P verschiedenen Punkt.  Nun ist F(P,  g) auf  den yon P ver- 
schiedenen affinen Punkten yon h transitiv. Folglich gehen durch jeden 
yon P verschiedenen affinen Punkt  yon h gleich viele der B15cke durch 
P.  Somit gehen durch P und jeden yon P verschiedenen Punkt  X yon 
h genau q B16cke, insbesondere also auch dttrch P und Q, q . e . d .  

Aus Satz 1 folgt sofort der 

Satz 2. ~(o) ist ein Blockplan mit den Parametern v = q2 + 1, 
b = q(q~ + 1), k ---- q + 1, r = q(q + 1) und ~ = q + 1. 

Ist  93~ eine endliche MSbiusebene der 0rdnung q, so ist 9X ein Block- 
plan, der dieselben Parameter  wie ~(o) besitzt. Es erhebt sich also die 
Frage, ob ~(o) etwa eine M6biusebene ist. Wir werden sehen, dab dies 
nicht immer der Fall ist. 

Ist  g eine Gerade yon ~ und sind A1, A2, Aa und B1, B~, B a zwei 
Dreiecke mit Ai =t = Bi (i = 1, 2, 3) und A ~ A j ~ B~ Bj und A ~ A j n B~ Bj ~ g 
fiir i, j = 1, 2, 3 und i < j ,  so heiBen die beiden Dreiecke g-axial. Gibt 
es einen Punkt  C in ~ mit C ~ A~B~ fiir i = 1, 2, 3, so heigen die beiden 
Dreiecke C-perspektiv. In desarguesschen Ebenen sind zwei g-axiale 
Dreiecke stets auch C-perspektiv. Es gilt nun, wenn g wieder die ur- 
sprtingliche Bedeutung hat, der 

Satz 3. ~(o) ist genau dann eine M6biusebene, wenn es keine zwei 
g-axialen, dem Oval r~ einbeschriebenen Dreiecke gibt. 

B e w e i s .  Offensichtlich ist ~(o)  genau dann eine MSbiusebene, wenn 
durch drei verschiedene Punkte  yon ~(o) hSchstens ein Block geht, 
und dies ist offensichtlich genau dann der :Fall, wenn dutch drei ver- 
schiedene Punkte  von 9/ hSchstens ein Oval aus ~ geht. 
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Es seien Ai,  Bi ~ o (i ~ 1, 2, 3) zwei g-axiale Dreiecke. Darm gibt es 
einen Punkt  C mit C E A i B i  fiir alle i. Ferner gibt es in F eine (C, g)- 
Perspektivit/it y mit A~----B 1. Hieraus folgt, dab A~ ~ B~ ist fiir 
i = 1, 2, 3. Folglieh ist I D (~ D~ [ ~ 3. Wegen A1 =4= B1 ist ~ ~ 1 und daher 
nach (1.1) aueh o ~= o r. Folglich ist ~(o) keine M6biusebene. 

Angenommen es gibt keine dem Oval D einbeschriebenen g-axialen 
Dreiecke. Dann enth/~lt kein Oval ~ e ~ solche g-axialen Dreieeke. Sei 
nun ~,t) e ~  und It (~t) I ~ 3 -  Da t)----~r ist, gibt es drei Punkte 
A1, A~, Aa c ~ mit A~ e ~. W/~re Ai ~ A~ fiir alle i, so wi~ren A1, A~, A3 
und A~, A~, A~ zwei g-axiale Dreiecke, die dem Oval ~ einbesehrieben 
sind. Dies widerspricht jedoch unserer Annahme. Es gibt also ein i mit 
A~----Ai. Wir kSnnen o. B. d. A. annehmen, dab i ~ 1 ist. Dann ist 
A~ Zentrum von y. Folglich sind A1, A2 und A~ kollinear. Nun ist 
A~, A2, A~ ~ ~ und ~ ein Oval. Ferner ist A~ ~ A~, A~. Daher ist A2 ~ A~ 
und somit ~ ~ 1, d.h. ~ ~ t). Damit ist bereits alles bewiesen. 

Der n/~chste Satz ist eine Kennzeichnung der Kegelschnitte in end- 
lichen desarguesschen Ebenen gerader Ordnung. 

Satz 4. Ist o ein Oval in einer endlichen desarguesschen projektiven 
Ebene gerader Ordnung und ist K der Knoten von o, so ist 0 genau dann 
ein Kegelschnitt, wenn die Achse irgendzweier o einbeschriebener C-per- 
spektiver Dreiecke die Gerade K C ist. 

Bewe i s .  o sei ein Kegelschnitt und A~, B~ e 0 (i --~ 1, 2, 3) seien zwei 
C-perspektive Dreieeke. Wegen A~ ~ B~ und C e A~B1 ist K ~ C ~ o. 
Da o ein Kegelschnitt ist, gibt es eine Elation ~ mit dem Zentrum C, 
der Aehse K C  und mit o �9 ---- o (s. z.B. L~3NEBURO [14] Korollar l(b)). 
Dann ist aber A~ ---- B~ und folglich sind die beiden Dreieeke Ai und B~ 
axial mit der Aehse K C. 

Sei umgekehrt ~ ein Oval, welches die Bedingungen des Satzes er- 
fiillt. Sei C ein Punkt  mit K :4= C ~ ~. Ferner sei P e 0 und {P, P'} 
---- o (~ C P. Hieraus folgt, dab P :4= P'  ist. Ferner sei ~ eine Elation mit 
der Achse K C, dem Zentrum C, die P auf P '  abbildet. Da alle ~ ein- 
beschriebenen C-perspektiven Dreiecke KC-axial sind, folgt, dab o �9 : o 
ist. Da C beliebig war, folgt, dab die yon allen Elationen v mit o" ---- 
erzeugte Gruppe isomorph zur P S L  (2, q) ist, wenn q gleich der Ordnung 
der zugrunde liegenden Ebene ist. Darans folgt, dab o ein Kegelschnitt 
ist (s. z.B. Li2~V, BUl~O [14] Korollar l (b)) .  

Aus den S/~tzen 3 und 4 folgt unmittelbar das vermutlich bekannte 

Korollar 1. Ist o ein Kegelschnitt, so ist ~ (o) eine (miquelsche) MSbius- 
ebene. 

Wir wollen nun noch eine Klasse von Ovalen 5 angeben, fiir die ~(o) 
keine M6biusebene ist. 
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D sei ein Kegelsehnit t  u n d o  entstehe aus o dureh Weglassen eines 
beliebigen Punktes  yon  o und  Hinzunahme des Knotens  yon  o. Dann  
gilt  

Satz 5. Is t  q ~_ 8, so ist ~ (5) keine M6biusebene. 

B e w e i s .  Da alle nicht  en ta r te ten  Kegelschnit te  yon  ~ projekt iv 
~quivalent  sind, kSnnen wir annehmen,  daft 

o = {F(o ,  2, o), 2) ]k  

ist, wobei F : GF (q) ist. Der Kno ten  yon o ist der P u n k t  K ---- F (l,  0, 0). 
Da die Gruppe, die ~ invar iant  l~Bt, au f  o t ransi t iv  ist, kSnnen wit  
annehmen,  dab ~ : (F(1,  0, 0), F(/c, ]c 2, 1) ] k e F }  ist. U m  Satz 5 zu 
beweisen, genfigt es nach Satz 3 zu zeigen, dab es zu jeder Geraden g 
mi t  g n 5 ~-- 0 stets g-axiale ~ einbesehriebene Dreieeke gibt. 

Es sei r e F u n d  r =4= 0, 1. Ferner  sei / (x )  -~ (r -~ 1)x ~ ~ rx .  Die Ab- 
bfldung x- ->/ (x)  yon  F in sieh ist nicht  eineindeutig. Vielmehr gilt:  
I s t  x ~ y, so ist genau d a n n / ( x )  = ](y), wenn x ~ y -~ r(r  Jr 2) -1 ist. 
Hieraus folgt, wenn man  ~ = {/(x)  I x e F  } setzt, dab [~]  = �89 ist. 
Da q ~ 8  und  0 = / ( 0 ) ~ ! 8  ist, gibt es ein a e F  mit  

(a) a ~ O , l , r , r +  1 und a ~ .  

Wir wi~hlen nun  r e F  so, dab das Po lynom g(x) : x ~ ~- x ~ r fiber 
F irreduzibel ist. Dann  ist g(a) ~ 0 und  daher  a ~ ~ a ~- r. Setze 

(b) b : a 2(r + a) -1. 

Dann ist 

(c) b ~ 0, 2, a. 

Denn  es ist a 2 r ~ und  daher  a 2 ~ 0. Ferner  ist a 2 ~ a -~ r und  daher  
b ~ 2. W~re b--~ a, so wi~re r----0 und  daher g(x)  nicht  irreduzibel 
fiber F.  

Aus (a) folgt, dab r ~ a ~ 1 ist. Folglich ist b ~ a 2. Wi t  kSnnen daher 
c ~ a~(b ~ 1)(a 2 ~- b) -1 setzen. Dann  ist 

(d) a ~ ( b ~ - c +  1)-I-b  c : 0 .  

Wir  betraehten nun  die beiden Dreieeke A ~ F(1 ,  0, 0), B ---- F (0 ,  0, 1), 
C - - - -F (1 ,1 ,1 )  und  A ' ~ F ( a , a  2,1), B ' : F ( b , b  2,1), C ' ~ - - F ( c , c  2,1). 
Dann  haben die Geraden A B ,  BC,  C A  und  A ' B ' ,  B 'C ' ,  C 'A '  die Glei- 
ehungen:  

A B :  x2 -~ O, 

B C : xl -~ x~ -~ O, 
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C A :  

A '  B'  : 

B 'C ' :  

C' A '  : 

Ferner  ist 

X 2 -4- X 3 = 0 ,  

( a + b ) x 1 -4- X2 -~- a b x3 = O, 

(b + c)x  1 + x2 ~- bcx3 = O, 

( c -4- a ) xl  + x2 -4- c a xa = O. 

P = A B  n A ' B '  = F ( a b ,  0, a -[- b), 

Q = B C  t3 B 'C '  = F(bc ,  bc, b -4- c + 1) = F ( a  2, a ~, 1) (nach (d)), 

R = C A n C ' A '  --=F(1 ~ c a ,  c-4-a ,  c ~ a ) .  

Is t  schlieBlich g die Gerade mit der Gleichung 

(a 2 -t- ab)Xl ~- (b --}- a 2 ~ a b ) x  s ~ aSbx3 -= O, 

so zeigt eine elementare  Rechnung,  dab P ,  Q, R e g ist. Die beiden 
Dreiecke sind also g-axial. Nun  ist g c~ 5 ---- 0. W/ire n/imlich X e g c~ o, 
so ist sicher X ~ F (1 ,  0, 0), da nach (a) und  (b) ja  a2-4 - ab =4= 0 ist. 
Also ist X ---- _E(x, x s, 1) und  (a s ~- ab )x  ~ (b @ a s 2[_ a b )x  s ~ a2b --_ O. 

Aus b =4= 0 folgt daher, dab  (aSb -1 ~- a ~ 1)x 2 -t- (aSb -1 -~ a ) x  -4- a ~ -= 0 
ist. Aus (b) folgt weiter, dag  r =- a2b -1 + a ist. Folglieh ist a 2 ----/(x) e 
im Widersprueh zu (a). Also ist ~ (3 g : 0. Sei 

= k 2 1 e 2' und k # 0 . 

und  F die yon  F in ~ induzierte Kollineationsgruppe2). Darm ist 6r  = 6. 
Da  die Passan ten  yon  o mit  den Passan ten  yon  o i ibereinstimmen, folgt 
naeh L0~EBVRO [14] S. 430, dab  F au f  den Passan ten  yon  o t ransi t iv  
ist. I s t  h e i n e  Passante  yon  5, so gibt  es daher  stets zwei h-axiale 
einbesehriebene Dreieeke, q . e . d .  

2. Schaff fahnentransitive KoUineationsgmppen mit zyklischem 
Komplement 

Hiltssatz 1. Es sei q = 2 ~. Is t  ~ die desarguessche projektive Ebene der 
Ordnung q, so sind alle zyklischen Untergruppen der Ordnung q ~- 1 der 
projektiven Gruppe I I  yon ~ in I I  konjugiert. Is t  Z eine zyklische Unter- 

gruppe der Ordnung q ~- 1 yon H,  so ld[3t Z ein nicht-inzidentes Punkt -  

Geradenpaar (P, g) yon ~ invariant. Ferner ist QZ ein Kegelschnitt, /alls 

n u t  P ~ Q ~ g  ist. 

B e w e i s .  Es sei ~ e Z und  o(~) ---- p eine Primzahl  sei. Ferner  (Q, h) eine 
Fatme mit  Q~ = Q und h~ = h. Wegen [h--{Q} [ = q und  (q + 1, q (q - -  1)) = 1 

2) M a n  beach t e ,  daft  die M a t r i z e n  als R e c h t s f a k t o r e n  zu sch re iben  sind.  
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folgt, dab ~ auf h mindestens drei Fixpunkte hat. Da ~ in der projektiven 
Gruppe / /  yon ~ liegt, l~13t daher $ alle Punkte auf  h lest. Somit ist 
eine Perspektivit/~t mit der Achse h und daher p ein Teiler von q (q - -  1): 
ein Widerspruch. Folglich kann kein yon 1 versehiedenes Element aus 
7 eine Fahne invariant lassen. $ sei weiterhin ein Element yon Primzahl- 
ordnung aus 7. Aus (q2 + q + 1, q + 1) = 1 folgt, da ja q2 -4- q -4- 1 
die Punkteanzahl yon ~ ist, da$ $ einen und damit naeh dem eben Be- 
wiesenen genau einen Fixpunkt  P hat. Nun ist Z abelseh und daher ist 
P auch ein Fixpunkt yon 7. Ebenso folgt, da$ Z aueh eine Fixgerade g 
hat. Da kein yon 1 verschiedenes Element aus Z eine Fahne yon 
invariant 1/~$t, folgt, dal3 P nieht auf  g liegt, und dal3 Z auf  den Geraden 
dutch P bzw. den Punkten auf  g transitiv ist. Nun ist die Untergruppe 
y o n / / ,  die sowohl P a l s  auch g invariant 1/~13t, isomorph zur GL(2, q). 
Ferner ist wegen q = 2 r die Gruppe GL(2, q) isomorph dem direkten 
Produkt  einer zyklisehen Gruppe der Ordnung q -  1 mid der SL (2, q). 
Somit enth/~lt lip. ~ einen zur SL(2, q) isomorphen Normalteiler A. 
Aus der Normalit/~t yon A in //~, g folgt weiter, alas A alle Elemente 
mit zu q -  1 teilerfremder Ordnung aus IIp.g enth/flt. Hieraus folgt, 
da$ Z in A enthalten ist. Naeh DICKSON [7] w167 243 und 244 sind alle 
Untergruppen der Ordnung q -4- 1 yon A in A konjugiert. D a / / a u f  den 
nieht-inzidenten Punkt-Geradenpaaren yon @ transitiv ist, folgt daher, 
da$ alle zyklisehen Untergruppen der Ordnung q + 1 y o n / / i n  H kon- 
jugiert sind. 

Nun ist H = 7F(P,  g) eine zyldisehe Gruppe der Ordnmig q 2  1, 
die auf  den Punkten X yon ~ mit P @ X r g transitiv operiert. Da 
H abelsch ist, werden die Punkttransitivit/~tsgebiete yon Z yon F(P, g) 
untereinander permutiert. Hieraus und aus der Transitivit/~t yon r ' (p ,  g) 
auf  P Q -  {P, Q} fiir Q e g folgt, da$ F(P, g) auf  den yon {P} und g 
versehiedenen Punkttransitivit/~tsgebieten yon 7 transitiv ist. Ist nun 
c ein Kegelsehnitt von ~, so ist bekanntlich /-/c isomorph zur SL(2, q) 
(s. etwa L~CEBU~O [14] Korollar 1). /-/c enth/flt folglieh eine zyklisehe 
Untergruppe der 0rdnung q A- 1, die auf  den Punkten yon r transitiv 
ist. Hieraus und aus dem bereits Bewiesenen folgt aueh die letzte Be- 
hauptung des I-Iilfssatzes. 

ttilfssatz 2. Es sei q = 2 ~ =4= 8 und ~ die desarguessche projektive Ebene 
der Ordnung q. Ist 7 eine zyklische Kollineationsgruppe vo~ ~, besitzt Z 
einen universelle~ Fixpunkt P und ist Z auf den Geraden dutch P scharf 
transitiv, so ist Z in der 2~rojektive~ Gruppe yon ~ enthalten. 

Der Beweis folgt sofort aus KAI~ZEL [13], wenn man noeh bemerkt, 
dab aus den Voraussetzungen folgt, dal3 Z auch eine universelle Fix- 
gerade besitzt. 
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9~ sei eine endliche affine Ebene  der Ordnung q. Ferner  sei A eine 
scharf  fahnentransi t ive  Koll ineat ionsgruppe yon  91. AuBerdem seien 
die nicht- tr ivialen Punkt t rans i t iv i ta t sgebie te  von A p Ovale. Wir be- 
t rachten  nun die beiden folgendermaBen definierten Inzidenzs t rukturen  
~(A) und  ~(A).  

(i') Die Punkte  yon ~ (A)  sind die Punkte  yon 9I. 

(ii') Die BlOcke yon 3 ( A )  sind die nicht-trivialen Punkttransitivitdts- 
gebiete yon A p /4~r alle Punkte  P yon 91. 

(iii') E i n  Punk t  P und ein Block b sind genau dann inzident, wenn 
P ~ b ist. 

(i) Die Punkte  yon ~ (A) sind die Punkte  vo~ 91 und ein Symbol  U. 

(ii) Die BlScke von 3 ( A ) sind die B15cke yon ~ ( A ) und die Geraden von 91. 

(iii) U inzidiert genau dann mit  dem Block b, wenn b e i n e  Gerade von 

91 ist. Is t  P ~ U, so inzidiert P genau dann mit  b, wenn P e b ist. 

Setzt  man U t = U fiir alle ~ e A, so grit entspreehend (1.4) die Aus- 
S age  

(2.1) /1 ist sowohl Automorphismengruppe yon ~ (A)  als auch yon ~(A) .  

Ferner  folgt aus der scharfen Fahnentrans i t iv i t~ t  yon  A, dab  Ap, r 1 
ist, das heil]t 

(2.2) A ist eine Frobeniusgruppe. 

Is t  Q~P--  Q~R = I0 und  P ~ Q ~ / ~ ,  so ist b nach Voraussetzung 
ein Oval. Ferner  ist sowohl P als aueh R gleich dem Kno ten  yon  b. 
Somit ist P ---- _8. Da  es genau q ~ - -  1 von P verschiedene P u n k t e  in 91 
gibt,  folgt daher, dal] die Anzahl der B15cke yon  ~(A) gleich q2(q ~ 1) 
ist. Ferner  folgt aus (2.1), dab  ~(A) eine takt ische Konfigurat ion ist. 
Sind v, b, k, r die Pa ramete r  von 3(A),  so ist also v = q~, b = q2(q __ 1), 
k = q -~- 1 und r ---- q 2  1. Dartiber hinaus gilt 

(2.3) ~(A) ist ein Blocleplan mit  den Parametern v --~ q~, b --- q 2 ( q _  1), 
k = q  + 1, r ~ q ~ - - I  und 2 - ~ q .  

B e w e i s .  A ist naeh (2.2) eine Frobeniusgruppe.  K sei der Frobenius-  
kern yon  A. Ferner  seien P und  Q zwei versehiedene P u n k t e  yon  91. Es  
gibt  genau ein u e K mit  P"  = Q. Is t  nun A = (~ EA ] P t  ~ Q}, so ist 
A -~ A p ~ .  Da A eine Frobeniusgruppe  ist, ha t  jedes yon  ~ verschiedene 
Element  ausA  einen F ixpunkt .  Sei u =~ 2, # und 2, # cA.  Is t  X ~ -= X-=Xu ,  

so ist wegen P =~ Q -~ PX = pu einmal X =~ P .  Zum andern ist XX~ -~ = X 
und  PXu -~ = P.  Folglich ist 2 = #, da ja A eine Frobeniusgruppe  ist. 
Somit gehen du tch  P und Q genau [A ] - -  1 B15cke. Nun  ist ] A I ---- o (A p) 
= - q +  1 und  daher  2----q, q . e . d .  
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Aus (2.3) folgt nun sofort 

(2.4) ~ (A) ist ein Blockplan mit den Parametern v = q2 + 1, b-:  q (q2 + 1), 
k - = q +  1, r = q ( q  + 1) u n d O = q +  1. 

~(A) ist also ebenso wie ~(o) ein Blockplan mit den gleichen Para- 
metern wie eine MSbiusebene der Ordnung q. Im Mlgemeinen wird 
jedoch ~(A) keine MSbiusebene sein. Wit interessieren uns daher fiir 
notwendige uncl hinreichende Bedingungen, die garantieren, dal~ ~(A) 
eine MSbiusebene ist. 

Offensichtlich ist ~(A) genau dann eine MSbiusebene, wenn dutch 
drei verschiedene Punkte  yon ~(A) hSchstens ein Block geht. b u n d c  
seien zwei verschiedene B15cke yon ~(A) mit ]b n c I => 3. Es gibt also 
clrei paarweise verschiedene Punkte  /~, S, T ~ b (~ c. Ferner gibt es 
zwei Punkte  P und Q mit I3 = R zv u n d c  = RZQ. Da 13 ~= c und 13 (3 c ~: 0 
ist, muB P # Q sein. Es gibt dann zwei Elemente 8, ~ e 3p  und zwei 
Elemente e , ( e A Q  mit R ~ = S = R  ~ und R~- :  T - : R e .  Wegen 
t t4=S=@T=4=B ist 1=~=~:~=~=~=1 und l:~=e=#=~=~=l, l%rner ist 
0 e -1, ~ (-1 s A R und 6 e -1 # ~ ~-1, da sonst wegen ~-1~ = (-x e e • p n A Q = 1 
auch ~ = 6 und e ---- ( w/~re. 

Ist  umgekehrt  P # Q  und 8 , ~ e d p  mit 1 # ~ : ~ # 1  und 
e , ( e A Q m i t  1 ~ = e # ( # l u n d i s t ~ e  -1 ,v(  - ~ e A R , s o s i n d R , R  ~ =  R'  
und R~----Re drei paarweise verschiedene Punkte, da offensichtlich 
R ~: P, Q ist. Somit ist IR zp n Rz~ [> 3 und R zP ~= Rz~, da ja P ~: Q 
ist. Somit gilt 

(2.5) ~(A) ist genau dann eine Mfbiusebene, ]alls aus 1 =4= ~,VSZlp ~nd 
1 # e ,  ~eAqund  8e -1, ~7~-lezJnund ~e -1 =~:~- lu~d  P=~-Q =~= S =#: P 
]olgt, daft entweder 6 = V oder e = $ ist. 

Es gilt nun der 

Satz 6. Ist 9X eine endliche desarguessche a]fine Ebene der Ordnung 
q : 2 r, ist 3 eine schar] ]ahnentransitive Kolli~eationsgruppe yon 9.1 mit 
zyklischem 3p,  ist schlie[31ich 3p  im Falle q : 8 eine Untergruppe der 
Gruppe aUer linearen Abbildungen yon ~, so ist ~(3)  eine (miquelsche) 
M6bi~tsebene. 

Beweis .  3 ist nach (2.2) eine Frobeniusgruppe und der Frobeniuskern 
K von 3 ist die Translationsgruppe yon 9~. Aus A : KAp folgt daher 
nach Hilfssatz 2, dab 3 eine Untergruppe der Gruppe aller linearen 
Abbildungen yon 9~ ist. Nach Hilfssatz 1 sind daher, da 3~ zyklisch ist, 
die nicht-trivialen Punkttransitivit/~tsgebiete yon 3~ fiir alle P Kegel- 
schnitte. Ist g die uneigentliche Gerade yon ~X, so ist H = 3pF(P ,  g) 
eine zyklische Gruppe, die auf  den yon P verschiedenen Punkten yon 9~ 
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transitiv ist. Aus diesen beiden Eigenschaften folgt, dal3 I ' (P ,  g) eine 
auf den nieht-trivialen Punkttransitivit~tsgebieten yon Ap transitive 
Permutationsgruppe ist. Hieraus folgt, falls P ~= Q ist, dal~ ~ (Q~P) ----~(A) 
ist. Da Q~P ein Kegelsehnitt ist, ist ~ (Qdp) nach Korollar 1 eine MSbius- 
ebene, q . e .d .  

Kerollar 2. 1st 91 eine endliche a/fine Ebene, ist A eine schar/ /ahnen- 
transitive Kollineationsgruppe von 91 mit  zyklischem A p und sind alle 
nicht-trivialen Punkttransitivit~tsgebiete yon A p Ovale, so ist 9~ desarguessch. 

Beweis .  Ist ~(A) ---- ~ eine MSbiusebene, so ist 9~(U, ~J~) = 91. Da 
die Ordnung yon 91 notwendig gerade ist, folgt daher naeh DEM~OWSK~ 
[6] Satz 3, dal~ 91 desarguesseh ist. Um Korollar 2 zu beweisen, miissen 
wir daher nur noch zeigen, dab ~ (A) eine MSbiusebene ist. 

Naeh FOVLSE~ [9] Corollary 2.2 und dem letzten Absatz yon Absehnitt 
4 operiert A auch als seharf fahnentransitive Kollineationsgruppe auf 
einer desarguesschen Ebene ~ der Ordnung q = o(9~). Ist nun ~(A) der 
der Gruppe A in ~ zugeordnete Bloekplan, so ist ~(A) im Falle q ~ 8 
naeh Hilfssatz 2 und Satz 6 eine MSbiusebene. Hieraus und aus (2.5) 
folgt dann, dab aueh ~ (A) eine MSbiusebene ist. Da eine affine Ebene der 
Ordnung 8 stets desarguessch ist, ist Korollar 2 daher bewiesen. 

3. Translationsebenen mit vielen Elationen 

In diesem Abschnitt beweisen wir den Hauptsatz der vorliegenden 
Arbeit, namlich den 

Satz 7. Is t  91 eine endliche a/fine Ebene der Ordnung q und ist 11 eine 
Kollineationsgruppe yon 91 mit  den Eigenscha/ten 

(a) Es ist I I (U ,  g) =~= 1 /~r alle .Fahne~ (U, g) mit  g =~ ~ und U ~ gr 

(b) Is t  (~ e A  -~ ( I I ( U ,  g) ] U = g n g~) und l~[3t (~ drei paarweise ver- 
schiedene uneigentliche Punkte  einzeln invariant, so ist (~ eine Dila- 
tation yon 91, 

so ist 91 entweder desarguessch und Ap  ist isomorph zur SL(2 ,  N)  mit  
N = q oder -~ -~ 5 und q ---- 9 oder es ist q : 2 ~ und A p eine Diedergruppe 
der Ordnung 2 (q ~ 1) oder aber 91 ist eine nicht-desarguessche Translations- 
ebene der Ordnung q = 2 2(2~+1) ~ 64 und Ap ist isomorph zur S(22~+1). 

Bevor wir jedoch mit dem Beweis beginnen, beweisen wir noeh den 
folgenden 

Hilfssatz 3. Is t  91 eine endliche Translationsebene und ist A eine Kolli- 
neationsgruppe yon 9~ mit  den Eigenscha/ten : (1) A besitzt einen ~ixpun]ct 
P und (2) jedes Element aus A, welches eine Gerade durch P/est laf l t ,  liegt 
4 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXIX 
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in A (P, go~), so sind die p-Sylowgrzeppen ungerader Ordnung yon A zy- 
klisch, wi~hrend die 2-Sylowgruppen yon A entweder zyklisch oder (ver- 
allgemeinerte) Quaternionengruppen sind. 

B e w e i s .  Da  jede Unte rgruppe  von zl ebenfalls die Eigenschaften (1) 
und  (2) hat ,  kSnnen wir annehmen,  dal3 A eine p -Gruppe  ist. Die yon  
A au f  goo induzierte Permuta t ionsgruppe  A* operiert  wegen (2) regul/~r 
au f  goo. Folglich ist o (A*) ein Teiler von q q- 1, wenn q die Ordnung yon  
92 ist. Andrerseits ist der Kern  des t Iomomorphismus  yon  A au f  A* 
gleich A (P, goo) und  die Ordnung yon A (P, goo) ist ein Tefler von q - -  1. 
I s t  nun p > 2, so ist daher  wegen (q - -  1, q q- 1) =< 2 entweder  A (P, goo) 
= 1 oder A* = 1. Sei A* = 1. Dann  ist A ---- A (P, goo) und  daher  nach 
ANDB~ [1] Zusatz 2, S. 169, zyklisch. Sei also A (P, goo) = 1. In  diesem 
Fall  operiert  A auf  den Geraden durch P regulgr. Wir  be t rach ten  die 
Gruppe TA, wobei Y die Translat ionsgruppe von 92 sei. Es sei (Q, h) eine 
Fahne  von 92 und a sei ein Element  aus TA, welches die Fahne  (Q, h) 
invar iant  l~il3t. Da T au f  den Punk ten  yon 92 t ransi t iv  ist, kSnnen wir 
annehmen,  dal3 Q ~ P ist. I s t  nun a ~ �9 ~ mit v e T und  ~ e A, so ist 
daher  P~ ----- p~-i _-- p und  folglich ~ -~ 1, Somit ist a e A. Da  A a u f  den 
Geraden durch P regul/~r operiert,  ist daher a : 1. Somit  operiert  TA 
auf  den Fahnen  von 92 regul/ir. Hieraus  folgt, dal3 einzig die Identit/~t 
aus TA zwei verschiedene F ixpunk te  hat.  Somit  ist TA eine Frobenius-  
gruppe.  Offensichtlich ist T der Frobeniuskern  und A ein Frobenius-  
komlolement. Da A eine p -Gruppe  und  p > 2 ist, ist A daher  zyklisch. 
Es  sei daher  p = 2. Ferner  sei a eine Involut ion aus A. Dann  1/~13t a 
mindestens eine Gerade dureh P lest. Folglich ist a e A (P, goo). Nun  
ist A (P, goo) nach A ~ D ~  [1] Zusatz 2, S. 169 zyklisch. Somit  ist a die 
einzige Involut ion  in A. Daher  ist A entweder  zyklisch oder eine (ver- 
allgemeinerte) Quaternionengruppe,  q . e . d .  

B e w e i s  y o n  S a t z  7. 92 sei eine endliche affine Ebene  der Ordnung q 
u n d / 7  sei eine Koll ineat ionsgruppe yon  92 mit  den beiden Eigenschaften 
(a) und (b). Nach P~Pm~ [17] Theorem 2, (ii) ist dann 92 eine Transla- 
t ionsebene und  17 enthgl t  die Translat ionsgruppe yon  92. Da  wir uns im 
wesentl ichen nur fiir die Gruppe /Ip interessieren und da A wegen 
A (U, g) = 17(U, g) ebenfalls die Bedingungen (a) und (b) erffillt, werden 
wir annehmen,  da~ 17 = zJ ist. I s t  M irgendeine Unte rgruppe  yon  17, 
so bezeichnen wir mit  M* die yon M auf  g~ induzierte Permuta t ions-  
gruppe.  Es  gilt nun 

(3.1) Ist P ein eigentlicher Punkt  yon 92, so ist 17"-~ 17". 

B e w e i s .  I s t  T die Translat ionsgruppe yon  92, so ist 17 = T / / p  und  
d a h e r / / *  = T ' 1 7 "  = H * ,  q . e . d .  
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Da 9~ eine Translationsebene ist, ist q = pr Potenz einer Primzahl p. 
Nun ist o(II(U, g)) sin yon 1 verschiedener Teiler yon q. Folglich gibt 
es in (II*)v ein Element der Ordnung p, welches U und nut  U als Fixpunkt  
hat. Aus GLEASO~ [10] Lemma 1.7 folgt daher, dab II* auf  den Punkten 
yon g~ transitiv ist. Ferner folgt aus (b), dal3 nut  die Identit~t aus I1" 
drei verschiedene Fixpunkte auf  goo hat. 

1. Fall. q ~ 2 r. Weft nur die Identiti~t aus / /*  drei verschiedene Fix- 
punkte hat, folgt, dab (II*)v entweder eine 2-Gruppe oder aber eine 
Frobeniusgruppe ist, deren Kern eine 2-Gruppe ist. Hieraus folgt, dal3 
der Zentralisator einer Involution aus (II*)u eine 2-Gruppe ist. Da 
andrerseits wegen q ~- 1 -~ 1 rood 2 jede Involution einen Fixpunkt  hat, 
folgt, da~ der Zentralisator jeder Involution aus II* eine 2-Gruppe ist. 
Schliel~lich folgt ebenfalls aus q ~-1-----1 mod2  und ( / /* )v ,v ,w= 1, 
dai~ zwei verschiedene 2-Sylowgruppen yon II* trivialen Durchsehnitt  
haben. Nach SuzuKI [22] Theorem 5 gilt daher, wenn 27" eine 2-Sylow- 
gruppe yon II* ist, eine der folgenden Aussagen: 

(i) 27" ist normal in II*; 

(ii) 2:* enthi~lt genau eine Involution; 

(iii) H* ist zweifach transitiv auf goo, enth~ilt jedoeh keinen Normal- 
teller der Ordnung q-~ 1. 

Da 27" einen universellen Fixpunkt  hat  und 1I* transitiv ist, kann 27" 
nieht normal in II* sein. Der Fall (i) kann also nicht auftreten. 

Enth~ilt 27* genau eine Involution a, so ist {a} charakteristisch in 2:* 
und damit normal in (II*)u, falls U der Fixpunkt  yon 2:* ist. Hieraus 
folgt, dab a i m  Zentrum yon (II*)v liegt. Somit ist X* = (II*)u, da ja 
der Zentralisator einer Involution eine 2-Gruppe ist. Folglieh ist 
(//*)v,v--~ 1 fiir alle U, V ~ g~o, d .h .  / /* ist eine Frobeniusgruppe. 
Ferner folgt, dal~ o(TI (U,g) )=2 ist, falls g ~ g ~  und U - ~ g n g ~  
ist, weft ja / / (U,  g) eine elementarabelsche 2-Gruppe ist. K* sei der 
Frobeniuskern yon II*. Dann ist II*-~ K*II*(U,g) und daher 
o(II*) ~ 2(q + 1). Nach (3.1) ist II* -~ H* und He wird, wie wit beim 
Beweis yon (3.1) gesehen haben, yon den Elationen aus / /p  erzeugt. 
Der KernA des ttomomorphismus y o n / / p  a u f / / *  besteht aus (P, g~)- 
Streckungen. Daher ist o(A) ein Teiler yon q - - 1  und somit ist 
(o (A), o(17")) ---- 1. Die Gruppe Hp zerf/illt daher naeh einem Satz yon 
Sc~reR (s. z.B. ZASSV,~rlAIIS [27] Theorem 25 S. 162) tiber A. Folglich 
ist A = 1, d.h. /-/p u n d / / *  sind isomorph. He ist also eine Frobenius- 
gruppe der Ordnung 2(q + 1). Es sei K der Frobeniuskern yon He .  
Dann besitzt K einen Automorphismus der Ordnung 2, der auger der 
Identit/~t kein Element yon K festl/iBt. Folglioh ist K abelseh. Nun ist 
4* 
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K auf den Geraden dureh P transitiv und aus Ordnungsgriinden sogar 
scharf transitiv. Somit erftillt K die Voraussetzungen des Hilfssatzes 3. 
Da K abelsch ist, gilt daher 

(3.2) K ist zyklisch. 

Es sei Q ein yon P verschiedener Punkt  yon 9 / u n d  ~ ~--//p. Dann 
ist 

(3.3) I Qr = q § 1. 

Beweis .  Da ~ auf den Geraden durch P transitiv ist, ist ]Q~I ~ q § 1. 
Es gibt jedoch eine Elation T ~= 1 in ~b mit Q~ -~ Q. Also ist 2(q § 1) 
o ( q ~ ) > ] Q ~ [ ~ q §  l, q . e . d .  

Aus (3.3) folgt, daB K die gleichen Punkttransitivitgtsgebiete wie 
hat. Ist  nun Q ein yon P verschiedener Punkt  yon 9~ und ist Q ~ h ~ PQ, 
so gibt es eine Elation �9 ~ 1 in ~b, die die Achse P (h f~ goo) und das 
Zentrum h n g~ hat. Dann ist h �9 = h aber Q" =~ Q. Folglich ist I h (~ QK I 
---- I h (~ Q~I ~ 2 fiir jede yon PQ verschiedene Gerade h durch Q. Aus 
(3.3) folgt dann, daB [h (~ QK[__ 2 ist. Somit gilt 

(3.4) QK ist ein Oval. 

Da T K scharf fahnentransitiv ist, folgt daher wegen (3.2) und (3.4) 
aus Korollar 2, dab 9/ desarguessch ist. 

Im Falle (iii) ist / /*  nach SVZUKT [23] Theorem 1 und Theorem 8 
entweder isomorph zur S L  (2, q) oder aber isomorph zur S (n) mit n 2 = q. 
Ferner folgt, wie in LO~.BUI~G [14] am Ende des Beweises yon Satz 5 
gezeigt, dab in beiden F~illen//p u n d / / *  isomorph sind. Somit ist also 
/ /p  entweder isomorph zur SL(2,  q) und daher 9~ naeh L~N~BURG [14] 
Satz 2 desarguessch oder a b e t / / p  ist isomorph zur S (n) mit n ~ ---- q. 

2. Fall. q ~ 1 rood 2. In  diesem l~all beweisen wir als erstes 

(3.5) Ist II* au/15sbar, so ist q = 3. 

Beweis .  / /*  sei auflSsbar. Da der Kern des Homomorphismus yon 
/ / a u f / / *  nut  aus Dilatationen yon 9~ besteht, und da die Gruppe aller 
Dilatationen einer Translationsebene auflSsbar ist, so ist auch / / a u f -  
16sbar. Nun enthi~it / /  die Translationsgruppe yon 9~. Ferner ist He  
auf  den uneigentlichen Punkten yon 9~ transitiv. Daher i s t / / f a h n e n -  
transitiv auf  9~. Aus der AuflSsbarkeit und der Fahnentransitivitiit  
y o n / / f o l g t  nach FOVLS~R [9], d a B / / a u e h  als fahnentransitive Gruppe 
auf  einer desarguessehen affinen Ebene der Ordnung q operiert, und zwar 
so, dab die I)arstellung y o n / / a l s  Permutationsgruppe auf  den Punkten 
yon ~[ zu der Darstellung y o n / / a l s  Permutationsgruppe auf  den Punk- 
ten der desarguessehen Ebene 9~ d ~quivalent ist. Ist nun 1 ~ ~ ~ / / ( U ,  g), 
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so hat  v genau q Fixpunkte in ~ /und  daher auch genau q Fixpunkte in 
~d. W/~ren diese Fixpunkte in ~I~ nicht kollinear, so liefte v eine Unter- 
ebene der Ordnnng s mit s 2 = q elementweise fest. Da 91~ desarguessch 
ist, ist daher ~ = 1 ein Widerspruch. Somit ist v eine Elation. Hieraus 
folgt, daft H* einer Untergruppe der PSL(2 ,  q) isomorph ist. Is t  q = p', 
so ist iiberdies p (q -4- 1) ein Teller der Ordnung yon 11". Nach DIcxSO~r 
[7] w 262 ist dann entweder 11" _~ ~4 oder ~ | Dann ist abet  p = 3 
und q = 3  oder = 7 .  Da p ein Teiler yon q i s t ,  ist q = 3 ,  q . e . d .  

Da eine Ebene der Ordnung 3 desargnessch ist, nehmen wir im fol- 
genden an, daft q > 3 ist. Dann grit also 

(3.5') 11" ist nicht au/15sbar. 

Weiterhin gilt 

(3.6) FI* enthdlt keinen Normalteiler vom Index 2. 

B e w e i s .  Sei N <3 11" und [11" : N] _< 2. Wegen q - -  1 rood 2 ist auch 
o ( I I ( U , g ) ) - - - - l m o d 2  und daher I I* (U,g)  C N  und somit / / * C N ,  
q . e . d .  

Eine einfache Folgerung aus (3.6) ist 

(3.7) Ist q = 3 mod 4, so hat keine Involution aus 11" einen _Fixpunkt. 
Ist q --= 1 rood 4, so hat jede Involution aus 11" genau zwei Fix-  
punkte. 

Bewe i s .  Ist a eine Involution aus 11" und hat a einen Fixpunkt,  
so hat a wegen der Voraussetzung (b) unseres Satzes genau zwei Fix- 
punkte. Die restlichen q - - 1  Punkte werden in l ( q _ _  1) Zylden der 
L/~nge 2 zerlegt. W/~re �89  ungerade, so h/~tte daher 11" einen 
Normaltefler vom Index 2 im Widerspruch zu (3.6). Also ist q --= 1 mod 4. 
Ha t  a keinen Fixpunkt,  so werden die q -4- 1 Punkte  yon g~ yon a in 
�89 d- 1) Zylden der Liinge 2 zerlegt. Aus (3.6) folgt w ide r ,  daft �89 d- 1) 
gerade, d.h. q - - - - 3 m o d 4  ist, q . e . d .  

(3.8) Es ist l t 1 1 " =  1. 

B e w e i s .  Angenommen (3.8) w/~re falsch. Da 1111" nach FEIT und 
T~oMPSO~ [8] auflSsbar ist, gibt es daher eine charakteristische abelsche 
Untergruppe A # 1 in 1111". Folglich ist A ein Normalteiler yon 11". 
Hieraus und aus der Transitivit/~t yon H* folgt, daft alle Transitivit/its- 
gebiete yon A die gleiche L/~nge haben und da diese L/~nge ein Teiler 
yon o(A) ist, folgt, daft alle Transitivit/~tsgebiete yon A mindestens 
drei Elemente enthalten. Ist  nun Q E g~ und ~ ~ A mit Q~ -- Q, so hat 

mindestens 4rei Fixpunkte, da ja A abelsch ist. Aus (b) folgt daher, 
daft a = 1 ist. 
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Sei wieder Q �9 goo. Die Gruppe (II*)Q ist eine Frobeniusgruppe. K 
sei der l~robeniuskern yon (//*)Q. Dann ist A K ebenfalls eine Frobenius- 
gruppe: Ist  (0r -1K0cg ('~ K ~ 1, SO gibt es ein ~' ~ 1 in K mit cr149 K. 
Folglich ist Q ~ =  Q und daher naeh dem oben Bewiesenen c~ = 1. Es 
ist also 7 -1 K 7 n K ~ 1 fiir alle 7 �9 A K mit 7 ~ K. W~re nun K ~ (11")Q, 
so g~be es einen Punkt  / t  ~ Q mit (H*)Q,R ~ 1. Sei 1 ~ ~ �9 (H*)0,R 
und ~c~n = c~n ~ ftir ein c~ �9 A und ein n �9 K. Da Q und R die einzigen 
Fixpunkte yon ~ sind und da, weil o(K) ein Teiler von q ist, die Ordnung 
yon c~ ~ ungerade ist, ist Q~x = Q und 3? ~ = / L  Da Qx -- Q ist, ist Q~ = Q 
und somit ~ = 1. Also ist Q~ = Q und R ~ ~- R und daher auch x = 1. 
Hieraus foigt, dal3 (//*)Q,n eine Gruppe yon fixpunktfreien Automor- 
phismen yon A K treu induziert. Nach T~OMPSON [24] ist A K daher 
nilpotent. Nun ist abet  A ~ 1 und K ~ 1 und A K eine Frobeniusgruppe: 
ein Widersprueh. Somit ist (//*)v,v ~--1 ftir alle U, V �9 goo, fiir die 
U ~ V ist. Hieraus folgt, dab 11" eine Frobelfiusgruppe ist. Der Fro- 
beniuskern einer Frobeniusgruppe ist nach T ~ o ~ s o ~  loe. cir. nil- 
potent. Ferner ist o((11")Q) ein Tefler yon q. Folglieh ist (1-1")o eine 
p-Gruppe, da ja q eine Primzahlpotenz ist, und daher zykliseh. Hieraus 
folgt, dab 11" auflSsbar ist im Widersprueh zu (3.5'). 

(3.9) Die 2-Sylowgruppen yon 11" sind weder zyklisch noch (verallge- 
meinerte ) Quaternionengruppen. 

B e w e i s .  Ist  eine 2-Sylowgruppe von 11" zyldiseh, so gibt es naeh 
BV~NSIDV. [4] Theorem II  auf  S. 327 und S. 115 ein normales 2-Kom- 
plement. Nach (3.8) ist 11" daher eine 2-Gruppe ira Widerspruch zu 
(3.5'). Is t  die 2-Sylowgruppe yon / /*  eine (verallgemeinerte) Quater- 
nionengruppe, so enthiilt II*/1II1", in unserem Falle also 11" nach B~At r~  
und Svztz/~ [3] genau eine Involution. a sei diese Involution. Dann ist 
a �9 ~11" und daher II*(U, g) = a-111*(U, g)a ----- 11*(U% g~ Hieraus 
folgt, dal~ U = U ~ ist. Da U �9 g~ beliebig war, ist a---- 1, q . e . a .  

Die Hauptsehwierigkeit beim Beweise yon Satz 7 liegt im )Iaehweis 
y o n  

(3.10) Die 2-Sylowgruppen yon 11" sind Diedergruppen. 

B e w e i s .  Da q q- 1 gerade und ein Tefler yon o(11p) ist, gibt es in 
11p eine Involution. Angenommen 11p enth~lt genau eine Involution. 
Dann ist die 2-Sylowgruppe y o n / / p  naeh Bul~srDv. [4] Theorem VI, 
S. 132, entweder zyldiseh oder eine (verallgemeinerte) Quaternionen- 
gruppe. Wi~re sie zyldiseh, so wiire aueh die 2-Sylowgruppe yon 11" 
zyldiseh im Widersprueh zu (3.9). Also ist die 2-Sylowgruppe y o n / / p  
eine Quaternionengruppe. Nun ist der Kern des Homomorphismus yon 
T/p auf 11" gerade g le i ch / / (P ,  g~). Da He  yon seinen Elationen erzeugt 
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wird, ist II(P, goo) = 3Fie. Hieraus folgt, dab der Durchschnitt  einer 
2-Sylowgruppe von Fie mit II(P, g,,o) hSchstens die Ordnung 2 hat, 
da das Zentrum einer Quaternionengruppe genau die Ordnung 2 hat. 
Da es in / / p  aber nur eine Involution gibt, hat  der Durehschnitt  die 
Ordnung 2. Hieraus folgt, da die Zentrumsfaktorgruppe einer Quater- 
nionengruppe eine Diedergruppe ist, die Behauptung. 

Im folgenden nehmen wit daher an, dab FIR mehr als eine Involution 
enth/~lt. Nun ist H(P, goo) nach AND~ [1] Zusatz 2, S. 169, zykliseh. 
Folglich enthiilt II(P, g~) hSchstens eine Involution. In He gibt es 
daher eine involutorische Streckung mit uneigentlichem Zentrum. 
Hieraus folgt, dab es zwei Punkte Q und R auf goo gibt, so dab (II*)Q. R 
gerade Ordnung hat. Aus (3.7) folgt dann, dab q - -  1 mod 4 ist. Nun 
ist (II*)v eine Frobeniusgruppe und daher sind alle Untergruppen 
(II*)u, v yon (Fi*)v mit (Fi*)u, v ~= 1 in (Fi*)v konjugiert. Aus der Tran- 
sitivit~t von FI* folgt daher, dab alle Gruppen (Fi*)v, v fiir die (II*)v, v ~ 1 
ist, in H* konjugiert sind. Da (II*)v,v hSehstens eine Involution ent- 
hiilt, folgt, daB alle Involutionen in FI* konjugiert sind. Und hieraus 
folgt wiederum, dab alle Involutionen aus FI* durch involutorisehe 
Streckungen induziert werden, da dies ja fiir wenigstens eine Involution 
der Fall war. 

Die 2-Sylowgruppen yon (II*)Q,R sind entweder zykliseh oder (ver- 
allgemeinerte) Quaternionengruppen. Nach (3.9) sind daher die 2- 
Sylowgruppen von (FI*)Q,R eeht in 2-Sylowgruppen yon FI* enthalten. 
Es gibt folglich ein Element g ~ He mit Q" -- R und R" ~-- Q. Hieraus 
folgt, dab die Involution in (FI*)Q.a sowohl von einer involutorischen 
(Q, PR)-Streckung 0 als aueh von einer involutorisehen (R, PQ)- 
Streekung a induziert wird. Offensichtlich ist z-tO~ = a. Da eine In- 
volution von H* dutch hSchstens zwei involutorische Streekungen aus 
He induziert wird, folgt, dab alle Involutionen aus / /p ,  die ein un- 
eigentliches Zentrum besitzen, in Fie konjugiert sind. Ist a eine in- 
volutorische Streekung aus / / e m i t  der Achse Q P,  (Q e goo), so ist das 
Erzeugnis aller involutorischen Streckungen aus Fie, die die Aehse Q P 
haben, nach ANDR~ [2] Satz 3 gleich (a)II(Q, PQ). Hieraus folgt, dab 
Fie yon seinen involutorisehen Streckungen, die ein uneigentliches Zen- 
t rum besitzen, erzeugt wird. He ist also das Erzeugnis einer Klasse 
konjugierter Involutionen. Hieraus folgt, dab die Kommutatorgruppe 
yon FIe hSchstens den Index 2 in H e  hat. Da FIe yon  Elementen un- 
gerader Ordnung erzeugt wird, folgt daher, dab Fie gleieh seiner Kommu- 
tatorgruppe ist. Nach Sc~v~ [20] Satz I I I  ist daher das Zentrum yon 
FIe homomorphes Bild des Multiplikators yon FI.8). Nun wird, wie wir 

3) Zur Definition des Multiplikators einor Gruppe siehe ScHv~ [19] S. 23. 
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sahen, jede Involution aus H* dutch zwei verschiedene involutorische 
Streckungen aus Hp induziert. Das Produkt  zweier soleher Streckungen 
ist eine involutorische (P, g~)-Streckung, so dab also 3/-/p = FI(P, g~) 
gerade Ordnung hat. Naeh S c m ~  [20] Satz V ist daher die 2-Sylow- 
gruppe von H* keine Semidiedergruppe. 

Sei nun 3- eine 2-Sylowgruppe yon/- /*.  Ferner sei ~ eine Involution 
aus dem Zentrum yon T. Naeh (3.7) hat  ~ wegen q ~ 1 rood 4 genau 
zwei Fixpunkte Q und /~. Hieraus folgt, daB das Quadrat eines jeden 
Elementes aus 3- die Punkte  Q und/~  festl/~Bt. Folglieh ist [3- : TQ, R] _< 2. 
Da nun TO, R, wie wir gesehen haben, keine 2-Sylowgruppe yon H* 
sein kann, folgt, dab [T:Tr = 2 ist. Ferner kSnnen nicht alle In- 
volutionen aus T in 7r liegen, da es in Tr nut  eine Involution gibt, 
und T folglich zyklisch oder eine (veraUgemeinerte) Quaternionengruppe 
sein miiBte. Es gibt also eine Involution ~ ~ T m i t  3" = (Q> Tr R. Wieder- 
um wegen q ~ 1 mod 4 hat ~ zwei Fixpunkte S und T. Offensichtlich 
ist {Q, R} n {S, T} = ~. Ist  nun a e  Tr und ae  = eo, so ist {S, T} ~ 
= {S, T} und daher S ~ = S und T ~ = T. Folglich ist ~2 = 1, da ja a2 
mindestens vier Fixpunkte hat. Hieraus folgt entweder, dab 3" eine 
elementarabelsche Gruppe der Ordnung 4, d.h. eine Diedergruppe ist, 
oder aber, dab das Zentrum yon T die Ordnung 2 hat, da ja Tr 
nur eine Involution enth/~lt. 

Als n/~chstes zeigen wir, dab 3- eine zyklisehe Untergruppe vom 
Index 2 besitzt. Angenommen dies wKre falsch. Nach ZASSE~C~AVS [26] 
Satz 5 gibt es einen in Tr enthaltenen zyklischen Normalteiler 
N yon T m i t  [T : bl] = 4. Angenommen 3-/N w/~re zyklisch. Dann hat 
3- nach BURNSIDE [4] S. 138 Erzeugende ~ und fl mit 

Nun ist fl~e ]-r Daher ist f12 die einzige Involution in 3-r Somit 
ist f12 e N : ein Widerspruch. Daraus folgt, da$ v~ e bl ist fiir alle v ~ T. 
Nun ist, wie wh" oben sahen, o (3 3") = 2. Ferner ist 3 3- __C N. SehlieBlieh 
kann T keine abelsche Gruppe enthalten, die ein direktes Produkt  yon 
bl und einer zyklischen Gruppe tier Ordnung 2 ist. Naeh BVmCSIDE [4] 
S. 139 hat 3- daher Erzeugende ~, fl und ~, mit 

= = I ,  = 

und weiteren Relationen, die uns hier nieht interessieren. Ferner ist 
m > 4 .  N u n i s t  

= = 

Ferner folgt aus fl~ ---- 1, dab fl~ Tr R ist. Somit ist ~ ~ 3 3- und daher 
a t = 1, d.h. m = 4: ein Widersprueh. Aus diesem Widersprueh folgt, 
da$ 3- eine zyklisehe Untergruppe vom Index 2 besitzt. 
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Ist  -F abelsch, so ist T, wie wir gesehen haben, eine elementarabelsche 
Gruppe der Ordnung 4. Sei also T nicht abelsch. Da T weder eine Quater- 
nionengruppe noch eine Semidiedergruppe sein kann, ist T nach Bv~x-  
sID]~ [4] S. 135 entweder eine Diedergruppe oder aber T hat  Erzeugende 

und fl mit 

Dann ist aber wieder fl~x~fl = a 2 und daher a4 = 1, d.h. m = 3. Dann 
ist aber flail = a 3 = er -1 und 7- ist eine Diedergruppe. Damit ist (3.10) 
bewiesen. 

Die 2-Sylowgruppen yon / /*  sind nach (3.10) Diedergruppen. Naeh 
GOgrNST~IN und WALTER (S. GOX~NST~I~ [11] Theorem 1) ist daher 
entweder 

10 II*/llII* isomorph einer Untergruppe tier PFL(2, N), die die 
PSL(2, N) enth/flt. Uberdies ist N ungerade. 

oder 

2 o H*/IlH* ist isomorph zur 927. 

oder 

30 II*/11II* ist isomorph einer 2-Sylowgruppe yon H*. 

Nun ist 1I//* = 1 nach (3.8). Ferner i s t / / *  naeh (3.5') nieht auflSsbar. 
Somit kann der Fall 3 o nieht auftreten. Also i s t / / *  entweder isomorph 
zur ~7 oder zu einer Untergruppe der PFL(2, N), die die PSL(2, N) 
enth/~lt. 

S e i / / *  _--__ ~7. Ferner sei X eine Untergruppe yon lip mit der Eigen- 
schaft, dab 2:* eine 3-Sylowgruppe v o n / / *  ist. Dann ist X* eine elementar- 
abelsehe 3-Gruppe der Ordnung 9. Es sei 1 =4= a e 2:*. Ferner seien Q 
und R zwei verschiedene Punkte  auf  g~o mit Q~ -- Q und R ~ = R. Aus 
0(2 :*)=  1 rood2 und aus tier Voraussetzung (b) unsres Satzes folgt, 
dab Q und /t  Fixpunkte yon 2:* sind. Da (//*)Q eine Frobeniusgruppe 
ist, ist daher 2:* zyklisch: ein Widersprueh. Daraus folgt, dab ein yon 
tier Identit//t versehiedenes Element aus X* hSehstens einen Fixpunkt  
hat. 

Es sei 1 =4= a �9 2:* und ~ habe einen und damit genau einen Fixpunkt  
Q. Dann ist Q wiederum Fixpunkt  yon 2:*, da 2:* ja abelseh ist. Daher 
liegt 2:* im Frobeniuskern yon (//*)Q. Hieraus folgt, dab 9 ein Teiler 
yon q ist. Folgheh ist q eine Potenz von 3, da ja q eine Primzahlpotenz 
ist. Nun ist q § 1 ein Tefler yon o(~[7)= �89 Hieraus folgt, dab 
q = 9 oder = 27 ist. Naeh HALL [12] Appendix II  gibt es nut  eine nieht- 
desarguessehe Translationsebene der Ordnung 9. Da diese bekanntlieh 
nieht die Voraussetzung (a) unsres Satzes erfiillt, folgt, dal] ~ im Falle 
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q ~-- 9 desarguessch ist. Dann ist aber die 9~ zu einer Untergruppe der 
PSL(2, 9) isomorph: ein Widerspruch. Also ist q----27. Nun ist 
27 ~ 3 rood 4. Aus (3.7) folgt daher, dab o((II*)Q) ungerade ist. Andrer- 
seits ist �89 ---- o(9~,) : 28. o((II*)Q). Hieraus folgt, dab o((II*)Q) 
gerade ist: ein Widerspruch. 

2:* operiert also regular auf g~. Hieraus folgt, dab 2: die Vorausset- 
zungen des Hflfssatzes 3 efffillt. Die 3-Sylowgruppe yon 2: ist daher zy- 
klisch. Da homomorphe Bilder zykliseher Gruppen wieder zykliseh sind, 
ist also auch 2:* zyklisch: ein Widerspruch. 

Es kann also nur noeh sein, dab H* einer Untergruppe der PFL(2, N) 
isomorph ist, die die PSL(2, N) enthiflt. H* enth~lt also einen zur 
PSL(2, N) isomorphen Normalteiler //*. Es sei N----pr. Wir setzen 
zuni~ehst voraus, dab r > 1 ist. Ferner sei 2:* eine p-Sylowgruppe von 
//*. Dann ist 2:* eine elementarabelsche p-Gruppe der Ordnung N > p. 
Insbesondere ist 27" also nicht zyklisch. Hieraus folgt dann wieder, dab 
2:* weder regular operieren noch zwei Fixpunkte haben kann. Daraus 
folgt dann, da~ 2:* genau einen Fixpunkt U hat. W~re T* eine yon 2:* 
versehiedene p-Sylowgruppe yon / /*  und wi~re U aueh Fixpunkt  yon 
T*, so w~re U wegen / /*  : (2:*, T*) auch Fixpunkt yon //*. Aus 
/ /*  <~//* und aus der Transitivit~t y o n / / *  folgt dann, d a b / / *  : 1 ist: 
ein Widerspruch. Also haben zwei verschiedene p-Sylowgruppen yon 
/ /*  verschiedene Fixpunkte. Aus der Transitivit~t y o n / / *  und aus der 
Normalit~t v o n / / *  i n / / *  folgt daher, dab jeder Punkt  von goo Fixpunkt  
einer p-Sylowgruppe yon / /*  ist. Da aber jede p-Sylowgruppe genau 
einen Fixpunkt  hat  und da die Gruppe der inneren Automorphismen der 
PSL(2, .N) auf den p-Sylowgruppen der PSL(2, N) zweifach transitiv 
operiert, folgt, dal~/ /* auf  g~ zweifach transitiv ist. Und da die Anzahl 
der p-Sylowgruppen der PSL(2, N) gleich N ~ 1 ist, folgt auch noch, 
dab N ---- q ist. Wie am Ende des Beweises yon Satz 6 in Lf3~EBu~O 
[14] gezeigt wurde, ist dann (IIo)p-----SL(2, q) und 9.1 desarguessch. 
Naeh [14] Korollar 1 (a) enth~lt daher (IIo)p alle Elationen yon !~l, 
deren Zentren auf  g~ liegen und deren Aehsen durch P gehen. Somit 
ist H(U, g ) : / ~ ( U ,  g) fiir alle inzidenten Punkt-Gera~lenpa~re (U, g) 
mit U e g~. 

Sei schlieBlich N ---- p. Dann ist PI'L(2, p) : PGL(2, p). Folglich ist 
der Index yon / /*  in / /*  kleiner oder gleieh 2. Naeh (3.6) ist daher 
II* ~-- PSL(2, p). Sei nun p ein Tefler yon q, d.h. q ---- p'. Hieraus folgt, 
dab eine p-Sylowgruppe y o n / / *  einen und dann auch genau einen Fix- 
punkt hat. Wir sehlie0en dann wieder wie im Falle N ~ pr > p, dab 
q --~ p, 2 desarguessch und /-/p ~ SL (2, q) ist. 

Sei sehlieBlieh p kein Teller yon q. Da die Sylowgruppen ungerader 
Ordnung der PSL(2, p) alle zyklisch sind, folgt, dab aueh ll*(U, P U) 
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zyklisch ist. Xach DICKSO.'~ [7] w 244 l i eg t / / *  ( U, P U) in einer zyklischen 
Gruppe entweder der Ordnung � 8 9  oder p oder �89 ~- 1). Da p 
kein Teller yon  q ist, bleiben nur  die MSglichkeiten �89 (p - -  1 ) und  �89 (p ~- 1). 
Is t  nun  Z eine zyklische Gruppe, die / / * (U,  P U) enth~lt,  so ha t  jedes 
Element  =4= 1 aus Z genau einen F ixpunkt ,  da Z sonst als abelsche 
Gruppe aufler dem F ixpunk t  U noch einen weiteren F ixpunk t  h~tte. 
Dann w~re aber / / * (U,  PU)---- 1. Somit ist also entweder � 8 9  
oder �89 ~ 1) ein Teller yon  q. Da q die Ordnung einer Translations- 
ebene ist, ist q ~ s t Potenz einer Primzahl  s. Es ist 4aher  p -  1 ---- 2 s~o, 
falls �89 (p - -  1) ein Teiler von q ist. Ferner  ist (q ~- 1) o((II*)v) : �89 (p2__ 1). 
Nun ist (//*)v eine Diedergruppe der Ordnung p -  1 (bzw. p ~ 1 im 
Falle, dab �89 1) ein Tefler yon q ist), da ja / / * (U ,  PU) in einer 
Untergruppe der Ordnung � 8 9  1) (bzw. �89 ~- 1)) liegt. Folglich ist 
2 (q ~ 1) = p (p ~- 1). Hieraus folgt, dab st-to (p - -  1 ) : 2 q ---- (p ~- 2) ( p - -  1 ) 
ist. Also ist s~-to : p + 2. Nun  ist � 89  1) ~ o(II*(U, g)) ~ s > 2 und  
daher  t o > 0. Ferner  ist t - - t o  > 0, da ja p ~- 2 _~ 5 ist. Also ist s ein 
Teiler yon p - - 1  und  p ~ 2 .  Hieraus folgt, daB s : 3  ist. Ferner  
ist 3 - ~ p ~ - 2 - - ( p - - 1 ) : 3 t - t o - - 2 . 3 %  Folglich ist t o :  1 und  
t - - t  o ----2. Also ist q----33-- - 27. Nun ist o((l l*)v)----p--1 gerade. 
Es gibt also eine Involut ion in II*, die einen F ixpunk t  besitzt, im Wider- 
spruch zu (3.7), da ja 27 _~ 3 rood 4 ist. 

Somit ist �89 ~- 1) ein Teiler yon  q ~ s t. Es ist also p ~ 1 ---- 2s*o. 
Ferner  ist 2q ---- (p - -  2)(p ~- 1), da o((II*)v) ---- p + 1 ist. Folglich ist 
st-~o ~ p - -  2. Is t  t ~ to, so ist p ---- 3. Dann  ist aber p ~- 1 ---- 4 ---- 2sto: 
ein Widerspruch, da s > 2  ist. Also ist t - - t o > 0  und  daher, da 
p ~ -  1 > p - - 2  ist, auch t o > 0 .  Somit ist s----3. Hieraus folgt, dab 
t o ---- 1 und  t ---- 2 ist. Dann  ist aber p ---- 5 und  q ---- 9. ~ 'ach dem bereits 
erw~hnten Resul ta t  yon  M. HALL ist dann  9~ desarguessch. Dann  ist 
abet  / / p  in einer zur SL(2, 9) isomorphen Kollineationsgruppe yon 9~ 
enthal ten.  Hieraus folgt dann,  dab l ip _~ SL(2,5) ist. Dami t  ist Satz 7 
bewiesen. 

4. S (q) als Kollineationsgruppe 
des 3-dimensionalen projektiven Raumes fiber GF(q)  

Es sei q == 22r+l ~ 8 und  ~ sei der 3-dimensionale projektive R a u m  
fiber G.F(q). Ferner  sei A eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe 
yon 6 .  Dann  gilt 

(4.1) A hat keinen Fixpunkt. 

B e w e i s .  Angenommen P sei ein P u n k t  yon ~ mit  P~ ~ P. Dann 
induziert  A eine Permuta t ionsgruppe auf  der Menge der Geraden durch 
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P. Die Anzahl dieser Geraden ist gleieh q2 H- q H- 1. Xnn ist der Grad 
einer minimalen transitiven Darstellung yon S(q) gleieh q~ -F 1, da die 
Untergruppen maximaler Ordnung in S(q) den Index q2-F 1 haben 
(SvzcxI [23] Theorem 9). Da q2 H- q H- 1 und q(q H- 1) keine Teller yon 
(q2 H- 1) q*(q-  1) = o(A) sind, folgt, dab z] mindestens zwei versehie- 
dene Geraden dureh P festl/~t. Somit I/~13t z] eine Ebene durch P lest 
und damit alle Geraden dureh P, die in dieser Ebene liegen, da deren 
Anzahl q H- 1 ist. Die restliehen q2 Geraden dureh P bleiben dann aber 
aueh einzeln unter zl lest. Da auf  jeder Geraden yon ~ genau q H- 1 
Punkte  liegen und q -F 1 ~ q2 H- 1 ist, bleiben die Geraden dureh P 
punktweise lest: ein Widersprueh. Folglieh gilt (4.1). 

(4.2) A ist in der projektiven Gruppe yon ~ enthalten. 

Dies folgt aus derTatsache, dal~ z] einfaeh ist, w~hrend die Kollineations- 
gruppe yon ~ modulo der projektiven Gruppe zykliseh ist. 

Ist  2: eine 2-Sylowgruppe yon 2, so hat  2: einen Fixpunkt,  da die 
Punkte~nzahl yon ~,  die ja gleieh (q H- 1)(q* H - 1) ist, ungerade ist. 
Da zwei verschiedene 2-Sylowgruppen bereits z] erzeugen, folgt aus 
(4.1), dab zwei versehiedene 2-Sylowgruppen von A keinen gemeinsamen 
Fixpunkt  haben. Hat  nun 2: genau einen Fixpunkt, so hat  daher A ein 
Punkttransitivit/~tsgebiet der L/~nge q~ H- 1, da die Anzahl der 2-Sylow- 
gruppen von A gleieh q~ Jr 1 ist. 

Angenommen 2: habe zwei versehiedene Fixpunkte P und Q. Wegen 
]PQ--{P, Q } [ =  q - - 1  hat  27 auf PQ mindestens drei versehiedene 
Fixpunkte. Aus (4.2) folgt daher, dal~ PQ von X punktweise festgelassen 
wird. H/~tte nun 27 auBerhalb PQ noch einen weiteren Fixpunkt,  so 
liel~e 2: eine Ebene yon ~ punktweise lest. Da sich zwei Ebenen in 
stets treffen, h~tten dann zwei verschiedene 2-Sylowgruppen einen ge- 
meinsamen Fixpunkt:  ein Widersprueh. 2: 1/~Bt also genau eine Gerade 
punktweise lest und hat  sonst keine weiteren Fixpunkte. Da zwei ver- 
schiedene 2-Sylowgruppen keinen gemeinsamen Fixpunkt  haben, folgt, 
dab es eine Menge ~ yon q* -F 1 paarweise windsohiefen Geraden gibt, 
derart, dal~ ein g e (~ yon genau einer 2-Sylowgruppe yon ~t punktweise 
festgelassen wird, w~hrend keine 2-Sylowgruppe yon /I zwei Geraden 
yon ~ festl~Bt. Hieraus folgt, dal3 z] auf  ~ zweifaeh transitiv operiert. 
Sei nun Z eine Untergruppe der Ordnung q - -  1 von/I .  Dann ist Z naeh 
SITzvKI [23] Theorem 9 zyklisch. Ferner gibt es zwei versehiedene Ge- 
raden g und h in ~ mit gZ = g und h z = h. Es sei P i e  g (i = 1, 2, 3) und 
Pi  =4= Pj fiir i ~ j. Ferner sei ~ ~ Z und P~ ~- P~ (i = 1, 2, 3). Ist H = (~}, 
so ist auch P~ = P~. Da A auf  ~6 zweifaeh transitiv operiert, gibt es ein 

cA mit g~ : h und h" : g. Dann ist v-lZv = Z, da ja Z : Ag,~ ist. 
Nun ist H eharakteristiseh in Z, da Z zykliseh ist. Somit ist v-~ H v = H 
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und daher P[~r ---- P~ fiir alle i. Hieraus und aus (4.2) folgt dann, dal~ 
~-- 1 ist. Ist  nun $ e Z ein Element yon Primzahlordnung p, so hat  

daher wegen (q - -  1, q (q -~ 1)) ---- 1 genau zwei Fixpunkte auf g. Und da 
0(7) = q -  1 ---- 1 rood 2 ist, folgt, da]3 aueh Z genau zwei Fixpunkte 
auf g hat. Ist  nun P ein Fixpunkt  yon Z auf  g und ist 2: die 2-Sylow- 
gruppe von A, die g punktweise festl/~Bt, so ist also Ap D=X,Z-= 327. 
Andrerseits ist A =4= Ap.  Also ist Ap ~-- 27Z, da ~ Z i n  A maximal ist. Aus 
(q~ + 1) 0(322) ---- o(A) = tP'Jl �9 o(Ap) folgt daher, dab A auch in diesem 
Falle ein Punkttransitivit//tsgebiet der Lgnge q~ + 1 hat. Es gilt aIso 

(4.3) A besitzt eiq~ Punkttransitiviti~tsgebiet der Li~nge q2 + 1. 

Als n//chstes beweisen wit 

(4.4) Ist  ~ ein Punkttransitiviti~tsgebiet der Li~nge q2 + 1 von A, so sind 
keine drei Punkte yon ~ kollinear, m. a. W. ~ ist ein Ovoid. 

Beweis .  Da [s ] = q~ + 1 ist, ist A auf  ~ zweifaeh transitiv und nut  
die Identit/i t  l/~Bt drei verschiedene Punkte yon s lest. Wit betrachten 
nun den folgenden Bloekplan ~.  

(a) Die Punkte yon ~ sind die Punkte yon ~.  

(b) Die B15cke yon ~ sind die Geraden yon ~, die ~ in mehr als einem 
Punkte treffen. 

(e) Ein Punkt  und ein Block sind genau dann inzident, wenn der Punkt  
und die dem Block entsprechende Gerade in ~ inzidieren. 

Da A auf den Punkten yon !8 zweifach transitiv ist und zwei verschie- 
dene Punkte von ~ genau einen Block bestimmen, folgt, da/~ alle B15eke 
yon ~ gleich viele Punkte tragen. Die Anzah] der Punkte auf  einem 
Block sei k. Angenommen es sei /c > 2. Ferner sei g ein Block yon ~.  
Dann gibt es drei paarweise verschiedene Punkte P, Q, R i m  I)ureh- 
schnitt yon g und ~.  Nun ist o (Ap, Q) =- q - -  1. Wegen _R ~ g ist daher 
g C ~), da ja nut  die Identit/it  aus A drei versehiedene Fixpunkte in 
hat. Folglich ist /c = q + 1. Da ~ ein Blockplan ist, ist vr = bk und 
v -  1 = r ( t c -  1), wenn v die Anzahl der Punkte, r die Anzah] der 
B16cke durch einen Punkt  und b die Gesamtzahl der B15cke yon ~ ist. 
Aus v ---= q2 + 1 und k ---- q + 1 folgt, dab r = q ist. Also ist q(q~ + 1) 
-= b(q + 1), woraus q = 1 folgt: ein Widerspruch. Somit ist /c-----2, 
q . e . d .  

hlach (4.3) und (4.4) 1/iBt A ein Ovoid ~ invariant. Nun bilden die 
Punkte yon ~ zusammen mit den nichttrivialen Ebenenschnitten eine 
M6biusebene g2 (~) der Ordnung q. Die Anzahl der Kreise einer MSbius- 
ebene der Ordnung q ist gleich q(q2 + 1). Ferner gibt es genau q2 + 1 
Tangentialebenen an s Folglich trifft jede Ebene yon ~ das Ovoid 
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entweder in einem oder in q + 1 Punkten. Hieraus folgt dann naeh 
L~CEBURG [15] Corollary 1, dal~ die yon den Tangentialebenen ver- 
sehiedenen Ebenen yon 6 ein Transitivit/itsgebiet unter  A bilden. Es 
gibt also genau zwei Ebenentransitivit/itsgebiete unter  A, da ja die 
Tangentialebenen ebeiffalls ein Transitivit/itsgebiet bflden. Naeh DEM- 
BOWSXI [5] Satz 1 und Satz 2 gibt es dann aueh genau zwei Punkt-  
transitivit/itsgebiete. Folglieh bflden die Pmrkte yon 6,  die nieht auf  s 
liegen, ein Transitivit/~tsgebiet unter  A. 

Ist  nun X ein Punkt  yon 6,  der nieht auf  s liegt, so ist wegen 
q3 + q~ + q + 1 - -  Is [ = q3 + q, die Ordnung yon Ax gleieh q(q - -  1). 
~ach  SVZVKI [23] Theorem 9 ist daher A,~ im Normalisator einer ge- 
eigneten 2-Sylowgruppe yon A enthalten. Folglieh ist Ax eine Froberrius- 
gruppe. Der Frobeniuskern Kx yon Ax ist dann wegen o(Ax) = q ( q -  1) 
eine elementarabelsehe 2-Gruppe der Ordnung q und daher nach SuzuKI 
[23] Theorem 6 und Lemma 1 gleich dem Zentrum einer geeigneten 2- 
Sylowgruppe yon A. Da der Normalisator einer 2-Sylowgruppe gleieh 
der Standuntergruppe eines Punktes aus s ist, gibt es also einen Punkt  
P e s mit Ax CAp. Folglich ist Kx = Kx, p und somit Kx C=Apx. Da 
Kx eine 2-Gruppe ist und da ] P X - - { P , X } ]  = q - - 1  ungerade ist, 
ha t  Kx auf  P X  mindestens drei versehiedene Fixpunkte. Aus (4.2) 
folgt daher, dal3 Kx die Gerade P X  punktweise lest 1/il3t. Ferner 1/iflt 
Kx die Tangentialebene f an ~ in P invariant. SehlielMieh ist t ~ P X ,  
da ja Kx auf  ~ - - { P }  regular operiert. Ist  u e Kx und Q ~. P X  und 
Qx = Q, so 1/iBt x die yon P, Q und X aufgespannte Ebene punktweise 
lest. Da u auf  ~ -  {P} regul/ir operiert, kann diese Ebene nur den 
Punkt  P mit ~ gemeinsam haben. Folglieh ist z eine Elation mit der 
Achse t. Ist  Z das Zentrum yon u und ist u # 1, so ist Z # P,  da ja 
jede Gerade dureh P das Ovoid in hSehstens einem yon P versehiedenen 
Punkt  trifft. Da Z # P ist, gehen durch P genau q Tangenten an ~), 
die nieht in t liegen (Sv.oRE [21J S. 322). Folglieh hat  u mindestens q 
Fixpunkte aul3erhalb t: ein Widersprueh. ttieraus folgt, dab Kx keinen 
Fixpunkt  auBerhalb P X  hat. Zu jeder 2-Sylowgruppe 27 yon A gehSrt 
also eine geometriseh ausgezeiehnete Gerade, niimlieh die eindeutig 
bestimmte Gerade, die yon 32: punktweise festgelassen wird. Da die 
Zentren zweier versehiedener 2-Sylowgruppen bereits ganz A erzeugen, 
folgt, dab die zu zwei versehiedenen 2-Sylowgruppen gehSrigen Geraden 
zueinander windsehief sind, da ja A naeh (4. 1) keinen Fixpunkt  hat. 
Ist  weiterhin g die zu 27 gehSrige Gerade, P = s (3 g und t die Tangen- 
tialebene an s in P, so ist 327, wie wir gesehen haben, auf  den Punktcn 
yon t - - g  regul/ir. Somit ist 27 aus Ordnungsgriinden auf  den Punkten 
yon i - -  g transitiv und folglieh aueh auf  den yon g versehiedenen Ge- 
raden dutch P, die in t liegen. Folglieh gilt 
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(4.5) Die Tangenten an ~) zer/allen unter A in genau zwei Transitivit~ts- 
gebiete ~ und ~ der Ldnge q(q~ ~ 1) bzw. q~ Jr 1. Die Geraden yon 

bilden eine Kongruenz yon ~.  

Da A auf ~ zweifach transitiv ist, bilden aueh die Sekanten yon 
ein Transitivit/itsgebiet unter A. Nun bestimmt ~) nach S E o ~  [21] 
Theorem I I I  eine NullpolaritKt, die einmal mit allen Kollineationen 
vertauschbar ist, die ~) invariant lassen, und die zum andern die Se- 
kanten yon ~ mit den Passanten vertauscht. Folglich gilt 

(4.6) Die Passanten und die Sekanten yon ~) bilden je /fir sich ein Tran- 
sitivitiStsgebiet unter 2. 

Naeh TITS [25] gibt es ein Ovoid ~o in ~ mit der Eigensehaft, daft 
die Menge der Kollineationen der projektiven Gruppe / / y o n  ~,  die 
~0 invariant lassen, eine zur S(q) isomorphe Gruppe A0 bilden. Nun 
folgt aus L~CEBVlm [15] Theorem 1 und DEMBOWSKI [6] Hauptsatz,  
daft es eine Kollineation ~ yon ~ gibt mit ~a-=  ~0. Hieraus und aus 
H e  o = A0 folgt, dal3 ~-IA 2 ----- A0 ist. Somit sind alle zur S(q) isomorphen 
Kollineationsgruppe yon ~ innerhalb der Kollineationsgruppe A yon 
konjugiert. 

Es ist also aueh H e ---- A. Da die Punkte  yon ~ unter A in genau zwei 
Transitivit/~tsgebiete s und ~ '  mit [~1 = q~ A- 1 und ]~'1 : q(q2 A- 1) 
zerfallen, folgt, daft ~uA C IIe ist. W e g e n / / e  ~ A ist daher A normali- 
satorgleich in H. Aus dem gleiehen Grund, aus dem ~uA C= H e gilt, 
gilt auch ~ A  CA e und aus A = H e <3 As folgt sogar, daft ~AA ---= Ac 
ist. Schliel31ich folgt aus TITs [25] Proposition 5.3 und Abschnitt 6, 
dab o(?~AA) : o(A)[A : II] : o (~uA)[A : H] ist. Somit ist [A : ~AA] 
=- [H:  ~nA], d.h. alle zur S(q) isomorphen Untergruppen y o n / /  sind 
bereits in / / kon jug ie r t .  Zusammenfassend haben wir also den 

Satz 8. Ist ~ ein 3-dimensionaler projektiver Raum ~tber GF(q) mit 
q : 22~+1 > 8, so liegen alle Untergruppen der Kollineationsgruppe yon ~,  
die zur S(q) isomorph sind, bereits in der projektiven Gruppe yon ~ und 
sind innerhalb dieser Gruppe konjugiert. Ist A eine zur S(q) isomorphe 
Kollineationsgruppe von ~,  so zerlegt A die Menge der Punkte von ~ in 
zwei Transitivitatsgebiete. Eines dieser Transitivitatsgebiete ist ein Ovoid 
~). Die Menge der Ebenen von ~ wird von A eben/alls in zwei Transitivitdts- 
gebiete zerlegt: die Menge der Tangentialebenen an ~ und die Menge der 
~tbrigen Ebenen. Die Sekanten von ~ und die Passanten bilden jede /~tr 
sich ein Geradentransitivitdtsgebiet von A. Die Tangenten an ~ zer/allen 
in zwei Transitivitdtsgebiete, eines davon bildet eine Geradenkongruenz 
VO~ ~.  
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5. S (q) als Kollineationsgruppe einer projektiven Ebene der 0rdnung q2 

Es sei q --~ 22r+1 ~ 8 und  ~ eine endliche projektive Ebene der Oral- 
hung q2. Ferner  sei A eine zur S (q) isomorphe Koll ineationsgruppe yon 
und  alle Involut ionen aus A seien zentral. Dann  gilt 

(5.1) A besitzt ein Fixelement. 

B e w e i s .  27 sei eine 2-Sylowgruppe von A und a eine Involut ion aus 
27. Nach Suzuxx [23] Theorem 9 und L e m m a  1 ist dann  a e ~27. Ferner  
ist a nach Voraussetzung zentral. Is t  C das Zent rum und  a die Aehse 
von a, so ist wegen a e ~27 der P u n k t  C ein F ixpunk t  und  a eine Fix- 
ger~de von 27. Is t  v eine yon  a verschiedene Involut ion aus 27 und  ha t  

eine yon  a verschiedene Achse b, so liegt C wegen C �9 ~ C auf  b. Wegen 
a * = a ist daher C das Zent rum yon 3. M. a. W., gibt es in 27 zwei In- 
volutionen, die verschiedene Achsen haben, so haben alle Involut ionen 
aus 27 das gleiche Zentrum.  Aus Dualit/~tsgriinden gilt daher :  entweder 
haben alle Involut ionen aus 27 das gleiehe Zen t rum oder die gleiehe Achse 
oder das gleiche Zent rum und  die gleiehe Aehse. Wir  kSnnen o. B. d. A. 
annehmen,  dab alle Involut ionen die gleiche Aehse s haben.  7 sei eine 
yon  27 verschiedene 2-Sylowgruppe yon A. Dann haben aueh alle In- 
volut ionen aus 7 die gleiehe Achse. Diese heiBe t. I s t s  : t, so ist wegen 
s ~ = s ---- t = t r u n d  A = (27, 7 )  die Gerade s eine Fixgerade yon  A. 
Sei also s ~= t. Dann  i s t s  c~ t ein F ixpunk t  yon  ~27 und  ~ Y. Nun  ist  
naeh SvzvxI  [23] Theorem 9 die Gruppe A das Erzeugnis yon  ~27 
und  ~ 7 und  daher  s c~ t ein F ixpunk t  yon  A, q . e . d .  

Wir kSnnen o. B. d. A. annehmen,  dab A einen F i x p u n k t  P hat .  

(5.2) A ist au/ den Geraden durch P zwei/ach transitiv und nut die Identitat 
l~flt drei verschiedene dieser Geraden ]est. 

B e w e i s .  LieBe A alle Geraden dureh P einzeln lest, so besttinde 
A nur  aus Perspektivit/~ten mit  dem Zent rum P.  Somit w~re 
(q2 _{_ 1) q*(q-- 1) = o(A) ein Teiler yon  q4(q,__ 1): ein Widersprueh. 
Folglich besitzt A ein nicht  triviales Transitivit/~tsgebiet aus Geraden 
dureh P.  Die Aussage (5.2) folgt daher  aus der Bemerkung,  dal3 dureh 
P genau q 2 +  1 Geraden gehen. 

(5.3) Sind g und h zwei verschiedene Geraden dutch P, so besitzt Ao. hau/  
g genau zwei Fixpunkte (yon denen einer gleich P ist). Die restlichen 
Punkte von g zer/allen unter Aa, h in q ~ 1 Transitivitatsgebiete der 
Ldnge q -  1. 

B e w e i s .  Ag, a ha t  die Ordnung q -  1 und  ist daher  naeh SUZUKI [23] 
Theorem 9 zykliseh. Sei ~eAg, a und  Q, R e g - - ( P }  und  Q ~ / ~  und  
Q~ -~ Q, / ~  : R. Schliel~lieh sei }-{ --~ (~). Dann  ist aueh QN _-- Q und  
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R H ----/t. 5Tach (5.2) gibt es ei~ a ~ A mit gO __ h und h ~ = g. Darm ist 
aber i f - - l A g , a f t  = z~g,h und folglich, da H wegen der Zykliziti~t yon Ag, h 
in Ag, h charakteristisch ist, auch if-1 H if---- H. Somit sind Q~ und R ~ 
Fixpunkte von H nnd damit von (~. Die Punkte Q, R, Q", R ~ bilden ein 
nicht ausgeartetes Viereck. Da alle diese Punkte yon ~ festgelassen 
werden, liiBt ~ eine nicht ausgeartete Teilebene ~ yon @ elementweise 
lest. Wegen P o =  P ist P ein Punkt  von ~. Daher l~ft  ~ mindestens 
drei Geraden dureh P lest und ist folglich nach (5.2) die Identit~it. 
Eine nicht triviale Kol]ineation aus Ag, h hat  somit hSchstens einen 
Fixpunkt  auf  g - - {P} .  Ist  ~ ein Element yon Primzahlordnung aus 
Ag, h, so hat  aaher ~ wegen l g - - { P } l  = q~ und ( q , q - - 1 ) =  1 genau 
einen Fixpunkt  Q auf g - -  {P}. Da Ag, a abelsch ist, ist somit Q ein Fix- 
punkt yon Ag, h. Die Gruppe Ag,~ hat  also auf  g genau die Fixpunkte 
P und Q und q ~- 1 Transitiviti~tsgebiete der LRnge q -  1, da ja kein 
nicht triviales Element einen von P und Q verschiedenen Fixpunkt  hat, 
q . e . d .  

(5.4) P ist niemals Zentrum einer Involution aus A. 

Beweis .  Sei if eine Involution und damit eine involutorische Elation 
aus A. Ferner sei P das Zentrum yon if. Da alle Involutionen in A kon- 
jugiert sind, ist P Zentrum aller Involutionen aus A. Da A v o n  seinen 
Involutionen erzeugt wird, besteht A daher nur aus Elationen mit dem 
Zentrum P. Folglich ist die Ordnung von A ein Teiler yon q4, q . e . d .  

(5.5) Ist  Z eine 2-Sylowgruppe yon A und ist P e g : g.V, so hat X au/ g 
mindestens q ~- 1 Fixpunlcte. 

Beweis .  P ist ein Fixpunkt  von 27 auf  g. Sei if eine Involution aus 
2:. Da nach (5.4) der Punkt  P nicht d is  Zentrum yon if sein kann, ist 
g wegen g~ ~-- g die Achse yon if und das Zentrum Q yon if ist ein von 
P verschiedener Punkt  auf  g. Wegen if e ~2: ist dann auch Q ein Fix- 
punkt yon 2:. Aus [g - -  {P, Q}I ~- q~ - -  1 folgt, da f  27 noch einen Fix- 
punkt  R e g - - { P ,  Q} hat. Nach (5.3) ist hSchstens einer der Punkte 
Q und R ein Fixpunkt  yon Ag, n, wenn h eine yon g verschiedene Gerade 
durch P ist. Sei etwa Q kein Fixpunkt yon Ag, a. Dann liegt Q in einem 
Transitiviti~tsgebiet der L~nge q -  1 yon Ag, a. Da P nicht in diesem 
Transitivit~tsgebiet liegt und zig, ~im Normalisator yon 2: enthalten ist, 
folgt, daft 2: mindestens q Fixpunkte hat. Aus ]g I - -  q ~ 1 mod q folgt 
dann, d a f  27 mindestens q ~ 1 Fixpunkte auf g hat, q . e . d .  

1. Fall: Es gibt zwei Involutionen mit verschiedenen Zentren in 27. Diese 
beiden Zentren liegen auf  der eindeutig bestimmten Geraden g dutch P, 
die yon 27 festgelassen wird. Da nach (5.4) beide Zentren yon P ver- 
schieden sind, ist nach (5.3) hSchstens eines dieser Zentren Fixpunkt  yon 
5 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXIX 
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dg.h. Da nun alle Involutionen aus 27 unter dg,h konjugiert sind, folgt 
aus (5.3), da8 es genau q -  1 Punkte  auf  g gibt, die Zentren yon In- 
volutionen aus 27 sind. Da es andrerseits in 2: genau q - -  1 Involutionen 
gibt, ist also jeder Punkt  yon g Zentrum hOchstens einer Involution aus 
27. Is t  heine yon g verschiedene Gerade und ist h n g kein Zentrum einer 
Involution aus 27, so ist l h~l -~ q~. W~re n~m]ich ]h ~ ] < q*, so g~ibe es 
eine Involution a in 27 mit h ~ -~ h. Da g die Achse yon a ist, w~ire dann 
h n g das Zentrum yon a. Nun gibt es auf  g genau q~ ~ 1 - -  (q - -  1) ~-- 
q2__q ~ 2 Niehtzentren und daher q2(q,__q ~ 2) yon g verschiedene 
Geraden, die g in einem Nichtzentrum treffen. Die Menge dieser Geraden 
zerf~llt also unter 2: in q2 __ q Jr 2 Transitivit~tsgebiete der L~nge q*. 
Is t  h r g das Zentrum einer Involution aus 27, so wird h nach dem oben 
Bemerkten yon genau einer Involution aus 27 festgelassen. Da der Ex- 
ponent yon 27 gleich 4 ist und da 2: nach SUZUKI [23] Lemma 3 keine 
Quaternionengruppe enth~lt, hat 27h entweder die Ordnung 2 oder die 
Ordnung 4. Folglich ist ]h z ] -~ �89 oder gleich �88 Sei I hz ] : �89 fiir 
alle Geraden h, fiir die h n g ein Zentrum ist. Da es auf  g insgesamt 
q -  1 Zentren gibt, gibt es genau 2 ( q -  1) Geradentransitivit~tsgebiete 
der L~nge �89 Da g unter 27 festbleibt, bfldet (g} ebenfalls ein Transitivi- 
t~tsgebiet yon 27. Insgesamt gibt es also 1 -~ q2 __ q ~_ 2 ~ 2 (q - -  1) ---- 
q2 ~_ q ~_ 1 Geradentransitiviti~tsgebiete. Da die Involutionen aus 27 
Elationen mit der Achse g sind, hat kein yon 1 verschiedenes Element 
yon 27 auBerhalb g einen Fixpunkt.  Folglieh zerf~llt die Menge der Punkte  
auBerhalb g unter 27 in q2 Transitivit/itsgebiete der L~nge q2. Da 27 nach 
(5.5) auf  g mindestens q ~ 1 Fixpunkte  hat, folgt wegen q ~- 1 ~ q~ -[- 1 
---- [g[, dab 27 mehr als q2 ~ q ~ 1 Punkttransitivit~tsgebiete hat. 27 hat  
also mehr Punkt-  als Geradentransitivit~tsgebiete im Widerspruch zu 
DEMBOWSKI [5] Satz 1 und Satz 2. Es gibt also eine Gerade h mit 
Ih~l __ �88 Angenommen es gibt noch eine Gerade j mit  Ij~l---- �89 
Da Ag, h C ~ Z  und auBerdem auf  den auf  g liegenden Zentren transitiv 
ist, folgt, dal3 es genau q -  1 Geradentransitivit~tsgebiete der L~nge 
�89 und 2 ( q - - 1 )  Geradentransitivit~itsgebiete der L~nge �88 gibt. 
Insgesamt gibt es also 1 ~ q* - -  q ~- 2 ~ 3(q - -  1) ~ q* ~- 2q Geraden- 
transitivit~tsgebiete. Da 27 aufierhalb g genau q* Punkttransitiviti~ts- 
gebiete und auf g mindestens q ~- 1 Fixpunkte hat, folgt nach DV.MBOW- 
SKI [5] Satz 1 und Satz 2, dab 27 auf g noeh q -  1 weitere Punkttransi-  
tiviti~tsgebiete hat. Numeriert man diese Transitiviti~tsgebiete yon 1 bis 
q - -  1 und bezeiehnet man die L~nge des / - ten  Transitiviti~tsgebietes mit 

q--1 

l~, so ist 1 ~ l~ ~ q fiir alle i und ~ l, -~ q ( q -  1). Folglieh ist l, ~-- q 
i = 1  

fiir alle i. Somit hat  27 auf ~ genau q ~- 1 Fixpunkte. Hieraus folgt, dab 
aul~er P noeh ein weiterer Fixpunkt  yon 27 aueh Fixpunkt  yon Ag.a 
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ist. Hieraus und aus (5.3) folgt dann, da~ Ag,~ die Transitivit~tsgebiete 
von 27, die die Ls q haben, transitiv untereinander permutiert. Somit 
hat  L1 ein Punkttransitivit~tsgebiet der L~nge (q2~  1 ) q ( q -  1). Ist  
ferner Q der gemeinsame von P verschiedene Fixpunkt  yon A~, h und 27, 
so ist I Q~I ---- q2 Jr 1. Die Menge der Punkte  yon ~ zerf~llt also unter A 
in vier Transitivit~tsgebiete. Wir zeigen nun, dab Q~ ein Oval ist. Dazu 
geniigt es zu zeigen, dal~ Q mit keinen zwei weiteren Punkten yon Q~ 
koUinear ist. Angenommen Q, R und S w~ren drei verschiedene kollineare 
Punkte  aus Q~. Dann gibt es ein a e 2: mit R ~ -~ S. Wegen /~ ~ S ist 
a ~= 1. In  (a)  gibt es daher eine Involution v. Nun ist offensiehtlieh 
(RS) �9 : / ~ S  und folglieh Q das Zentrum yon v: ein Widerspruch. Folg- 
lich ist Q~ ein Oval. Da A auf  Q~ zweifach transitiv ist, ist A auf den 
Sekanten yon Q~ transitiv. Ferner ist A auf  den Geraden durch P tran- 
sitiv. Nun gibt es, wie wir gesehen haben, vier Punkttransitivit~tsgebiete 
und daher nach DEMBOWSKI [5] Satz 1 und Satz 2 auch vier Geraden- 
transitivit~tsgebiete. Somit zerfallen die Passanten yon Q~ in genau 
zwei Transitivit~tsgebiete. Es sei j eine Passante von Q~. Dann ist 
o(A~) : 4m mit ungeradem m, da ja eine 2-Sylowgruppe von A~ a u f j  
einen Fixpunkt  hat und dieser Fixpunkt  Zentrum genau einer Involution 
ist. Andrerseits ist 4 ein Teiler der Ordnung von zl~, wie wir weiter oben 
bereits bemerkten. Nach SuzuKI [23] Theorem 9 ist daher m ein Teller 
yon q -~ r if- 1 oder q -  r ~- I, wobei r 2 : 2q ist. Die AnzaM der Pas- 
santen von Q~ ist gleich � 8 9  1). Die L/~ngen der beiden Transitivi- 
t~tsgebiete, in die die Passanten yon Q~ zerfallen, seien l~ bzw. 12. Dann 
ist naeh dem eben Bemerkten (q2 _~ 1) q ~ ( q -  1) : o(A) : 41~mi ffir 
i : 1, 2, wobei m~ ein Teiler von q ~- r ~ 1 oder q -  r ~- 1 ist. Ferner 
ist l~ + 12---- �89 1). Somit ist (q2 + 1) q ~ ( q ~ l ) ( m ~  + m~) 
= 2q2(q ~ -  1)m~m2 und folglich (q2 + 1) (m~ + m~) = 2(q + 1)mxm~. 
Hieraus folgt, dab q 2 +  1 ein Teiler yon m~m~ ist. Nun ist q ~ +  1 
= (q + r +  1 ) ( q - - r  -]- 1) und (q + r + 1, q - - r  + 1) ~ 1. W~ren nun 
m~ und m~ beides Teller von q + r +  1 bzw. q - - r +  1, so kSnnte 
q~ + 1 kein Teller von mtm2 sein. Wir k5nnen daher o. B. d. A. ~nnehmen, 
da~ m~ ein Tefler yon q + r + 1 und m~ ein Teller yon q ~ r  + 1 ist. 
Somit ist m~m 2 ein Teiler yon q2 + 1. Folglich ist qa + 1 ----- mtm~ und 
daher mt = q ~ r + 1 und m~ = q - - r  + 1. Daun ist It : �88 (q - - r  + 1) q2(q__ 1) 
und l~ : �88 + r + 1) q~(q--  1). 

Angenommen es sei ]Jr l : �88 fiir alle Geraden j ,  die g in einem Zen- 
t rum treffen. Dann gibt es insgesamt qa ~ 3 q - -  1 Geradentransitivits 
gebiete und somit aul~er den bereits aufgez~hlten noeh 2 ( q -  1) weitere 
Punkttransitivit~tsgebiete, die alle auf  g liegen. Is t  Q der yon P ver- 
sehiedene Fixpunkt  von ~ ,~  auf  g und ist Q auBerdem Fixpunkt  yon 
2:, so ist, wie wir gesehen haben, Qa ein 0val. Is t  nun B e g ein Zentrum 
5* 
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und j eine Sekante yon Q~ durch/~,  so ist wegen der Transitivit~t von 
27 auf  Q~ - -  (Q} die Li~nge yon j~ gleich �89 q2 im Widerspruch zu unserer 
Annahme. Somit liegt Q in einem nicht trivialen Transitivit~tsgebiet t 
yon 27. Wegen/lg,h C ~27 bleibt daher t unter  `4a, h invariant. Nun ist 
2 ~ Itl ~ q. Aus (5.3) folgt daher, dab Itl : q ist. Die iibrigen Transi- 
tivitiitsgebiete yon 27, die in g enthalten sind, werden yon `4g,h in Zyklen 
der Li~nge q -  1 permutiert,  da ihre Li~nge eine Potenz yon 2 ist und 
somit kein Element ~ 1 aus Ag, h wegen (5.3) ein yon {P} und t verschie- 
denes in g enthaltenes Transitivit~tsgebiet yon 27 festlassen kann. Da P 
der einzige gemeinsame Fixpunkt  yon 27 und Aa, h ist, gibt es nach (5.2) 
2 q -  1 Transitivit~tsgebiete der L~inge 1. Ferner gibt es g - - 1  Transi- 
tivit~tsgebiete der Li~nge 2 ~ und ein Transitivit~tsgebiet der Li~nge q. 
Folglich ist 3 q - -  1 ~- 2 a (q- -  1) = q2 ~ 1. Hieraus folgt, dab q ~ 2 (2 a-1 ~- 1) 
ist: ein Widerspruch. Wir haben also 

(5.6) Gibt es in 27 zwei Involutionen mit verschiedenen Zentren, so hat ,4 
au[3er dem ~ixp~znlct P noch drei weitere Punkttransitivitiitsgebiete. 
Diese haben die L~ngen q2 Jr 1, (q2 _~ 1) (q - -  1) bzw. (q2 ~_ 1)q(q--1). 
Das Transitivitatsgebiet der Ldnge q2 _~ 1 ist ein Oval o. Die Tan- 
genten und die Sekanten yon 0 bilden je /at sich ein Geradentransitivi- 
tdtsgebiet. Die Passanten von 0 werden von `4 in zwei Transitivitdts- 
gebiete der Lange �88 (q ~- r ~- 1) q2 (q __ 1) bzw. �88 (q - -  r -~ 1) q2 (q __ 1) 
zerlegt, wobei r 2 :  2q ist. 

2. Fall: Alle Involutionen aus 27 haben das gleiche Zentrum. In  diesem 
Falle gilt 

(5.7) `4 la[3t ein nicht inzidentes Punlct-Geradenpaar (P, g) invariant. Die 
yon P verschiedenen Punlcte, die nicht au/ g liegen, zer/allen unter 
`4 in zwei Transitivitatsgebiete der Lgnge (q2~_ 1 ) ( q - - 1 )  bzw. 
(q2 ~_ 1) q ( q -  1). Die yon g verschiedenen Geraden, die nicht durch 
P gehen, zer]allen eben/alls is  zwei Transitivit~tsgebiete der L~nge 
(q~ + 1 ) (q - -  1) bzw. (q2 ~_ 1) q ( q - -  1). 

Beweis .  2: und T seien zwei verschiedene 2-Sylowgruppen yon A 
und h und j die beiden Geraden durch P, die yon 27 bzw. T invariant 
gelassen werden. Q sei das Zentrum aller Involutionen aus 27 und /~ 
das Zentrum aller Involutionen aus T. Dann ist Q e h uad  R e j und 
wegen h ~ j  ist P ~QR.  Setzt man Q R = g, so ist offensichtlich 
g ~ _ _ g ~ g 3 v  und daher wegen `4 ---- (~27, ~ T) auch g ~ g .  Ist 27 
eine 2-Sylowgruppe yon `4 und Q ein Punkt  mit P ~= Q ~ g und Q~ ~- Q, 
so folgt aus (5.2) und (5.3), dab IQ ~ ] -- (q2 + 1) (q- -  1) ist, da der yon 
P verschiedene Fixpunkt  yon `4pQ, ~ auf  PQ notwendig gleich PQ ~ g 
ist. Aus dieser Bemerkung und aus (5.5) folgt also die Existenz eines 
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Punkttransitivit~tsgebietes der Li~nge (q2+ 1 ) (q - -1 ) .  I)a zJ im vor- 
liegenden Falle eine Fixgerade besitzt, zeigen die dualen Sch]tisse, da~ 
es auch ein Geradentransitiviti~tsgebiet der L~nge (q~ ~ 1 ) ( q -  1) gibt. 
O sei ein Punkttransitivit~tsgebiet der Ls (q2 ~_ 1 ) ( q -  1). Es seien 
h und j zwei Geraden mit P ~ h , j  and h ( ~ p : 4 : 0 ~ j n p .  Um zu 
zeigen, dai~ es ein 5 ~ A mit h ~ ~ j gibt, kSnnen wir annehmen, da~ es 
einen Punkt  Q in ~ gibe, der sowoM auf h als auch auf  j liegt. Nun ist 
AQ eine 2-Sylowgruppe yon A und da g~ ---- g is t ,  folgt, dab Q nicht das 
Zentrum einer Involution aus A Q sein kann. Somit ist A Q auf den yon 
PQ verschiedenen Geraden durch Q transitiv. Die Geraden, die 0 treffen, 
bilden also ein Transitivitiitsgebiet ft. Wir bilden nun eine taktische 
Konfiguration ~:: 

(i) Die Punkte  von ~ sind die Punkte  yon p. 

(ii) Die B15cke yon ~ sind die Geraden yon ft. 

(iii) Ein Punkt  X und ein Block y sind genau dann inzident, wenn 
X E y ist. 

Es sei v---- ]p I, b --~ l g I, r die Anzahl der B15cke durch einen Punkt  
yon ~ und /c die Anzahl der Punkte  auf einem Block yon ~. Dana ist 
vr ~ bk. Zwei Punkte  yon ~ sind durch hOchstens einen Block ver- 
bindbar und es gilt, da~ zwei Punkte  X und Y in ~ genau dann nicht 
verbindbar sind, wenn t ), X und Y in ~ ko]linear sind. Ist  h eine Gerade 
durch P,  so ist Ih • ~01 ~- q - -  1. Folglich ist v - -  (q - -  1) = r(k - -  1). 
Nun ist v ---- (q2 + 1 ) ( q -  1) und r ~ q2. Also ist q 2 ( q _  1) = q2( Ic -  1), 
d.h. es ist k ---- q. Somit ist b ---- (q" + 1) q ( q -  1). Es gibt also genau 
vier Geradentransitiviti~tsgebiete der L~inge resp. 1, q2 + 1, (q2 + 1) (q - -  1) 
und (q2 + 1) q ( q -  1). Nach DEMBOWSKI [5] Satz 1 und Satz 2 gibt 
es daher auch genau vier Punkttransitivitiitsgebiete. Drei yon diesen 
haben, wie wir bereits wissen, die L//nge resp. 1, q2 + 1 und (q2 + 1)(q - -  1). 
Das vierte hat also die L/~nge (q* + 1)q(q- -  1). Damit ist (5.7) bewiesen. 
Wir haben also den 

Satz 9. Ist q z 22~+1 ~ 8 und ist ~ eine projektive Ebene der Ordnung 
q~, ist /erner A eine zur S(q) isomorphe KoUineationsgruppe yon ~ und 
sind alle Involutionen aus A zentral, so operiert A au/ eine der /olgenden 
Arten au] ~: 

(1) A Id/3t ein nicht inzidentes Punlct-Geradenpaar (P, g) invariant. A ist 
au] den Geraden dutch P und den Punkten au] g zwei/ach transitiv. 
Die yon P verschiedenen Pu~/cte yon ~, die nicht au/ g liegen, werden 
yon A in zwei Transitivitdtsgebiete der Ldnge (q~ ~- 1 ) ( q - - 1 )  bzw. 
(q2~_ 1 ) q ( q -  1) zerlegt. Ebenso werden die yon g verschiedenen Ge- 
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raden, die nieht durch P ffehen, von A is  zwei Transitivitd~tsgebiete der 
L~nge (q2 + 1) (q - -  1) bzw. (q2 + 1) q (q - -  1) zerlegt. 

(2) A l~flt ei~ Oval o invariant und zerlegt die Menge der Punkte, die nicht 
au/ o liegen und die yon dem Knoten yon o verschieden sind, in zwei 
Transitivitdtsgebiete der Lange (q~ A- 1 ) ( q -  1) bzw. (q~ -4- 1 ) q ( q -  1). 
~'erner bilden die Tangenten und die Sekanten von o je /ar sieh ein 
Geradentransitivitgtsgebiet. Die Passanten yon t) werden in zwei Tran- 
sitivitatsgebiete der Ldnge 

� 8 8  1) q2(q--1) bzw. � 8 8  1) q~(q--1) 

zerlegt, wobei r ~ -~ 2q ist. 

(3) A hat eine Fixgerade g. Ferner hat A ei• Geradentransitivitatsgebiet 
der Ldnge q~ + 1, mit der Eigenseha/t, daft keine drei Geraden yon 
konfluent sind. Die restlichen Geraden werden in zwei Transitivitdts- 
gebiete der Ldnge (q2 + 1) (q - -  1) bzw. (q~ ~- 1) q (q - -  1) zerlegt. Die 
Punkte yon g und die Schnittpunkte zweier Geraden aus ~ bilden je 
liar sich ein Punkttransitivitdtsgebiet. Die restlichen Punkte werden in 
zwei Transitivitatsgebiete der L~nge 

� 8 8  1)q~(q--1) bzw. � 8 8  1) q~(q--1) 

zerlegt, wobei wiederum r ~ -- 2q ist. 

A hat also in jedem Falle vier Punkt- und vier Geradentransitivitatsgebiete. 

6. Eine neue Klasse  yon affinen Ebenen 

In diesem Abschnitt zeigen wir nun, dab es nicht-desarguessche 
Ebenen gibt, die die Bedingungen des Satzes 7 erffillen. Wir beweisen 
zun/~ehst den 

Satz 10. Ist q = 2 ~+1 > 8, so gibt es eine und his au/ Isomorphie nur 
eine Translationsebene 91 mit den ]olgenden Eigenscha]ten: 

(a) Die Ordnung yon 91 ist gleich q~. 

(b) Der Kern yon 91 enthdlt einen zu GF(q) isomorphen TeilkOrper. 

(c) 9I besitzt eine zur S(q) isomorphe KoUineationsgruppe. 

Beweis .  Zuerst beweisen wir die Existenzaussage dieses Satzes. Nach 
Satz 8 geh6rt zur S(q) eine Geradenkongruenz des dreidimensionalen 
projektiven Raumes fiber GF(q). l~ach A~DRfi [1] w 8.1 gibt es daher 
eine Translationsebene 9~, die (a) und (b) erffillt und die fiberdies die 
Eigenschaft hat, dab die Standuntergruppe eines affmen Punktes eine 
Untergruppe A enth/~lt, die auf der uneigentlichen Geraden yon 91 eine 
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Permutationsgruppe A* induziert, die zur S(q) isomorph ist. Wie in 
Li~N~BU~G [14] am Ende des Beweises yon Satz 5 gezeigt wurde, sind 
A und A* isomorph. Somit besitzt 9/ auch die Eigensehaft (c). 

Sei nun umgekehrt 9/ eine Translationsebene mit den Eigenschaften 
(a), (b) und (c). Ferner sei A eine zur S (q) isomorphe Kollineationsgruppe 
yon 9 /und  -[ sei die Translationsgruppe yon 9/. Da -[ ein Normalteiler 
in der vollen Kollineationsgruppe yon 9/ ist, ist H = TA eine Gruppe. 
Da A einfach ist, ist fiberdies T n A = 1. Nun ist a n d r e r s e i t s / / =  T/ /p .  
Hieraus und aus T c~ Tip = 1 folgt, daB A und Tie isomorph sind. Wir 
kSnnen also annehmen, dab A einen Fixpunkt hat. T ist ein Vektorraum 
fiber seinem Kern K und daher nach (b) aueh ein Vektorraum fiber 
F = GF(q). Ferner ist jede Abbildung 6 eA nach AND~ [1] Satz 19 
eine semilineare Abbildung des K-Vektorraumes -[ und damit aueh eine 
semilineare Abbildung yon T aufgefaBt als Vektorraum fiber F. Nennt 
man die Unterr~iume vom Rang 1 Punkte, vom Rang 2 Geraden und 
vom Rang 3 Ebenen und nimmt man die Enthaltenseinbeziehung als 
Inzidenz, so ist die so definierte Inzidenzstruktur ~(T,  F) ein drei- 
dimensionaler projektiver Raum fiber 2' und da jedes 6 e A eine semi- 
lineare Abbildung des F-Vektorraumes T ist, induziert (~ eine Kollinea- 
tion 6" yon ~ (T, F). Die Abbildung ~/, die 6 auf  6" abbildet, ist ein 
Homomorphismus von 4 in die Kollineationsgruppe yon ~ ( T , F ) .  
W/~re , /kein Isomorphismus, so w/ire wegen der Einfachheit von A sogar 
4 , - ~  1. Dann ware aber o(4) ein Teiler yon q - - 1 :  ein Widersprueh. 
Also ist Ve in  Isomorphismus. Nun ist ~----{T(U, go~)]U e g~} eine 
Geradenkongruenz yon ~(]-,  F), die fiberdies von einer zur S(q) iso- 
morphen Kollineationsgruppe invariant gelassen wird. Naeh Satz 8 sind 
alle diese Kongruenzen projektiv /~quivalent. Hieraus folgt die Ein- 
deutigkeitsaussage von Satz 10. 

Im folgenden werden wir noch einige Eigensehaften yon Translations- 
ebenen der Ordnung q2 herleiten, die eine zur S(q) isomorphe Kolli- 
neationsgruppe besitzen. Es sei also stets ~: eine Translationsebene der 
Ordnung q2, die eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe besitzen 
mSge. ~:* sei der projektive AbschluB yon ~:. Der Beweis von Satz 10 
zeigt dann die Gfiltigkeit yon 

(6.1) Die Standuntergruppe eines Punktes von ~ enth~tlt eine zur S(q) 
isomorphe Kollineationsgruppe. 

Da die S (q) einfach ist und da eine transitive Darstellung yon minimalem 
Grad der S(q) den Grad q2~_ 1 hat, folgt 

(6.2) Ist A eine zur S(q) isomorphe Kollineationsffruppe yon ~, 8o l~flt 
nur die Identitdt drei verschiedene uneigentliche Punkte von ~ /est. 
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Aus (6.2) folgt nun sofort 

(6.3) Ist A eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe von ~E, so enthi~lt 
A keine yon 1 verschiedenen Kollineationen, die eine echte Teilebene 
yon ~E elementweise invariant lassen. Insbesondere sind aUe Invo- 
lutionen aus A zentral. 

Ferner gilt 

(6.4) ~: ist nicht-desarguessch. 

Beweis .  Angenommen ~: w~re desarguessch. Ist P ein affiner Punkt  
yon ~,  so ist die yon allen Elationen mit einer Achse durch P erzeugte 
Gruppe /7 isomorph zur SL(2, q2). Andrerseits gibt es nach (6.1) eine 
zur S(q) isomorphe Gruppe A mit P~ ~ P. Aus (6.3) folgt, dal] alle 
Involutionen aus A Elationen mit einer Achse durch P sind. Da A voll 
seinen Involutionen erzeugt wird, ist somit A i n / 7  enthalten. Nun sind 
die 2-Sylowgruppen yon / /  elementarabelsche 2-Gruppen, w~hrend A 
Elemente der Ordnung 4 enth~lt, q . e . a .  

(6.5) Jede Fahne yon ~* wird yon einer nicht-trivialen Elation invariant 
gelassen. 

Dies folgt aus (6.1), (6.3) und der Tatsache, dab ~: eine Translations- 
ebene ist. 

(6.6) Ist A eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe yon ~ und la[3t 
A einen Punkt P invariant, so ist/1 au] den Geraden durch P zwei- 
]ach transitiv. Insbesondere ist also ~ ]ahnenhomogen. 

Dies folgt aus (6.2) und der Bemerkung, dab durch P genau q2~_ 1 
Geraden gehen. 

(6.7) ~* ist nicht selbstdual. 

Beweis .  Angenommen 5E* w~re selbstdual. Da ~:* Dicht-desarguessch 
ist, ist daher ~E eine Ebene fiber einem echten distributiven QuasikSrper. 
Dann gibt es aber einen uneigentlichen Punkt  von 5E, der unter allen 
Kollineationen yon ~: lest bleibt. Dies widerspricht jedoch (6.6). 

Da die uneigenliche Gerade einer nieht-desarguessehen Translations- 
ebene unter allen Kollineationen des projektiven Absehlusses dieser 
Ebene lest bleibt, folgt aus (6.3), (6.7) und Satz 9 

(6.8) Ist A eine zur S (q) isomorphe Kollineationsgrup,pe yon ~E*, so operiert 
A entweder au/die unter (1) oder au/die unter (3) in Satz 9 beschrie- 
bene Weise au] ~,*. 

Die in Satz 10 besehriebenen Translationsebenen sind nach (6.4) nieht- 
desarguessch. Folglich kann der Kern einer solchen Ebene nicht isomorph 
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zu GF(q ~) sein. Naeh (b) ist der Kern daher isomorph zu GF(q). Der 
Rang des zugehSrigen QuasikSrpers fiber dem Kern ist also gleich 2. 
Wir bezeichnen daher diese Ebene mit ~:(2, S(q)). Alle diese Ebenen 
scheinen neu zu sein. Mir zumindest waren bisher nut  drei nicht-desar- 
guessche fahnentransitive affine Ebenen bekannt:  die FastkSrperebene 
der Ordnung 9 und zwei yon FOVLS~R in [9] beschriebene Ebenen der 
Ordnung 25. 

Ist  ~ der dreidimensionale projektive Raum fiber GF(q) und ist A 
eine zur S(q) isomorphe Kollineationsgruppe yon 6 ,  so gehSrt zu A 
nach Satz 8 eine eindeutig bestimmte Geradenkongruenz ~. Aus Satz 8 
und TITS [25] Proposition 3.3 und Corollaire 8.3 folgt daher, da~ A 
aus all den Kollineationen der projektiven Gruppe yon ~ besteht, die 

invariant lassen. Somit ist die von A in ~(2,  S(q)) induzierte Kolli- 
neationsgrnppe ein Xormalteiler in der Standuntergruppe des Punktes 
P,  falls nur P der universelle Fixpunkt  yon A ist. Hun wird die volle 
Automorphismengruppe yon A dutch Kollineationen von ~ induziert 
(s. SvzuKt [23] Beweis yon Theorem 11). Ferner folgt aus Satz 8, dal~ 
der Normalisator von A in der Kollineationsgruppe von ~ ebenfalls die 
Kongruenz ~ invariant liil~t. Da die ~uBere Automorphismengruppe 
von A naeh SvzvKI [23] Theorem 11 zur Automorphismengruppe yon 
GF(q) isomorph ist, gilt daher naeh A~DR~ [1] Satz 19 

(6.9) Ist I I  die volle Kollineationsgruppe yon ~ : ~ (2, S (q)), so besitzt 
H die Normalreihe 1 <~ T <~ H <] K <~ H, dabei ist V die Trans- 
lationsgruppe und H die Gruppe aller Dilatationen yon ~. Ferner 
ist K-~  HA mit H n A  : 1 und A ~ S ( q )  und schliefllich II/K 
isomorph zur Automorphismengruppe yon GF(q). 

Zum SchluB dieses Abschnitts noch einige Bemerkungen fiber unend- 
liehe Translationsebenen mit einer Suzukigruppe als Kollineationsgruppe. 

Es sei K ein perfekter KSrper der Charakteristik 2. Ferner sei a ein 
Automorphismus yon K mit x ~ ---- x 2 ffir alle x e K. Naeh TITS [25] 
Absehnitt  6 gibt es dann Gruppen S(K,  a), die im Falle K ~ GF(q) 
mit S(q) fibereinstimmen und sonst unendliche Analoga der Suzuki- 
gruppen sind. Ferner gibt es nach TITs [25] Proposition 3.3 eine Ge- 
radenkongruenz ~ des 3-dimensionalen projektiven Raumes ~ fiber K 
mit der Eigenschaft, da~ H~ ~- S (K, a) ist, f a l l s / / d i e  projektive Gruppe 
yon ~ ist. Ferner ist S (K, a) auf  den Geraden yon K zweifaeh transitiv. 
Es gibt also ffir jeden perfekten KSrper K der Charakteristik 2, der 
einen Automorphismus a mit x ~ ---- x 2 ffir alle x e K besitzt, eine Trans- 
lationsebene ~:(K, a) mit der Eigenschaft, dal~ die Standuntergruppe 
eines Punktes P eine zur S (K, a) isomorphe Kollineationsgruppe A ent- 
hiilt. Die Grnppe A ist auf  den Geraden durch P zweifach transitiv. 
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Der Kern yon ~:(K, 0) ist isomorph zu K. Wegen H~ ~--S(K, 0) ist 
T'(Q, PQ) c A fiir jeden uneigentlichen Punkt  Q. Folglieh ist I'(Q, PQ) 
auf  den yon Q verschiedenen uneigentliehen Punkten yon ~: (K, o) nicht 
transitiv. Hieraus folgt, dab ~:(K, o) weder desarguessch noch eine 
Moufang-Ebene ist. Hieraus folgt wiederum, da~ ~:* (K, 0) nieht selbst- 
dual ist. 

7. Die Quasik~rper der im vorhergehenden Abschnitt 
beschriebenen Ebenen 

Zu jedem perfekten KSrper K der Charakteristik 2, der einen Auto- 
morphismus o m i t  x ~2 ---- x ~ ffir alle x e K besitzt, gibt es, wie wir im 
letzten Abschnitt gesehen haben, eine Translationsebene ~:(K, o), die 
eine zur S(K,  ~) isomorphe Kollineationsgruppe besitzt, die auf  den 
Punkten der uneigentlichen Geraden zweifaeh transitiv operiert. Wir 
werden nun in diesem Absehnitt  ffir jede Ebene ~ (K, o) einen zugehSri- 
gen QuasikSrper bestimmen. Dazu benStigen wir explizit die Kongruenz- 
partition der Translationsgruppe yon ~:(K, 0), die wir daher zuerst zu 
bestimmen suchen. (Fiir die im folgenden benutzten Begriffe siehe 
TITs [25].) 

Es sei ~ der 3-dimensionale projektive Raum fiber K. Die Koordinaten 
des Punktes X von ~ bezeiehnen wir mit (Xo, Xl, x2, x3). Die Punkte  
auBerhalb der Ebene mit der Gleiehung x 0 ---- 0 beschreiben wir auBerdem 
noeh mit den inhomogenen Koodinaten s = x3x~ 1, t -  x2xs01 und 
r ---- xlx~ 1. Die Menge der Punkte  mit den Koordinaten (s, t, r), ffir die 
r ~--- s t ~- s a+2 ~- t o ist, zusammen mi~ dem Punkt  mit den Koordinaten 
(0, 1, 0, 0) bilden ein Ovoid ~ in ~ .  Die Untergruppe der projektiven 
Gruppe yon ~,  die C invariant l ~ t ,  ist gerade S(K,  o) (s. TITs [25]). 
Die den Punkten yon ~ unter der o-Polaritiit, die dutch x~'----x~ 
(i =- 0, 1, 2, 3) in ~ induziert wird, zugeordneten Geraden bilden nun 
gerade die yon uns gesuehte Geradenkongruenz von ~.  Das Bfld des 
Punktes  mit den Koordinaten (0, 1, 0, 0) ist die Gerade mit den Plfieker- 
koordinaten 

(7.1) g01 ---- g0~ ---- g0a =- g13 = g~ ---= 0, g~2 ---- 1. 

Das Bild des Punktes mit den Koordinaten (1, r , t , s ) ,  fiir die 
r = s t - ~  s~ - t ~ ist, ist die Gerade mit den Pliiekerkoordinaten 

g01 ---- g23 ---- 81+~ -~ t, g02 = s~ go3 ---- 1, g13 ---- t~ 
(7.2) 

g12 = s~176 -~ sm+~ "4- t 2. 

Jede dieser Geraden bestimmt nun einen Unterraum yore Range 2 
in dem ~ zugrunde liegenden Vektorraum V. Um die Elemente yon V, 
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die zu diesen Unterr/ iumen gehSren, zu bestimmen, miissen wit das 
folgende Gleichungssystem 15sen: 

xlg2a -Jr X2gla @ xagl~ = O, 

xog28 -Jr X2go3 -Jr xag02 ~--- O, 
(7.3) 

X0gl3 Jr  Xlgo3 -[- Xagol = 0, 

Xogl~ Jr xlgo2 § X~gol ~ O. 

Ftir (7.1)l iefert  (7.3) die LSsungsmannigfaltigkeit 

(7.4) Vo~ = {(0, x, y, 0) I x, y e K} 

und  ftir (7.2) die LSsungsmannigfaltigkeit 

(7.5) U,.t = {(x, t~ § (s 1+o Jr t)y, (s 1+o Jr t)x -Jr 8~ y) ] x, y e g} .  

Wir nehmen nun als Koordinatenviereck O, E, U, V yon 3:(K, a) 
die folgenden Punkte :  0 = (0, 0, 0, 0), E -= (0, 1, 0, 1), U ist der un- 
eigentliche Punk t  der Geraden U0, 0 und V ist der uneigentliehe Punk t  
der Geraden Uo~. Den Punk t  (0, x, y, 0) e Uo~ identifizieren wit mit  
(x, y). Die Elemente des zu 0, E, U, V gehSrigen QuasikSrpers Q 
sind also alle Paare (x,y)  mit  x, y e K .  Ferner ist (x, y) + (u, v) 
= (x + u, y § v), da ja, falls 0 �9 = (u, v) ist, (x, y)~ = (x, y) ~- (u, v) 
ist. Es bleibt also nu t  noeh die Multiplikation in Q zu bestimmen. Naeh 
PIOKE~T [16] (51), S. 39, ist nun 

(x, y)(u, v) = ((E V (~ (x, y) U) 0 n ((u, v) U n OE) V) U n 0 V. 

Mit Hilfe yon (7.4) und (7.5) erh/ilt man dann leieht, dab 

(7.6) (x, y)(u, v) = ((x ~ + yl+~ + x(u + v), xv + y(u + v)) 

ist. 
Bezeiehnet man mit  K(Q) den Kern yon Q, so gilt 

(7.7) Es ist K(Q) = {(IC, 0) I k e g } .  

Ferner reehnet man  leieht nach, dab aueh das folgende partielle Distri- 
butivit/~tsgesetz gilt. 

(7.8) Es ist (x ~- k)y -= x y  -Jr Icy/t~r aUe x, y e Q  und alle IceK(Q). 

Dies ist gleichbedeutend damit,  dal3 die (V, 0 V)-Elationen yon 3: (K, a) 
in der yon K(Q) koordinatisierten desarguesschen Unterebene (V, 0 V)- 
Elationen induzieren. 

A n m e r k u n g :  N immt  man  s ta t t  (0, 1,0, 1) irgendeinen anderen 
Punk t  als Einhei tspunkt ,  so erh/ilt man  bis auf  Isomorphie alle zu 
3: (K, a) gehSrigen QuasikSrper, da die Kollineationsgruppe yon 3: (K, a) 
auf  den uneigentlichen Punk ten  zweifach transitiv ist. 
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