Fanosche metrische affine Ebenen?)
Von HermuT KARzZEL in Miinchen

Durch gruppentheoretische Beschreibungen absoluter Ebenen ist man
zu weitgehenden Verallgemeinerungen des Begriffs absolute Ebene ge-
langt, vor allem durch ein von E.SPERNER angegebenes Axiomen-
system [7], durch das erstmalig auch absolute Ebenen iiber Korpern
der Charakteristik 2 erfalit wurden [2]. Es ergibt sich daher das Problem,
diese neu erfafiten absoluten Ebenen durch Kongruenzaxiome zu kenn-
zeichnen.

Die bekannte algebraische Beschreibung der ,klassischen* eukli-
dischen Ebene als Koordinatenebene iiber den reellen Zahlen R fiihrt
ebenfalls zu einer Erweiterung des Begriffs euklidische Ebene, wenn
man R durch einen beliebigen, quadratisch nicht abgeschlossenen
kommutativen Korper K ersetzt und die Metrik durch eine nullteilige
quadratische Form Q: K2— K beschreibt. Uber endlichen Korpern sind
solche Geometrien besonders von P. KustraanagiMo betrachtet worden,
und fiir den Fall, dal die Charakteristik von K ungleich 2 ist, hat
Kusraanaemo ihre Metrik durch Kongruenzaxiome beschrieben. Fiir
den Fall der Charakteristik 2 hat Kustaaxaemvo [6] die folgende Ver-
mutung gedulBert:

Es sei K ein endlicher Korper der Charakteristik 2, (#, @) := 4 (K?)
die affine Koordinatenebene iitber K (d.h. E : = K2 ist die Punktmenge
und @:={a+Kb:a,6e K% b+0} die Geradenmenge) und = eine
Kongruenzrelation auf K2 die den hier unter K1, 2,3, W1*,2,3, 4
(§ 1, 2) aufgefiihrten Kongruenzaxiomen geniigt. Dann i8¢ sich = durch
eine quadratische Form @ : (x,, 2,) - 2%+ cx; 25+ 23 beschreiben:

(a,0)=(c, 0)=>Q(a—b)=Q(c—D).

Eine affine Ebene (E, ) in der auf E? eine Kongruenzrelation =
erklart ist, so daB K1, K2, K3, W1*, W2, W3, W4 gelten, nennen wir
fanosche metrische affine Ebene.

Daf die Vermutung von KusTaaNHEIMO sogar unter schwécheren
Voraussetzungen richtig ist, ergibt sich aus dem Hauptsatz, zu dessen
Formulierung die folgenden Begriffe (vgl. z.B. [5]) benotigt werden:

1) Uber diese Untersuchungen habe ich auf der vom Mathematischen Seminar
der Universitdt Hamburg am 15. 2. 1974 veranstalteten Tagung tiber Geometrie
berichtet.
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Es sei I' eine Gruppe, J :={yel:y?=1,y+ 1} und D<J. Fiir yeT
seiy :={XeD:yXeJ} Eine Teilmenge b = D heidt Biischel, wenn es
A, Be® mit A+Bund b=AB gibt. Zwei Biischel by, b, heillen ver-
bindbar, wenn b; N b, + @ ist und ein Biischel b heiBt eigentlich, wenn es
mit allen anderen Biischeln verbindbar ist. Es sei 8 bzw. 8, die Menge
aller Biischel bzw. aller eigentlichen Biischel. Das Paar I', D heilit
Spiegelungsgruppe, wenn gilt:

S1 (®)=Tr.

S2 Esseienbe B und 4, B,Ceb, dann gilt ABCeD.
S3 B+ 0.

S4 Fiir jedes X e D gilt [{be B,: X eb}|+1, 2.

Jeder Spiegelungsgruppe I', D ordnet man die Spiegelungsgeometrie
(I', ®): =(By, D, €, L) zu, indem man die eigentlichen Biischel Punikte
und die Elemente aus ® Geraden nennt und L : = {(4, B)e D2: A BeJ}
setzt. Eine Spiegelungsgeometrie heillt Lotkerngeometrie, wenn fir ein
Ae® gilt 4 U Ae®B. (Nach [1] gilt dann X U X e B fiir alle XeD,
die nicht im Zentrum von I liegen).

Hauptsatz
1. Es ser (B, ©, =) eine fanosche metrische affine Ebene.

Dann gilt:

a) Zu jeder Geraden A € ® gibt es genau eine Bewegung A + 1d, die A
punktweise festlift (A ist dann involutorisch).

b) Fir :={X:Xe®) und I':=(@) ist (I', &) eine Lotkerngeome-
trie, die hinsichtlich ihrer Inzidenzstruktur (B, &, ¢) eine affine
Ebene ist, die zu (E, &) isomorph ist.

¢) Zu je zwei Elementen A, Be & gibt es ein o € I’ mit Ao =B.

2. Es sei (I, D) eine Lotkerngeometrie, deren Inzidenzstruktur (B, D, €)
eine affine Ebene ist und fir die 1¢) erfillt ist. Dann gibt es genau einen
kommutativen quadratisch nicht abgeschlossenen vollkommenen Korper K
der Charakteristik 2 und genau eine nullteilige nicht quasilineare quadra-
tische Form @ : K2— K, so daf} gilt:

a) (By, D,€) st als affine Koordinatenebene A(K?) = (K2 &) dar-

stellbar.
~— K2 K2 )
b)Filr(a+KB):{ f(6, T+ q) mit a + Kbe ®
S+ —=—"-D
Q(b)
und f: K*> K : (¢, 9)-Q(t+9)— Q) - Q)
~ /\J
&

{(a+ K0):a+Kbe®} und T:=<®) ist (I, &) eine zu
)

(', D) tsomorphe Lotkerngeometrie.
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3. Zu jeder famoschen metrischen affinen Ebene (E, ®, =) gibt es einen
kommutativen quadratisch nicht abgeschlossenen vollkommenen Korper K
der Charakteristik 2 und eine nicht quasilineare quadratische Form
Q:K2> K, so dafl (E, ®, =) als affine Koordinatenebene A (K?) dar-
stellbar ist und = durch ,,(a,0)=(c, d)=Qa—0b)=@Q(c—bd)* be-
schrieben wird.

4. Es set K ein kommutativer quadratisch nicht abgeschlossener wvoll-
kommener Korper der Charakteristik 2 und 22+ ax+be K[x] mit a0
ein (nach Voraussetzung existierendes) irreduzibles Polynom. Dann gilt:

K2 SK C, . .
a) Q: ist eine nullteilige quadratische Form.
(1, Zg) > 22+ aw, 2, + b2}

b) Die affine Koordinatenebene A (K?) mit
=:{((a, ), (¢, D)) e K2x K2:Q(a—b)=Q(c— D)} ist eine fanosche
metrische affine Ebene.

Hinsichtlich der Vermutung von KusraaNuemo sei noch bemerkt,
daB jeder endliche Korper der Charakteristik 2 quadratisch nicht ab-
geschlossen und vollkommen ist.

Der Beweis des Hauptsatzes wird in den folgenden Paragraphen er-
bracht.

§ 1. Metrische affine Ebenen

Es sei (E, @) eine affine Ebene mit der Punktmenge E und der Ge-

radenmenge . Fiir a,be £ mit a+b bezeichne a, b die Verbindungs-
gerade der Punkte @, b. Fiir 4, Be @ bedeute 4 | B entweder 4= B
oder An B=9¢. Fir peE und 4e @ sei {p| A} die Parallele zu A
durch p und es sei [A]:={Xe@®: X || A}. Ein Quadrupel (a, b, c, d)
von vier verschiedenen nicht kollinearen Punkten mit a,b | ¢, d und
ﬂll d, a heillt Parallelogramm. Die Aussage, dall (a, b, c,d) ein Pa-
rallelogramm ist, kiirzen wir durch & (a, b, ¢, d) ab.

Eine binidre Relation = auf der Menge E? heilit Kongruenzrelation,
wenn die folgenden Axiome gelten:
K1 = ist eine Aquivalenzrelation.
K2 Fiir alle @, be E gilt (a, b) = (b, @) und (a, a) = (b, b).
K3 Firallea, b, ce E mit (a,a)= (b, c) gilt b=c.

Das Tripel (B, ®, =) heilt metrische affine Ebene, wenn (E, &) eine
affine Ebene, = eine Kongruenzrelation auf E? ist und die folgenden
Vertraglichkeitsaxiome erfiillt sind:

W1 Es seien a, b, c,d vier verschiedene nicht kollineare Punkte mit
a,b | ¢, d. Dann gilt:
(a,b)={(c, dy=o(a, b, d, ¢) oder o (a, b, ¢, d).
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W2 Es seien a, b, ce E’ drei nicht kollineare Punkte mit (a, b) = (a, ¢)

und dea, b, eca,c mit d, e || b, c. Dann ist {(a, d)= (a, ¢).

W3 Esseien a,b,c,d,a’,b’,¢',d' € E mit {a,b, c} kollinear, {a’,b’, ¢'}
kollinear, a5, (a,b,¢)=(a',b',¢'), (a,d)=(a’,d’) und (b,d)=
= (b, d’). Dann gilt auch (¢, d)= (¢’, d’).

W4 Es gibt ag, by € E mit ay+ b, und der Eigenschaft Fiir jede Gerade
Ge® mit a,e @ gilt G ~ {xe E: (ay, x)=(ay by)} + 0.

Im folgenden sei (#, &, =) eine metrische affine Ebene. Jede Menge
der Gestalt K (a, (b,¢c)):={xeE:(a,x)=(b,c)} mit a,b,ceE heilt
Kreis. Falls a = b ist, setzen wir K (a, ¢): = K (a, (a, ¢)).

(1.1) Far alle z,y,ze B mit x+y und jedes Ge® mit zeG gilt
1L |K (2 (z, ) nG|£2.

Beweis: Falls aoe?y ist, so seien ' eE\x_§ und ¥’ so bestimmt,
daB o (z,y, «', y') gilt. Nach W1 gilt (z, y)= (2', ¥'). Daher diirfen wir
aoéa/ voraussetzen. Es sei ce B durch o (ay x,y,c) bestimmt,
G :={ay | G}, de K(ag, by) N ay, c,ec @ N K(ay, by) (vgl. W4), f:=6G"n
n {c | E} falls G +aypc und f:=c¢ falls G'=a,c. Nach W1 ist
(@, ¢)= (x, y) und nach W2 ist {a,, f) = (a,, ¢).

Falls G’ +@ ist, sei u:=G n {f | ap, 2}. Dann ist & (z, a,, f, u) und
nach W1 gilt (z, 4) = (a,, f) = (a,, ¢) = (z, y).

Falls @=Q' ist, so sei ge E\G, @' = {g | G}, h durch & (g, a,, f, k) und
u durch o (h, ¢,z 4) bestimmt. Dann gilt (2, u)=(h, g)= (g, f)=
= (@, €)= (2, y) und uw e G. In beiden Fillen ist u e K (2, (x, y)) n G.

Es sei te E\G und s durch o (%, 2, s) bestimmt, nach W1 gilt
(u,2)= (t,8). Da es hochstens zwei verschiedene Punkte w,u’ mit
o (u,2,t,8) und o (2, w', 1, s) geben kann, gilt mit W1 |K (2, (x,y)) n
N G|£2 (in einer affinen Koordinatenebene iiber einem Korper der
Charakteristik 2 gilt v =u’).

Nach [6] gilt:
(1.2) Jeder Kreis und jede Gerade haben hichstens zwei Punkte gemeinsam.

Beweis nach [6]: Angenommen es gibt drei verschiedene kollineare
Punkte a,b,ce E und ein m € E mit (m,a) = (m, b) = (m,c). Nach (1.1)
ist me_ﬂ Es seid' = {m Hﬁ} n{b nﬂ} e:=m,an {b||m,c} und

= {e [|a b} nm,c. Dann gilt nach W1 (m,f,¢) = (d,e,b) und nach
W2 (m, e) = (m, f). Da auch (m, b) = (m, ¢) ist, folgt wegen W3 (m,d) =
(m, m), also nach K3 m=d und damit d=¢ im Widerspruch zur Vor-
aussetzung.
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Eine Affinitdt « von (£, ®) heilt Bewegung oder Isometrie von
(E, @, =), wenn fiir alle z, y € E gilt («(z), 2(y))= (z, y). A sei die Menge
aller Bewegungen von (X, &, =). Ein Element ¢ € 9 heillt Spiegelung
an der Geraden A € &, wenn ¢ + Id und o (z) = « fiir alle z € 4 gilt.

(1.3) Jede Translation © von (B, &) ist eine Bewegung.

Beweis: Esseit+Id und 2, ye E mit x+y.

1. r( )ex y. Dann gilt o (2,9, t(y), t(x)) und nach W1 (x,y)=
= (t(z) L L

2. r(x)ex, y. Wenn |z, y|=2 ist, so gilt t(z)=y und t(y)==, also
(2, y) = (t(x), 1(y)). Es sei |z, y|=3. Da [X|=|z, y|=3 fir alle Xe @
gilt, gibt es u,ve E \H, so dall {z,u, v} kollinear und verschieden
sind. Nach 1. gilt (2, u,v)= (t(2), T(), T1(v)), (%, y)= (t(x),t(y)) und
(v, y) = (t(v), T(y)), nach W3 also (z, y) = (t(x), (%))

§ 2. Fanosche metrische affine Ebenen

Eine metrische affine Ebene (E, &, =) heilt fanosch, wenn statt W1
das stiarkere Axiom W1* erfiillt ist:
W1* XEs seien a, b, ¢, d e ¥ vier verschiedene nicht kollineare Punkte
mit a, b | ¢, d. Dann gilt:
(@,b)=(d, ¢} (a, b, ¢, d).

Im folgenden sei (£, @, =) eine fanosche metrische affine Ebene und
9 die Gruppe ihrer Bewegungen.

(2.1) In(E, ®, =) gili das Fano-Axiom:
F. Aus o (a,b,¢,d) folgt a, c || b, d

Fig. 1

Beweis: o (a, b, ¢, d)=>(a, b)=(d, c)=(c,d) (nach W1* und K2)=
=0 (a,b,d,c),d.h.a,c|b,d.

Aus (1.1) und dem Beweis von (1.1} folgt:
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(2.2) Zu allen ., y, ze £ mit x+y und zu jedem G e & mit ze G gibt es
genaw ein u € G mit (x, y) = (2, u).

(2.3) (H,®, =) ist etne Translationsebene und jede Translation t+1d
von (E, &) ist eine involutorische Bewegung.

Beweis: Esseiena, b, ¢,a’,b’, ¢’ € ¥ mit = (a,a’,b',D), o (a,a’, ¢, c)
(vgl. Fig.1). Nach W1* gilt daher (a,a’)= (b, b')=(c, ¢’) und hieraus
folgt wieder mit W1* & (b,b’, ¢, ¢), d.h. b,c | b, ¢. Also gilt in (E, ¢)
das kleine affine Axiom von Desargues. Nach (1.3) gilt 7 € 9 und wegen
(2.1) 2=1d.

(2.4) Es seien ce€ U, a,b, ce I drei nicht kollineare Punkte und 4 € &.

Dann gilt:
a) Ausaec 4, a(a)=a und a{d)= A folgt a(x)=2x fir alle xe 4.
b) Wenn o(a)=a, c(b)="0, o(c)=c 2st, so gilt ¢ =1d.

Beweis: a) Fiir ze 4 gilt 6(z) e 0(4)= 4 und (a, ) = (a, ¢ (x)), nach
(2.2) also o(x) = 2.

b) Es sel zxe I mit x%a. Wenn x,anb o=:d+0 ist, gilt nach
a) o (d)=d und daher ¢ {x)=2. Wenn 2, a nz,a [l D, ¢ ist, gilt a(x a) | ab,c)=

=b,cund ac a(x,ﬂa_), also a(x a) =2, @ und damit ¢ (x) = 2 nach a).

(2.5) Es seien a, b, c € E nicht kollinear mit (a, b)=(a, ¢) und 4:=
{a ||b, c}. Dann gilt fir allexe A : (z, b) = (z, ¢).

Beweis: Bs sei d:=4 n{c|a,b}. Dann gilt & (a,b,¢c,d) und
o {a,c,d,b). Nach WI* gilt (a,b)=(c,d} und (a,c)=(d,b), also
(d, b)= (d, ¢) wegen (a, b)= (a, c). Wenden wir W3 auf (a,d, z,b) und
(@, d, z, ¢) an, so erhalten wir (z, b) = (2, ¢).

(2.6) Zu jeder Geraden A e ® gibt es hichstens ein o € 9, so dafi o eine
Spiegelung an A ist. Fur alle ae A, xe E\A gilt dann {o(x)} =
=({z |l A} n K(a, )\ {z} = {z} und o €.

Beweis: Es sei ¢ eine Spiegelung an A. Fir alle x € £\ A4 gilt nach
(24): oz %2, 0(z), v A=0 (denn y: =0(z), x n 4 hitte 5 (o (2), z)=
=a(a/)=a(x), y=o(x), z und damit ¢(z) =2z nach (2.4a) zur Folge),
also a(z)e{z | A}. Fir aed gilt o(x)e K(a,2) und nach (1.2):
{o(x)}=({x | A} n K(a, z))\{z}, d.h. o ist eindeutig bestimmt und
vertauscht die zwei Punkte aus {z | 4} n K (a, x), woraus o € J folgt.

Wenn es an einer Geraden 4 € @ eine Spiegelung gibt, so bezeichnen
wir diese — nach (2.6) eindeutig bestimmte -— mit 4.
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(2.7) Esseien A, B zwei Geradenspiegelungen mit A% Bundp:=A n B.
Dann ist p der einzige Fixpunkt der Bewegung A B.

Beweis: Nach (2.6) gilt fiir jedes xe E:
A x)e {x | A}, B)e{zx || B}). Aus AB(z)=z folgt also A(zx)=
=B(@)={x | 4} n {x | B} =2 und hieraus =4 n B=p nach (2.6).

(2.8) Es sei o € U involutorisch und p € E ein Fizpunkt von 6. Dann ist o
eine Geradenspiegelung.

Beweis: Es sei ze E\{p}. Wenn o¢(z) ==z ist, so ist ¢ nach (2.4) die
Spiegelung an der Geraden p, . Es sei o (x)# z. Da ¢ involutorisch ist,
ist z, o(x) eine Fixgerade und fir A:={p || z, o(x)} gilt o(4)=
{o(p) oz 0f z,0(x))}={p || %, 0(x)} =4, also 6 =4 nach (2.4).

(2.9) Wenn es zu einer Geraden A drei nicht kollineare Punkte a, b, c € B
mitae A, b,c| A und (a,b)= (a, c) gibt, so existiert A, und A ist
eine involutorische Scherung von (E, &), die b und ¢ vertauscht.

Beweis:

1. Fir alle ze E\(4 um) gilt |K(a,z)n {x | A}|=2; denn fir
o:=bznA und 2':=a’,cn {x ]| 4} gilt (a’,b)=(a’, ¢) nach (2.5),
daher (@', z)= (a’, ') nach W2 und also (a, )= (@, ') nach (2.5), d.h.
K(a,z)n {z | 4} = {z, '} mit (1.2).

Aus 1. und (2.2) folgt sofort:

lfallsxe 4
2. |K(@,z)n {z| A}|= {2fallsx¢A

Aus (2.5) folgt fiir alle a’ € 4

K@, z)n{z| A}=K(a',2) n {x | A}. Es sei daher 4 die eindeutig
bestimmte Bijektion, die jeden Punkt von 4 festliflt und fiir x ¢ 4 die
zwei Punkte aus K{a, ) n {x || A} vertauscht. Dann gilt:

3. Fiir jedes Be & mit B || 4 gilt 4(B) | B.

4. Fir alle 2,ye E mit z+y und a’:~ﬂnA=|=0 gilt (z,y)=

=(d(z), A(y))und a’ € A (z), A(y) (vgl. Fig. 2); denn nach 2. und 3. ist
(@, d@)=(a,2), (o', A(y)=("y) uwd 2, d@) |y, A@y) | 4 falls
z,y¢ A. Nach W2 gilt fiir ' : =9, A(y) n o/, A(x) dann (o', ¥') = (@, ),
nach (L.2) also y'= A(y), d.h. a’ed(x), A(y). Nun sei a”':=
{1 Ad@), Ay} nAdund z:={z | A=), A(y)} ny, A(y). Nach W 1gilt
(A @), A@y))= (z, 2) und (a”, )= (a’, A (z)) = (@', 2}, also nach W2 (z, y)
= (x, z) und zusammen (4 (z), 4(y))= (=, y).
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Aus 3. und 4. folgt:

5. Fiir jedes X € & gilt 4(X) e &, d.h. 4 ist eine Affinitiit von (£, &),
genauer eine involutorische Scherung mit der Achse 4.

4 A(y)
Az}
o N
x
(.‘II .1/
Fig. 2

6. Firallex, ye E\Amit x+y und z, y | 4 gilt (, y)z (A ), A@w);
denn fiir X:=gq,2, ¥:= {J“X}a —YmAglltD( @, )nachS
also auch o (A(z),a, ¢, A(y)) und somit (x, )=
nach WI1.

Aus 1. bis 6. folgt 4 : = A ist eine Spiegelung an A.

(1))

(2.10) Wenn fir ein A € & die Spiegelung A an A existiert, so auch an
jeder Geraden X € [A), und fir X, Y e[A} ist XY eine Trans-
lation in Richtung [A4].

Beweis: Es sei X e[4]\4, € X und 7 die Translation, die 4 (z) in
iiberfihrt (vgl. (2.3)). Dann gilt td e, 1A @)=z, tA(X)=X und
tA(a)+a fir ae A. Also ist 4 nach (2.4.a) eine Bewegung, die X
punktweise festliBt und nach (2.6) gilt X =14.

Aus (2.10) und seinem Beweis folgt:

(2.11) Es seien X, Y, Ze® mit X | Y | Z und es existiere X. Dann
existieren auch Y, Z und W .= X ¥ Z ist eine Spiegelung an einer
Geraden W e [X].

(2.12) Es seien X,Y,Ze@, peE mit peX, Y,Z und es existieren
X, ¥,Z. Dann gibt es ein We ® mit pe W, so dap X ¥ Z die
Spiegelung an W ist.

Beweis: EsseizeZ\{p} und 2’ : = X ¥ Z(z). Dann gilt (z, p) = (¢, p).
Fiir 2’ éﬁzZ existiert nach (2.9) an der Geraden W :={p | 2, 2’} die
Geradenspiegelung W und es gilt W(2')=z. Fir 2’ epz=7 gt 2=z
nach (2.2) und wir setzen W =Z. In beiden Fillen gilt W X Y Z(z)==2
und W X ¥ Z(p)=p, nach (2.4) also W X ¥ Z(q)=gq fiir alle ge Z.
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Also gilt nach (2.6) entweder W X YZ=1d, d.h. X Y Z=W oder
WZXYZ=2,d.h WX ¥=1Id. Der letzte Fall kann nach (2.7) nicht
eintreten.

(2.13) Es seien X, ¥, Z Geradenspiegelungen mit X Y ZieJ und X+ Y.
Fur X | Ygiltdann Z | Y, fir p:=Xn Y gilt peZ.
Beweis: Bsseip=Xn Y.Da X, ¥,Z, X YZeJist,gilt X Y(Z(p))=
=7 Y X(p)=Z(p), nach (2.7) also Z(p) =p und peZ nach (2.4). Aus
ZWYund X YZ=27 XeJ folgtalso X H Y.

(2.14) A operiert transitiv auf der Geradenmenge .

Beweis: Es seien 4, Be . Wenn 4 | B ist, so gibt es nach (2.3)
eine Translation 1€ A mit t1(4)=B. Wenn 4 ¥ B ist, so sei p=4 n B,
ae A\{p} und b e B\ {p} mit (b, p)= (a, p) (vgl. (2.2)). Fir C: = {p | ;z—,~b}
existiert C nach (2.9) und es gilt € (a)=b, also C(4)= B.

Wenn 4, B Geradenspiegelungen sind, so ist 4 B 4 eine Spiegelung
an der Geraden 4 (B). Daher folgt aus (2.6), (2.9) und (2.14):

(2.15) An jeder Geraden X € & gibt es genau eine Geradenspiegelung X
und firceU, Y :=0(X)gilt Y=0 X oL.

(2.16) Es sei &:={X:Xec®} und I':={F). Dann ist (I', &) eine
Lotkerngeometrie, die hinsichilich ihrer Inzidenzstruliur zu (E, &)
1somorph ist.

Beweis: Nach (2.11, 12, 13, 15) sind fiir jedes a ¢ £ und fiir jedes
Ae® die Mengen d:={X:Xe®, acX} und [4]:={X: Xe[4]}
Biischel. Da fiir 4, Be @ mit 4 + Bentweder 4 || Boderp:=A4A n B0
ist und in (£, ) das Parallelenaxiom gilt, ist By={d:ae £} und
B\ By = {[4]: 4 € B}. Hieraus folgt mit (2.13, 11, 12), daB 82 fiir I', &
gilt.

Also ist I',  eine Spiegelungsgruppe. Nach (2.10) und (2.1) ist
[A]={Xe®: A XeJ}u {ff}:ffu {4} e®, also ist (I', @) eine Lot-
kerngeometrie und mit (2.15) folgt, daB (B,, &, €) und (E, @) isomorph
sind.

(2.17) Esgit I =9.

Beweis:

1. Es sei t+ Id eine Translation, ae E, 4 :=a,t(a), 5: =Atr,be E\4
und B:={b | A}. Dann gilt: a,7(a)=0c(a)e 4, t(b),a(b)=Ax(b)e B
(vgl. (2.6)), t(b)+0o(d) und a, b || t(a) 7(b), also existiert c:=a, b n
o(a),o(b). Da auch o(c)=Ax(c)eC:={c| 4} gilt, ist o(c)=c und
¢(0)=0C, d.h. ¢ =C nach (2.4), also t=4C.
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2. Es sei 0 € A und a, b e E mit a+b, v die Translation mit to(a)=a.
Fiir 7o (b)=b sei 6, =1d, fir to(b) +b sei 4:={a | b, 10 (b)} und o, = 4.
Dann gilt 6,70 (a) = a, 6,70 (b) = b und nach (2.4) 6,76 = Id oder 6,76 = B
mit B: =a,_b. Zusammen mit 1. erkennt man, daBl ¢ als Produkt von
Geradenspiegelungen darstellbar ist.

Aus (2.15), (2.16) und (2.17) folgt der 1. Teil des Hauptsatzes.

§ 3. Lotkerngeometrien

In diesem Paragraphen sei (I, D)= (B, D€, L) eine Lotkerngeome-
trie, die hinsichtlich ihrer Inzidenzstruktur (38, D, €) eine affine Ebene
ist und in der je zwei Elemente aus ® konjugiert sind. Nach [3] ist fiir
jede Spiegelungsgruppe I, ® das Zentrum Z von I in ® u {1} ent-
halten. Daher gilt hier Z = {1} und die Abbildung

~:F~>7”; o’—»th:{%_)gD

Yo X o1 ist ein Monomorphismus von I' in die Auto-
-

morphismengruppe der Lotkerngeometrie (I', D).

Nach [1] Hauptsatz 1 ist fiir jedes X e ® die Menge X U {X} ein
Biischel, genannt Lotkern, und es gilt {X U {X}: X e D} e B\, Da
(Be, D, €) eine affine Ebene ist, gilt also:

(3.1) Fur A, Be® mit A+ B gilt:
a) A|| B&ABeJ
b)[A]:={XeD: X [|4A}=4du 4
¢) ABe By A B¢ J.

Aus (3.1¢) und den Sétzen 12, 13, 14, 15 und 3 aus [2] folgt:

(3.2) a) (By, D, €) ist eine pappussche affine Ebene, deren Koordinaten-
korper K die Charakteristik 2 hat und ein irreduzibles separables
Polynom zweiten Grades besitzt.

eine Trans-

b) FWA’Be@zstdzeAbbzldungAB-{X_,ABXBA

lation oder Drehung um den Punkt AB, je nachdem ob (A B2 =1
oder (A B)?= 1 ist.
c) Die Menge T:={XY:X,YeD und (XY)2>=1} ist ein kom-

mautativer Normalteiler von I,

Die Aussage c) ist eine Folge von b), Satz 3 aus [2] und der Tatsache,
daf3 das Produkt zweier Translationen wieder eine Translation ist.
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Im folgenden sei also (B,, D, €) als affine Koordinatenebene 4 (K2)=
= (P, ®)=(K? {a+ Kb:qa,be K2 b=+0}) dargestellt, die vermoge der
Vorschrift

K* o K3*|K*

(xl’ xZ)_LK*(l: L1s x2)
gebettet sei. Nach [4] Seite 153 laBt sich dann fir jedes 4eD die
Geradenspiegelung A:®-»®; U~AUA in der Form A:K*uy-»

in die projektive Koordinatenebene iiber K ein-

S K* (11 +%(}"—(’C)(_)- a) darstellen, wobei @': K®— K eine quadratische
a
Form und f'(z, 9) = Q' (z + 9) + €' (r) + €' (1) ist.

Es sei bye B, der Punkt mit den affinen Koordinaten (0,0) und
e/:=(1,0,0), e;:=(0,1,0), e;:=(0, 0, 1) sowie ¢;:=(1,0), ey:=(0, 1).
Dann ist e, ein Koordinatenvektor der unendlichfernen Geraden und
e;, ¢; sind Koordinatenvektoren von zwei verschieden durch 0= (0, 0)
gehenden Geraden. Nach [4] § 3, 4 gilt f' (e}, ¢;) + 0, @' (u') = u2Q"(e]) +
+u3Q’ (e;) +u usf' (e], €;) fiir jedes u’ = (u,, Uy, u,) € K® und Q' (u') = 0«
<u;=u,=0. Daher ist Q: K2 K; (2;,25)—>Q (s, %) :=22Q (e}) +
+22Q’ (e{)+x1xzf’ (e}, e5) eine definite nicht quasilineare quadratische
Form mit @(e,) =@’ (e;), @(e5) =@’ (e]) und f(e,, e5) =Q (e, +e5) + @ (e)) +
+@Q(e)) =1"(e, €3)-

Jede Gerade von A (K?), die durch (0, 0) geht, hat die Form Ka mit
a=(a,, a;) € K2\{(0,0)} und daher a’:=(0,a, a,) als Koordinaten-
vektor. Da Q' (a’)=@Q(a) gilt, bestitigt man durch Nachrechnen, daB
sich die Geradenspiegelung an Ka als Punktabbildung in der Form

~ (K2 K2

Ka: fa,x) i} _ .
T -+ »—Q ) a darstellen 1aBt. Setzt man I'y:={by), so ist

I'=T, - T ein subdirektes Produkt wegen Satz 9 aus [4]. Fiir die Geraden-
spiegelung an der Geraden b+ Ka aus A (K?) erhilt man deshalb die
Darstellung:

NN K2 K* i
(b+Ka): T —»g+f(—a&;ﬁ—)'a und fir ceT': = (@) und ¢, he K2 gilt

a

Qr—1=Q () —0a(y)

Da nach Voraussetzung insbesondere je zwei Elemente X, Y e b, kon-
jugiert sind und I'=T, - T ist, gibt es ein g € [, mit 6 Xo71= Y. Aus 82
folgt I'y=b, U b2 Fir 6=ABeb}ist :=ABX=XBAeb, nach 82,
also Y=6X01=4ABXBA=CBA=CXXBA=CXC,d.h. zu je zwei
Elementen X, Y b, gibt es ein C e by mit C(X)=CXC=7Y. Die Ge-



Fanosche metrische affine Ebenen 177

rade X bzw. Y bzw. C sei die Punktmenge Ky bzw. K1) bzw. K¢ mit
£, 1, ce K2\ {(0, 0)}. Dann gilt Kc(0)=0, Kc(r)=2y mit ie K und
Q(t)=0Q(x—0)=Q(Ay—0)=22Q(y). Fir alle g, ye K2\ {0} ist also
Q) (Q(y)) e K®, wobei K@ :={3%: le K}. Es sei 1 K mit Q(e,) =
—22Q(e,) und pe K mit Q(he,+eg)=f(Aey €)= 2Q(e,). Fir jedes
we K seile K mit £2=Q(Ae;+xey) (@ (e,)) % Dann gilt:

&2Q(er) = Q4 g+ ey) = 22Q(ey) + 22 22Q(e)) +2p?Q(ey) also: z=
(84 A2+ 222 = (p (€ + A+ Ax))? e K@ d.h. K ist ein vollkommener
Korper. Hiermit ist Teil 2. des Hauptsatzes vollstindig bewiesen.

Der Teil 3. des Hauptsatzes folgt aus den Teilen 1. und 2., wenn man
noch zeigt, daB (a, b) = (¢, b) gleichbedeutend mit @ (a —b) =@ (c — d) ist.
Hierbei denken wir uns die Punkte aus £ mit den Vektoren aus K?*
identifiziert. Da (B, &) eine Translationsebene (vgl. (2.3)) und jede
Translation eine Bewegung ist, diirfen wir b=Db=0 voraussetzen. Es
seia+cund B:={0 | a, ¢} = K (a — c). Dann gilt nach (2.9) und Teil (2.b)
des Hauptsatzes:

= fla—rc,a)
,O = ,0¢>B === _ (a—C)©
{a, 0)=(c, 0) (@)=cec=a+ 06G—0

<fla,0)=Qa—c)=Qa)+ Q)+ /(a, )=Qa)=¢(c)

§ 4. Algebraische Modelle von fanoschen metrischen affinen Ebenen

Es sei K ein kommutativer quadratisch nicht abgeschlossener voll-
kommener Korper der Charakteristik 2. Dann gibt es ein quadratisches
irreduzibles Polynom 2%+ axz+ b e K[x] mit ¢+ 0 und die durch

K SK . . - .
Q:{ definierte nicht quasilineare quadratische
(3, xa) > 22+ a2y %5 + bl

Form ist definit. Definiert man in der affinen Koordinatenebene 4 (K?)
durch ,,(a,B8)=(c, d)=Q(a+b)=Q(c+ ) eine Kongruenzrelation, so
erhilt man eine fanosche metrische affine Ebene, wie man durch Nach-
weis der Axiome K1, 2,3 und W1*, 2, 3,4 bestéitigt. Beim Nachweis
von W4 benotigt man, dal @ definit und K vollkommen ist. Damit ist
Teil 4. des Hauptsatzes bewiesen.
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