
Fanosche metrische affine Ebenen ~) 

Von HELMUT KARZEL in Miinchen 

Durch gruppentheoretische Beschreibungen absoluter Ebenen ist man 
zu weitgehenden Verallgemeinerungen des Begriffs absolute Ebene ge- 
langt, vor allem durch ein yon E. SPERNER angegebenes Axiomen- 
system [7], durch das erstmalig auch absolute Ebenen fiber K0rpern 
der Charakteristik 2 erfal~t wurden [2]. Es ergibt sich daher das Problem, 
diese neu erfaBten absoluten Ebenen durch Kongruenzaxiome zu kenn- 
zeiehnen. 

Die bekannte algebraische Beschreibung der ,,klassischen" eukli- 
disehen Ebene als Koordinatenebene fiber den reellen Zahlen N ffihrt 
ebenfalls zu einer Erweiterung des Begriffs euklidisehe Ebene, wenn 
man N durch einen beliebigen, quadratiseh nicht abgeschlossenen 
kommutat iven KOrper K ersetzt und die Metrik durch eine nullteilige 
quach'atische Form Q : K 2 ~  K beschreibt. Uber endlichen K6rpern sind 
solche Geometrien besonders yon P. KUSTAAN~EIMO betrachtet  worden, 
und ftir den Fall, dab die Charakteristik yon K ungleich 2 ist, hat  
KUSTAANI~EIMO ihre Metrik durch Kongruenzaxiome beschrieben. Ftir 
den Fall der Charakteristik 2 hat  KVSTAA~EL~O [6] die folgende Ver- 
mutung ge//ul~ert: 

Es sei K ein endlicher K0rper der Charakteristik 2, (E, Cr : = A (K 2) 
die affine Koordinatenebene fiber K (d.h. E : =  K 2 ist die Punktmenge 
und N : = { a + K b : a ,  b e K  2 ,5#0}  die Geradenmenge) und = eine 
Kongruenzrelation auf  E 2, die den hier unter  K1, 2, 3, WI*, 2, 3, 4 
(w 1, 2) aufgeftihrten Kongruenzaxiomen genfigt. Dann liiBt sich - durch 
eine quadratische Form (2 : (xl, x2) --* x[ + cxi x2 + x~ beschreiben : 

(a, (c, 
Eine affine Ebene (E, ~)  in der auf  E ~' eine Kongruenzrelation -- 

erkl/irt ist, so dal~ K1, K2, K3, WI*, W2, W3, W4 gelten, nennen wir 
[anosche metrische aJfine Ebene. 

DaB die Vermutung yon KUSTAANHEI~IO sogar unter  schw/~cheren 
Voraussetzungen richtig ist, ergibt sich aus dem Hauptsatz, zu dessen 
Formulierung die folgenden Begriffe (vgl. z.B. [5]) ben6tigt werden: 

1) ~ber diese Untersuchungen habe ich auf der vom Mathematisehen Seminar 
der Universit/it Hamburg am 15.2. 1974 veranstalteten Tagung fiber Geometrie 
berichtet. 
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Es sei F eine Gruppe, J : = { T e F "  ye= 1,7~: 1} und ~ c J .  Ffir 7 e F  
sei ~ : = {X e ~ : ~X ~ J}. Eine Teilmenge IJ c ~ heil]t Bi'~schel, wenn es 

A, B e ~) mit Aee B und b = A'-B gibt. Zwei Bfischel b~, I~ 2 heiBen ver- 
bindbar, wenn 5~ n 152 ~ 0 ist und ein Biischel b heigt eigentlich, wenn es 
mit allen anderen Btischeln verbindbar ist. Es sei N bzw. ~o die Menge 
aller Biischel bzw. aller eigentlichen Bfischel. Das Paar  F, ~) heiBt 
Spiegelungsgruppe, wenn gilt" 

Sl ( ~ ) = r .  
$2 E s s e i e n b ~ u n d A ,  B, C e b ,  d ~ n n g i l t A B C e ~ .  
S3 ~o* 0. 
$4 F f i r j e d e s X e ~ g i l t  I { b ~ o : X e b } l ~ : l ,  2. 

Jeder  Spiegelungsgruppe F, ~) ordnet man die Spiegelungsgeometrie 
(F, ~ )  : -- (~o, ~ ,  e, _l_) zu, indem man die eigentlichen Biischel Punkte 
und die Elemente aus ~ Geraden nennt und _1_ : = ((A, B) e ~2 : A B e J} 
setzt. Eine Spiegelungsgeometrie heil~t Lotlcerngeometrie, wenn fiir ein 

A e ~  gilt A w A e  ~.  (Nach [1] gilt d~n~ X u ~ ' e  ~ fiir alle X e ~ ,  
die nicht im Zentrum yon F liegen). 

][Iauptsatz 

1. Es sei (E, if6, = ) eine /anosche metrische aJfine Ebene. 
Dann gilt: 
a) Zu jeder Geraden A e (~ gibt es genau eine Bewegung zi 4- Id, die A 

punktweise /estldfit (A ist dann involutorisch). 
b) F~tr ~ := {)~: X e (~} ung F := (qJ} ist (F, (~) eine Lotkerngeome- 

trie, die hinsichtlich ihrer Inzidenzstruktur (~o, (~, e) eine aJfine 
Ebene ist, die zu (E, (~) isomorph ist. 

c) Zu je zwei Elementen A, B e ~ gibt es ein a e 1" mit aAa  -1 =B. 

2. Es sei (F, ~ )  eine Lotkerngeometrie, deren Inzidenzstruktur ('~o, 53, e) 
eine aJflne Ebene ist und /~tr die 1 c) er]~dlt ist. Dann gibt es genau einen 
kommutativen quadratisch nicht abgeschlossenen vollkommenen K Srper K 
der Charakteristilc 2 und genau eine nullteilige nicht quasilineare quadra- 
tische Form Q : K2-~ K, so daft gilt: 
a) (~o, ~ , e )  ist als a~ne Koordinatenebene A(K2)= (K 2, (~) dar- 

stellbar. 
( K  2 ~ K 2 

b) Fi2r(a+KIo):  ~ /(~,~ + a) mit a + K b e ( ~  

Q(~) 
und / : K2-~ K : (~, t))oQ(~ + t ) ) -Q(~)-Q(t ) ) ,  

( ~ : = { ( a + K b ) : a + K b e ( ~ }  und F : = ( ~ }  ist (F ,~ )  eine zu 
(F, ~ ) isomorphe Lotkerngeometrie. 
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3. Zu  ]eder /anoschen metrischen aJfinen Ebene (E, if6, =--) gibt es einen 
Icommutativen quadratisch nicht abgeschlossenen volIlcommenen K 6rper K 
der Charalcteristilc 2 und eine nicht quasilineare quadratische Form 
Q: K 2 ~ K ,  so daft (E, (~, - )  als aJfine Koordinatenebene A ( K  2) dar- 
stellbar ist und =_ dutch , , ( a , b ) - ( r  b ) ~ Q ( a - b ) = Q ( c - b ) "  be- 
schrieben wird. 

4. Es sei K ein kommutativer quadratisch nicht abgeschlossener voll- 
Icommener K6rper der Charalcteristilc 2 und x 2 + ax + b e K[x] m i t a  4 0 
ein (nach Voraussetzung existierendes) irreduzibles Polynom. Dann gilt: 

{ K  2 ~ K 
a) Q : (Xl, x~) ~ x~ + ax I x~ + bx~ ist eine nullteilige quadratische Form. 

b) Die a~ine Koordinatenebene A (K 2) mit 
- : (((a, b), (c, b)) e g 2 x K2: Q(a - b ) = Q ( c -  b)} ist eine ]anosche 

metrische aJfine Ebene. 

Hinsichtl ich der Ve rmu tung  yon  KVSTAA~HSIMO sei noch bemerkt ,  
dab  jeder endliche KOrper der Charakter is t ik  2 quadra t i sch  nicht  ab- 
geschlossen und  vol lkommen ist. 

Der  Beweis des Haup t sa t zes  wird in den folgenden Pa rag raphen  er- 
bracht .  

w 1. Metrische afflne Ebenen 

Es sei (E, @) eine affine Ebene  mit  der P u n k t m e n g e  E und  der Ge- 

radenmenge ~ .  Fiir a, b e E mit a :~ b bezeichne a, b die Verbindungs- 
gerade der P u n k t e  a, b. Ffir A, B e ~ bedeute  AII B en tweder  A = B 
oder A r~ B=O.  Ftir  p e E  und  A e  ff~ sei {p II A} die Parallele zu A 
durch p und  es sei [A] : = {X e (~ : X iT A}. Ein  Quadrupel  (a, b, c, d) 

yon  vier verschiedenen nicht  kollinearen P u n k t e n  mit  a, b ]l c, d und  

b, c II d, a heil]t Parallelogramm. Die Aussage,  dab  (a, b, c, d) ein Pa-  
raUelogramm ist, kiirzen wir durch  ~ (a, b, c, d) ab. 

Eine bini~re Rela t ion  --- au f  der Menge E 2 heil]t Kongruenzrelation, 
wenn die folgenden Axiome gelten:  
K1 - ist eine Aquivalenzrelat ion.  
I(2 Ftir alle a, b e E gilt (a, b) - (b, a) und  (a, a) - (b, b). 
K3 Ftir  alle a, b, c e E m i t  (a, a) = (b, c) gilt b = c. 

Das  Tripel (E, (~, = )  heil~t metrische a~ne Ebene, wenn (E, (~) eine 
affine Ebene,  = eine Kongruenzrela t ion auf  E 2 ist und  die folgenden 
Vertr~glichkeitsaxiome erftillt sind: 

W1 Es seien a, b, c, d vier verschiedene nicht  kollineare P u n k t e  mit  

a, b II c, d. D a n n  gilt: 
(a, b) -- (c, d ) r  (a, b, d, c) oder ~ (a, b, c, d). 
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W2 Es seien a, b, c e E drei nieht kollineare P u n k t e  mit (a, b )=  (a, c) 

und  d �9 a, b, e �9 a, c mit  d, e II b, c. D a n n  ist (a, d) -= (a, e). 

! ! v d I p W3 Es seien a, b, c, d, a ,  b , c ,  �9 E mit {a, b, c} kollinear, {a', b ,  c'} 
kollinear, a # b, (a, b, c) -= (a', b', c'), (a, d) =- (a', d') und  (b, d) = 
- (b', d'). Dann  gilt auch (c, d) = (c', d'). 

W4 Es gibt  ao, bo �9 E m i t  a o ~ bo und  der Eigenschaf t :  Ftir jede Gerade 
G � 9  mit a o � 9  {x �9 E : (%, x) -= (a o,bo) } 4 0 .  

Im folgenden sei (E, (~, -=) eine metrische affine Ebene.  J ede  Menge 
der Gestal t  K (a, (b, c)) : = {x �9 E : (a, x) = (b, c)} mit a , b , c � 9  heiBt 
Kreis. Falls a =  b ist, setzen wir K(a ,  c ) : =  K (a, (a, c)). 

(1.1) F~r all�9 x, y, z e E  mit  x # - y  und jedes G � 9  (~ mit  z e G  gilt 
1 <__ IK(z,  (x, y)) n al  <= 2. 

B e w e i s :  Falls a o e x ,  y ist, so seien x ' e E \ x ,  y und y'  so bes t immt ,  
dag ~ (x, y, x', y') gilt. Nach W1 gilt (x, y) = (x', y'). Daher  dfirfen wir 

aoax ,  y voraussetzen.  Es  sei c e E  durch ~ (ao, x, y, c) bes t immt ,  

G' : = {a o IL G}, d �9 K (ao, bo) c~ %, c, e �9 G' n K (ao, bo) (vgl. W4), / : = G' n 

n { c l l d ,  e} falls G ' # a o ,  c und  ] : = c  falls G ' = a o ,  C. Nach W1 ist 
(ao, c) - (x, y) und  nach W2 ist (ao,/) --- (ao, c). 

Falls  G ' # G  ist, sei u : = G n { / l l a o ,  z}. Dann  ist ~ ( z ,  a o , / , u )  und 
naeh W1 gilt (z, u) =- (ao, /) - (ao, c) - (x, y). 

Falls G = G' ist, so sei g �9 E \G,  G" = {g II G}, h dutch  ~ (g, ao,/ ,  h) und  
u dureh ~ (h, g, z, u) bes t immt.  D a n n  gilt (z, u) = (h, g) = (ao, ]) - 
= (%, c) = (x, y) und  u �9 G. In  beiden F/~llen ist u �9 K (z, (x, y)) c~ G. 

Es  sei t e E \ G  und s durch  ~ ( u , z , t , s )  bes t immt ,  nach W1 gilt 
(u, z ) - ( t ,  s). Da  es hOchstens zwei versehiedene P u n k t e  u, u' mit  
o ( u , z , t , s )  und  ~ ( z , u ' , t , s )  geben kann,  gilt mit  W1 ]K(z ,  (x ,y) )  n 
c~ G] __< 2 (in einer affinen Koord ina tenebene  fiber einem KOrper der 
Charakter is t ik  2 gilt u = u'). 

Nach  [6] gilt: 
(1.2) Jeder Kreis und jede Gerade haben h6chstens zwei Punkte  gemeinsam. 

B e w e i s  naeh [6]: Angenommen es gibt  drei verschiedene kollineare 
P u n k t e  a,b, c e E  und ein m e E  mit (re, a) =- (re, b) = (re, c). Naeh (1.1) 

ist m � 9  Es sei d: = {m Ha, b} c~ {b Nm, c}, e: = m, ac~ {b ][m,c} und 

/: = {e[la, b } n m ,  c. Dann  gilt nach W1 (m, /, c) - (d, e, b) und nach 
W2 (m, e) -- (m,/). Da  auch (m, b) -= (m, c) ist, folgt wegen W3 (m, d) = 
(re, m), also nach K3 m = d  und damit  b=c  im Widersprueh zur Vor- 
aussetzung. 
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Eine Affinits a v o n  (E, (~) heis t  Bewegung oder Isometrie yon 
(E, (~, =),  wenn ffir alle x, y e E gilt (a(x), a ( y ) ) =  (x, y). 9~ sei die Menge 
aller Bewegungen yon  (E, ~ ,  =).  Ein E lement  a e 9A heil3t Spiegelung 
an der Geraden A e (~, wenn a 4= Id  und  a (x) = x ftir alle x e A gilt. 

(1.3) Jede Translation ~ yon (E, (~) ist eine Bewegung. 

B e w e i s :  Es sei z 4= Id  und  x, y e E mit  x 4= y. 

1. ~ ( x ) ~ x , y .  D a n n  gilt ~ ( x , y ,~ ( y ) , z ( x ) )  und  nach  W1 ( x , y ) -  
= (~(x), ~(y)). 

2. ~(x)e  x, y. W e n n  Ix, y l = 2 ist, so gilt z (x )=  y und  T(y)= x, also 

( x , y ) - ( z ( x ) , ~ ( y ) ) .  Es sei ix, yi_>_3. Da i X l = t x ,  yl>=3 ffir alle X e ( ~  

gilt, gibt es u, v e E \ x ,  y, so da~ {x, u, v} kolline~r und  verschieden 
sind. Nach 1. gilt (x, u, v)-- (z(x), z(u), z(v)), (u, y)--- (T(u), T(y)) und  
(v, y ) -  (~(v), ~(y)), naeh W3 also (x, y)=- (z(x), ~(y)). 

w 2. Fanosche metrische affine Ebenen 

Eine metrische a ~ n e  Ebene  (E, (~, = )  heii] t /anosch,  wenn star t  W1 
das st~rkere Axiom WI*  erffillt ist: 

WI*  Es seien a, b, c, d e E vier verschiedene nicht  kollineare P u n k t e  

mit  a, b" [] c, d. D a n n  gilt: 
(a, b) = (d, c )< :~  (a, b, c, d). 

I m  folgenden sei (E, ~ ,  _=-) eine fanosehe metr isehe affine Ebene  und  
0~ die Gruppe ihrer Bewegungen.  

(2.1) I n  (E, (~, =) gilt das Fano-Axiom: 

F. Aus  ~ (a, b, c, d) ]olgt a, c I] b, d 

b b' 

C 0' 

Fig. 1 

B e w e i s :  ~ ( a , b , c , d ) ~ ( a , b ) - ( d , c ) = ( c , d ) ( n a c h  WI* u n d  K 2 ) ~  

~ (a ,b ,d ,c) ,  d.h.  a,c  [I b,d.  

Aus (1.1) und  dem Beweis von (1.1) folgt: 
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(2.2) Zu allen x, y, z e E mit  x 4 y und zu jcdem G e @ mit  z G G gibt es 
genau �9 u �9 G mit  (x, y) = (z, u). 

(2.3) (E, (~, - )  ist eine Translationsebene nnd ]ede Translation T 4-Id 
von (E, (~) ist eine involutorische Bewegung. 

B e w e i s :  Es seien a, b, c, a', b', c' �9 E mit  ~ (a, a', b', b), :7 (a, a', e', c) 
(vgl. :Fig. 1). Nach W l *  gilt daher  (a, a ' ) =  (b, b ' ) -  (e, c') und  hieraus 

folgt wieder mit W l *  c7 (b, b', c', c), d.h.  b, c IIb', c'. Also gilt in (E, 6J) 
das kleine affine Axiom von Desargues.  Nach (1.3) gilt ~ �9 9I und  wegen 
(2.1) z 2 = Id. 

(2.4) Es seien c~ �9 2[, a, b, c �9 E drei nicht kollineare Punkte und A �9 C~. 
Dann gilt: 
a) Aus  a e  A,  cr(a)=-a und a ( A ) = A  folgt G ( x ) = x  /i~r all�9 x e  A.  
b) Wenn a ( a ) =  a, a ( b ) =  b, a ( c ) = c  ist, so gilt 6 = I d .  

B e w e i s :  a) Fiir x �9 A gilt a(x) �9 a(A)  = A und (a, x) - (a, a(x)),  nach 
(2.2) also a(x) = x. 

b) Es  sei x e E  :nit x 4 a .  Wenn  x, a c ~ b , e = : d # O  ist, gilt nach 

a) a (d) = d und  daher  a (x) = x. Wenn  z, a II b, c ist, gilt a (x, a) II a (b, c) = 

= b, c und  a z a(x, a), also a(x, a) ='x, a und  damit  a(x) = x nach a). 

(2.5) Es seien a, b, c �9 E nicht kollinear mit (a, b) =- (a, e) und A : = 

{a II b, c}. Dann gilt/i~r alle x �9 A : (x, b) =- (x, c). 

B e w e i s :  Es  sei d : = A ~ { c l l a ,  b}. Dann  gilt cT (a, b, c, d) und 
( a , c , d , b ) .  Nach WI*  gilt (a, b ) -  (c, d) und  (a, c ) -  (d, b), also 

(d, b) = (d, c) wegen (a, b)-~ (a, c). Wenden  wir W3 auf  (a, d, x, b) und 
(a, d, x, c) an, so erhal ten wir (x, b) -= (x, c). 

(2.6) Zu  ]eder Geraden A �9 (~ gibt es h6chstens ein ~ �9 9[, so daft ~ eine 
Spiegelung an A ist. Fi~r all�9 a � 9  x � 9  gilt dann {a(x)} = 
= ({x [I A} ~ K(a, x)) \ {x} # {x} ung a e J .  

B e w e i s :  Es  sei a e i n e  Spiegelung an A. Fiir alle x e E \ A  gilt nach 

(2.4): ~ ( x ! # x ,  a(x), x n A = 0 (denn y : = e ( x ) ,  x ~ A h/itte a (a(x), x ) =  

= a(X, y ) =  (r(x), y = ~(x), x und  damit  G(x)= x nach (2.4a) zur Folge),  
also a ( x ) e { x  II A}. Ftir a � 9  gilt (r(x) e K ( a , x )  und  nach (1.2): 
{a(x)}= ({x H A} c ~ K ( a , x ) ) \ { x } ,  d.h.  a ist eindeutig bes t immt  und  
ver tausch t  die zwei P u n k t e  aus {x I1 A} ~ K(a,  x), woraus a � 9  folgt. 

Wenn  es an einer Geraden A �9 (~ eine Spiegelung gibt, so bezeichnen 
wir dies�9 - -  nach (2.6) eindeutig b e s t i m m t e -  mit z{. 
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(2.7) Es seien A, B zwei Geradenspiegelungen mit A H B und p : = A n B. 
Dann ist p der einzige Fixpunkt der Bewegung XB .  

B e w e i s :  Nach  (2.6) gilt fiir jedes x e E :  
~ ( x ) e { x  II A}, B(x) e { x  II B}. Aus ~ B ( x ) = x  folgt also ~ i (x)=  

= B ( x ) =  {x 1[ A} n {x I1 B} = x  und  hieraus x = A  r B = p  nach (2.6). 

(2.8) Es sei a e 9~ involutorisch und p e E ein Fixpunlct vor~ a. Dann ist a 
eine Geradenspiegelung. 

B e w e i s :  Es sei x e E \ { p } .  W e n n  a ( x ) = x  ist, so ist a nach  (2.4) die 

Spiegelung an der Geraden p, x. Es sei a (x) # x. Da a involutorisch ist, 
ist x, a(x) eine Fixgerade und  fiir A : = { p  II x, a(x)} gilt a(A)= 

II o (x ,  = {p II x, =A,  also nach  (2.4). 

(2.9) Wenn es zu einer Geraden A drei nicht kollineare Punkte a, b, v e E 

m i t a  e A, b, c II A und (a, b) =- (a, c) gibt, so existiert ~ ,  und z~ ist 
eine involutorische Scherung von (E, (~), die b und c vertauscht. 

B e w e i s :  

1. Fiir alle x e E \ ( A u b ,  c) gilt IK(a,x)  n {x l[ A } l =  2; d e n a  f'tir 

a ' : = b ,  x n A  und  x ' : = a ' , c v ~ { x l l A }  gilt ( a ' , b ) - ( a ' , c )  nach  (2.5), 
daher  (a', x) = (a', x') nach W2 und  also (a, x) = (a, x') nach  (2.5), d .h.  
K(a, x) n {x II A} = {x, x'} mit  (1.2). 

Aus 1. und  (2.2) folgt sofort: 

f l falls x e A 
2.1K(a,x)  n { x l l A } l =  2 f a l l s x a A  

Aus (2.5) folgt ftir alle a'  e A : 
K(a, x) n {x II A} = g ( a ' ,  x) (~ {x ]1A}. Es sei daher  `4 die eindeutig 

bes t immte Bijektion, die jeden P u n k t  yon  A festl/iBt u n d  Ffir x a A die 
zwei Punk te  aus K(a, x) n {x ][ A} vertauscht .  D a n n  gilt:  

3. Ftir jedes B e (~ mit  B II A gilt z[ (B) II B. 

4. Fiir alle x, y e E  mit  x 4 y  und  a ' : = x ,  y n A # r  gilt ( x , y ) =  

- (`4(x), ` 4 (y ) )und  a ' e  `4(x), `4(y) (vgl. Fig. 2); denn  nach 2. und  3. ist 

(a', `4(x))= (a', x), (a', ` 4 ( y ) ) -  (a', y) und  x, `4(x) I! y, ~r(y) ]l A falls 

x, y r A. Nach W2 gilt ftir y' : = y, `4 (y) n a', ~r (x) dann  (a', y') - (a', y), 

nach (1.2) also y '=`4(y) ,  d.h.  a 'ez~(x) ,A(y) .  Nun  sei a " : =  

{x II `4 (x),`4 (y)} n A und  z : = {x I1 ̀ 4 (x), ,4 {y)} n y, -ff (y). Nach W 1 gilt 
(`4 (x), `4 (y)) = (x, z) und  (a", x) -= (a', ,4 (x)) = (a', x), also nach  W2 (x, y) 
_= (x, z) und  zusammen (`4 (x), zf(y))---- (x, y). 
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Aus 3. und  4. folgt: 

5. Fiir jedes X �9 @ gilt z{ (X) �9 @, d.h.  _d ist eine Affinitgt yon  (E, r162 
genauer  eine involutorische Scherung mit  der Achse A. 

A 

a" Y 

Fig. 2 

: i  (v) 

6. Fiir alle x, y e E \ A  mit  x 4 y und  x, y ]l A gilt (x, y) - (A(x), ~ ( y ) ) ;  

denn  fiir X : = a, x, Y : = {y II X} ,  a' : = Y m A gilt c7 (x, a, a', y) nach 5. 
also auch c~ (A(x), a, a', z[(y)) und  somit (x, y ) =  (a, a ' ) - -  (~[(x), Zi(y)) 
nach  W1. 

Aus 1. bis 6. folgt A : = z[ ist eine Spiegelung an A. 

(2.10) Wenn ]~r �9 A e ~ die Spiegelung A an A existiert, so auch an 
]eder Geraden X e [A], und [4ir X ,  Y e [A] ist ~2 Y eine Trans- 
lation in Richtung [A]. 

B e w e i s :  Es sei X e [A] \A ,  x e X und  z die Translat ion,  die A(x)  in x 
iiberfiihrt (vgl. (2.3)). D a n n  gilt T A e g f ,  z A ( x ) = x ,  ~:_~(X)=X und  
~ ( a ) 4 a  fiir a e A .  Also ist z ~  nach (2.4.a) eine Bewegung, die X 
punktweise  festl/il~t und  nach (2.6) gilt X = , .4.  

Aus (2.10) und  seinem Beweis folgt: 

(2.11) Es  seien X ,  Y,  Z e ~  mit  X ll Y IIZ und es existiere X .  Dann 
existieren auch 1?, Z und 17V : = fly 17 ]~ ist eine Spiegelung an einer 
Geraden W e [X]. 

(2.12) Es seien X ,  Y, Z e ~ ,  p e E  mit p � 9  Y , Z  und es existieren 
X,  1?, Z. Dann gibt es �9 W � 9  ~ mit p � 9  W, so daft X 17 ]~ die 
Spiegelung an W ist. 

B e w e i s :  Es sei z �9 Z \  {p} und  z' : = 2~ :f Z(z). D a n n  gilt (z, p) - (z', p). 

Ftir z' ~ p, z = Z existiert  nach (2.9) an der Geraden W : = {p [] z, z'} die 

Geradenspiegelung ti z und  es gilt ~V(z')=z. Fiir z' � 9  z = Z  gilt z ' = z  
nach (2.2) und  wir setzen W = Z. In  beiden Fiillen gilt l~ X I? Z (z)= z 
und  fV 2; 17 Z (p) = p, nach (2.4) also flz X: Y 2 (q) = q f'tir alle q �9 Z. 
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Also gilt nach (2.6) entweder W X / ~ Z = I d ,  d.h.  X :YZ= W oder 
W X : Y Z = 2 ,  d.h.  17V X Y = I d .  Der letzte Fall kann  nach (2.7) nicht 
eintreten. 

(2.13) Es seien X,  Y, 2 Geradenspiegelungen mit  X Y Z e J und X 4= Y.  
Fi~r X ll Y gilt dann Z l[ Y, far p : = X n Y gilt p e Z. 

B e we is: Es sei p = X n Y. Da 2 ,  s Z, X s 2 e J ist, gilt 2 :Y (2 (p)) = 
= 2  s 2 ( p ) = 2 ( p ) ,  nach (2.7) also Z ( p ) = p  und p e Z  nach (2.4). Aus 

Z ~  Y u n d 2  s  Y X e J f o l g t a l s o X ~  Y. 

(2.14) ~ operiert transitiv au/ der Geradenmenge (~. 

B e w e i s :  Es scien A, B e  (~. Wenn A]l B ist, so gibt es nach (2.3) 
eine Translation ~ e ~[ mit  ~ (A) = B. Wenn A ~ B ist, so sei p = A n B, 

a e A \ {p} und b e B \  {p} mit  (b, p) - (a, p) (vgl. (2.2)). Fiir C: = (p ]] al b l 
existiert C nach (2.9) und  es gilt C (a )=  b, also C ( A ) =  B. 

Wenn A,/~ Geradenspiegelungen sind, so ist ~ B ~ eine Spiegelung 
an der Geraden .4(B). Daher folgt aus (2.6), (2.9) und (2.14): 

(2.15) A n  ]eder Geraden X e (~ gibt es genau eine Geradenspiegelung 
und /a t  a e 9~, Y : = a (X)  gilt Y = a 2 a -i. 

(2.16) Es sei ~ : =  {X: X e (~} und F :=(~J> .  Dann  ist (F, (~) eine 
Lot]cerngeometrie, die hinsichtlich ihrer Inzidenzstrulctur zu (E, (~) 
isomorph ist. 

B e w e i s :  Nach (2.11, 12, 13, 15) sind ftir jedes a e E  uiid ffir jedes 
A e ( ~  die Mengen d : = ( X : X e ( ~ ,  a e X }  und  [ ~ ] : = { 2 : X e [ A ] }  
Biischel. Da fiir A, B e (~ mit  A 4: B entweder A ]1 B oder p : = A n B :~ 
ist und in (E, (~) das Parallelenaxiom gilt, ist ~ o =  { d : a  e E} und  
~ \ ~ o =  {[A]: A e (!l}. Hieraus folgt mit  (2.13, 11, 12), du]  $2 ftir F, (~ 
gilt. 

Also ist F, (~ eine Spiegclungsgruppe. Nach (2.10) und (2.1) ist 

[.4] = {X e (~ : A X e J} w {-4} = X u {A} e ~,  also ist (F, (~) eine Lot- 
kerngeometrie und mit  (2.15) folgt, dal~ (~0, (~, e) und  (E, @) isomorph 
sind. 

(2.17) Es gilt F = ~A. 

B e w e i s :  

1. Es sei z~ : Id  eine Translation, a e  E, A : =a ,  z(a), a : = A~,  b e  E \ A  
und  B : =  {b I] A}. Dann gilt: a, z ( a ) = a ( a ) e A ,  z(b), a(b )= .~ l z (b )e  B 

(vgl. (2.6)), z ( b ) 4 a ( b )  und a, b [I ~(a) z(b), also existiert c : = a ,  b n 

a(a) ,a(b) .  Da auch a ( c ) = A z ( c ) e C : =  {c ]l A}  gilt, ist a ( c ) = c  und  
a(C) = C, d.h.  a =C nach (2.4), also ~ = ~ C .  
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2. Es sei a e 9~ und a, b e E m i t  ace b, �9 die Translation mit va (a )=  a. 

Fiir za(b) = b sei al = Id, ftir ~a(b) # b sei A : = {a ][ b, ~a(b)} und 0" 1 =A.  
Dann gilt alza(a) = a, alZa (b) -- b und nach (2.4) alZa -- Id  oder alTa --/~ 

mit B : =  a, b. Zusammen mit 1. erkennt man, dal~ a als Produkt  von 
Geradenspiegelungen darstellbar ist. 

Aus (2.15), (2.16) und (2.17) folgt der 1. Teil des Hauptsatzes. 

w 3. Lotkerngeometrien 

In diesem Paragraphen sei (F, ~)) = (No, ~ E, • eine Lotkerngeome- 
trie, die hinsichtlich iln-er Inzidenzstruktur (No, ~), e) eine affine Ebene 
ist und in der je zwei Elemente aus ~ konjugiert sind. Nach [3] ist fiir 
jede Spiegelungsgruppe F, ~) das Zentrum Z yon F in ~) u {1} ent- 
halten. Daher gilt hier Z = {1} und die Abbildung 

{ ~ -~ ~ ist ein Monomorphismus yon F in die Auto- ~:  F-~g; a ~ a :  X ~ a X a _  1 

morphismengruppe der Lotkerngeometrie (F, ~).  

Nach [1] Hauptsatz 1 ist ftir jedes X e ~) die Menge ~ w {X} ein 
Biischel, genannt Lotkern, und es gilt {~ w {X}: X e ~ } e  ~ \ ~ o .  Da 
(N0, ~), e) eine atIine Ebene ist, gilt also: 

(3.1) Fftr A, B e ~ mit A g= B gilt." 
a) A [ ] B e * A B e J  
b) [ A ] : = { X e f f ) : X [ l A } = ~ u A  

e) A B e  No<:~ABr 

Aus (3.1e) und den S/~tzen 12, 13, 14, 15 und 3 aus [2] folgt: 

(3.2) a) (~3o, ~ ,  e) ist eine pappussche a~ne Ebene, deren Koordinaten- 
kdrper K die Charakteristilc 2 hat und ein irreduzibles separables 
Polynom zweiten Grades besitzt. 

b) Far A, B e ~ ist die Abbildung A~B:{ ~ -~ ~ X ~ A B X B A eme Trans- 

lation oder Drehung um den Punkt A B, ]e nachdem ob (A B) 2 = 1 
oder (A B)24 1 ist. 

c) Die Meuge T : = {X Y: X, Y e  ~) und (X Y)~= 1} ist ein kom- 
mutativer Normalteiler von F. 

Die Aussage c) ist eine Folge yon b), Satz 3 aus [2] und der Tatsache, 
dab das Produkt  zweier Translationen wieder eine Translation ist. 
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I m  folgenden sei also (~o, ~ ,  e) als affine Koordina tenebene  A (K 2) = 
= (P, (~) = (K 2, {a + Kb  : a, b �9 K 2, b 4: 0}) dargestellt ,  die verm6ge der 

Vorsehrift  

I K2 -'*K~*/K* in die projekt ive Koord ina tenebene  fiber K ein- 
(xl, x~)~ K*(1, xl, x~) 

gebet te t  sei. Nach  [4] Seite 153 li~Bt sich dann  ffir jedes A �9 ~) die 
Geradenspiegelung _ ~ : ~ - ~ ) ;  U - - , A U A  in der F o r m  A : K * u - ~  

( r, o, ) --*K* u + Q'(a) " a darstellen, wobei Q':  K 3 ~ K  eine quadrat isehe 

F o r m  und  ]' (~, t~) = Q' (g + t/) + Q' (g) + Q' (t?) ist. 
Es sei bo�9  ~o der P u n k t  mit  den affinen Koord ina ten  (0, 0) und  

e ; : = ( 1 , 0 , 0 ) ,  e ~ : = ( 0 , 1 , 0 ) ,  e ~ : = ( 0 , 0 , 1 )  sowie r  r  
]:)ann ist e~ ein Koord ina tenvektor  der unendl iehfernen Geraden und  
el, e~ sind Koord ina tenvek toren  yon  zwei versehieden dureh  0 = (0, 0) 

t r 2 t t gehenden Geraden.  Naeh [4] w 3, 4 gilt 1' (el, e~.) 4 = 0, Q' (u') = ulQ (el) + 
t t ! ! -~- u2Q' (r -~ UlU2/ (el, {~2) ffir jedes u ' =  (Uo, ul, u2) �9 K 3 und  Q'(u t) = 0r 

- -  2 I I �9 r  Daher  ist Q : K 2 ~ K  �9 (xl, x~)-~Q(Xl, X 2 ) : - X l Q ( r  
�9 2 ! t ~ ! ! ! +x2Q ( e ~ ) + x l x J  (el, e2) eine definite nieht  quasilineare quadrat isehe 

F o r m  mit  Q (el) = Q' (r Q (e~) = Q' (e;) und  / (el, r = Q (r + e2) + Q (el) + 
+ Q (e~) = / '  (el, r 

Jede  Gerade yon  A (K2), die dureh  (0, 0) geht, ha t  die F o r m  K a  mit  
{I = ( a l ,  a~) �9 K2\{(0, 0)} und  daher  a ' : =  (0, a2, al) als Koordina ten-  
vektor .  Da Q' (a ' )=Q(a )  gilt, besti~tigt man  dureh  Nachrechnen,  dab 
sich die Geradenspiegelung an K a  als Punktabb i ldung  in der Fo rm 

"(~ -~+/(a ' - -~-)  "a  darstel len liiBt. Setzt  m a n  F o : = ( b o ) ,  so ist 
Q(a) 

F = Co" T ein subdirektes P roduk t  wegen Satz 9 aus [4]. Ffir die Geraden- 
spiegelung an der Geraden b + K a  aus A (K 2) erh~lt m a n  deshalb die 
Darstel lung:  

f K2.-. K 2 
(b + Ka) :~  l (a, ~ + b) 

- ~  + �9 a und  ffir a �9 F : = <(~> und  ~, t) �9 K 9" gilt k Q(a) 

Q(~ - t))= Q ( a ( ~ ) -  a (t))). 

Da nach Voraussetzung insbesondere je zwei Elemente  X, Y �9 bo kon- 
jugier t  sind und  F = Fo �9 T ist, gibt es ein a �9 Fo mit  a X a  -~ = Y. Aus S2 
folgt Fo = bow bo 2. Fiir a = A B ~ bo ~ ist C : = A B X  = X B A  �9 bo nach $2, 
also Y = a X a  - I = A B X B A  = C B A  = C X X B A  = C X C ,  d.h.  zu je zwei 
E l e m e n t e n  X, Y �9 bo gibt es ein C �9 bo mit  C ( X ) =  C X C =  Y.  Die Ge- 
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rade X bzw. Y bzw. C sei die P u n k t m e n g e  K~  bzw. Kt)  bzw. K r  mit 

~ , t ) , c e g ~ \ { ( 0 , 0 ) } .  D a n n  gilt / ~ c ( 0 ) = 0 ,  K ~ ( ~ ) = 2 t )  mit  2 e g  und  
Q ( ~ ) = Q ( ~ - O ) = Q ( 2 t ) - o ) = 2 2 Q ( t ) ) .  Fiir alle ~,t) e K2 \{0}  ist also 
Q(~) (Q(t)))- i  e K(2), wobei  K(2) : =  {22: 2 e K } .  Es sei 2 e K  mit  Q(e~) = 
=22Q(r  und  p e K  mit Q(2el+r162162 Ftir jedes 

x e K sei ~ e K mit  ~ =  Q (4 r + x e2) (Q (el))-1. Dann  gilt: 
~ 2 Q ( r  = Q(2 e l + x  e3) = )~2Q(r  -}- x2j,2Q(r162 also: x =  

#--2 (~2 _~_ 42 .~_ 22X2) = (/t-1 (~ + 2 + 2 X))2 e K (2) d .h .  K ist  ein v o l l k o m m e n e r  

KCirper. Hiermit  ist Teil 2. des Haup t sa t zes  vollsti~ndig bewiesen. 
Der  Teil 3. des Haup t sa t zes  folgt aus den Teilen 1. und  2., wenn man 

noch zeigt, da~ (a, b) - (r b) gle ichbedeutend mit Q (a - b) = Q (c - b) ist. 
Hierbei  denken wir uns  die P u n k t e  aus E m i t  den Vektoren  aus K ~ 
identifiziert. Da  (E, if6) eine Transla t ionsebene (vgl. (2.3)) und  jede 
Translat ion eine Bewegung ist, diirfen wir b = b = 0 voraussetzen.  Es 

sei a =k c und  B : = {0 [] a, c} = K ( a  - c). D a n n  gilt nach (2.9) und Teil (2.b) 
des Haup t sa t zes  : 

(a ,  o)  - (c, o ) ~ ( a )  = c ~ c  = a + / ( a  - c, a)  (a  - c ) , ~  
Q (a - c) 

r c) = Q (a - c) = Q (a) + Q (c) + / (a, c ) ~ Q  (a) = Q (c). 

w 4. Algebraische Modelle yon tanoschen metrisehen afflnen Ebenen 

Es sei K ein kommuta t ive r  quadrat isch nicht abgeschlossener voll- 
kommener  K0rper  der Charakter is t ik  2. Dann  gibt  es ein quadrat isches 
irreduzibles Po lynom x~+ ax + b e K[x] mit  a 4  0 und  die durch 

K - ~ K  
Q : (xl, x~) ~ x~ + ax  lx~ + b x~ definierte nicht  quasil ineare quadrat ische 

Form ist definit. Definiert man  in der affinen Koord ina tenebene  A (K s) 
durch ,,(a, b) = (r b)c>Q(a + ~) = Q(r + b)" eine Kongruenzrelat ion,  so 
erhalt  man  eine fanosche metrische affine Ebene,  wie man  dm'ch Nach-  
weis der Axiome K1, 2, 3 und  WI* ,  2, 3, 4 bestat igt .  Beim Nachweis 
yon  W4 benOtigt man,  dal3 Q definit und  K vol lkommen ist. Dami t  ist 
Teil 4. des Haup t sa tzes  bewiesen. 
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