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Einleitung 

Ein bedeutender Teflbereich der Theorie der konvexen KSrper, ins- 
besondere des klassischen Bestandes dieser Disziplin, befaflt sich mit 
reellwertigen Funktionalen, die den KSrpern in geometrischer Weise zu- 
geordnet werden kSnnen. Eine zentrale SteUung, zumal im Rahmen 
der Brunn-Minkowskisehen Theorie, nehmen die Quermaflintegrale ein. 
Sie sind spezielle gemisehte Volumina, kSnnen aber, worauf sehon ihr 
Name hinweist, auch auf andere Weise erkl~rt werden. 

In dieser Arbeit befassen wir uns mit vektorwertigen Funktionalen 
konvexer KSrper. In ~hnlieher Weise wie man aus dem Begriff des 
Volumens die gemisehten Volumina und daraus dureh Spezia]isierung 
die QuermaBintegrale bekommt, gela~gt man, ausgehend vom Sehwer- 
punkt, zu einer Serie weiterer Punkte, die jedem konvexen KSrper mit 
inneren Punkten in natiirlieher Weise zukommen. Wir bezeietmen diese 
Punkte als KrtSmmungsschwerpunkte, da sie sieh deuten lassen als 
Sehwerpunkte einer Massenverteflung auf dem Rande des konvexen 
KSrpers, deren Diehte (beztiglieh des Oberflachenmafles) im Fall eines 
hinreichend glatten KSrpers mit einer Kriimmungsfunktion iiberein- 
stimmt, das heii~t mit einer elementaxsymmetrischen Funktion der 
Hauptkriimmungen der Randfl~ehe. Die zugehSrigen Gesamtmassen sind 
gerade die QuermaBintegrale. Zu den Kriimmungsschwerpunkten gehSren 
insbesondere der Oberfld~henschwer:punkt und der Steinerl~unIct. 

Es seheint, dab die Kriimmungssehwerpunkte, abgesehen vom Steiner- 
punkt, noch nieht sehr ausf'tthrlieh untersueht worden sind. In diesem 
Sinne ~ul3ert sieh aueh GR~NBAUM [18], S. 241; und es wax diese Be- 
merkung, die den Anstol3 zur vorliegenden Arbeit gegeben hat. Ihrem 
Chaxakter naeh passen sich unsere Betraehtungen eher dem klassisehen 
Rabmen der Theorie der konvexen KSrper ein, wie er etwa dureh 
BONNESEN-FENCHEL [5] und HADWmER [21], Kap. 6, abgesteekt ist. 
Die Analogien der Krfimmungssehwerpunkte zu den QuermaBintegrA.len 
sind so vieff~iltig und weitgehend, dab sieh die einsehl~gigen Methoden 
aus den beiden genazmten Biiehern haufig in naheliegender Weise iiber- 
tragen lassen. 
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Es erweist sich sehr sehnell, dab im Sinne der erw~ihnten Analogie das 
genaue Gegenstiiek zum Volumen nicht durch den Schwerpunkt selbst, 
sondern durch den mit dem Volumen multiplizierten Schwerpunkts- 
vektor gegeben wird. Diesen Vektor bezeichnen wir als Zielvektor. In 
w 1 leiten wir daraus die gemischten Zielvelctoren ab, die den gemisehten 
Volumina entsprechen, und stellen ihre wichtigsten Eigenschaften lest. 
Durch Spezialisierung erhalten wir dann in w 2 zun~ehst die Quermafl- 
vektoren als Gegenstiicke der QuermaBintegrale und hieraus durch 
Multiplikation mit geeigneten Faktoren Vektoren die, wie sieh zeigen wird, 
die Kr~mmungsschwerpunlae darstellen. Eine Untersuchung von Eigen- 
sehaften dieser Kriimmungsschwerpunkte sehlieBt sieh an. w 3 enthglt 
den Naehweis, dab bei KSrpern konstanter Breite zwisehen den Kriim- 
mungssehwerpunkten gewisse affine Abh~ngigkeiten bestehen. Unser 
Hauptergebnis wird in der in Kiirze in diesen Abhandlungen erseheinenden 
Fortsetzung der vorliegenden Arbeit bewiesen. Es bringt eine Kenn- 
zeichnung der Kriimmungsschwerpunkte bzw. der Quermal]vektoren 
dureh funktionale Eigensehaften zum Ausdruek und ist damit ein Gegen- 
stiick zu den ,,Funktionalsgtzen" yon HADWIGER [21], S. 221, die im 
wesentlichen eine axiomatische Charakterisierung der QuermaBintegrale 
zum Inhalt haben. Als Anwendung eines weiteren, verwandten Ein- 
deutigkeitssatzes erh~lt man eine Serie integralgeometriseher Relationen 
fiir Kriimmungssehwerpunkte, die sieh den Croftonschen Formeln und 
der kinematischen Hauptformel als vektorielle Gegenstiicke an die Seite 
stellen lassen. 

Wie sich im Verlauf der !%rtigstellung dieser Arbeit zeigte, ist das 
Konzept der Quermal~vektoren unabhangig zur gleiehen Zeit auch yon 
Herrn H. Hadwiger begriindet und in seinen Auswirkungen untersucht 
worden Die gemeinsam verfaf~te Note [23] gibt eine knapp gehaltene 
Darstellung, die sich speziell auf QuermaBvektoren (anstelle der all- 
gemeineren gemischten Zielvektoren) besehr~ixtkt, dadurch andersartige 
Definitionen und demzufolge einen raschen Zugang zu den wesentlichen 
Eigensehaften der QuermaBvektoren ermSglicht sowie, gestiitzt auf einen 
in Tell I I  dieser Arbeit naehzuweisenden Eindeutigkeitssatz fiir den 
Steinerpunkt (Satz 2), auf einen ,,Funktionalsatz" fiir Quermaflvektoren 
und die daraus ableitbaren vektoriellen integralgeometrischen Formel- 
systeme eingeht. 

1. Gemischte Zielvektoren. 

Unser Arbeitsgebiet ist der n-dimensionale eulflidische Vektorraum E n. 
~n bezeictme die Menge der konvexen KSrper (nich~ leere, kompakte, 
konvexe Teilmengen) des Raumes En; wie iiblieh sei ~n mit der Minkow- 

8 Hbg. Math. Abh., Bd. XXXVII 
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skisehen Addition und der Hausdorffsehen Metrik versehen. Wir definieren 
eine Abbfldung z: ~" -+ M" dutch 

f xdV(x ) ,  falls d i m K  = n, 
z ( K ) =  K 

0, falls dim K < n.  

Dabei bezeichnet x den variablen Ortsvektor und d V das Volumen- 
dement .  Der Vektor z (K) entsteht also aus dem Ortsvektor des Sehwer- 
punktes dutch Multiplikation mit dem Volumen des KSrpers; wit be- 
zeiehnen ihn als Zielvektor des KSrpers K. Indem man den Zielvektor 
einer Linearkombination konvexer KSrper betraehtet,  wird man auf  den 
Begriff des ,,gemisehten Zidvektors" gef'tihrt. Wit werden zunachst diese 
gemisehten Zidvektoren betraehten und aus ihnen sparer translations- 
/iquivariante Vektorfunktionen herleiten, denen dann ein grSBeres geo- 
metrisehes Interesse zukommt. 

Die folgenden Eigensehaften des Zidvektors ergeben sieh unmittelbar 
aus tier Definition. 

Ist  A: E"--> M" eine homogene lineare Abbildung, so ist 

(a) 

:Fiir a E E" grit 

(2) 

z(AK) = Idet A IAz(K). 

z (K -4- a) = z (K) A- V (K) a. 

Dabei haben wit wie fiblieh statt  K + {a} abkiirzend K + a gesehrieben; 
das ist der KSrper, der aus K durch Translation um den Vektor a hervor- 
geht. V bezeiehnet das Volumen. 

(3) Die Abbildung z: ~t ~ ~ E" ist stetig. 

Ferner gilt 

(4) z (K U _K) -4- z (K t3 _K) = z(K) A- z(K),  

falls K, ~:, K u K" e ~ gilt. Es ist also z additiv auf  ~". Dabei wird all- 
gemein ein auf  einer Klasse ~ von Mengen des E" erkl~iztes Funktional 
mit Werten in einer abelsehen Gruppe als additiv a u / ~  bezeichnet, wenn 

( K U K ) - t - q ( K ~ K ) = q ( K ) - 4 - q ( / ~ )  gilt, sobald K , K ,  K u K ,  
K t 3 K : e ~  sin& 

Ist  K e ~" ein ( n -  1)-dimensionaler KSrper, so setzen wir 

z' (K) = f xd  V' (x) ,  
K 

wo d V' das ( n -  1)-dimensionale Volumenelement in der Tr~gerebene 
yon K bezeiehnet. Es gilt ftir a e E" 

(5) z' (K -4- a) = z' (K) -4- V' (K)a,  
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wenn V' das ( n -  1)-dimensionale Volumen ist. Sei 

= { u e E .  l (u ,u  ) = 1} 

die Einheitssph/ire des E ~. Ferner sei h: ~ • D -~ R die Stfitzfunktion, 
also h (K, u) = sup {(x, u)  ] x e K}. 

Sei P e R~ ein n-dimensionales Polytop mit den (n - -  1)-dimensionalen 
Seiten F 1 , . . . , F ~ v .  Wir sehreiben h(P, ui)-~ hi, wo ui der zu Fi  ge- 
hSrende /~uBere Normaleneinheitsvektor ist. Der bekannten Daxstellung 

V ( P ) :  1 . ~  h~ V' (F,) 

des Volumens li~Bt sieh nun die folgende Darstellung des Zielvektors an 
die Seite stellen: 

N 

1 ~=t h~z'(F3. (6) z(P) --nq_li= 
Zum Beweis sei zun/tehst C e ~ ein n-dimensionMer Kegel der H6he a 
mit Basis F und mit der Spitze im Nullpunkt. Bezeichnet d V~ das 
(n--1)-dimensionale  Volumenelement in der Ebene hE, wo E die 
Tr/igerebene yon F i s t ,  so ist 

1 

z(C)= fxdV(x)-= f{ fxdV~(x)}ad,~ 
C 0 ,1F 

1 
I az'(_v). 

0 F 

Bezeietmen wir nun die konvexe Hfille der Vereinigung der Seite F~ und 
des Nullpunktes mit C~ und set~.en wir e~ = sgn hi (so dab also eihi cfie 
HShe yon C~ ist), so ergibt sich die Behauptung (6) aus 

N 

f f z(P)= xdV(x) = ~e~ xdV(x) --n+ li= 
p i = l  c~ 

Nun seien K 1 , . . . ,  K, e E" konvexe KSrper und h t , . . . ,  h, nieht- 
negative reelle Zahlen. Bekazmtlieh ist das Volumen des KSrpers 
h 1 K  1 -~ ' ' '  -~ h r K r e i n  homogenes Polynom n-ten Grades in den Paxa- 
metern h i , . . . ,  hr. Ein anMoger Saehverhalt besteht ffir Zielvektoren: 
Der Zielvektor yon 2xK 1 + . . .  + ) t r K ,  ist ein homogenes Polynom 
(n + 1)-ten Grades in 2 1 , . . . ,  hr. Es gilt also 

(7) z(htK1 + " "  -k ~rKr) = ~z~,...0,+,201... h,,+t, 

wo die Summation fiber alle 0i unabh~ngig yon 1 bis r zu erstrecken ist. 
Die vektoriellen Koeffizienten zq~...Q,+~ seien dabei als symmetriseh in 
allen Indizen angenommen; sie sind dann eindeutig bestimmt. DaB 

8* 
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z(2lK1 q - " "  -k 2rKn) ein homogenes Polynom vom Grade n -b 1 ist, 
wurde flit n = 3 bereits yon ~/IINKOWSKI [29], w 23, gezeigt. Ein ein- 
faeherer Beweis 1/~Bt sieh fiihren in enger Anlehnung an den entspreehen- 
den Beweis ffir die Volumina in BO~SEN-FE~CEEL [5], S. 39: 

Wir beweisen die Existenz einer Daxstellung (7) dureh Induktion naeh 
der Dimension. Fiir n = 1 ist die Behauptung sofort einzusehen, denn 
ist K C E 1 das Intervall [a, b], so ist z ( K ) - ~  �89 ~ - -aS) ,  und es ist 
~ 2 , [ a , ,  b~] = [ ~ , a i ,  ~2 ,b , ] .  Sei nun n > i und die Behauptung fiir die 
Dimension n - -  1 bereits bewiesen. Seien P1, �9 �9  Pr  e ~n n-dimensionale 
Polytope und ~ 1 , . . . , 2 ~  nichtnegative reelle Zahlen. Wir setzen 
P = 2 ~ P 1 - ~ ' ' "  + 2 r P r .  Sei E eine Hyperebene, die eine ( n - - 1 ) -  
dimensionale Seite F yon P enth~lt, und sei E~ die zu E gleiehsinnig 
parallele Stiitzebene an Pi (i -~ 1 . . . .  , r). Sehreiben wir Pi  (~ E~ ---- F~, 
so gilt F ~ 21F~ - k " "  q- 2rFr. Sei nun E0 die zu E paxallele Ebene 
dureh den Nullpunkt yon E ~, sei a~ ~ E n ein Vektor mit E~ -k ai -~ E0. 
Wird a ~ 2~al q - . . "  ~ 2ran gesetzt, so ist E -k a ---- E0. Die hSchstens 
(n ~ 1)-dimensionalen Polytope Fi  ~- ai liegen in Eo(i ---- 1 . . . .  , r), des- 
gleiehen das ( n -  1)-dimensionale Polytop 

F ~- a -~ 21(F1 + al) + . "  q- 2r(Fn + an). 

Nach Induktionsannahme ist also z' (F ~-a)  ein homogenes Polynom 
n-ten Grades in 2 ~ , . . . ,  2n. Wegen 

V' (F)a  = V'(2,(F,  + a,) J r ' "  -Jr 2n(Fn -q- an)) (21al q - . . .  q- 2ran) 

ist aueh V' (F)a  ein homogenes Polynom n-ten Grades in 2 ~ , . . . ,  2r; 
wegen der naeh (5) bestehenden Relation 

z' (F) = z' (F q- a) - -  V' (F) a 

gilt das gleiehe daher aueh fiir z' (F). Aus (6) und der Lineaxitat der 
Stiitzfunktion folgt nun, daft z (P )  ein homogenes Polynom (n -k 1)-ten 
Grades in 21 . . . .  , ;tr ist. Dureh ein bekanntes Approximationsaxgument 
(vgl. BO~ESE~-F~CHEL [5], S. 39) erhi~lt man die entspreehende Aus- 
sage fiir allgemeine konvexe KSrper. 

Der in (7) auftretende Koeffizient ze~...e,+~ = z(Kel , . . . ,  Ke,+I ) wird 
als gemischter Zielvektor der KSrper Ke~ . . . . .  Ke,+~ bezeiehnet. Wir 
setzen 

z(K1, �9 �9  K1, �9 �9 Kn . . . .  , Kr) ---- z (Kl , ix ,  �9 �9  Kn, Jr) 

und kSnnen dann Gleiehung (7) aueh in der Form 

(8) z(21Kl  -~ . . .  -t- 2nK~) -~ ~ i~! . . .  i,~. "" ' 
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schreiben, wo unabh~ngig fiber alle niehtneg~tiven i~ . . . . .  i, mit 
i~ ~ - . . .  ~ i~ = n ~ 1 zu summieren ist. 

Wir stellen nun einige Eigensch~ften der soben definier~en Abbildung 

z : ~ •  • ~ - ~  E - 

zusammen. Die Beweise ergeben sich, soweit sie nieht angedeutet sind, 
~nalog zu den Beweisen der entsprechenden Eigensch~ften gemisehter 
Volumin~. 

Ist A: E n -> E ~ eine homogene lineaxe Abbildung, so ist 

(9) z ( A K 1 ,  . . ., AK,~+~) -~ Idet A [Az(K~,  . . ., K,~+~). 

Es ist 

(10) z ( K  . . . .  , K)  -= z ( g ) .  

Ist  p ~ n ~- 1 eine natfirliehe Zahl und ist 41, �9 �9 2s ~ 0, so gilt 

z(21K 1 -~- �9 �9 �9 -~ 2 ,Ks ,  p,  R~+I, �9 �9  Kn+l) 
(11) 

= ~ il ! --P! is ! Z (Ki ,  i 1 . . . .  , Ks ,  is, g~+l . . . .  , g,~+~) 2~ 1. .  �9 2~ s, 

wo fiber alle it ~ 0 mit il ~- "" �9 ~- is = p zu summieren ist. 

(12) z(K1,..., Kn+i) hdngt stetig yon K 1 , . . . ,  K,+ 1 ab. 

Ist p ~ n ~- 1 eine nattirliche Za~l und ist K, K, K ~J/~ e Rn, so gilt 
(bei beliebig gewi~hlten KSrpern K ~ + i , . . .  , Kn+ 1 ~ ~n) 

z ( K  U _K, p ,  K~+i ,  �9 � 9  Kn+l) + z ( K  n K ,  p ,  K~+I,  . . . ,  K ,+I )  
(13) 

= z(K, p, K~+I, �9 �9  K~+I) + z(K, p, K~+I, �9 �9  K~+I) ; 

das Funktional z (K, p, K~+I . . . . .  K,+I) ist also, als Funktion yon K, auf 
~ additiv. Zum Beweis benutzt  man die bei konvexen K6rpern K, K: 
mit konvexer Vereinigung f'fir beliebige KSrper K'  e ~ gfiltigen Bezie- 
hungen (K u _K) + K'  ---- (K ~- K') (J (_~ ~- K')  sowie (K n _K) + K'  
= (K ~- K')  n (K ~- K')  und finder wegen (4) ftir 4, 2~+1, �9 �9  2~+1 ~ 0 
(zu summieren ist jeweils tiber i yon p ~- 1 bis n ~ 1) 

z ( 2 ( K  u _K) + Z R ,  K,)  + z(2(K (~ K) ~- Z 2 , K , )  

-~ z ( (2K -F Z 2 , g , )  (J ( 2 K  + Z 2 , g , )  + z ( (2K + Z 2 ,K, )  n ( 2K  + Z 2,K,))  

= z ( ~ K  + ~ 2 , g , )  + z(2K" -F ~ 2 , K , ) .  

Entwieklung der Summanden in der ersten und der letzten Zeile gemi~B 
(8) und Vergleieh der Koeffizienten yon 2~2~+~... 4,+1 ergibt die Be- 
hauptung (13). 
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Wir stellen nun das Verhalten der gemischten Zielvektoren bei Trans- 
lationen der eingehenden KSrper lest. Ffir a s , . . . ,  a,+1 e E" und 
2 1 , . . . ,  2,+1 _> 0 gilt wegen (2) 

Z ( ~ 1  (K1 -t- al) + . . .  + 2,+1 (K,+I ~- a,+1)) 

: z ( 2 1 K  1 -~- . . .  ~ - ~ n + l K n + l )  

-~- V(~IK1 -~- ' '  �9 -~- 2,+1K,+1)(2111 + �9 �9 �9 + 2,+1a,+i). 

Wir entwickeln beide Seiten der Gleichung gem~B (8) und berficksichtigen 
die Darstellung 

V ( ~ i K  1 -]- �9 �9 �9 ~ - ~ n + l K n + l )  

n ! V ( K I ,  i l ,  K n + l ,  in+l) 2~ 1 ~i"+1 
: Z i l  ! �9 " r ! 

wo V (K1, i l ,  �9 �9  K,+I,  in+l) das gemischte Volumen 

V (K1 ,  . . . ,  K1 . . . .  , K , + I  . . . . .  K , + I  ) 

Zl in+l 

bezeiehnet. Nach geeigneter Zusammenfassung ergibt ein Koeffizienten- 
vergleieh 

z (K 1 + a 1 . . . . .  K~+l -~- an+i) 

(14) __ z ( K 1  ' K , + I  ) _]_ 1 . . . . .  n+-I  [ V (Ks . . . . .  K.+I) al + . . .  

+ V (K1, �9 �9 -, K,)  an+l ] .  

Nun geben wir fiir den gemlschten Zielvektor z(K, P1 . . . .  , P , )  yon 
Polytopen P 1 , - . . ,  P ,  e ~" und einem beliebigen KSrper K e ~" eine 
nfitzliehe Darstellung an. Fiir einen Einheitsvektor u e /2  und einen 
KSrper K e ~" bezeiehne K: (u) die Stfitzmenge yon K" in l~iehtung u, 
d.h .  den Durchschnitt yon _K init der Stfitzebene an _K mit ~uBerem 
Normalenvektor u. ]:)ann gilt fiir l~olytope P ~ , . . . ,  P ,  e ~" 

1 
(15) z (K, P1, �9 �9 -, P , )  --  n + 1 ]~ h (K, u) z' (Pl  (u) . . . . .  P ,  (u)). 

it 

Zu summieren ist darin fiber alle Einheitsvektoren u, ffir die 

z' (P1 (u) . . . .  , P ,  (u)) @ 0 

ist. ]:)as sind nur endlich viele, denn z' (Pa(u) . . . .  , P , ( u ) ) k a n n ,  wie man 
sofort der Definition der gemisehten Zielvektoren entnimmt, nur daxm 
vom Nullvektor versehieden sein, wenn P l ( u ) + " "  P , ( u )  yon der 
Dimension n - -  1 ist. Die Formel (15) ist analog zur Gleiehung 

(16) V ( K ,  P , , . . . ,  P,_~) = 1 E h ( K ,  u) V ' ( P ~ ( u ) , . . . ,  P ,_ l (u ) )  
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(s. :BONNESEN-FENCHEL [5], S. 42); sie liil3t sich auch ganz almlieh her- 
leiten, weshalb wir auf den Beweis nieht weiter eingehen. 

Ist  K 1 , . . . ,  Kn+l ein (n ~ 1)-tupel, so bezeichnen wir mit 

K1, �9 �9  (Ki} . . . .  , Kn+l 

das nach Weglassen von Ki verbleibende n-tupel. Wir zeigen ftir kon- 
vexe KSrper K 1 , . . . ,  Kn+ 1 

Ist V ( K 1 , . . . ,  (Ki} . . . .  , K~+~) ---- 0 ftir i ---- 1 . . . . .  n ~- 1, so ist 
(17) z ( K 1  . . . .  , Kn+l)  = O. 

Zum Beweis nehmen wir zuni~chst an, die K6rper K ~ , . . . ,  K.+~ e R~ 
seien Polytope. Wir sehlieBen dureh Induktion nach der Dimension. Ftir 
n = 1 ist die Behauptung trivial; sei also n :> 1 und die Behauptung 
bereits bewiesen fiir die Dimension n -  1. Wegen (14) und der Voraus- 
setzung V (K2 . . . . .  K,,+I) = 0 ist 

z ( K 1  + a, K ~ ,  . . . ,  K,,+I) = z ( K 1 ,  K 2 ,  �9 � 9  K,,+I) 

fiir beliebige a e E n. Wir k5nnen daher o. B. d. A. annehmen, dab K1 
den Nullpunkt im relativen Inneren enthi~lt. Naeh (16) und naeh Voraus- 
setzung gilt fiir i = 2 . . . . .  n + 1 

E h ( K I ,  u)  V '  ( K , ( u ) ,  . . . ,  ( K , ( u ) } ,  . . . ,  Kn+l(~)) 
= n V ( K 1 ,  K ~  . . . . .  ( K ~ } ,  . . . ,  K,,+I) = 0. 

Da der Nullpunkt im relativen Inneren yon K1 liegt, ist h ( K 1 ,  u)  ~_ 0 

ftir alle u e/2. Ftir jeden Vektor u e /2  mit h ( K 1 ,  u)  :4= 0 gilt also 

V' (g2 ( u ) , . . . ,  (K,  ( u )} , . . . ,  K~+~ (u)) ---- 0 

ffir i = 2 , . . . ,  n § 1. Nach Induktionsannahme folgt daxaus 

z' (K, (u) . . . . .  K.+, (u)) = 0, 

so daft sich aus (15) die Behauptung 

z ( K 1 ,  K 2 ,  �9 � 9  K n + l )  ~--- 0 

ergibt. Seien nun K 1 . . . . .  K.+~ e Rn beliebige konvexe K6rper mit 
V ( K 1  . . . . .  (Ki} . . . .  , K.+I) = 0 (i = 1 . . . . .  n + 1). Man approximiere 
K~ (?" --~ 1, . . . ,  n + 1) dutch eine Folge p1, p~ . . . .  konvexer PolyCope 
derart, dab P~ in K~ enthalten ist (k ~-- 1, 2 , . . . ) .  Wegen der Monotonie 
der gemisehten Volumina (BoN~F.S~.~-FE~C~.L [5], S. 41) gilt dann 
V (P~ . . . . .  ( P ~ ) ,  . . . ,  P~+~) -= 0 (i = 1 , . . . ,  n ~ 1) und folglich, wie eben 
gezeigt wurde, z ( P ~  . . . . .  P~+I) = 0. Aus der Stetigkeit der gemisehten 
Zielvektoren folgt dann die Behauptung z ( K 1 , . . . ,  K.+I) -~ 0. 
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Ftir eine Serie spezieller gemischter Zielvektoren, die yon nun an mit 
Vorrang betrachtet werden sollen, fiihren wir noch eine besondere Be- 
zeiehnung ein. Es sei B ---- {x e E" [(x, x> _~ 1} die Einheitskugel des E" 
mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt. Wir setzen fib r - ~  1 , . . . ,  n ~- 1 

n -[- 1 . T ~  

q,(K) --n-T-i--  r z( l~ 'n  ~- 1 - - r ,  B ,r ) .  

Die dadureh definierte Abbildung q, : ~n __~ E" hat  die folgenden Eigen- 
sehaften: 

~'tir jede Drehung T : E~--> E n u m  den Nullpunkt gilt 

(18) q,(TK) = Tq,(K).  

Dies folgt aus (9) und der Ftir Abbildungen der genannten Art giiltigen 
Gleiehung T B = B. Ferner ist die Gleiehung 

(19) q~(K + a) = q~(K) + W~(K)a 

fiir a e E ~ ein Spezialfall yon (14). Darin tri t t  als Faktor  des Vektors a 
das Quermal3integral 

W~ (K) = V (K, n - -  r, B, r) 

auf. Aus (11) ergibt sich sofort fib- 2 _~ 0 

(20) q,(2K) = 2~+l-*q,(K), 

und die folgenden Aussagen sind wieder SpezialfMle bereits bekannter 
Resultate: 

(21) q, ist additiv au/ ~n. 

(22) q, ist stetig. 

Wir bezeichnen q,(K) als den r-ten Quermaflvektor des KSrpers K. Die 
Motivation fiir diese Benennung wird spi ter  ersiehtlieh werclen. 

2. Schwerpunkte 

An Gleichung (14) l ~ t  sich ablesen, wie man aus den gemisehten 
Zielvektoren translations~quivariante vektorwertige Funktionale ge- 
winnen kaan. ttierzu seien n ~ -  1 - - r  (mit l ~ r ~ n ~ l )  KSrper 
K~+l . . . .  , K~+ 1 E ~ lest gew~hlt ; dieses (n -[- 1 - -  r)-tupel bezeieh- 
hen wir ftir den Moment mit K*. Sodann sei ~(K*) die Menge der- 
jenigen konvexen KSrper, ftir die V ( K , r - - 1 ,  K*)~=0 ist. Welehe 
KSrper zu ~ (K*) gehSren, li~l~t sich anhand des Kriteriums in BONN~,SEN- 
FV.~CHEL [5], S. 41, leicht entscheiden. Sind insbesondere die KSrper 
.Kr+ 1 . . . . .  Kn+ 1 simtlieh n-dimensional, so gehSren genau die mindestens 
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( r - -1) -d imensionalen  KSrper zu R(K*). l~iir alle K e R(K*) kSnnen 
wir nun 

s,(K, K*) (n q- 1) z(K, r, K*) 
= r V ( K , r - - I , K * )  

defmieren. Fiir r = n q- 1 (in diesem Fall ist K* leer) ergibt sieh gerade 
der Ortsvektor des gewShnliehen Sehwerpunktes;  er ist definiert auf  der 
Menge der n-dimensionalen KSrper. Der dureh st(K, K*) dargesteilte 
Punk t  ist dem KSrper K in einer yon der Lage des KSrpers zum Nuil- 
punkt  unabh/~ngigen Weise zugeordnet ; naeh (14) grit n/~mlieh ftir jeden 
Vektor a E E* die Gleichung s , (K q- a, K*) = s,(K, K*) A- a. 

Wir betraehten yon nun  an nur  den Spezialfail, dab 

K r + l  = " " " = K n + l  = B 

(---- Einheitskugel mit  dem Mittelpunkt im Nullpunkt) ist. Wir sehreiben 
dann abktirzend s, (K, K*) ---- P~+I-, (K). Dazm lautet also die Definitions- 
gleiehung yon p, (K)  

qr(K) ( n q - 1 ) z ( K , n - 4 - 1 - - r , B , r )  
(23) p,(K)  = W~(K) -- (n + ~ ] z ~ , ,  n : r ,~ , r~"  

Die Menge der mindestens m-dimensionalen konvexen KSrper des E" 
bezeiehnen wir mit  ~ (0 < m < n). Die wiehtigsten Eigensehaften der 
Abbildung P+: ~ - ~  --> En sind die folgenden; sie ergeben sieh aus (18) 
bis (22). Ftir jede g_hnlichkeit A : E n -~ E" gilt 

(24) p~(AK)---- Ap , (K) .  

(25) pr ist au/ ~ _ ,  stetig. 

Ist  K, K, K u K" e ~ _ r ,  so ist 

W~(K w K)p~(K w K,) q- W~(K c~ K)p~(K (3 ~[) 
( 2 6 )  

= W+(K)pr(K) q- W+(K)p+(K). 

Diese Gleichung ist zun/~chst nur  fox dim (K t3 K) > n -  r sirmvoll, 
da andernfalls p+ (K (~ _~) nicht erldi~rt ist. Ist  aber 

dim (K < n - -  r ,  

so ist W~(K (3 K) = O, also bleibt die Gleiehung aueh in diesem Fall 
sinnvoll, wenn unter  p ,  (K n K') ein beliebiger Vektor verstanden wird. 
Die Gleiehung bleibt dann auch richtig, wie aus (21) und  (17) hervorgeht.  
Die in der Gleiehung (26) zum Ausdruek kommende Eigensehaft des 
Funktionals  p~ wollen wir Ms ,,gewogene Additivit/~t mit  dem Gewieht 
W+" bezeichnen. 
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Aus (11) und der analogen Eigenschaft der gemisehten Volumina 
(Bo~ESE~-F~CHEL [5], S. 40) ergibt sich ein Gegenstiick zur ,,Steiner- 
formel" ftir PaxallelkSrper; fiir X > 0 gilt niimlich 

(n--r) 2t_r W,(K) p,(K) 
(27) pr(K + XB) = i=r i - - r  

i =, i -- r ~-" W~ (K) 

Den Punk t  p~(K) bezeichnen wir als den r-ten KrC~mmungsschwerpunkt 
yon K (1 < r < n) ; P0 is~ der gewShnliche Schwerpunkt.  Die Bezeichnung 
, ,Krt immungsschwerpunkt"  wird durch die nachfolgenden ~berlegungen 
gerechtfertigt. Einen konvexen KSrper K ~ ~ wollen wir glatt nennen, 
wenn sein Rand  OK eine zweimal stetig differenzierbaxe Hyperflgche mit  
nirgends verschwindenden Hauptkr t immungen ist. Ist  nun K ~ ~ ein 
glatter K5rper, so gilt 

f xHr_ 1 dF 
~K 

(28) p~(K) -- f H~_~ dF ' l < r < n. 
~K 

Darin ist x der Ortsvektor auf  dem Rand  ~K yon K;  H~ bezeiclmet die 
(normierte) k-re elementarsymmetrische Funkt ion  der Hauptkr i immun-  
gen (mit H 0 = 1) yon OK und dE das Oberfl~chenelement. Durch (28) 
kommt  zum Ausdruck, da$ der Punk t  p~(K) (1 < r < n) sich als Schwer- 
punks ergibt, wenn der Rand  des glatten KSrpers K mit  einer Masse 
beleg~ wird, deren Dichte (bezfiglich des Oberfl~chenmaBes) proportional 
ist zur ( r -  1)-ten elementaxsymmetrischen Funkt ion  der Hauptkrf im- 
mungen.  Insbesondere ist Pl (K) der Oberfldehenschwerpunkt und 10n(K) 
der Steineriounkt yon K. 

B e w e i s  y o n  (28). Ist  P E ~ ein Polytop, so besagt ein Speziaffall 
yon (15) 

q~(P) n + l z ( P ,  P , B ) :  1 1 f = n . . . .  W Z  z '(K(u) . . . . .  K(u))  = n xdF.  
u O p  

Durch Approximation erh/~lt man  die Giiltigkeit der Darstellung 

1 f x d F  (29) qx (K) ---- ~- 
Og 

fiir beliebige KSrper K e ~ .  Hierzu ist F aufzufassen als ein auf  den 
Borelmengen des Randes yon K erkl/irtes MaB. Eine exakte Einftihrung 
dieses ,,F1/~chenmal3es" fiir allgemeine konvexe KSrper sowie die zur 
Rechtfert igung des Approximationsargumentes erforderliehen ~ber-  
legungen finder man bei ALEXSANDROV [1], w 1. Ist  jetzt K insbesondere 
ein glatter konvexer KSrper, so ist die Formel (29) richtig, wenn man  
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unter dF das Oberfli~ehenelement im differentialgeometrischen Sinne 
versteht. Wegen der vorausgesetzten Glattheit ist die dureh parallele 
~uBere Normalenvektoren vermittelte sph~risehe Abbildung yon OK 
auf die Sph~e Q ein Diffeomorphismus; wir kSnnen daher das in (29) 
auftretende Integral transformieren in ein Integral fiber ~ :  

1 f x(K, u)S,~_l(K,u)doJ(u). (30) q~ (g) ---- n 
r 

Darin bedeutet S,_ x (K, u) das Produkt der Hauptkrfimmungsradien im 
(eindeutig bestimmten) Randpunkt  yon K mit /iul3erem Normalen- 
vektor u; x(K, u) ist der Ortsvektor dieses Punktes, dco ist das Ober- 
fl~ehenelement auf E2. In (30) ersetzen wit nun den KSrper K dureh den 
~ul~eren Parallelk6rper K ~ ;t B (;t ~ 0). Wegen 

und 
x(K -F 2B, u) -= x(K, u) + 2u 

n - - 1  

r = 0  

wo S~ die r-te (normierte) elementarsymmetrische Funktion der Haupt- 
krfimmungsradien bezeiehnet, ergibt sich 

?~ r~O 

Hier wurde die bekannte Identit~t 

(31) f uS~(K, u) dco(u) -~ 0 (r -~ O, 1 . . . . .  n - -  1) 
r 

benutzt. In Anbetraeht eines Spezialfalles yon (11) ergibt nun ein Koeffi- 
zientenvergleieh die Darstellung 

q~(K) = ~1 f x(K, u) Sn_~(K, u) do 
E2 

Transformieren wir dieses Integral wieder in ein Integral fiber 0K, so 
erhalten wir wegen SdSn_ 1 = H,_i_l die Beziehung 

q~(K) = n xH~_ldF. 
OK 

Zusammen mit der bekannten Darstellung 

j. W~(K) _~ _1 H~_ldF 
Tb 

aK 

ergibt das gem/ii~ der Definition (23) die Behauptung (28). 
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Der durch (28) gegebenen Darstellung des Punktes p~ als Sehwerpunkt 
1/~Bt sieh eine ftir Polytope gttltige Daxstellung an die Seite stellen. Hierzu 
mfissen wir zun/~ehst die/~ufleren Winkel eines Polytops P e R~ erklaren: 
Ist F~ eine k-dimensionale Seite yon P(/c -~ 0, 1 , . . . ,  n -  1), so sei 12~ 
der Durchsehnitt der Sph/~re /2 mit derjenigen ( n -  k)-dimensionalen 
Ebene des E" dureh den Nullpunkt, die total orthogonal ist zu F~. 
Sei ~9~ C 12~ die Teilmenge der Einheitsvektoren, die /~uBere Normalen- 
vektoren yon Stfitzebenen ~n P sind, welche die Seite F~ enthalten. Die 
Menge 12~, das ,,sph/ixische Bild" der Seite F~, ist also ein sph/~risches 
Polytop auf  der ( n -  1 --k)-dimensionalen Sph/~re 12~. Bezeiehnet nun 
~o~ das ( n -  1-/~)-dimensionale Lebesguesche MaB auf  12~, so sei 

(F~, P) = ~,~ (~,~)/~ ( ~ )  

gesetzt. Die Zahl v 2(F~, P) wird als der duflere Winkel yon P bei F~ 
bezeiclmet. Ferner sei v(F~) das k-dimensionale Volumen der Seite F~ 
und s(F~) der gewShnliche Schwerpunkt yon F~, bezogen auf die k- 
dimensionale Tr/~gerebene von F{'. Wir behaupten nun: Ist P e ~ ein 
Polytop, so gilt ffir 1 < r < n 

Z~(F~ -~, P) v ( ~ - ' )  s ( F ~  ~) 

(32) p~(P) ~- ~ Z~(FT_~, p) v(F,2_~) 
i 

Zu summieren ist dabei fiber alle (n - -  r)-dimensionalen Seiten F? -~ des 
Polytops P (i : 1, 2 , . . . , / , ,_~(P)) .  

Beweis .  Wir wenden die Gleiehung (29) auf den PaxallelkSrper 
K : P ~ ~ B (~ _~ 0) an und zerlegen das Integrationsgebiet in geeigne- 
ter Weise 

1 n--I  It(P) ( 
(33) q,(P + 2 B ) - ~ n  ~ ~ .] xdF; 

r=0 i=1 r,(~) 

dabei ist die Menge F;(2) C 0(P ~- 2B) erkl~rt dutch 

Schreiben wir den Vektor xeF~(2) in der Form x :  x0 q-2u~ mit 
x0 e F~ und u~ e ~ ,  so lassen sich die in (33) auftretenden Integrale 
folgendermaBen bereehnen: Bezeiehnet dv[ das r-dimensionale Volumen- 
element in der Tr/igerebene yon F[ ,  so ist 

f xdF(x) : 2n-l-r f f (X ~ + 2U~) dv[(xo) dw~(u~) 
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Naeh Definition des guBeren Winkels ist 

f d w~ = ~o,,_1_~ v2 (F~, P),  
D i 

wenn o~,_~_r = o~[(/2[) das (n - - 1 - -  r)-dimensionale GesamtmaB der 
Sphgre /2~ bezeichnet. Damit erhglt man aus (33): 

(34) 
n--1  Jr(P) 

q~(P + 2B) 1 ~ 2._~_rr ~ = ~/, A.a n- - l - - r  .~  ~ (F~, P) v (F~) s (F[), 
r = O  z = l  

wenn man noch die Identi tgt  

It(P) 

(35) ~ v(F[) f udcoI(u)=O (r=O, 1 , . . . , n - - 1 )  

beachtet. Diese Gleichnng ist ein Gegenstiick zur Formel (31) und gleich 
ihr ein Spezialfall der allgemeineren Identi tgt  

(36) f u g ( ~ r ( u )  = o ( r  = o ,  1,  . . . ,  ~ -  1 ) .  

Hier ist ar die sogenannte r-re 0berflgchenfunktion (s. FENCHEL-JESSEN 
[14]). Die Gleiehung (36) ergibt sich bekanntlich aus der Translations- 
invarianz der Quermal3integrale (s. [14], S. 13, fiir den Fall r ---- n -  1; 
die allgemeine Aussage folgt analog). DaB sieh die Gleichungen (36) im 
FaUe eines Polytops in der Tat auf  die Gleiehungen (35) reduzieren, sieht 
man unschwer ein, wenn man, etwa unter Verwendung der letzten Formel 
in FENCHEL-JESSEN [14], S. 31, die r-te Oberflgehenfunktion eines Poly- 
tops bestimmt. 

Aus (34) und (11) folgt nun dureh Koeffizientenvergleieh 

(;)  r(v) =  r_l 2 . . . . .  . ) .  
i 

Dies ist ein Gegenstiick zu der ffir die Quermaf~integrale eines Polytops 
giiltigen Darstellung 

r (r n) W T ( P ) =  eor-1 ~ v/(F'~ -f, P)v(F~ -r) ( r = l  . . . .  ,n),  
i 

die man auf ahnliche, aber einfachere Art herleiten kann. Aus beiden 
Gleichungen zusammen ergibt sich die Behauptung (32). 

Wir wollen selMiel31ich noch zeigen, dal3 die Kriimmungssehwerpunkte 
(bis auf  die Numerierung) nicht yon der Dimension des umgebenden 
Raumes abh/~ngen. Genauer gesagt, es besteht der folgende Saehverhalt : 
Sei K ~ ~ und dim K ---- k < n. Dann liegt K in einer Hyperebene E 
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des Raumes E ' ,  und man kann die beztiglieh E gebildeten Kriimmungs- 
schwerpunkte P~-l-k . . . . .  P~-x des KSrpers K betrachten. Es gilt dann 

(37) p~(K) = p'~_I(K) (r = n - -  k , . . . ,  n). 

Der Beweis verl~uft analog zu dem Nachweis der entspreehenden Eigen- 
sehaft der QuermaBintegrale (s. HADWIGV.R [21], S. 215): O. B. d. A. 
gehe die Hyperebene E durch den Nullpunkt; u e E" sei ein auf  E senk- 
rechter Einheitsvektor. Sei 2 > 0. Fiir - -  2 < �9 < 2 gilt dann 

(38) (K + 2B) n (E + ~u) = K + (2~ - -  32) 1/2 B' + ~u,  

wo B n E = B' gesetzt ist. Bezeiehnet z' die bezfiglieh des Unterraumes 
E gebildeten Zielvektoren und V', W~ entsprechend Volumina bzw. 
QuermaBintegrale, so gilt 

z ( K §  f x d V =  f z ' [ ( K + 2 B )  n ( E §  
K + 2 B  --~ 

= f [~ ~ (K + ( ~  - -  ~)1/~ B ~) + V (K + (2~ - -  ~)1/~ B )  ~ ) 1  ~ 
--2 

= f ( (22 __ ~2)#2 z' (K, n - -  i, B',  i) d r  

: T=~__. (~)~r Wr( K ) ~Or_l(K ) . I  

Dabei wurde neben (38), (5), (8) und (23) die Gleiehung (50) in [21], 
S. 215, benutzt. Andererseits ist 

(n~r 1 ) ] ~ r z ( K , n §  ]~rWr(K)pr(K), z(K + 2B) = 
r=0 r=l 

wobei z(B) = z(K) = 0 zu beaehten wax. Koeffizientenvergleieh ergibt 
die Behauptung (37). 

3. Kriimmungsschwerpunkte von Kiirpern konstanter Breite 

In  diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dab bei einem konvexen KSrper 
konstazater Breite zwisehen den oben definierten Schwerpunkten gewisse 
affme Abh~ngigkeiten bestehen. Im einfaehsten Fall lautet dieses Resultat : 
Bei einem ebenen konvexen Bereich konstanter Breite fallen Steinerpunkt 
und Umfangssehwerpunkt zusammen. Dies ist zuerst yon MEISSNER [28], 
S. 327, bemerkt und auf  andere Weise yon Bose und RoY [7] bewiesen 
worden, l~iir dreidimensionale KSrper konstanter Breite haben Bose 
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und RoY [9], Kap. VIII ,  gezeigt, dab der Steinerpunkt gleieh dem 
Schwerpunkt der mittleren Kriimmung ist. Nun bestehen bekazmtlieh 
zwisehen den QuermaBintegralen eines K6rpers mit konstant~r Breite b 
gewisse lineare Beziehungen, n/~mlich 

k--1 
(39) 2Wn_k--~(--1) i (~)bk- iWn_~:O (1 ~ k ~ n ,  kungerade) ,  

i=O 

wie fiir n ---- 3 von BLASCHKE und allgemeiner von DI~GHAS, SA~T~6 
(Literaturangaben siehe [10]) und D~BRUNNER [10] bewiesen worden ist. 
In  Analogie hierzu liegt die Vermutung nahe, dab aueh die oben f'tir 
n : 2, 3 erw/~hnte Gleiehheit pn ---- P~-I fiir Kriimmungssehwerpunkte 
Bestandteil eines allgemeineren Relationensystems ist. In  der Tat gilt: 
Zwischen den Schwerpunkten Po, . . . ,  P,, eines KSrpers K e ~n mit kon- 
stanter Breite b bestehen die linear unabMingigen a]finen Relationen 

k - - 1  

2W,~-kP~-k--~ (--1)'(kr)bk-tW~_do~_i:O (1 < k < n ,  kungerade). (40) 
i=0 

Wenn solche linearen Relationen bestehen, muB es sich wegen der Trans- 
lations~quivarianz der Schwerpunkte notwendig um affine Relationen 
handeln, d .h .  die Koeffizientensummen mtissen verschwinden. Somit 
folgen aus (40) erneut die Relationen (39). 

Fiir k ~- 1 ergibt sich aus (40) und (39) gerade P,-1 = P~, also die 
n-dimensionale Verallgemeinerung des Ergebnisses yon I~ISSNV, R und 
Bosv.-RoY. Fiir n = 3 erh~lt man noch genau eine weitere Relation 
zwisehen der Schwerpunkten. Sic bringt (bei Beachtung yon T8 = I02) 
zum Ausdruek, dab gewShnlieher Schwerpunkt, Oberfl~ehenschwerpunk~ 
und Steinerpunkt bei einem KSrper konstanter Breite auf  einer Geraden 
liegen. 

Der Beweis yon (40) erfolgt in enger Anlehnung an den yon DEBRUN- 
~,R [10] angegebenen Beweis der Relationen (39): Naeh (18) gilt fiir 
beliebige konvexe K6rper K1, K,  e ~ und flit '~1,2, ~ 0 

(41) z(~iK 1 -~ ~,K2) n+ i : 2122t n + i - i z ( K i ,  i, K2 ,  n JF l ~ i ) .  
i=0  

Zu einem K6rper K bezeiehne /~ den dureh Spiegelung am Ntd lpun~  
hervorgehenden KSrper. Wenden wir (41) zuniehst  mit K1 ---- K, K 2 ---- i~, 
sodann mit K1 ~ -K, K~ ---- K an und beaehten die Gleiehungen 

z (~K + ,hK) = --z(~IK + ~g.) = - - z ( ~ g  + ~,K), 

so erhalten wir 

(42) z ( K , i , g , n + l - - i ) = - - z ( K , n + l - - i , g , i )  ( i=O,  1 , . . . , n + l ) .  
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Ist nun K ein K5123er der konstanten Breite 1, so ist K 4- _~ ---- B und 
d&her nach (41) 

z(2g -F #B) = z((2 4- #)K 4- t~K) 

= ~.~ n + l  ~j#~+l_jz(K,i,~,n4-1__i). 
i f0  i=0 i 

Ein Koeffizientenvergleich mit (41) ergibt 

,~o ( '~ ' ) (~)  ~(~' J'~'" + ' - j /  
Wie bei D~.BRUI~ER ergeben sich mit Benutzung yon (43), (42) und 
wieder (43) die Gleichungen 

k + l  

i=o 1X i z(K, i, B, n 4 - 1 - -  i) 

,+,.+, (~ (~) (.+') = ~  ~ (-11~ k+~ j z ( g , j , ~ , n + l - - j l  
i=o i=o 

n4-1 i n  j r  1 = - s  ~+:~)(n+,)~(~,, +,_j ,~,j> 

=--~+(" + ~)~(~,~ + ', ~ , - - -  ~/ 

Ist nun K yon der konstanten Breite b, so erhMt man wegen (20) und unter 
Beachtung yon z(B) = 0 die Beziehung 

k 

(k-k ll)bk-iz(K, i 4- 1, B , n - - i )  = O, z(K,]c 4- 1, B , n - - l c ) - -  Z ( - -1 ) '  i +  
i=O 

die gem/~B der Definition der  Krtimmungsschwerpunkte fiir ungerades k 
mit  der Behauptung (40) iibereinstimmt. 

4. Historische Bemerkungen 

Der Punkt  p .  ist, wie bereits erw~_nt, nichts anderes Ms der bekannte 
Steinerpunkt. Der Steinerpunkt/On (K) eines beliebigen konvexen KSrpers 
K e ~n wird nach dem Vorschlag yon SHEPHARD [38] am zweckmaBig- 
sten erkli~rt durch die Gleichung 

n f uh(K, u) do). (44) p ,  (g)  = o-~ 
~2 

Zuerst ist dieser Punkt  im Falle der Ebene yon STEI~ER [40] betrachtet  
worden, und zwar als Schwerpunkt tier Massenverteilung, die bei einem 
konvexen Polygon durch Belegung der Ecken mit den ~uBeren Winkeln 
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als Massen oder bei einer glatten konvexen Kurve dureh eine zur Kriim- 
mung proportionale Massendichte (beziiglich der Bogenl~izlge) gegeben 
ist. Nach KUBOTA [26] ergeben sich die kartesischen Koordinaten dieses 
Punktes als die Koeffizienten yon cos ~ und sin ~ in der Fourier-Entwick- 
lung der Stiitzfunktion h(K, q~) des Bereiches (dies steht implizit auch 
bereits in der Arbeit von MEISSNER [28], S. 311, Gln. (6) und (7)). Diese 
Tatsache ist gleichbedeutend damit, dab fiir ebene glatte konvexe Be- 
reiehe der Kriimmungsschwerpunkt durch (44) dargestellt wird, Fiir 
glatte KSrper K e ~a haben Bose und RoY [9] analog nachgewiesen, 
dal~ der Schwerpunkt beziiglich einer zur GauBschen Krfimmung pro- 
portionalen Massendichte auf 0K auch dutch (44) dargestellt werden 
kann. Ein (leicht auf hShere Dimensionen zu verallgemeinernder) Beweis 
hierfiir finder sich auch bei GERICKV. [17]. BOSE und RoY [9] haben aueh 
entsprechende (aber kompliziertere) Darstellungen ftir die fibrigen 
Sehwerpunkte (ira E 8) gefunden; einfachere Beweise hierftir hat RoY [34] 
angegeben. Eine Ausdehnung der Darstellung des Schwerpunktes der 
GauBschen Krtimmung durch (44) auf nichtkonvexe Hyperfl~ehen finder 
man bei FLANDERS [16]. Dal~ bei einem konvexen Polytop P e ~ der 
durch (44) dargestellte Punkt auch als Schwerpunkt erhalten wird, wenn 
man in den Ecken yon P die ~ul3eren Winkel als l~Iassen anbringt, ist 
yon SHEPHARD [39] gezeigt worden. ~brigens kann man nicht nur bei 
glatten KSrpern und Polytopen den Steinerpunkt als ,,Kriimmungs- 
schwerpunkt" auffassen, sondern bei beliebigen KSrpern K e ~g. Der 
Steinerpunkt eines KSrpers K ergibt sich n~mlich als Schwerpunkt der- 
jenigen Massenverteilung auf 0K, die jeder Borelmenge M auf OK den 
Inhalt des sphs Brides yon M als Gesamtmasse zuordnet (dal3 
hierdurch ein Borelmal~ auf OK erkl~rt ist, wird (ftir n = 3) bei AL~K- 
SANDROV [2], Kap. V, w 2, nachgewiesen). Schliel~lich lassen sich auch 
die in (28) und (32) angegebenen Darstellungen der Punkte lot(K) als 
SpezialfMle eines fiir beliebige konvexe KSrper giiltigen Ausdruckes er- 
kennen, wenn man die yon FEDERER [13] eingeftihrten Kri~mmungsma~e 
heranzieht. 

Die urspriingliche Fragestellung, durch die STm~ER [40] auf den Kriim- 
mungsschwerpunkt geffihrt worden ist, bestand in gewissen Extremal- 
problemen. Andere Beweise der yon ihm gefundenen kennzeichnenden 
Extremaleigenschaften des Steinerpunktes sowie weitere Eigenschaften 
dieser Art findet man bei FERRERS [15], ~V[EISSNER [28], NAKAJIMA [31], 
HAYASIII [24], Su [41], [42]. 

Die Additiviti~tseigenschaft (26) findet man andeutungsweise bei 
BLASCHKE [4], S. 118. Im Fall r = n lautet sie einfach 

(45) p,~ (K u _~) + p,, (K n K') = p ,  (K) + p,, (K). 
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Fiir  einen einfachen Nachweis dieser Identit/~t anfgrund  der (an (44) 
abzulesenden) Minkowskischen Additivit/~t des S te inerpunktes  sowie 
da ran  ankni ipfende Be t raeh tungen  sehe m an  SALLEE [35]. 

Die Gleichungen (27) finden sieh in Spezialfallen (zumeist fiir n = 2) 
bei KUBOTA [26], BLASCHKE [3], [4], S. 86--87,  BOSE und  RoY [7], 
[8], [9]. Aus diesen Gleichungen ergeben sich eine Reihe yon  Aussagen 
fiber die gegenseitige Lage yon  Schwerpunkten ,  0berf lachenschwer-  
p u n k t e n  (bzw. Umfangsschwerpunkten  in der Ebene)  und  Krf immungs-  
schwerpunkten  eines konvexen  KSrpers  bzw. der KSrper  einer Parallel-  
sehar. Derar t ige Aussagen sind, zum Teil aueh au f  anderem Wege, yon  
DUPORCQ [11], [12], KUBOTA [26], NICLIBORC [32], BLASCHKE [3], BOSE 

und  R oy  [7], [8], [9] hergelei tet  worden.  
Es sei noeh au f  einen wei teren Fragenkreis  hingewiesen, der sich mi t  

Eigenschaf ten  yon  Krf immungs-  und  anderen Sehwerpunkten  ebener  
konvexe r  Bereiche befaBt. E in  typisches Ergebnis  l an te t :  D u t ch  den 
S te ine rpunk t  eines g la t ten  konvexen  Bereiches gehen wenigstens vier 
Normalen  der Randkurve .  Ffir  diese und  verwandte  Aussagen sehe m a n  
MEISSNER [28], HAYASH/ [25], BOSE [6], BOSE und  RoY [7], [8], 
GUGGENHEIMER [19]. 
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