Kriimmungsschwerpunkte konvexer Korper (I)

Von RoLF ScHNEIDER in Berlin

Einleitung

Ein bedeutender Teilbereich der Theorie der konvexen Korper, ins-
besondere des klassischen Bestandes dieser Disziplin, befafit sich mit
reellwertigen Funktionalen, die den Korpern in geometrischer Weise zu-
geordnet werden konnen. Eine zentrale Stellung, zumal im Rahmen
der Brunn-Minkowskischen Theorie, nehmen die Quermafintegrale ein.
Sie sind spezielle gemischte Volumina, kénnen aber, worauf schon ihr
Name hinweist, auch auf andere Weise erklirt werden.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit vektorwertigen Funktionalen
konvexer Korper. In dhnlicher Weise wie man aus dem Begriff des
Volumens die gemischten Volumina und daraus durch Spezialisierung
die QuermaBintegrale bekommt, gelangt man, ausgehend vom Schwer-
punkt, zu einer Serie weiterer Punkte, die jedem konvexen Korper mit
inneren Punkten in natiirlicher Weise zukommen. Wir bezeichnen diese
Punkte als Krimmungsschwerpunkte, da sie sich deuten lassen als
Schwerpunkte einer Massenverteilung auf dem Rande des konvexen
Korpers, deren Dichte (beziiglich des Oberflichenmafes) im Fall eines
hinreichend glatten Korpers mit einer Kriimmungsfunktion iiberein-
stimmt, das heit mit einer elementarsymmetrischen Funktion der
Hauptkriimmungen der Randfliche. Die zugehorigen Gesamtmassen sind
gerade die Quermafintegrale. Zu den Kriimmungsschwerpunkten gehéren
insbesondere der Oberfldchenschwerpunkt und der Steinerpunkt.

Es scheint, dafl die Kriimmungsschwerpunkte, abgesehen vom Steiner-
punkt, noch nicht sehr ausfiihrlich untersucht worden sind. In diesem
Sinne duBert sich auch GrUNBAUM [18], S. 241; und es war diese Be-
merkung, die den AnstoB zur vorliegenden Arbeit gegeben hat. Threm
Charakter nach passen sich unsere Betrachtungen eher dem klassischen
Rahmen der Theorie der konvexen Korper ein, wie er etwa durch
BoNNESEN-FENCHEL [5] und Hapwicer [21], Kap. 6, abgesteckt ist.
Die Analogien der Kriimmungsschwerpunkte zu den QuermaBintegralen
sind so vielfaltig und weitgehend, da8 sich die einschligigen Methoden
aus den beiden genannten Biichern héufig in naheliegender Weise iiber-
tragen lassen.
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Es erweist sich sehr schnell, dal im Sinne der erwihnten Analogie das
genaue Gegenstiick zum Volumen nicht durch den Schwerpunkt selbst,
sondern durch den mit dem Volumen multiplizierten Schwerpunkts-
vektor gegeben wird. Diesen Vektor bezeichnen wir als Zielvektor. In
§ 1 leiten wir daraus die gemischten Zielvektoren ab, die den gemischten
Volumina entsprechen, und stellen ihre wichtigsten Eigenschaften fest.
Durch Spezialisierung erhalten wir dann in § 2 zunéchst die Quermaf-
vektoren als Gegenstiicke der Quermafintegrale und hieraus durch
Multiplikation mit geeigneten Faktoren Vektoren die, wie sich zeigen wird,
die Krimmungsschwerpunkte darstellen. Eine Untersuchung von Eigen-
schaften dieser Kriimmungsschwerpunkte schliet sich an. § 3 enthilt
den Nachweis, dall bei Kérpern konstanter Breite zwischen den Kriim-
mungsschwerpunkten gewisse affine Abhéngigkeiten bestehen. Unser
Hauptergebnis wird in der in Kiirze in diesen Abhandlungen erscheinenden
Fortsetzung der vorliegenden Arbeit bewiesen. Es bringt eine Kenn-
zeichnung der Kriimmungsschwerpunkte bzw. der Quermafvektoren
durch funktionale Eigenschaften zum Ausdruck und ist damit ein Gegen-
stiick zu den , Funktionalsitzen von Hapwicer [21], S. 221, die im
wesentlichen eine axiomatische Charakterisierung der Quermafintegrale
zum Inhalt haben. Als Anwendung eines weiteren, verwandten Ein-
deutigkeitssatzes erhalt man eine Serie integralgeometrischer Relationen
fir Kriimmungsschwerpunkte, die sich den Croftonschen Formeln und
der kinematischen Hauptformel als vektorielle Gegenstiicke an die Seite
stellen lassen.

Wie sich im Verlauf der Fertigstellung dieser Arbeit zeigte, ist das
Konzept der Quermalvektoren unabhéngig zur gleichen Zeit auch von
Herrn H. Hadwiger begriindet und in seinen Auswirkungen untersucht
worden Die gemeinsam verfalite Note [23] gibt eine knapp gehaltene
Darstellung, die sich speziell auf QuermaBvektoren (anstelle der all-
gemeineren gemischten Zielvektoren) beschrankt, dadurch andersartige
Definitionen und demzufolge einen raschen Zugang zu den wesentlichen
Eigenschaften der Quermafvektoren ermoglicht sowie, gestiitzt auf einen
in Teil IT dieser Arbeit nachzuweisenden Eindeutigkeitssatz fiir den
Steinerpunkt (Satz 2), auf einen ,,Funktionalsatz* fiir QuermaBvektoren
und die daraus ableitbaren vektoriellen integralgeometrischen Formel-
systeme eingeht.

1. Gemischte Zielvektoren.

Unser Arbeitsgebiet ist der n-dimensionale euklidische Vektorraum E».
& bezeichne die Menge der konvexen Korper (nicht leere, kompakte,
konvexe Teilmengen) des Raumes £7; wie iiblich sei & mit der Minkow-

8 Hbg. Math, Abh., Bd. XXXVII
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skischen Addition und der Hausdorffschen Metrik versehen. Wir definieren
eine Abbildung z: & — E» durch

fzd 7V (), falls dim X = =,
2(K)=4 K
0, falls dim K < =.

Dabei bezeichnet z den variablen Ortsvektor und dV das Volumen-
element. Der Vektor z(K) entsteht also aus dem Ortsvektor des Schwer-
punktes durch Multiplikation mit dem Volumen des Kérpers; wir be-
zeichnen ihn als Zielvektor des Korpers K. Indem man den Zielvektor
einer Linearkombination konvexer Korper betrachtet, wird man auf den
Begriff des ,,gemischten Zielvektors‘ gefithrt. Wir werden zunéchst diese
gemischten Zielvektoren betrachten und aus ihnen spiter translations-
aquivariante Vektorfunktionen herleiten, denen dann ein groBeres geo-
metrisches Interesse zukommt.

Die folgenden Eigenschaften des Zielvektors ergeben sich unmittelbar
aus der Definition.

Ist A: E* — E" eine homogene lineare Abbildung, so ist

(1) 2(AK) = |det A|Az(K).
Fir a e B gilt
(2) 2(K 4 a) = z(K) + V(K)a.

Dabei haben wir wie iiblich statt K + {a} abkiirzend K + & geschrieben;
das ist der Korper, der aus K durch Translation um den Vektor a hervor-
geht. V bezeichnet das Volumen.

(3) Die Abbildung z: K" — E" ist stetig.
Ferner gilt
(4) 2(K U K) + 2(K N K) = 2(K) + 2(K),

falls K, K, K U K € ®» gilt. Es ist also z additiv auf &*. Dabei wird all-
gemein ein auf einer Klasse © von Mengen des £ erklirtes Funktional ¢
mit Werten in einer abelschen Gruppe als additiv auf © bezeichnet, wenn
¢p(KUK)+ ¢KNK)=g¢(K)+¢K) git, sobald K,K, KUK,
KN Ke® sind.

Ist K € & ein (n — 1)-dimensionaler Korper, so setzen wir

Z(K) = [ 2dV'(2),
4
wo dV’ das (n — 1)-dimensionale Volumenelement in der Trigerebene
von K bezeichnet. Es gilt fiir a € En
(5) 7 (K +a) = (K) + V' (K)a,
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wenn V' das (n — 1)-dimensionale Volumen ist. Sei
Q= {ueck (u,uy=1}

die Einheitssphire des E». Ferner sei k: & X 2 — R die Stitzfunktion,
also b (K, u) = sup {(z, u)|r € K}.

Sei P € §" ein n-dimensionales Polytop mit den (» — 1)-dimensionalen
Seiten F,, ..., Fy. Wir schreiben h(P, u;) = h;, wo u; der zu F; ge-
hérende duBlere Normaleneinheitsvektor ist. Der bekannten Darstellung

1 ¥
V(P)Z;;E hz‘Vl(Fi)
i=1

des Volumens 148t sich nun die folgende Darstellung des Zielvektors an
die Seite stellen:
1

N
(6) z(P) :n—i-l‘glh"zl(F")'

Zum Beweis sei zunichst C € &" ein n-dimensionaler Kegel der Hohe a
mit Basis F und mit der Spitze im Nullpunkt. Bezeichnet dV; das
(n — 1)-dimensionale Volumenelement in der Ebene AE, wo E die
Tragerebene von F ist, so ist

2(0)= [zdV(2) = fl{ [xdV;(x)} adi
C 0 AF

1
- f/ln{fde{(x)}adlzn_ll_la,z’(F).
0 F

Bezeichnen wir nun die konvexe Hiille der Vereinigung der Seite F'; und
des Nullpunktes mit C; und setzen wir &; = sgn h; (so daB also ¢;k; die
Hohe von O, ist), so ergibt sich die Behauptung (6) aus

N , X
2(P) = f wdV (2) = X e f wd V(@) = g 2 het (F).
p B ] 1=

Nun seien K;,..., K,e & konvexe Korper und 4, ..., 4, nicht-
negative reelle Zahlen. Bekanntlich ist das Volumen des Korpers
LK, +--- + 1,K, ein homogenes Polynom n-ten Grades in den Para-
metern 1, ..., i,. Ein analoger Sachverhalt besteht fiir Zielvektoren:
Der Zielvektor von 4, K, + --- + 4,K, ist ein homogenes Polynom
(n + 1)-ten Grades in Ay, ..., 4,. Es gilt also

(7) z(;l'lKl + e + HKr) == 2201---0n+1}‘01 v ,19”“,

wo die Summation iiber alle p; unabhingig von 1 bis r zu erstrecken ist.
Die vektoriellen Koeffizienten z, .. ,, ., seien dabei als symmetrisch in
allen Indizen angenommen; sie sind dann eindeutig bestimmt. Dal

8*
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z(LK; +---+ 4, K,) ein homogenes Polynom vom Grade » 4 1 ist,
wurde fiir n = 3 bereits von MINKOWSKI [29], § 23, gezeigt. Ein ein-
facherer Beweis 1dft sich fiithren in enger Anlehnung an den entsprechen-
den Beweis fiir die Volumina in BoNNeSEN-FENCHEL [5], S. 39:

Wir beweisen die Existenz einer Darstellung (7) durch Induktion nach
der Dimension. Fiir » = 1 ist die Behauptung sofort einzusehen, denn
ist K C E' das Intervall [a,b], so ist 2(K) = }(b%®—a?), und es ist
> Afas, b = [ A, 2y A:b;]. Sei nun # > 1 und die Behauptung fiir die
Dimension n — 1 bereits bewiesen. Seien Py, . .., P, € § n-dimensionale
Polytope und A,,...,2, nichtnegative reelle Zahlen. Wir setzen
P=MisP,+-+- 4+ %P, Sei E eine Hyperebene, die eine (n — 1)-
dimensionale Seite ' von P enthilt, und sei E; die zu E gleichsinnig
parallele Stiitzebene an P,(¢ = 1, ..., r). Schreiben wir P, N E;, = F,,
so gilt F = A F, +---+ A, F,. Sei nun K, die zu E parallele Ebene
durch den Nullpunkt von E", sei a; € E™ ein Vektor mit E; + a; = E,.
Wird ¢ = 4,0, + -+ + A,a, gesetzt, so ist E + a = E,. Die hochstens
(n — 1)-dimensionalen Polytope F; + a; liegen in Ey (i = 1, ..., r), des-
gleichen das (n — 1)-dimensionale Polytop

Fia=4F +a)+- - +24F +a,).

Nach Induktionsannahme ist also 2'(¥ 4 a) ein homogenes Polynom
n-ten Grades in 4, ..., 4,. Wegen

VI(F)G = V/(AI(FI +a1) + +lr(Fr ‘l‘ ar)) (llal + +lrar)

ist auch V' (F)a ein homogenes Polynom n-ten Grades in 4,,...,4,;
wegen der nach (5) bestehenden Relation

ZF)=2(F +a)y— V' (Fa

gilt das gleiche daher auch fiir 2’ (¥). Aus (6) und der Linearitat der
Stiitzfunktion folgt nun, daf z(P) ein homogenes Polynom (n + 1)-ten
Grades in A,, .. ., 4, ist. Durch ein bekanntes Approximationsargument
{(vgl. BONNESEN-FENCHEL [5], S. 39) erhilt man die entsprechende Aus-
sage fiir allgemeine konvexe Korper.

Der in (7) auftretende Koeffizient z,, ..., "
als gemischter Zielvektor der Korper K, , .
setzen

e+ Bepyy

= 2(K, K, ) wird
-» K,,,, bezeichnet. Wir

2Ky oo Ky Ky oK) =2(Ky, iy, ..., Kbyiy)

i ir

und kénnen dann Gleichung (7) auch in der Form

®) 2K+ +AE) = ok K ALY

A A
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schreiben, wo unabhingig iiber alle nichtnegativen i,,...,¢ mit
iy 4 +++ + 4, = n + 1 zu summieren ist.

Wir stellen nun einige Eigenschaften der soben definierten Abbildung

Z2i R X X Q" > B
N —t—— tttem———
nt1

zusammen. Die Beweise ergeben sich, soweit sie nicht angedeutet sind,
analog zu den Beweisen der entsprechenden Eigenschaften gemischter
Volumina.

Ist A: E*» — E" eine homogene lineare Abbildung, so ist

(9) 2(AK,, ..., AK, ;) = |det A|Az(K,, ..., K,.1).

Es ist

(10) 2(K, ..., K)=zK).

Ist p <<m + 1 eine natiirliche Zahl und ist 4;,...,4, >0, so gilt

z(llKl + e + lsKs’_p7 Kp+19 L] Kn+1)
! . . = i i
= E_il! p 2Ky by, Koyt Ky oo, K ) A2 RS,

A

(11)

wo iiber alle ¢; > 0 mit 4; + .-+ - ¢, = p zu summieren ist.
(12) 2(K,y, ..., K,,) hingt stetig von K,, ..., K, , ab.

Ist p <<n 4+ 1 eine natiirliche Zahl und ist K, K, K U K € &, so gilt
(bei beliebig gewihlten Korpern K, ..., K, € &")

2 KUK, p,Kppyy. . Kpy) F2(KE0 K, p, Ky .o vy Kpi)
= z2(K, p, Ka)+1: ceey Kn+1) + Z(K,p, Km+1s ceey Kn+1);

das Funktional z(K, p, K,,4, . . ., K,y) ist also, als Funktion von K, auf
fn additiv. Zum Beweis benutzt man die bei konvexen Korpern K, K
mit konvexer Vereinigung fiir beliebige Korper K’ € §~ giiltigen Bezie-
hungen (KU K) + K = (K + K')U (K + K') sowie (KNK)+ K’
= (K + K')n (K 4 K’) und findet wegen (4) fiir A, Apyy, -« oy Aty =0
(zu summieren ist jeweils iiber ¢ von p + 1 bis » 4 1)

2(ME U K) + X L,K) +2(A(K N K) + X 4K,)

=2(AK+ 5L, K)VAK +D,K,)+2(AK + 24 K)N(AK + 3,1, K)))
=2(AK + 3 1,K;) +2(AK + 3 1,K).

Entwicklung der Summanden in der ersten und der letzten Zeile gema8

(8) und Vergleich der Koeffizienten von A?4,,, ... A, ergibt die Be-
hauptung (13).

(13)
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Wir stellen nun das Verhalten der gemischten Zielvektoren bei Trans-
lationen der eingehenden Korper fest. Fir a,,...,a,,€E* und
Ay vy Anyy =0 gilt wegen (2)

2(M(Ky +ay) + o A Dy (Knyy + Qi)
=2 K+ - + 41 K,p)
F VLK, + -+ 2y Kp) (Mg -+ 0+ Ay @)

Wir entwickeln beide Seiten der Gleichung gemif (8) und beriicksichtigen
die Darstellung

VLK, +- + A1 K1)
_E ’L '... Tt V(Kly?/l,-..,Kn_*_l’q/n_‘_l)l l;”:ll,
wo V(Kl, CTRREY Kn+1’ 7‘n+1) das gem_lschte Volumen

V(Kls .. '>K1! v ':K'n+l" “’Kn+l)

iy iny1
bezeichnet. Nach geeigneter Zusammenfassung ergibt ein Koeffizienten-
vergleich

z(Kl + 1 TR Kﬂ+l + a’n+1)

(14) =2(Ky,...,Kpp1) + n+1[V(K2,...,K,,+l)a1—|—---
+V(K1,--->Kn) n+1]'
Nun geben wir fiir den gemischten Zielvektor z(K, Py, ..., P,) von

Polytopen P, ..., P, 8 und einem beliebigen Korper K € & eine
niitzliche Darstellung an. Fiir einen Einheitsvektor u € 2 und einen
Korper K € & bezeichne K (u) die Stiitzmenge von K in Richtung u,
d. h. den Durchschnitt von K mit der Stiitzebene an K mit suBerem
Normalenvektor «. Dann gilt fiir Polytope P,,..., P, "

(15) 2(K,P,,... P,) = ﬁizk(K, w) 7 (Py(w), . . ., Pa(w)).

Zu summieren ist darin iiber alle Einheitsvektoren #, fiir die

2 (Py(w), . .., Pa(w)) == 0

ist. Das sind nur endlich viele, denn 2’ (P, (%), . . ., P,(»)) kann, wie man
sofort der Definition der gemischten Zielvektoren entnimmt, nur dann
vom Nullvektor verschieden sein, wenn P (u) + -+ P,(u) von der
Dimension n — 1 ist. Die Formel (15) ist analog zur Gleichung

(16) V(K Py, ..., Ppy) = = Sh(K, u) V/(Py(w), . . ., Poy(u))
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(s. BoNNESEN-FENCHEL [5], S. 42); sie laft sich auch ganz dhnlich her-
leiten, weshalb wir auf den Beweis nicht weiter eingehen.
Ist K,,..., K, ein (n + 1)-tupel, so bezeichnen wir mit

KDy s K

das nach Weglassen von K; verbleibende n-tupel. Wir zeigen fiir kon-
vexe Korper K,,..., K,

(17 Tst V(Ky, .. o (KD, ..., K)) =0 firi =1,...,n 1, s0ist
Z(K1:~":Kn+1)=O-
Zum Beweis nehmen wir zunichst an, die Korper K,,..., K,;; € &

seien Polytope. Wir schlieflen durch Induktion nach der Dimension. Fiir
n = 1 ist die Behauptung trivial; sei also » > 1 und die Behauptung
bereits bewiesen fiir die Dimension » — 1. Wegen (14) und der Voraus-
setzung V(K,, ..., K,.,) = 0 ist

Z(K1 + a, Kz: S Kn+1) = Z(Kl’ Kza R Kn+1)

fir beliebige a € E». Wir konnen daher o. B. d. A. annehmen, dafl K,
den Nullpunkt im relativen Inneren enthilt. Nach (16) und nach Voraus-
setzung gilt fir i =2,...,n 4+ 1

PNh(Ky,u) V' (Ky(w), ..., (K(w)), ..., Kppy(w))
- nV(Kl’ K2’ .- <Kz> n+1) 0.

Da der Nullpunkt im relativen Inneren von K, liegt, ist A(K,,u) >0
fir alle » € Q2. Fir jeden Vektor « € 2 mit A(K,,u) 3 0 gilt also

V,( ) (K u»’ MR 4 n+1(u)) = O

fiir ¢ = 2,...,n + 1. Nach Induktionsannahme folgt daraus
Z(Ky(u), ..., K, (u))=0,
so dafl sich aus (15) die Behauptung

2Ky, Ky, oo, Kng) = 0

ergibt. Seien nun K,,..., K, , € & beliebige konvexe Korper mit
V(Ky, oo KDy .., Kpy) =0 (1=1,...,n + 1). Man approximiere
K; (j= 1 , N + 1) durch eine Folge P}, P2, ... konvexer Polytope
derart, daB P;-‘ in K; enthalten ist (k = 1, 2, ...). Wegen der Monotonie
der gemischten Volumina. (BonwESEN-FENCHEL [5], S.41) gilt dann
V(PE, ... . (P¥,..., Pt )=0 (i=1,...,n -+ 1) und folglich, wie eben
gezeigt Wurde z2(PE, ..., Pt,)) = 0. Aus der Stetigkeit der gemischten
Zielvektoren folgt dann die Behauptung 2(X,, ..., K,,,) = 0.
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Fiir eine Serie spezieller gemischter Zielvektoren, die von nun an mit
Vorrang betrachtet werden sollen, fithren wir noch eine besondere Be-
zeichnung ein. Es sei B = {z € E*|(z, ) < 1} die Einheitskugel des E»
mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt. Wir setzen fir r = 1,...,n + 1

. ,
¢ (K) = = 2(K,n + 1—r, B,7).

Die dadurch definierte Abbildung ¢, : 8 — E» hat die folgenden Eigen-
schaften:

Fir jede Drehung T: E* — E* um den Nullpunkt gilt
(18) .(TK) = Tq,(K).

Dies folgt aus (9) und der fiir Abbildungen der genannten Art giiltigen
Gleichung T B = B. Ferner ist die Gleichung

(19) qr(K 4+ a) = QT(K) + WT(K)a
fiir @ € E" ein Spezialfall von (14). Darin tritt als Faktor des Vektors a

das Quermalintegral
W.(K)=V(K,n—r, B,r)

auf. Aus (11) ergibt sich sofort fiir A > 0
(20) 9 (AK) = 2*+7q,(K),

und die folgenden Aussagen sind wieder Spezialfille bereits bekannter
Resultate:

(21) q, ist additiv auf K*.
(22) q, tst stetig.

Wir bezeichnen q,(K) als den r-fen Quermapvekior des Korpers K. Die
Motivation fiir diese Benennung wird spéter ersichtlich werden.

2. Schwerpunkte

An Gleichung (14) 1i8t sich ablesen, wie man aus den gemischten
Zielvektoren translationsiquivariante vektorwertige Funktionale ge-
winnen kann. Hierzu seien n + 1 —r (mit t <r <n + 1) Korper
Koy, ooy Ky € 8" fest gewdhlt; dieses (» 4 1 — r)-tupel bezeich-
nen wir fir den Moment mit K*. Sodann sei ®(K*) die Menge der-
jenigen konvexen Korper, fir die V(K,r—1, K*) =0 ist. Welche
Korper zu & (K*) gehoren, 146t sich anhand des Kriteriums in BONNESEN-
FexcHEL [5], S. 41, leicht entscheiden. Sind insbesondere die Korper
K., ..., K,y simtlich n-dimensional, so gehoren genau die mindestens
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(r — 1)-dimensionalen Kérper zu & (K*). Fir alle K € ®(K*) konnen

wir nun

. (n+1) 2(K, r, K*)
(K, K*) = 5, 1 5%

definieren. Fiir r == n 4 1 (in diesem Fall ist K* leer) ergibt sich gerade
der Ortsvektor des gewShnlichen Schwerpunktes; er ist definiert auf der
Menge der n-dimensionalen Korper. Der durch s, (K, K*) dargestellte
Punkt ist dem Korper K in einer von der Lage des Korpers zum Null-
punkt unabhingigen Weise zugeordnet ; nach (14) gilt ndmlich fiir jeden
Vektor a € E* die Gleichung s,(K + a, K*) = s,(K, K*) + a.

Wir betrachten von nun an nur den Spezialfall, daf}

K'r+1:"':Kn+1=B

(= Einheitskugel mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt) ist. Wir schreiben
dann abkiirzend s, (K, K*) = p,,,_,(K). Dann lautet also die Definitions-
gleichung von p,.(K)

— QT(K) — (”+1)Z(K,%+1—T, B,T)
(23) prK) = W (K) (n+1—n)V(K,n—r, B,r)’

Die Menge der mindestens m-dimensionalen konvexen Korper des E»
bezeichnen wir mit 8%, (0 << m << n). Die wichtigsten Eigenschaften der
Abbildung p,: 82_, — E» sind die folgenden; sie ergeben sich aus (18)
bis (22). Fiir jede Ahnlichkeit A: E» — En gilt

(24) ».(AK) = Ap.(K).
(25) P, vt auf K5, stetig.
Ist K, K,KUEER%_T, so ist

W.(K U B)p, (K U K) + WK K)p,(KnE)

26 _ i
(26) — W,(K)p,(K) + W,(E)p,(E).

Diese Gleichung ist zundchst nur fiir dim (K N K) > n -—r sinnvoll,
da andernfalls p,(K N K) nicht erklart ist. Ist aber

dim (KN K) <n—r,

so ist W,(K N K) = 0, also bleibt die Gleichung auch in diesem Fall
sinnvoll, wenn unter p,(K N K) ein beliebiger Vektor verstanden wird.
Die Gleichung bleibt dann auch richtig, wie aus (21) und (17) hervorgeht.
Die in der Gleichung (26) zum Ausdruck kommende Eigenschaft des
Funktionals p, wollen wir als ,,gewogene Additivitit mit dem Gewicht
W, bezeichnen.
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Aus (11) und der analogen Eigenschaft der gemischten Volumina
(BoNNESEN-FENCHEL [5], S. 40) ergibt sich ein Gegenstiick zur ,,Steiner-
formel” fiir Parallelk6rper; fiir 1 > 0 gilt namlich

3 (1) Wm0
(27) po(K + AB) ==

5 (s

i=r

) 2o W)

Den Punkt p,(K) bezeichnen wir als den r-ten Kriimmungsschwerpunkt
von K (1 << r << m); p,ist der gewShnliche Schwerpunkt. Die Bezeichnung
,, Kriitmmungsschwerpunkt‘‘ wird durch die nachfolgenden Uberlegungen
gerechtfertigt. Einen konvexen Korper K € §2 wollen wir gla#t nennen,
wenn sein Rand 0K eine zweimal stetig differenzierbare Hyperfliche mit
nirgends verschwindenden Hauptkriimmungen ist. Ist nun K € §2 ein
glatter Korper, so gilt
SfxH,_,dF

oK
(28) P.(K) ="JH_ dF° I<r<n.
0K

Darin ist « der Ortsvektor auf dem Rand 2K von K; H, bezeichnet die
(normierte) k-te elementarsymmetrische Funktion der Hauptkriimmun-
gen (mit H, = 1) von dK und dF das Oberflichenelement. Durch (28)
kommt zum Ausdruck, dafl der Punkt p,(K) (1 << r << n) sich als Schwer-
punkt ergibt, wenn der Rand des glatten Korpers K mit einer Masse
belegt wird, deren Dichte (beziiglich des Oberflichenmafes) proportional
ist zur (r — 1)-ten elementarsymmetrischen Funktion der Hauptkriim-
mungen. Insbesondere ist p,(K) der Oberflichenschwerpunkt und p,(K)
der Steinerpunkt von K.

Beweis von (28). Ist P e & ein Polytop, so besagt ein Spezialfall
von. (15)

aP)="F12(P,..,P,B)= -2 (K (), ..., Ku) =~ fxdF.

n T n
oP

Durch Approximation erhilt man die Giiltigkeit der Darstellung

(29) (K) =L [wdF
°K

fiir beliebige Korper K € &2. Hierzu ist F aufzufassen als ein auf den
Borelmengen des Randes von K erkliartes Maf. Eine exakte Einfithrung
dieses ,,FlichenmaBes fiir allgemeine konvexe Korper sowie die zur
Rechtfertigung des Approximationsargumentes erforderlichen Uber-
legungen findet man bei ALEESANDROV [1], § 1. Ist jetzt K insbesondere
ein glatter konvexer Korper, so ist die Formel (29) richtig, wenn man
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unter dF das Oberflichenelement im differentialgeometrischen Sinne
versteht. Wegen der vorausgesetzten Glattheit ist die durch parallele
duBere Normalenvektoren vermittelte spharische Abbildung von 9K
auf die Sphare 2 ein Diffeomorphismus; wir konnen daher das in (29)
auftretende Integral transformieren in ein Integral iiber Q:

(30) w(K) =5 [ 2K, 08, (K, 0 dow).

Q

Darin bedeutet S,_, (K, ) das Produkt der Hauptkriimmungsradien im
(eindeutig bestimmten) Randpunkt von K mit &uBerem Normalen-
vektor u; (K, u) ist der Ortsvektor dieses Punktes, dw ist das Ober-
flachenelement auf Q. In (30) ersetzen wir nun den Kérper K durch den
dulleren Parallelkérper K + A B(1 > 0). Wegen

(K + AB,u) = =(K,u) + Au
und
n—1i n—1 o
8, (K +ABu)y=13 ( . )an -r8, (K, u),

r=0

wo §, die r-te (normierte) elementarsymmetrische Funktion der Haupt-
krimmungsradien bezeichnet, ergibt sich

q.(K + AB) =-:;n§ ("71) zn—l—rfx(K, ) 8,(K,u) do(w).
r=90 S

Hier wurde die bekannte Identitit
(31) fuS,(K,u)dom)=0 (r=01,...,n—1)
Q

benutzt. In Anbetracht eines Spezialfalles von (11) ergibt nun ein Koeffi-
zientenvergleich die Darstellung

2,(K) :%fx(K, w) By (K, u) doo.
Q2
Transformieren wir dieses Integral wieder in ein Integral iiber 0K, so
erhalten wir wegen §,/8,_; = H,_;_, die Bezichung
1
0. (K) = [«H, ,dF.
0K

Zusammen mit der bekannten Darstellung

W.(K) = [H, dF
0K

ergibt das gemafl der Definition (23) die Behauptung (28).
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Der durch (28) gegebenen Darstellung des Punktes p, als Schwerpunkt
laBt sich eine fiir Polytope giiltige Darstellung an die Seite stellen. Hierzu
miissen wir zunéchst die duleren Winkel eines Polytops P € & erkliren:
Ist F'¥ eine k-dimensionale Seite von P(k=0,1,...,n—1), so sei QF
der Durchschnitt der Sphire £ mit derjenigen (» — k)-dimensionalen
Ebene des E* durch den Nullpunkt, die total orthogonal ist zu F¥.
Sei Q¥ C Q% die Teilmenge der Einheitsvektoren, die #uBere Normalen-
vektoren von Stiitzebenen an P sind, welche die Seite ¥ enthalten. Die
Menge %, das ,,sphérische Bild* der Seite F¥, ist also ein spharisches
Polytop auf der (r — 1 — k)-dimensionalen Sphire 2. Bezeichnet nun
of das (n — 1 — k)-dimensionale Lebesguesche MalBl auf 2%, so sei

p(F¥, P) = wk(2F) | w}(QF)

gesetzt. Die Zahl y(F¥, P) wird als der dufere Winkel von P bei F¥
bezeichnet. Ferner sei v(F¥) das k-dimensionale Volumen der Seite F¥
und s(F¥) der gewohnliche Schwerpunkt von F¥, bezogen auf die k-
dimensionale Triagerebene von F¥. Wir behaupten nun: Ist P € &2 ein
Polytop, so gilt fir 1 <r <n

Zy(FT, P)o(FyT) s(Fy)
(32) PP = B

Zu summieren ist dabei iiber alle (n — r)-dimensionalen Seiten F# des
Polytops P (1 = 1,2,..., for(P)).

Beweis. Wir wenden die Gleichung (29) auf den Parallelkorper
K = P 4+ 1B (A > 0) an und zerlegen das Integrationsgebiet in geeigne-
ter Weise

n—1 fr(P)

(33) P +iB) =3 % % [ =dF;

r=0 i=1 qu)
dabei ist die Menge F7(1) C (P 4 AB) erklirt durch
Fr) ={xec Bz =z, +Au mit z,eF; und wueli}.

Schreiben wir den Vektor ze€ Fi(l) in der Form z = z, 4+ Au, mit
xo € F7 und u, € 27, so lassen sich die in (33) auftretenden Integrale
folgendermaBen berechnen: Bezeichnet dv} das r-dimensionale Volumen-
element in der Trigerebene von F7, so ist

[ xdF () = 2" [ [(zy + Au,) dvi(w,) de] (uy)
Fi(4) 2

= 11 [ daf [ wedvi(wo) + A [ udwj(w) [ dof.
3 o

F Cy
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Nach Definition des duBeren Winkels ist

fdw{ = Wp 3 '.U(F{’ P),

a7
wenn w, ; , = of(27) das (» — 1 —r)-dimensionale Gesamtmal} der
Sphire Qf bezeichnet. Damit erhilt man aus (33):

1 Ir(P)
ln-—l—rwn_l_r 2 w(F’{, P) ’U(F{) 8(F:);
0 =1

(3) q(P+iB)=L"

=

wenn man noch die Identitat

fr(P)
(35) Mol [udof(w)=0 (r=0,1,...,n—1)
i=1 a7

beachtet. Diese Gleichung ist ein Gegenstiick zur Formel (31) und gleich
ihr ein Spezialfall der allgemeineren Identitat

(36) [udo,(u) =0 r=01,...,n—1).
o]

Hier ist ¢, die sogenannte r-te Oberflichenfunktion (s. FENCHEL-JESSEN
[14]). Die Gleichung (36) ergibt sich bekanntlich aus der Translations-
invarianz der QuermaBintegrale (s. [14], S. 13, fiir den Fall r = n — 1;
die allgemeine Aussage folgt analog). DaB sich die Gleichungen (36) im
Falle eines Polytops in der Tat auf die Gleichungen (35) reduzieren, sieht
man unschwer ein, wenn man, etwa unter Verwendung der letzten Formel
in FENCHEL-JESSEN [14], 8. 31, die r-te Oberflichenfunktion eines Poly-
tops bestimmt.
Aus (34) und (11) folgt nun durch Koeffizientenvergleich

r (’;) 0-(P) = 0,y X p(Frr, PYo(Frn) s(Fr)  (r=1,...,m).

Dies ist ein Gegenstiick zu der fiir die Quermaflintegrale eines Polytops
giiltigen Darstellung

r () We(P) = w0, S p(Eir, P o(Frr)  (r=1,...,m),

die man auf dhnliche, aber einfachere Art herleiten kann. Aus beiden
Gleichungen zusammen ergibt sich die Behauptung (32).

Wir wollen schlieSlich noch zeigen, dal die Kriimmungsschwerpunkte
(bis auf die Numerierung) nicht von der Dimension des umgebenden
Raumes abhéingen. Genauer gesagt, es besteht der folgende Sachverhalt:
Sei K € & und dim K = k£ < . Dann liegt K in einer Hyperebene £
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des Raumes K7, und man kann die beziiglich £ gebildeten Kriimmungs-
schwerpunkte p;_; i, . .., Pn_, des Korpers K betrachten. Es gilt dann

(37) p-(K) = pr_1(K) (r=n—=Fk...n).

Der Beweis verlauft analog zu dem Nachweis der entsprechenden Eigen-
schaft der QuermaBintegrale (s. Hapwiger [21], S.215): O.B.d. A,
gehe die Hyperebene £ durch den Nullpunkt; » € E sei ein auf E senk-
rechter Einheitsvektor. Sei 1 > 0. Fir — A << v < 1 gilt dann

(38) (K +iB) N (E +1u) = K + (12— )2 B’ + 74,

wo B N E = B’ gesetzt ist. Bezeichnet 2’ die beziiglich des Unterraumes
E gebildeten Zielvektoren und V', W; entsprechend Volumina bzw.

QuermalBintegrale, so gilt
2
2(K+AB)= [ 2dV = [Z[(K +AB)N(E + ru)] dr
K {1B -2
2

= [2(K + (22— 2 B' 4 zu)dr
A

= fl[z' (K +(A2—)'2B') 4 V' (K + (A2 —12)V2 B')tu)]dz
2
= [ 3 (1)@ n i, B iy de

= 3 (W@ e

Dabei wurde neben (38), (5), (8) und (23) die Gleichung (50) in [21],
S. 215, benutzt. Andererseits ist
Bt

2K +iB)= 3 ("T kK nt1—rBn= »

r=0 r=1

(7) 2 W, &) 2. (),

wobei z(B) = 2(K) = 0 zu beachten war. Koeffizientenvergleich ergibt
die Behauptung (37).

3. Kriimmungsschwerpunkte von Korpern konstanter Breite

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daB bei einem konvexen Karper
konstanter Breite zwischen den oben definierten Schwerpunkten gewisse
affine Abhingigkeiten bestehen. Im einfachsten Fall lautet dieses Resultat :
Bei einem ebenen konvexen Bereich konstanter Breite fallen Steinerpunkt
und Umfangsschwerpunkt zusammen. Dies ist zuerst von MEISSNER [28],
S. 327, bemerkt und auf andere Weise von BosE und Roy [7] bewiesen
worden. Fiir dreidimensionale Korper konstanter Breite haben Bosk
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und Roy [9], Kap. VIII, gezeigt, daB der Steinerpunkt gleich dem
Schwerpunkt der mittleren Kriimmung ist. Nun bestehen bekanntlich
zwischen den QuermaBintegralen eines Korpers mit konstanter Breite b
gewisse lineare Beziehungen, namlich

k—1

(39) 2W,_,— D (— 1) (I:) b~iW, , =0 (1 <k<n, kungerade),
1=0
wie fiir » = 3 von BLASCHKE und allgemeiner von DINGHAS, SANTALO
(Literaturangaben siehe [10]) und DEBRUNNER [10] bewiesen worden ist.
In Analogie hierzu liegt die Vermutung nahe, daB auch die oben fiir
n = 2, 3 erwihnte Gleichheit p, = p,_, fir Kriimmungsschwerpunkte
Bestandteil eines allgemeineren Relationensystems ist. In der Tat gilt:
Zwischen den Schwerpunkten p,, . .., p, eines Korpers K € 8, mit kon-
stanter Breite b bestehen die linear unabhdngigen affinen Relationen
k—1

(40) 2Wy 1 p— 3 (—1)f (’:) Wi W,_ipn_— 0 (1 <k <n, kungerade).
i=0

Wenn solche linearen Relationen bestehen, muf es sich wegen der Trans-
lationsiquivarianz der Schwerpunkte notwendig um affine Relationen
handeln, d. h. die Koeffizientensummen miissen verschwinden. Somit
folgen aus (40) erneut die Relationen (39).

Fir k = 1 ergibt sich aus (40) und (39) gerade p, , = p,, also die
n-dimensionale Verallgemeinerung des Ergebnisses von MEISSNER und
Bose-Roy. Fir n = 3 erhdlt man noch genau eine weitere Relation
zwischen der Schwerpunkten. Sie bringt (bei Beachtung von p; = p,)
zum Ausdruck, dafl gewohnlicher Schwerpunkt, Oberflichenschwerpunkt
und Steinerpunkt bei einem Koérper konstanter Breite auf einer Geraden
liegen.

Der Beweis von (40) erfolgt in enger Anlehnung an den von DEBRUN-
NER [10] angegebenen Beweis der Relationen (39): Nach (18) gilt fiir
beliebige konvexe Kérper K,, K, e &, und fiir 4,,4, >0

n+1

() 2Ky +hK) = 3 ("] darra K, Ky n 4 1 ).

t=0

Zu einem Korper K bezeichne K den durch Spiegelung am Nullpunkt

hervorgehenden Korper. Wenden wir (41) zunichst mit K, = K, K, = K,
sodann mit K, = K, K, = K an und beachten die Gleichungen

2(MK + AK) = —2(, K + 2,K) = —2(, K + 1K),
go erhalten wir

(42) 2(K,5,K,n+1—))=—2(K,n+1—1,K,3) (i=0,1,...,n + 1),
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Ist nun K ein Korper der konstanten Breite 1, so ist K + K = B und
daher nach (41)

2(AK 4 pB) = 2((A+ w) K + uK)

n+1n41 .
=3 ¥ (”“) (?),vmﬂ—fz(zf, i B,n+1—3).
i=0 j=0 J
Ein Koeffizientenvergleich mit (41) ergibt
i n41 1 .
(43) (”+) (K,i, B,n 4+ 1 —i) = 2(”;)() 2(K, 5, K,n4-1—7).
j=0

Wie bei DEBRUNNER ergeben sich mit Benutzung von (43), (42) und
wieder (43) die Gleichungen
E+1

Z = 0 (3 1) (1 Yk i, Bon 1)
ST (P s B 1=

) () () Ron 1
+1

= -7§0("ij’) ("TYe,n+1—4, & )

=]

k
i=

=

___(Zﬂ)z(zf,wr 1, B,n—F).

Ist nun K von der konstanten Breite b, so erhélt man wegen (20) und unter
Beachtung von z(B) = 0 die Beziehung

k k1

(K, k+1,Bn—k—3 (—1)‘(¢+ l)bk-iz(K,i-l— 1, B,n—i) =0,
i=0

die geméf der Definition der Kriimmungsschwerpunkte fiir ungerades &

mit der Behauptung (40) iibereinstimmt.

4. Historische Bemerkungen

Der Punkt p, ist, wie bereits erwihnt, nichts anderes als der bekannte
Steinerpunkt. Der Steinerpunkt p,(K) eines beliebigen konvexen Korpers
K € & wird nach dem Vorschlag von SHEPHARD [38] am zweckmaBig-
sten erklirt durch die Gleichung

(44) P (K) = fuh(K wydo.
Q
Zuerst ist dieser Punkt im Falle der Ebene von STEINER [40] betrachtet

worden, und zwar als Schwerpunkt der Massenverteilung, die bei einem
konvexen Polygon durch Belegung der Ecken mit den &éufleren Winkeln
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als Massen oder bei einer glatten konvexen Kurve durch eine zur Kriim-
mung proportionale Massendichte (beziiglich der Bogenlinge) gegeben
ist. Nach KuBoTa [26] ergeben sich die kartesischen Koordinaten dieses
Punktes als die Koeffizienten von cos ¢ und sin ¢ in der Fourier-Entwick-
lung der Stitzfunktion h(K, ) des Bereiches (dies steht implizit auch
bereits in der Arbeit von MEIsSNER [28], S. 311, Gln. (6) und (7)). Diese
Tatsache ist gleichbedeutend damit, dal fiir ebene glatte konvexe Be-
reiche der Kriimmungsschwerpunkt durch (44) dargestellt wird, Fir
glatte Korper K € ®* haben Bost und Roy [9] analog nachgewiesen,
daB der Schwerpunkt beziiglich einer zur Gaufschen Kriimmung pro-
portionalen Massendichte auf 9K auch durch (44) dargestellt werden
kann. Ein (leicht auf héhere Dimensionen zu verallgemeinernder) Beweis
hierfiir findet sich auch bei GERIOKE [17]. Bosk und Roy [9] haben auch
entsprechende (aber kompliziertere) Darstellungen fiir die iibrigen
Schwerpunkte (im E2) gefunden ; einfachere Beweise hierfiir hat Roy [34]
angegeben. Eine Ausdehnung der Darstellung des Schwerpunktes der
GauBschen Kriimmung durch (44) auf nichtkonvexe Hyperflichen findet
man bei FLANDERS [16]. Dall bei einem konvexen Polytop P € &% der
durch (44) dargestelite Punkt auch als Schwerpunkt erhalten wird, wenn
man in den Ecken von P die dufleren Winkel als Massen anbringt, ist
von SHEPHARD [39] gezeigt worden. Ubrigens kann man nicht nur bei
glatten Korpern und Polytopen den Steinerpunkt als , Kriimmungs-
schwerpunkt‘‘ auffassen, sondern bei beliebigen Koérpern K € §2. Der
Steinerpunkt eines Korpers K ergibt sich namlich als Schwerpunkt der-
jenigen Massenverteilung auf 0K, die jeder Borelmenge M auf 0K den
Inhalt des sphérischen Bildes von M als Gesamtmasse zuordnet (daB
hierdurch ein BorelmaBl auf 0K erklirt ist, wird (fir n = 3) bei ALEX-
SANDROV [2], Kap. V, § 2, nachgewiesen). SchlieBllich lassen sich auch
die in (28) und (32) angegebenen Darstellungen der Punkte p,(K) als
Spezialfille eines fiir beliebige konvexe Korper giiltigen Ausdruckes er-
kennen, wenn man die von FEDERER [13] eingefiithrten Krimmungsmape
heranzieht.

Die urspriingliche Fragestellung, durch die STEINER [40] auf den Kriim-
mungsschwerpunkt gefiihrt worden ist, bestand in gewissen Extremal-
problemen. Andere Beweise der von ihm gefundenen kennzeichnenden
Extremaleigenschaften des Steinerpunktes sowie weitere Eigenschaften
dieser Art findet man bei FERRERS [15], MEISSNER [28], NARAJIMA [31],
Havasnr [24], Su [41], [42].

Die Additivititseigenschaft (26) findet man andeutungsweise bei
BrascHKE [4], S. 118, Im Fall » = n lautet sie einfach

(45) P»(K U K) + p,(K 0 K) = p,(K) + pa(K).
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Fiir einen einfachen Nachweis dieser Identitit aufgrund der (an (44)
abzulesenden) Minkowskischen Additivitit des Steinerpunktes sowie
daran ankniipfende Betrachtungen sehe man SALLEE [35].

Die Gleichungen (27) finden sich in Spezialfillen (zumeist fir n = 2)
bei KuBoTa [26], BLASCHKE [3], [4], S.86—87, BosE und Roy [7],
[8], [9]. Aus diesen Gleichungen ergeben sich eine Reihe von Aussagen
iiber die gegenseitige Lage von Schwerpunkten, Oberflichenschwer-
punkten (bzw. Umfangsschwerpunkten in der Ebene) und Kriimmungs-
schwerpunkten eines konvexen Korpers bzw. der Korper einer Parallel-
schar. Derartige Aussagen sind, zum Teil auch auf anderem Wege, von
Durorcq [11], [12], KuBoTA [26], NicLiBorC [32], BLASCHKE [3], BosE
und Roy [7], [8], [9] hergeleitet worden.

Es sei noch auf einen weiteren Fragenkreis hingewiesen, der sich mit
Eigenschaften von Kriimmungs- und anderen Schwerpunkten ebener
konvexer Bereiche befaft. Ein typisches Ergebnis lautet: Durch den
Steinerpunkt eines glatten konvexen Bereiches gehen wenigstens vier
Normalen der Randkurve. Fiir diese und verwandte Aussagen sehe man
MeissNer [28], Havasmr {25], Bose [6], Bose und Roy [7], [8],
GUGGENHEIMER [19].
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