
Existenz n-fach zusammenh~ingender Teilgraphen in Graphen 
geniigend groller Kantendichte 

Von W. ~V~ADER, Berlin 

w 0. Einfiihrung und Bezeichnungen 

Unter einem Graphen verstehen wir hier einen ungerichteten, endlichen 
Graphen ohne mehrfache Kanten und ohne Schlingen. Mit E(G) werde 
die Eckenmenge, mit K (G) die Kantenmenge des Graphen G ---- (E (G), K(G)) 
bezeichnet; weiterhin sei I G I ---- I E (G) [ und ~ (G) ---- I K(G) I" Ein Graph 
G heiBt n-fach zusammenhi~ngend, wenn zwischen je zwei Ecken des 
Graphen n bis auf die gemeinsamen Endpunkte disjunkte Wege exi- 
stieren und I G ] >  1 ist, falls n ~ 2. 

In [2], TeilII,  (4) sahen wir, daB jeder Graph G mit ~(G) > nlG [ 

--(n~21)undlGl>neinen[~-~]-fachzusammenhingenden Teilgraphen 

enthi~lt. Wir werden uns in der vorliegenden Arbeit mit der Frage be- 

schiftigen, wie gro6 die Kantendichte ~ eines Graphen G sein mu6, 

damit man sicher sein kann, dab G einen n-fach zusammenhingenden 
Teilgraphen enthilt. Wir werden sehen, dab es sinnvoller ist, den Quo- 

(G) tienten i G I_  (n--l) zu betrachten und nur Graphen mit geniigend vielen 

Ecken zuzulassen. W~hrend man einerseits leicht unendlich viele (nicht 
isomorphe) Graphen G ohne n-fach zusammenhingenden Teilgraphen mit 

(G) 3 -- ~ n - - 2  finden kann, werden wir andererseits bier beweisen, 
lal--(~--i) 
dab jeder Graph G mit genfegend vielen Eclcen und mit 

iO[_(n_l  ) >  1 + ( n - - l )  

einen n-lath zusammenhdngenden Teilgraphen enthdlt. Wie wir auBerdem 

zeigen werden, enthilt  fiir n ~ 7 jeder Graph G mit [G[-- ( n - - 1 ) u  ((7) ~ ~- n - - 2 3  

und genfigend groBer Eckenzahl einen n-lath zusammenh~genden Teil- 
graphen. F i i rn  ~ 6 werden auch die Graphen G ohne n-lath zusammen- 

(G) 3 
hingenden Teilgraphen mit iGl__(n__l ) - -  2 n - - 2  charakterisiert. 

Nun noch einige Bezeichnungen. Es sei y (x, G) tier Grad der Ecke x 
in G. Eine Eckenmenge U C E(G) heiBe unabhingig (in G), wenn fiir 
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alle {x, y} e K (G) gilt x ~ U oder y r U. Mit fl (G) werde die Unabhi~ngig- 
keitszahl von G bezeielmet, d. h. fl (G) = max {I V I I V unabhi~ngig in G}. 
Die Taille v (G) sei die Li~nge eines korzesten Kxeises yon G; falls G ein 
Wald ist, setzen wir T(G)----~. Den vollst~izldigen Graphen mit n 
Ecken bezeiehnen wir mit V,,. Ffir T C E(G) sei G(T) der yon T in G 
aufgespannte (induzierte) Teilgraph. 

Ein Graph G mit ]G I > n + 1 ist naeh dem Mengersehen Satz genau 
dazm n-faeh zusammenh~gend,  wenn es keine trennende Eekenmenge 
T von G mit IT[ ~ n - -  1 (oder gleiehbedeutend: mit I T I  = n - -  1) 

gibt. Wir sagen, der Graph G ist li~ngs (der trennenden Eckenmenge) 
T in G1 und G~ zerlegt oder G entsteht dureh Zusammenheften yon G1 
und G~ l~ngs T, wenn G = G1 u G2, G(T) = G~ (3 G~, T C E(G~) und 
T C E (G~) gilt ~). 

w 1. Hinreichende Bedingungen fiir die Existenz n-faeh 

zusammenhKngender Teilgraphen fiir beliebiges n > 2 

Mit (~, bezeichnen wir die Klasse aller Graphen, die keinen n-fach 
zusammenhangenden Teilgraphen enthalten, und (~,(m) bestehe aus 
allen G ~ ( ~  mit [G I >  m. Zunaehst wollen wir mit einer kleinen Ab- 
~mderung des in [2], Teil II ,  (4) dargestellten Beweises zeigen, dab die 

x(O) 
Kantendichte -~V for die Graphen G ~ ( ~  gleichmi~Big besehr/~nkt ist. 

Satz 1. Sei G ein Graph mit x ( G ) >  ( n - 4 - v ) ( ] G I - - ( n - - 1 ) )  und 
]G [ ~_ n + ~ ~- 2 ; /~tr ]eden Teilgraphen H von G mit I H ] = n ~- v ~- 2 
gelte u(H) ~ (n ~- v) ( Ig  I - - ( n  - -  1)) ---- (n -t- v)(v + 3). 

Dann enthdlt G einen n-lath zusammenMingenden Teilgraphen 

(~ = - - i ,  o, 1 . . . .  ) .  

Beweis .  Sei H o ein Teilgraph yon G mit mSglichst wenig Ecken, der 
den Bedingungen x (Ho) > (n -4- v) (I Ho I - -  ( n - -  1)) und [H o ] > n + v A- 2 
geniigt. Nach Voraussetzung gilt dann sogar [H o ] > n -t- v + 2. G/~be 
es eine Ecke a in H o m i t  y(a, Ho) <_ n ~-v, so worde auch H o - ( a }  
obigen Bedingungen genfigen. Also gilt y(a, H o ) >  n A-v A-1 for alle 
a G E (Ho). Nehmen wir an, H o w/ixe nicht n-fach zusammenh~ngend. :Da 
I Ho I > n A- v -4- 2 ~> n -~ 1 ist, gibt es dann eine trennende Eekenmenge 
T yon Ho mit IT 1 ~ n -  1. Der Graph H o sei 1/~ngs T in H 1 und H~ 
zerlegt. Da y(a, Ho) > n  + v  ~-1 for alle a GE(Ho) gilt, folgt 
t Hg] > n + v ~- 2 for # = 1, 2. Wegen der ~inimaleigensehaft yon H o 
gilt also x(H~) ~ (n + v ) ( ]H~ , ] -  (n - -  1)) for # = 1, 2. Dureh Addition 

1) C bezeichne die e c h t e  Inklusion. 
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ergibt sich dann aber der Widerspruch u(H0) ~ u ( H 1 ) ~ u ( H 2 )  
~ (n -~ ~)(IH0 ] - -  (n - -  1)). Also ist Ho ein n-fach zusammenh~.ngender 
Teilgraph yon G. 

Korollar 1. Jeder Graph G mit z(G) > ( 2 n -  3)(IG I - - ( n -  1)) und 
I GI ~ 2 n -  1 entMilt einen n-/ach zusammenhdngenden Teilgraphen. 

Zum Beweis braucht man  nur  ~ = n ~ 3  in Satz 1 zu setzen und zu 
beachten, dab der einzige Graph H mit  I H I ---- 2 n - -  1 und x (H) > (2 n - -  3) n 
der V2.-1 ist. 

Ftir ~ - - - - -  1 erhalten wir 

Korollar 2. Der Graph G mit ]G I ~_ n ~ 1 und 

> 

habe die Taille v(G) ~ n § 1. Dann enthdlt G einen n-lath zusammen- 
hdngenden Teilgraphen. 

Der Beweis von Satz 1 funktioniert  auch noch fiir ~ --~ - -2 ,  aber es 
kann keinen Graphen geben, der die Voraussetzungen yon Satz 1 fiir 

------2 erfiillt. Denn ein solcher Graph miiBte eine Ecke vom Grad 
~ n - - 1  besitzen, wie man wieder durch sukzessives Weglassen 
geeigneter Ecken sieht; dies ist aber nicht mit  der Voraussetzung zu 
vereinbaren, dab ~(H) ~ n -  2 fiir jeden Teilgraphen H mit  IHI----n 
gilt. Die Bedingung ~ (H) ~ (n -~ ~)(~ ~- 3) fiir alle Teilgraphen H mit  
I HI : n + ~ ~- 2 bedeutet,  dab die Kanten  yon G ,,nirgends in G" zu 
stark konzentriert  sein dtirfen. Es fragt sich ram, ob man  eine Bedingung 
for die Konzentrat ion der Kanten  finden kann, so dab es zwar noch 
unendlich viele Graphen G mit  ~ ( G ) >  ( n - - 2 ) ( I G l - - ( n - - 1 ) )  gibt, 
die dieser Bedingung genfigen, aber jeder solche Graph mit  geniigend 
vielen Ecken einen n- la th  zusammenh~ngenden Teilgraphen enthalt .  
Die st~rkste, in Frage kommende  Bedingung ist die, dab keine Kreise 
,,kleiner" Lange vorkommen.  Gibt es also ffir ein n ( ~  4) Zahlen t. 
und  e,, so dab jeder Graph G der Taflle ~(G) ~ t, mit  IGI ~ e, und mit  
~(G) > ( n -  2)(IG I - - ( n -  1)) einen n- la th  zusaznmenhi~ngenden Teil- 
graphen enthi~lt ? Zur Beantwortung dieser Frage werden wir den folgen- 
den Satz benStigen, welcher eine natiirliche Erweiterung der Existenz- 
si~tze fiir reguli~re Graphen mit  vorgegebener Taille daxstellt. 

Satz 2. Seien g, g', t = 2 m ~ 4 und e o :> (g ~- g') ~ (g - -  1)~(g' - -  1)~ 

natarliche Zahlen, so daft auch eo eine ganze Zahl ist. Dann existiert ein 
1~ g g" 

zweichromatisvher (paarer) Graph Pt(g, g') mit e o Evken und der Taille 
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v ~ t, so daft all�9 Ecken der einen Farbklasse den Grad g und alle Ecken 
der anderen FarbIclasse den Grad g' haben. 

Die Beweise flit die Existenz von regul~ren Graphen vom Grad g mit  
der Taille ~ t ,  wie sie etwa in [1] oder [3], Kap. 8.8 daxgestellt sind, 
lassen sieh ohne besondere Schwierigkeiten auf  unseren Fall iibertragen, 
ja vereinfachen sich teilweise sogax. Wir wollen hier einen Beweis skiz- 
zieren, ohne Wert auf  eine mSgliehst gute Absch~tzung der kleinsten 
Eckenzahl eines solchen Graphen zu legen. 

M_it ~ ( x ,  y) bezeichnen wir den Abstand der Eeken x und y in G und 
es sei Kv(x ,  r) : (y �9 E(G) ] ea(y, x) __< r}, wobei wir aueh den Index G 
weglassen. 

Sei die Menge Mo mit  ]Moil--eo zerlegt in zwei disjunkte Mengen 

M u n d  M' mit  [ M ] - -  eo und 
g 

l~ g, 

eo eo IM'I =% -- . 

Wir betrachten nun die Klasse ~ aller Graphen G mit  E(G) ~ M o und 
den drei folgenden Eigenschaften: 

1. M und M'  sind unabh~ngige Eekenmengen in G. 

2. Es gilt ~(x, G) ~ g fiir alle x E M und ~(y, G) ~ g' fiir all�9 y e M'. 

3. Es ist die Taille v(G) ~ t. 

Sei Go E ~ mit  mSgliehst groBer Kantenzahl.  Wir werden zeigen, dal] 
Go die in Satz 2 geforderten Eigenschaften hat. Nehmen wir das Gegenteil 
an. Dann existiert �9 a e M mit  ~(a, G o ) ~  g oder ein a ' � 9  M' mit  
~(a',Go) < g'. Da aber g lMI = g ' lM' l  gilt, existieren a � 9  mit  

(a, Go) ~ g und a" �9 M'  mit ~ (a', Go) ~ g'. Man schatzt sofort ab 

Ig(a,  t - -  1)[ ~ g ~ ( g - -  1)~(g'--  1)~ 

und somit 
m - - i  

Ig(a,  t - -  1) u K(a' ,  t - -  1)1 ~ (g + g') ~ (g--1)~(g ' - - l )~ .  

Also existiert eine Eeke b �9 mit Q(b, a ) ~  t und e(b, a ')_~ t; 
sei etwa b �9 M. Es gilt ~ (b, Go) :> 1, da sonst ersichtlich G~ = (Mo, K (Go) 
w (b, a'}) 2) zu ~ gehSrte, aber ~(G~) > z(Go) ist. Sei (b, b'} e g(Go), also 
b' �9 M'  und Q (b', a) ~ t - -  1. Wir betrachten nun den Graphen 

G : (Mo, (g (Go)- - (b ,  b'}) (J (a, b'} u (a', b}). 

2) Wir sparen uns die zweite geschweifte Klammer.  
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Man iiberlegt sich leicht analog zu [I], dab v(G) > t, also Ge  ~ gilt im 
Widerspruch zu z (G) > z (Go). 

Wenn man sich jede Kante  eines regul~en Graphen durch je eine 
neue Ecke ,,halbiert" denkt, sieht man, da$ die l~rage nach der kleinsten 
Eckenzahl eines reguli~ren Graphen yore Grad g mit der Taille > t aqui- 
valent ist zur Frage nach der kleinsten Eckenzahl eines Graphen 
P2t(g, 2). 

Die vor Satz 2 gestellte Frage l~$t sich nun schnell im negativen Sinne 
beantworten. Hierzu betrachten wir einen Graphen P----Pt(g,  n -  1) 

x(P) g(n-- i )  > n - -  2 mit g > ( n - -  1 ) ( n - -  2). Man rechnet sofort ip I -- n - - l + g  

nach. Andererseits ist aber P E (~,, da jede Kante yon P mit einer Ecke 
yore Grad n -  1 inzidiert. 

Wir betrachten nun fiir n ~ 2 die Funktion 

{ ~ ( ( 7 ) i  O e q~,(m)} g(n) --~ inf sup i(71_ (n-- I) 

Aus KoroUar 1 ergibt sich g(n) < 2 n -  3. 
Zun/~ehst wollen wir uns iiberlegen, dab g (n) schon durch endlich viele 

Graphen aus q~, bestimmt ist. 
Nach dem Satz yon R a m s e y enthiilt jeder  Graph mit geniigend groter  

Eckenzahl einen V,+I (also erst recht einen n-fach zusammenh/~ngenden 
Teilgraphen) oder eine unabhangige Eckenmenge U mit ] U ] ~  n -  1. 
Also existiert auch eine ganze Z a h l / ( n )  > n, so dal3 ffir jeden Graphen 
G e (~, (/(n)) gilt fl (G) ~ n - -  1. 

Mit ( ~  bezeichnen wir die Klasse aller Graphen G r (~, mit [G] ~ n 
und fl (G) ~ n - -  1 ; weiterhin bestehe ~ aus allen G e ~ mit 

~r -- g(n). IGl--(n--1) 
Wit zeigen nun 

} s. . tz a. gilt g(n)  = m a x  I ^ I01 < 21( ) - 

B eweis .  Dieses Maximum werde m i t c  bezeietmet und yon Go e N~ 
angenommen. Seien die Graphen G1 . . . .  , Gm isomorph zu Go und 
E(G~) n E(G~)= T fttr ~ =t=/~; dabei sei T unabhfia~gig in G 1 , . . . ,  G,~ 
und IT I= Der Graph G entstehe aus G1 . . . . .  Om durch Zu- 
sammenheften langs T. Es ist dann x ( G ) =  mx(Go) und 

und somit auch 
u(G) 

]Gl--(n--1) 

Da auch G e q~, ist, ergibt sich somit g(n) > c. 
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Nehmen wir nun an, es w~re g ( n ) >  c. Dann existieren Graphen 
~(H) 

H e 6~(2](n)) mit IH I - - (n - - l )  > c und es gilt sogar H e  ~ .  Sei Hoe ~ 
(He) mit i Hol--(n-- l )  > c und mSglichst kleiner Eckenzah]. Naeh Definition 

yon c gilt also [Hol ~ 2/(n). Da He e ~ ist, existiert also eine trennende 
Eekenmenge T yon He mit I TI = n -  1. Sei He langs T in H'I und H2 
zerlegt. O . B . d . A .  sei I H~l>=[(n), also H~e  ( ~ .  Der Graph 3) 
H1 -~ H ' ~ -  K(Ho(T))  gehSrt ebenfalls zu ~ .  Naeh Wahl yon He gilt 
also ~ (H~) ~ c(l H~ 1 - -  (n - -  1)) fih'~ ~- 1, 2. Dutch Addition ergibt sich 
der Widerspruch ~(Ho) : x(H1) + ~(H~) ~ c ( I H o l -  (n - -  1)), womit 
Sara 3 bewiesen ist. 

Wie man aus dem Beweis entnimmt, gilt auch 

g ( n ) = m a x { i G l ~ ( ~ n _ l ) l O e ~ : }  
und also 

~(G) ~ g(n)(]G I - -  (n - -  1)) fiir alle G e ~,,([(n)). 

Ein  Graph G heifle n-abMingig yon den Graphen G 1 , . . . ,  Gin, wenn 

1. G zu einem der Graphen G 1 , . . . ,  Gm isomorph ist oder 

2. G sich 14ngs einer ( n -  1)-elementigen unabh(ingigen Eckenmenge in 
zwei Graphen G' und G" zerlegen lgflt, welche n-abhgngig yon 
G1 . . . .  ,Gm sind. 

Z.B. ist ein Graph genau dann 2-abhangig veto V~., wenn er ein Baum 
mit mindestens zwei Eeken ist. Wenn die Graphen G 1 , . . . ,  G~ alle 
( n -  1)-fach zusammenh~ngend sind, ist auch jeder yon itmen n-ab- 
hangige Graph ( n -  1)-faeh zusammenh~ngend. Wenn G~ . . . . .  G~ aus 
(~  sind, sieht man leieht, dal~ auch jeder von diesen n-abh~ngige Graph 
zu ~ gehSrt. Bei passender Wahl yon G~ . . . .  , G~ besteht (~  sogar aus 
genau allen hiervon n-abh~ngigen Graphen. 

Satz3a. Seien G~, . . . ,G in  alle verschiedenen 4) Graphen aus ~ mit 
weniger als 2 [ (n) Ecken. Dann gilt G r ~ genau dann, wenn G n-abhgngig 
ist yon G~ . . . . .  Gin. 

Beweis .  Seien G e ( ~  und x, y e E ( G )  mit {x, y} r K (G). Wit be- 
trachten zun~chst G' = (E(G), K(G) w {x, y}) und zeigen G' q $~. 
Seien G~ = G, G~, . . . ,  G~_I isomorph zu G mit E(G~) n E(G~,) = T ffir 
r + /~ ,  wobei T eine unabh~ngige Eckenmenge von G 1 . . . . .  G,_ 1 mit 
I T ]  = n - -  1 ist. Durch Zusammenheften l~ngs T entstehe H u n d e s  sei 
H' = (E(H), K(H)  ~ {x, y}). Dann gilt fl(H') ~ n - -  1 und 

(H') 
IH,[_ (n__l) :> g(n); 

a) Fiir K ~ C_ K(G) bozeichne G - - K  ~ den Graphen (E(G), K(G) - -  K~ 
~) D.h. nicht isomorphen. 
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also ist H'  $ q~. und somit amch G' r q~.. (Hieraus ergibt sich auch sofort, 
da$ jeder Graph ares (~. die Zusa~nmenhamgszahl n -  1 hat.) 

Der Graph G e  (~, mit  ]G 1 > 2/(n) sei 1/~ngs T mit  I T I  = 1 in 
G1 und G~ zerlegt. Wir werden zeigen, dab damn T unabh~mgig in G i s t  
und G1 und  G' 2 zu (~  gehSren, womit  Satz 3 a bewiesen sein wird. Wenn 
etwa ]GI ] > / ( n )  gilt, gehSren G 1 und G~ = ( E ( G ~ ) ,  K(G'~) -  K(G(T))) 
zu q~,; somit gilt z(G~) < g(n)(1G~ ] - -  (n - -  1)) f'tir v = 1, 2. Durch 
Addition sieht man,  dall beidemal das Gleiehheitszeichen gelten mull, 
also G1 e ~ und G2 e ~ sein mull. Da G~ e q~, ist, gilt nach dem vorher- 
gehenden Abschnitt  wegen Gs e (~  also x (G(T) )=  0 und  G' 2 ~ G 2  . 

Ffir zwei eckendisjunkte Graphen G und H bezeichnen wir im folgenden 
mit  G .  H denjenigen Graphen, welcher aus G u H durch Hinzuffigen 
aller Kanten  {x, y} mit  x e E(G) und  y e E(H) hervorgeht.  Wenn dabei 
H = (E(H), ~) mit [H l = n gilt, schreiben wir einfaeh G �9 n. ~4it nG 
bezeiclmen wir einen Graphen, welcher aus n Komponenten  besteht, die 
alle isomorph zu G sind. 

Betrachten wir den Graphen H = (m V,_I) * (n - -  1). Es gilt H e f ~  
und x(H) --= (gn - -  2)(]H 1 - -  (n - -  1)). Somit gilt also g(n) > ~n - -  2. 
Andererseits wissen wir bcreits g(n) ~ 2 n -  3. Wir werden nun ver- 
suchen, g(n) besser nach oben abzusch~tzen. Hierzu beweisen wir zu- 
n~chst das folgende 

Lemma 1. Sei der Graph G = (E, K) gegeben. Dann existiert eine Teil- 

menge E' C E m i t  I E'I = [ ~ - 1 '  so daft gilt 

2u(G(E')) + 2u(G(E - -  E')) =< u(G). 

B e w e i s .  Ftir den Graphen G(T) mit  T C E un4  I~/'1 gerade sei bereits 

eine Zerlegung der Eckenmenge in T' und T" mit I T ' I =  I T " I - -  IT] 2 
gefunden, f'tir welche gilt 

2x(G(T'))  + 2~(G(T"))  ~ x(G(T)). 

Seien e', e" e E - -  T. Man kmm dabei o. B. d. A. die Bezeichnung so 
w/~hlen, dall 

?(e', G(T' u {e'})) + 7(e", G(T" u {e"})) 

<__ G(T" u + G(T' u {e"})) 

gilt. Damn bilden aber S ' =  T ' u  {e'} und S " =  T"t.){e"} eine Zer- 
legung der gewiinschten Art ftir den Graphen G (S) mit  S = T u {e', e"}. 
Da man  analog mit  einer Ecke e �9 E - -  T verfahren kamn, ergibt sich 
Lemma 1 durch Indukt ion.  

B e m e r k u n g .  Wenn m Kanten  in G existieren, die paarweise keinen 

gemeinsamen Endpunk t  haben, kann man sogar E'  mit  ]E'] = [1~ ]  
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linden, so dab 2z (G(E ' ) )+  2 z ( G ( E - - E ' ) ) +  m ~ ~(G) gilt. Um dies 
eir~usehen, braucht man beim Beweis yon Lemma 1 nur zwei durch 
eine Kante verbundene Ecken e' und e" zu w~hlen. 

Sei ~ die Klasse aller Graphen, in denen zwei disjunkte unabh~i~gige 

Eckenmengen U und U' mit ]U [ ---- [~ -~]  und I U'I ----- [~] existieren. 

Lemma 2. Sei G e ~,~ mit [G[ ~ I-n~-~l + n und mit 

~(O) > (n--l)  1 + 7  ( lal--(~--  1)). 

Dann entMilt G einen n-/ach zusammenhgngenden Teilgraphen. 

Beweis.  Sei H e ~ ein Teilgraph yon G mit mSglichst wenig Ecken, 
der die Ungleichungen 

1 ]H l ~ [ ~ ]  + n  und ~ ( H ) >  ( n - - 1 ) ( I  @ ~ - ) ( [ H I - - ( n - - 1 ) )  

erftillt. Wir werden H als n-fach zusammenh~ngend nachweisen. 

Sei H' ~ .  mit ] H ' [ : [ ~ $ 1 J - ~  n; dann gilt 

und man rechnet leicht nach, dab dies 

1 t 1)(1 + 1)) 

I)a H e ~,~ ist, existieren disjunkte unabh~ngige Eekenmengen U und 

also 

a) ~(x,H) ~ (n - -1 ) (1  -~- ~ )  /i~r alle x ~ E ( H ) - - ( U u  U'). 

Der Graph H - -  (x) mit x E U t3 U' gehSrt nach Streichen yon hSchstens 

1 2 ] - - 1  Kanten zu ~. .  Also gilt 

bl ~,(x, HI + - - 1  > ( n - - J /  1 +~-~- 

Nehmen wir nun an, H w~re nieht n-faeh zusammenh~ngend. Dann 
existiert eine trennende Eekenmenge T yon H mit IT I =  n -  1; der 
Graph H sei l~ngs T zerlegg i n / / '  und It". Naeh Lemma 1 existierg eine 
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Kantenmenge M C K ( H ( T ) ) m i t  2 IMI ~ u(H(T)),  so dab H ( T ) - - M  
zu ~ gehSrt. Betrachten wir nun den Graphen H 1 : H ' - - M .  Wegen 
H ( T )  - -  M e ~,, gilt anch 1tl 6 ~n. Wenn E(H,) - -  (T  u U u U') :4= r 

ist, folgt nach a ) IHl l  ~ [ ~ 1 ]  ~- n und wegen der Minim~eigenschaft 
yon H somit 

~(H1) ~ (n - -1 ) (1  + ~ )  ([Hal--  ( n - -  1)). 

Nehmen wir andererseits an, es gelte E (H1) - -  T __C U u U'. Sei etwa 
x o e ( E ( H 1 ) - - T ) n  U; darm ist s) N(xo, H ) - - T C U "  und nach b) 
ergibt sich 

~  
I N ( x ~ 1 7 6  1 / ~ - -  + 1 > 0 .  

Also ist anch (E(H1) - -  T) t~ U' 4 ~ und somit folgt analog 

I(E(H~I- T)n U I> V---~-- + ~" 

Also gilt 

~ : =  IH1 - T] > V 2 ( n - - 1 ) - - 2  [2  ] ~- 2. 

Da H 1 - - T  ein paaxer Graph ist, gilt 

~(H1--  T) ~ [ (E(H1) -  T)•  U[ I (E (H1) -  T)(~ Y'l~_ (~)~. 
Damit ergibt sich 

g(H1) 

Da 

- ~ < o  

fitr x aus dem Intervall [ (n - -  1)(]/2--- 1); ( n - -  I)([/2--t - i)] gilt, 
ergibt sieh 

1 /./ 

da wir f'tir a die Ungleichungen 

( , - -1)  (]/2 - 1 ) ~  (n - -1)  V2-- 2 [2] + 2 < cr _ _ ~ [ ~ ]  ~_ (n--1)(V2 + 1) 

axmehmen kSnnen. \ (Fiir ~ >  [~-~]  folgt die obige Ungleichung f'tir 

u(H1) sofort wegen der Minimaleigenschaft yon H.] 
/ 

~) FOr x �9 E(G) sei N(x, G) = {y ] {x, y} �9 K(G)}. 
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Wir haben also gezeigt, da~ in jedem Falle 

~(HI) ~ ( n - - 1 ) ( 1  -5 ~ )  ( [ H 1 ] - - ( n - -  1)) 

gilt ; ebenso ergibt sich fox den Graphen H,  ~ H" - -  M die Ungleichung 

~(H~) ~ ( n - - I ) ( 1  + ~ )  (IH21 - -  ( n - -  1)). 

Der Widerspruch 

u(S)  __< u(H) + u ( U ( T ) ) - -  2 l /[  = u(H,) -5 u(H2) 

< ( n - 0  + N  

zeigt nun, dag H ein n-fach zusammenh~ngender Teflgraph yon G ist~, 
womit Lemma 2 bewiesen ist. 

Da jeder Graph aus ( ~  ([ (n)) auch zu ~ gehSrt und da g (n) nach Satz 3 
rational ist, ergibt sich aus Lemma 2 sofort 

Satz 4. Es gilt g(n) ~ ( n -  1)(1 -5 1_] /i~r a l len  ~_ 2. 
\ VZ/ 

w 2. Bestimmung von g (n) fiir n ~ 7. 

In diesem Abschnitt  wollen wir noch die F~lle n ---- 2, . . . ,  7 betrachten. 
Wie wir vor Lemma 1 gesehen haben, gilt g(n) ~_ I n  - -  2 fox allen. FOx 
n ~_ 7 gilt nun sogax g(n) ~ i n  - -  2. Es ist mir leider nicht gelungen, 
zu entscheiden, ob g ( n ) >  i n -  2 fOx irgendein n ist. FOx n _~ 6 
wollen wir auch die ,,Basis" yon (~, bestimmen. Dabei werden wit nu t  
den Fall n---- 6 genauer ausfiihren. Zun~chst zeigen wir hierzu 

Lemma3. Sei G ~ , ~  mit I G ] = n - 5 / ~  und f l ( G ) ~ # ~ _ O .  Dann 
I \  

-5 ( n - -  1)#. 

B ew e i s .  FOX # ~-- 0 und ju ~ 1 gilt die Behauptung.  Wir kSnnen dazm 
annehmen,  da~ ~(x, G) ~_ n for alle x ~ E(G) gilt, da wir sonst auf  den 
Fall # - -  1 reduzieren kSnnen. Sei U eine unabh~ngige Eckenmenge yon 
G mit  I U [ :  #; dann ist also jede Ecke yon U mit  jeder Ecke yon 
E (G) - -  U durch eine Kante  verbunden. Somit ist # ~ n und  G' ~ G - -  U 
kann  nicht (n - -# ) - f ach  zusammenh~ngend sein. Aus der Existenz einer 
t rennenden Eckenmenge T yon G' mit IT I---- n - - p -  1 folgt leicht 

/ \ 

x(G') _ < ( n / - -  # und somit also u(G)<__(n / -5 (n-- 
\~/  \~/  
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Wir werden nun zeigen, dab u ( G ) ~  7 ( ]G[ - -5 )  fiir jeden Graphen 
G ~ q~e mit  IGl > 12 gilt. In  Tabelle 1 sch/~tzen wir hierzu die Kantenzalll  
der Graphen aus q~e mit  kleiner Eekenzahl ab. 

Tabelle 1 

Ia[ u(a) ~ ~(G) > 5 -~u(a) < 7(IGI--5) 

6 15 5 7 
7 
8 

9 
10 
11 
12 

20 
25 
31 
36 
43 
49 

11 
18 
26 
35 
40 

14 
21 
28 
35 
42 
49 

Bezeiehnen wir den Wert in der n-ten Zeile und m-ten Spalte mit  
a~. ,~ (1 ~< n _< 7; 1 ~ m ~ 4). Dann gilt ffir die Werte der 2-ten Spalte: 
a~,~ = max{a~,~ + a~, 3 l v + / x  = n ^ v > # > 1}. Der Wert a~,~ ergibt 
sieh aus Lemma 3. 

Nehmen wir an, es existieren Graphen G e ~  mit  [G[ ~ 13 und 
~(G) > 7([G I - - 5 )  und  sei G O ein solcher mit  mSghehst wenig Eeken. Go 
sei l~ngs der 5-elementigen t rennenden Eekenmenge T in G~ und G2 
zerlegt und  es sei G'~ =G~--K(Go(T)) Ftir v = 1, 2. Da z(G) < 7 ( l a i - 5 )  
naeh Spalte 3 der Tabelle fiir G ~ ~e mit  [G[ < 12 und fl(G) ~ 5 gilt, 
folgt mit  der Minimaleigensehaft yon Go also x ( G : ) ~  7(la:1--5). 
Daraus ergibt sieh ~ (G~) > 7 (I G~ [ ~ 5) und naeh Definition yon Go also 
IG ] =< 11 = 1, 2 und  > 0. lavl = lo gilt, folgt 
u(G',) ~_34 wegen U(Go(T) )>0 .  In  jedem Fall gilt also u(G~) 
~< 7 ( [ G ' [ - - 5 ) - -  1 und  somit x(G~) > 7(IG~ t - 5 )  A- 2, woraus sieh 
IGv[ ~ 9, also [G, ]--- IG~[-- 9 ergibt. Da x (Go)>  7 ( [ G o l -  5 ) :  56 gilt, 
folgt u(G:) ---- 26 und u(Go(T)) > 5 aus TabeUe 1 Zeile 4. Dann enthi~lt 
aber Go(T) einen Kreis L und G ~ -  (T ~ E(L)) ist 6-faeh zusammen- 
h/~ngend im Widersprueh zu Go e ~e.  Damit  haben wir also 9(6) = 7 
gezeigt. 

Wir werden nun noeh folgern, dal] jeder Graph G e ~ 6-abhangig ist 
yon dem Graphen V5 * 5. Sei also Go e ~ und G~, T und  G; m5gen die 
gleiehe Bedeutung haben wie bisher. Wenn X(Go(T))= 0 ist, folgt 
G~ e (~  und G~ e ~ .  Wir kSnnen also U(Go(T)) > 0 voraussetzen. Wie 
sehon gezeigt, gilt u (G;) ~ 7 ( [ G : ] ~  5). Beim Beweis yon Satz 3a sahen 
wir, dab jeder Graph aus ~ naeh Hinzuftigen einer beliebigen neuen 
Kante  nieht mehr  zu (~, gehSrt. Da x (Go(T) )>  0 ist, folgt somit 
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g (G~) < 7 ([ G: [ - -  5) und also u (Gy) > 7 ([ G, [ - -  5); daher ist [O, [ ~_ 11. 
Sei U eine unabh~ngige Eckenmenge yon Go mit [ U[ ---- 5 und sei etwa 
]E (G1) n U i :> [E (G2) n U [. Wegen U ~ T gilt dann abet E (G1) (~ U $ T 
und somit u(G'I) ~ 7 ( [ G ~ [ -  5 ) -  2, also la l < 9. Dann gilt aber aueh 
g(G~) ~ 7(IG~ ] - -  5) - -  2, also [G~[ ~ 9. Dann ergibt sich weiter 

g(G;) ~ 7 ( I a ' l  ] - 5 ) - 5 ,  also [G,[ ~_7. 

Damit ist also [Go[ ~ 11 und aus Tabelle 1 ersieht man G O ---- V5 * 5. 
Wir wollen den entsprechenden Sachverhalt fiir n _~ 7 in Satz 5 

zusammenfassen, den wir somit ffir n -~ 6 vollst~ndig bewiesen haben. 
Es sei dabei en = rain {m ]G e ~ , (m)  -+ u(G) ~ g(n)([O[ - -  (n - -  1))}. 

Satz 5. F a r  2 ~ n ~ 7 gilt g(n)  = i n  - -  2. Dabei ist e2 -~ 1, e s ---- 4, 

ea = 6, e5 ~ 9, e 6 ---- 12 und  e 7 = 19. Jeder Grcrph aus ~ ist / a t  2 ~ n ~ 4 

und  /ar  n ~ 6 n-abhdngig yon V~-I * (n - -  1), /at  n ---- 5 yon den Graphen s) 

V4 * 4 und (2 VD * (2 V~). 

Wir wollen auf den Beweis f'dr n ~= 6 nicht eingehen, da er sich analog 
zum Fall n ~ 6 erledigen l~Bt. Zur ,,Basis" yon ~ gehSren schon min- 

destens drei Graphen, n~mlich Ve * 6, (3 V~) * (3 V~) und (2 V~) �9 (2 Va). 
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s) V~ entstohe aus dem V~ durch Streichen einer Kante ,  V~ durch Weglassen 
yon drei Kanten,  welche im Vn ein Dreieck bilden. 
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