Endliche Inzidenzgruppen

Kurr REIDEMEISTER zum 70. Geburtstag gewidmet

Von Erica Errers und Henvur KarzeL in Hamburg

Eine Inzidenzgruppe ist eine Menge G, die mit einer Gruppenstruktur
und der Struktur eines projektiven Raumes der Dimension groBer als 1
versehen ist und in der jede Linkstranslation a*: z > az(e, x €@) von
G auf sich eine Kollineation des projektiven Raumes ist.

Der Begriff Inzidenzgruppe umfaf3t genau alle Kollineationsgruppen
@, die genau einfach transitiv auf den Punkten eines projektiven Raumes
IT operieren?).

Die Losung des Problems, alle Inzidenzgruppen anzugeben, ist bisher
fiir die Klasse der kommutativen Inzidenzgruppen (vgl. [5], [6], [1])
und die Klasse der elliptischen Gruppenrdume (vgl. [4], [2]) gelungen.
Hier soll dieses Problem fiir die Klasse aller endlichen desarguesschen
Inzidenzgruppen gelost werden.

Wie wir bereits frither gezeigt haben (vgl. [2]), entspricht jeder desar-
guesschen Inzidenzgruppe G eindeutig ein normaler Fastkorper (F, K),
d.i. ein Fastkorper F, der einen Teilschiefkorper K enthilt, so dal F
ein Linksvektorraum iiber K und K* <1 F* ist?). Denn als desarguesschem
projektivem Raum ist G ein Linksvektorraum F iiber einem Schief-
korper K zugeordnet. Neben der bereits in F' vorhandenen Vektor-
addition 148t sich mit Hilfe der Inzidenzgruppe eine Multiplikation in
F erkliren. Hierzu zeichnen wir einen Koordinatenvektor e des Punktes
1 von @ aus, bezeichnen mit ¢ : F* > @ die Abbildung, die jeden von
Null verschiedenen Vektor a aus F auf den durch a reprisentierten

1) Zu zwei Punkten a, b einer Inzidenzgruppe G gibt es genau eine Linkstrans-
lation, ndmlich (ba-1)*, die a in b {iberfiihrt. Also operiert die Gruppe der Links-
translationen, die zu @ isomorph ist, genau einfach transitiv auf den Punkten
von @. Ist umgekehrt @& eine Kollineationsgruppe, die genau einfach transitiv
auf den Punkten eines projektiven Raumes II operiert, so zeichnen wir einen
Punkt P €Il aus und identifizieren jodes Gruppenelement a € G mit dem Punkt
a(P) € II. Auf diese Weise erhalten wir eine Inzidenzgruppe, denn die Abbildung
a*: 2 = z(P) - az = az(P) = a(x(P)) ist eine Kollineation von II.

2) F* bzw. K* bezeichnet die multiplikative Gruppe von F bzw. K. K* <] F*
bedeutet, daB K* ein Normalteiler von F* ist.
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Punkt aus G abbildet, und ordnen jedem Vektor a 3= 0 aus ¥ die semi-
lineare Abbildung a* zu, die in G die Linkstranslation (¢(a))*: z > ¢(a)x
induziert und dabei den Vektor e auf den Vektor a abbildet. Definieren
wir a-b=a*(®) fir a0 und 0-b =0, so wird F hierdurch zu
einem Fastkorper, der den mit der Menge Ke identifizierten Schiefkor-
per K als Teilmenge enthilt. Es gilt K*<1F*; denn fiir A € K* a € F*
erhilt man aia = a*(1a!) = 1*°a*(a~!) = A* € K* (hierbei ist 1 - A*
der Automorphismus von K der semilinearen Abbildung a*). Also ist
(F, K) ein normaler Fastkorper, aus dem man die Inzidenzgruppe G als
Faktorgruppe F*/K* zuriickerhilt.

In natiirlicher Weise kann man aus jedem beliebigen normalen Fast-
korper (F, K) mit Rang [F: K] > 2 eine desarguessche Inzidenzgruppe
G gewinnen, indem man die Faktorgruppe F*|K* bildet und die Elemente
von F*/K* mit den Punkten des projektiven Raumes identifiziert, der
dem Vektorraum F iiber K zugeordnet ist.

Die Frage nach allen endlichen desarguesschen Inzidenzgruppen ist
also gleichwertig mit dem algebraischen Problem, alle endlichen nor-
malen Fastkorper (F, K) mit Rang [F: K] > 2 anzugeben. Bei der
Losung dieses Problems werden wir uns auf das Resultat von Zassenhaus
[10] stiitzen, daB jeder endliche Fastkorper F, dessen Rang iiber seinem
Primkorper grofer als 2 ist, ein Dickson-Veblenscher Fastkérper ist.

Wir werden also von einem endlichen Dickson-Veblenschen Fastkorper
M ausgehen (in § 1 werden diese durch eine axiomatische Definition
eingefithrt und einige ihrer Eigenschaften hergeleitet) und nach den
Teilkérpern L — wir werden sie normale Teilkorper nennen — von M
fragen, fiir die (M, L) ein normaler Fastkoérper ist. Jeder normale Teil-
korper L von M hat die Eigenschaft, daB L* ein zyklischer Normalteiler
von M* ist?). Daher werden wir in § 2 alle zyklischen Normalteiler von
M* bestimmen. Mit Hilfe dieses Resultats lassen sich dann alle nor-
malen Teilkérper L von M angeben (§ 3) und damit alle endlichen de-
sarguesschen Inzidenzgruppen (§ 4).

Die desarguesschen Inzidenzgruppen kann man in zwei Klassen ein-
teilen, je nachdem ob alle Linkstranslationen von @ von linearen Ab-
bildungen im zugehorigen Vektorraum induziert werden, oder ob es
mindestens eine Linkstranslation gibt, deren korrespondierende semi-
lineare Abbildungen nicht linear sind. Demgema8 werden wir die Inzi-
denzgruppen der ersten Klasse linear, die der zweiten nichtlinear nennen.
Ist (F, K) der zu einer Inzidenzgruppe G gehérige normale Fastkérper,
go ist G genau dann linear, wenn K ein zentraler Teilkérper von F ist,

3) Da L ein endlicher Koérper ist und L* <] M* gilt, ist L* ein zyklischer Normal-
teiler von M*.
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d.h. wenn K* im Zentrum von F* liegt; denn wie bereits gezeigt wurde,
gilt adal = 1* € K* fiir 1 € K*, a e F*.

Unter den endlichen desarguesschen Inzidenzgruppen gibt es sowohl
lineare als auch nichtlineare Inzidenzgruppen (§4). Zu den linearen
Inzidenzgruppen gehéren insbesondere die endlichen kommutativen de-
sarguesschen Inzidenzgruppen. Diese sind sogar zyklisch und bei den
zugehdirigen normalen Fastkérpern (F, K) sind F und K endliche Kérper.

Fiir einen vorgegebenen endlichen desarguesschen projektiven Raum
IT lassen sich alle auf IT genau einfach transitiv operierenden Kolli-
neationsgruppen angeben (§ 5). Alle endlichen Inzidenzgruppen haben
die Eigenschaft, daB die Linkstranslationen auch auf den Hyperebenen
genau einfach transitiv operieren (§ 6).

Zu bemerken ist noch, daB8 die ersten genau einfach transitiv operie-
renden Kollineationsgruppen 7, die man betrachtet hatte, die sogenannten
zyklischen Geometrien (vgl. [8], [3]) waren, bei denen G also eine
zyklische Gruppe ist. Beispiele nichtzyklischer Kollineationsgruppen
dieser Art hat spater Zappa [9] angegeben. Rosati [7] konnte unldngst
fiir die endlichen desarguesschen projektiven Ebenen alle genau einfach
transitiv operierenden Kollineationsgruppen bestimmen.

§ 1. Dickson-Veblensche Fastkorper

Definition 1. Ein Fastkorper M (+,0)4) hetft Dickson-Veblenscher
Fastkorper, wenn es eine dritte bindre Operation - gibt, so daf M (+,-)
etn Schiefkorper ist und fiir jedes von Null verschiedene a aus M die Ab-
bildung g,: x> al(ao x) ein Automorphismus von M (+, ) ist; hierbei
bezeichnet a! das Inverse von a im Schiefkorper M (-, -)5).

Es sei M(+, o) ein endlicher Dickson-Veblenscher Fastkorper. Die
Abbildung ¢:a g, ist ein Homomorphismus der Gruppe M*(o) in
die Automorphismengruppe von M (+, -). Aus dem Assoziativgesetz fiir

und o folgt nimlich:

ao(box) = apg.(bes(x)) = (ag:(5)) (a0 (%)) = (a0 b)g.0s()
= (@ob)ox = (aob)g,m(x),
d.h.

(1) Caod = Qs0b-

4) Mit Fastkorper bezeichnen wir hier stets eine Menge, in der eine Addition
und eine Multiplikation erklért sind, so daB mit Ausnahme des rechtsseitigen
Distributivgesetzes alle Schiefkorperaxiome erfiillt sind. ZassENmAUs [10] nennt
diese Fastkorper vollsténdige Fastkorper.

5) Ist @ € M, 80 bezeichnen wir mit a" die n-te Potenz von a beziiglich der
Multiplikation - und mit a® die n-te Potenz von a beziiglich der Multiplikation o .
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Also ist ¢(M*) =1 = {g,; x € M*} eine zyklische Gruppe, da sie Unter-
gruppe der Automorphismengruppe des endlichen Kérpers M (-, -)
ist.

Es sei K, der zu I' gehorige Fixkérper von M(+, :), d.h.
K,={xeM(+,:); ¢(x) = zfir alle g €I'} und ¢ = | K,|. Dann wird I
von dem Automorphismus g, : * - 27 erzeugt. Bezeichnen wir mit » die Ord-
nung von I, so ist ¢" die Anzahl der Elemente von M. M (4-, o) ist genau
dann ein Korper (vgl. Satz 1), wenn I’ nur aus der Identitit besteht.

Ist U = R (p) = {x € M*; 9, = 1} der Kern des Homomorphismus ¢,

so gilt |U|=m=qﬂT_—1 und (wegen uox = u - g,()):
(2) uor=u-z flr wuelU und xeM.

Hieraus folgt insbesondere, daBl in U die Operationen o und - iiberein-
stimmen und daB daher die Einselemente von M*(.) und M*(o) iden-
tisch sind. Infolgedessen ist U auch Untergruppe von M*(-) und daher
zyklisch. Ist w eine Erzeugende von M*(.), so wird U von o™ erzeugt.
Wegen (2) ist

M*=UuUlouwUw?y...UUep*?

gleichzeitig eine Zerlegung von M* (o) und M*(-) in Nebenklassen von U.

Da ferner I' =~ M*(0)/U ist, gibt es genau ein o < n mit @(w’) = g,,

=gy (0o: - 27). Somit ist e, (w°):,..., (v°)" ) ein Reprisentanten-
—1

system der Faktorgruppe M*(o)/U. Nun gilt aber (w°)f= PACEE

Also miissen die Zahlen aq;:ll fir p=1,2,...,n alle Restklassen

=1 Omodn sein. Hieraus folgt aber

mod » durchlaufen und o T

(6,n) =1 und

g¢—1
qg—1

(3) £O0modn fir 0<B<n und q;:IEOmodn.

1

qﬂ_

Ist m' das Produkt aller Primteiler p von m = ! mit p 1o, 80

gilt (wegen (o, n) = 1) auch (¢ + m'n, mn) = 1. Daher ist wo+™'* eine
Erzeugende von M*(-). Da w™'" € U ist, gelten nach (2) die Gleichungen

WO R — MR ()0 = ™' o @°
und
gl@7™'") = g(0™") p(a°) = ¢(a°) = g-

Damit ist gezeigt:

(4) Es gibt eine Erzeugende w von M*(-) mit g, = g,.
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Nun kénnen wir den folgenden Satz beweisen:

Satz 1. Die multiplikative Gruppe M*(o) eines endlichen Dickson-
Veblenschen Fastkorpers der Ordnung q® besitzt 2wei Erzeugende a und b,
die den Relationen
(5) a? =1, bt=at, boaobdl=qal

gentigen, wobei fir die Zahlen m,n,t und q die folgenden Bedingungen
gelten:

(6) @g—t=m >0,
(7) ¢=*=1modm fir 1<y <n, ¢"=1modm,
(8) (n,t)=(¢—1,t) < 2.

Beweis. Es sei w eine Erzeugende von M*(-) mit g, = g, (vgl.
(4)); ferner sei @ = w" und b = . Dann ist a eine Erzeugende von U,
also gilt a2 =a* 1 fir 0 <o <mund e =1, und 1, 5,5, ..., 522
ist einReprasentantensystem der Faktorgruppe M*(o)/U. Daher gilt
sogar auf Grund von (2):

(9) Jedes o € M* (o) lift sich eindeutig in der Form z = a2 o b8 = g . b8
mit 0 <« <m=L"Lund o < B < n darstellen.

n

Aus (2) erhdlt man weiterhin:

boaob=bo(a-b2) = bey(a) o (b2) = g (@) (b o bY)
= 0s(a) = a* = az.

Da die Ordnung von I"' =~ M*(0)/U gleich = ist, gilt b2 € U, also gibt es
ein ¢ mit 42 = a* und 0 <t < m. Andrerseits ist a* = w" und b* = w®
¢ —1

— ©®1 . Die Zahlen nt und & —!

q—1

sind beide positiv und kleiner als

nm = ¢ —1. Also gilt nt =§L__—11, d.h. m = (g— 1)t. Damit sind
(5) und (8) bewiesen.
Da mn = ¢ — 1 ist, ist die Ordnung von ¢ (wir bezeichnen sie mit s)
in der primen Restklassengruppe mod m ein Teiler von n. Aus m|(g* — 1)
n
folgt ¢ —1=m= q—n:—l und hieraus n =>1+¢ 4+ ... + q'(-‘"x) .
Fiir jede natiirliche Zahl ¢ > 1 ist stets 2s < ¢*. Also gilt: .

ngl—}-q‘—{—---+q'(%_1)g1+28(%—1)=1+2n—2s,

d.h. 25 > n. Dies ist wegen s|n nur fiir s = n moglich, also ist auch
(7) richtig.
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Fir den Beweis der Relation (8) bendtigen wir die folgenden
Hilfssatze:

(10) Ist p eine Primzahl mit p|n, so folgt plg—1.

Beweis. Es sei p ein Primteiler von n mit p+¢ — 1 und p? die hichste
in n aufgehende p-Potenz. Aus p|n und n|g"—1 folgt (p,¢)=1
und hieraus ¢*°7 -1 =1 mod p%. Ist p, der groBte Primteiler von n

n

mit p,tg — 1, so folgt p,tp — 1 und daher gro= 1 mod p°. Nach (3)
n

ist ferner g"——1=(q170—1)(1+qpo+ —{-qm(" 1))

und fiir jeden Primteiler » von ¢ — 1 gilt r41 + gro+ - - - + gpo

= O modn (q— 1)

(Do n
n

Daher folgt ¢ = 1 mod n (¢ — 1), was (3) widerspricht.

(11) Ist ¢ == 3 mod 4, so 18t 4 kein Teiler von n.

Fiir den Beweis von (11) diirfen wir voraussetzen, daB n gerade ist;
2* sei die hochste in n aufgehende 2-Potenz. Nach (10) gilt dann: Ist

P ein Primteiler von n, 8o teilt p die Zahl ¢2 — 1, aber, falls p 4= 2 ist,

nicht q2 + 1. Hieraus folgt, da 2°+! (wegen q = 3 mod 4) die hochste in
n(g — 1) aufgehende 2-Potenz ist:

n
2

q 1 mod n(g — 1)2-7-1.

Ist » >1 (d.h. 4 teilt n), so gilt auBerdem ¢2=:1 mod 2*+1 ¢). Fiir

n
» > 1 folgt also ¢2 = 1 mod n (g — 1). Da diese Kongruenz der Aussage
(3) widerspricht, ist » < 1, also 4 kein Teiler von =.

Nun folgt der Beweis von (8):
Es sei p ein Primteiler von ¢ -— 1 und p*# die htichste in ¢ — 1 auf-
gehende p-Potenz. Ist p* & 2, so gilt pt1t = n(q ‘) Ist p# = 2,

8o gilt 2|t genau dann, wenn = gerade ist. Also erhalten W1r ¢g—1H) <2
und es gilt (¢ — 1,¢) = 2 genau dann, wenn ¢ = 3 mod 4 und » gerade

%) Wir benotigen hier den folgenden Hilfssatz: Ist p ein Primteiler von ¢ — 1
und p# bzw. p” die hochste in ¢ — 1 bzw. n aufgehende p-Potenz, so gilt

g" — 1 = 0 mod p***
und

{$ 0 mod p#tvt1 fiir p# = 2 oder fir » =0,

n— 1
7 = 0 mod p#t*+! fiir p# =2 und »=1.
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ist (vgl. ¢)). Hieraus folgt aber nach (10) und (11): (n,¢) = (g —1,t) < 2.
Damit ist (8) und die folgende Aussage bewiesen:

(12) Es gilt (n,t) = (g — 1,t) = 2 genau dann, wenn n = 2 mod 4 und
¢ = 3 mod 4 ist.

Aus Satz 1 folgt, daB das Zentrum von M*(oc) von a erzeugt wird,
also eine Untergruppe von U ist und die Ordnung % = ¢— 1 hat. Daher
gilt:

(13) Das Zentrum wvon M(+, o) ist der Korper K, .

Definition 2. Sind ¢ und n 2wei natirliche Zahlen, so heift das Paar
{g, n} Dickson-Veblensches Zahlenpaar, wenn folgende Eigenschaften erfullt
sind:

1. ¢ st eine Primzahlpotenz;

2. Jeder Primteiler von n ist auch Teiler von g — 1;

3. Ist ¢ =3 mod 4, so gilt n == 0 mod 4.

Aus den bisherigen Ausfiihrungen geht hervor (vgl. (10) und (11)), daB
jedem Dickson-Veblenschen Fastkérper ein Dickson-Veblensches Zahlen-
paar zugeordnet ist. Wir wollen jetzt die Umkehrung beweisen:

Satz 2. Zu jedem Dickson-Veblenschen Zahlenpaar {q, n} gibt es genau
etnen Dickson-Veblenschen Fastkorper M (4, o) mit g* Elementen, dessen
Zentrum aus genau q Elementen besteht.

Beweis. Es sei M (4, ) der endliche Kérper mit ¢* Elementen und
o eine Erzeugende von M*(-). Auf Grund der Voraussetzungen von

2 ___ n—1
Satz 2 kann man zeigen (vgl. [10]), daB 0, l,qq_ 11 e ey qqi_ 11 ein
Reprisentantensystem mod n ist. Daher ist
@—1 gn-1—1

M*)=UuvUouUe? ' U...uUTw !

eine Zerlegung von M*(-) in Nebenklassen, wobei U die von w” erzeugte

Untergruppe bezeichnet. Jedem Element a € M* ordnen wir einen
B—1

Automorphismus g, von M (+,-) zu: Ist a € Un?™ ! , 80 sei g, : > .
Definieren wir nun in M* eine neue Multiplikation o durch @ o b = ag, (b},
so ist M (+, o) der gesuchte Dickson-Veblensche Fastkorper.

DaB es zu einem Dickson-Veblenschen Zahlenpaar (bis auf Isomorphie)
nur einen Dickson-Veblenschen Fastkorper gibt, 148t sich aus (4) und
(9) folgern.



Endliche Inzidenzgruppen 257

§ 2. Zyklische Normalteiler der multiplikativen Gruppe
eines Dickson-Veblenschen Fastkdrpers

Um die zyklischen Normalteiler der multiplikativen Gruppe eines
Dickson-Veblenschen Fastkorpers zu bestimmen, beweisen wir zunéchst:

Satz 3. Es sei G eine Gruppe mit den Erzeugenden a, b, die den Rela-
tionen (5), (6) und (7) gentigen. Erzeugt a*bf?) einen zyklischen Normal-
teiler von @, so gilt ¢f = 1 mod ¢.

Beweis. a*b? erzeuge einen zyklischen Normalteiler. Dann ist das
Element a1 (a2bf)a = a1 (a*b#) in der Form (a*bB)k = g2 (1+e+-+-4of (4-1) pif
darstellbar. Hieraus folgen mit Hilfe von (5), (6) und (7) die Kongruenzen
Bk — 1) = 0 mod n und

k-1 __ |
b_ {=ggfl____— "
¢ —1l=ag>5—7

Da 8 (k —1) durch n teilbar ist, ist ¢f *1)—1 nach (7) durch m= (g —1) ¢
teilbar. Also konnen wir die letzte Kongruenz auch in der Form

mod ¢.

_ alg—1t
(14) qﬂ—1=oc—qﬁ—_1—m0dt.

schreiben.

Auch das Element b(a*bf)b! = a2« a*bf ist in der Form (a*bf)¥
darstellbar. Hieraus erhilt man entsprechend g(k' — 1) = 0 mod » und
o (g—1)¢

(15) a(g—1)=o =1

mod .

Es sei p ein Primteiler von ¢ und p*, p*, p°, pf jeweils die hochste in
t,x,q — 1, ¢¢ — 1 aufgehende p-Potenz. Aus (14) und (15) erhdlt man
dann:

(16) P* = p+e+—8 ¢ mod p*
und
(17) PrHe = pFettH ¢ 'mod pr .

Sollte 7— ' > 0 sein, so wiirde aus (17) folgen &’ + ¢ =, d.h.
& +o+7—pf =7+ (r—§') > . Hieraus und aus (16) ergibt sich
aber § =7 im Widerspruch zu unserer Annahme 7 > §'. Also gilt
B = 7 und daher ¢ = 1 mod p*. Diese Aussage ist aber fiir alle Prim-
teiler p von ¢ richtig. Also gilt ¢ = 1 mod ¢, w.z. b. w.

Wir wenden jetzt Satz 3 auf die multiplikative Gruppe @ = M* (o)
eines endlichen Dickson-Veblendschen Fastkorpers an. Hierzu nehmen
wir an, daBl a2b8 einen zyklischen Normalteiler erzeugt. Nach (9) diirfen

7) Ist speziell G die multiplikative Gruppe eines Dickson-Veblenschen Fast-
korpers, so verstehen wir hier unter 27 die Potenzbildung beziiglich der Operation o .
17 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXVII
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wir 0 < f < n voraussetzen. Aus Satz 3 folgt dann ¢f = 1 mod ¢ und

hieraus ¢f = 1 mod ((qq: 11):) oder nach (6) ¢! =1 modg_m—lt) . Auf
Grund von (8) haben wir die zwei Falle zu unterscheiden:

1. Ist (n,t) = (¢g—1,f) = 1, also ¢! = 1 mod m, so folgt nach (7)
aber 7|8, also § =0, da § < n vorausgesetzt war. Daher liegen alle
zyklischen Normalteiler von M* (o) in U = {a@}.

9. Ist (n,t) = (q—1,8) =2, also ¢! =1 mod > 5 80 folgt (wegen
2|q — 1) die Kongruenz ¢?f = 1 mod m. Wegen (7) gilt daher n|28, d.h.

ﬂ:Ooderﬂ_— da g < ist. Ausq2 1mod folgt—m—SqE—l

—1l,damn = q — 1ist. Aus der letzten Ungleichung
erha,lten wir durch Umformen q2 + 1< 2n. Wegen (n,t)=(¢g—1,£)=2

n
ist aber » = 2 und q = 3. Also ist die Ungleichung ¢2 + 1 < 2% nur fiir
g = 3 und n = 2 richtig. Daher gilt: Ist ¢ 4 3 oder n & 2, so liegen
alle zyklischen Normalteiler von M* (o) in U = {a}. Ist¢g =3 und n = 2,
so folgt aus (5), daB M* (o) die Quaternionengruppe ist, da | M*| = ¢»—1
=38 —1=8 m=4und £ = 2 ist.

Zusammenfassend erhalten wir:

Satz 4. Es ses M (+, o) ein endlicher Dickson-Veblenscher Fastkorper.
Ist | M|%9, so sind die zyklischen Normalteiler von M* (o) genau die
Untergruppen der zyklischen Gruppe U = {x € M*; o, = 1}. Ist | M| =9
und M (4, o) kein Korper, so ist M*(o) die Quatemwnengruppe uml
jedes Element von M* (o) erzeugt einen zyklischen Normalteiler.

§ 3. Normale Teilkérper endlicher Dickson-Veblenscher Fastkirper

Einen Fastkorper M (-, o) haben wir normal iiber einem Teilk6rper L
genannt und L einen normalen Teilkorper von M (+, o), wenn M ein
Linksvektorraum iiber L ist und wenn L* <¢ M* (o) gilt. Es sollen hier
alle normalen Teilkérper L eines endlichen Dickson-Veblenschen Fast-
korpers M (+, o) bestimmt werden.

Hierzu beweisen wir:

Satz b. Hs ser M (+, o) ein endlicher Dickson-Veblenscher Fastkorper
der Charakteristik p, {q, n} das zugehorige Dickson-V eblensche Zahlenpaar,
= {x € M*; o, = 1} und a eine Erzeugende von U. Dann gilt:

L. Ist L ein normaler Teilkorper von M (+, o), so ist L* etne Untergruppe

m— 1 .
7 und L* wird erzeugt von a*,

von U, d.h. |L*| ist ein Teiler von m =

"—1
wenn 8 =1

an‘l 28t.
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II. Ist p°— 1 ein Teiler von m=2"1

, 80 gibt es genau einen
normalen Teilkorper L von M (+, o) mit |L| = p°.

Beweis von I. Da L* ein zyklischer Normalteiler von M* (o) ist,

gilt L* C U nach Satz 4. Hieraus folgt, daB |L*| ein Teiler von
U =m =qﬂn_1 ist und daB L* von a* mit s=g7:—|;—*l| erzeugt wird.

Beweis von II. Wir setzen s = ;ﬂ—"ii , bezeichnen mit L* die von

a* erzeugte Untergruppe von U und mit L = L* U {0}. L hat genau
p* Elemente und ist hinsichtlich der Operationen + und o ein Kérper,
da U auch Untergruppe der multiplikativen Gruppe M*(-) des Korpers
M (+, ) ist und in U die Operationen - und o iibereinstimmen (vgl. (2)).
Es gilt L* <« M*(0), denn alle Untergruppen von U (vgl. Satz 4) sind
Normalteiler. SchlieBlich ist M (-, o) ein Linksvektorraum iiber L,
denn aus (2) ergibt sich: Sind 4, y € L und x € M, so gilt A + x € L und
A+uoxz=QA4+uy)-z2=rA-z4+pu-x=Aox+puox. Also ist L
ein normaler Teilkérper von M (+, o). L ist eindeutig bestimmt, da L*
nach I. eine Untergruppe der zyklischen Gruppe U ist und U genau eine
Untergruppe der Ordnung p? — 1 besitzt.

Nennen wir {p™, p*, p°} ein normales Zahlentripel, wenn {p*, n} ein

Dickson-Veblensches Zahlenpaar und wenn p°—1 ein Teiler von

1 ist, so konnen wir Satz 5 auch die folgende Fassung geben:

Satz 5°. Ist (M, L) ein endlicher normaler Dickson-Veblenscher Fast-
korper und K, das Zentrum von M, so ist {| M|, |K,|, | L|} ein normales
Zahlentripel. Ist umgekehrt {p™, p*, p°} ein normales Zahlentripel, so gibt
es genau einen normalen Dickson-Veblenschen Fastkirper (M, L), so daf
|M| = p™, |L|=p° ist und das Zentrum von M genau p* Elemente
enthilt.

Aus Satz 5 soll eine Folgerung gezogen werden. Hierzu bendtigen
wir den Hilfssatz:

(18) KEs sei {g, n} ein Dickson-Veblensches Zahlenpaar mit ¢ = p* (p Prim-
zahl). Ferner sei o eine natiirliche Zahl und o, durch o = a,(c, 1)

definiert. p° — 1 tst genau dann ein Teiler von m = q"n;l , wenn
oy| n und (g,, p'&70 — 1) = 1 gilt.

Beweis. Es gilt:

a) Jede der Zahlen (p©® —1,4q,), (p@?—1, 14 plos 4 ...
+ p!P Ny ynd (P —1, 14 pon 4 ... 4 p!*?%) st durch
dieselben Primzahlen teilbar. .

17
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Zusammen mit (10) ergibt sich aus a):
b) Aus (p@® — 1, ap) = 1 folgt (n, 1 + p@? 4 ... 4 p@P =D =1,
Die Zahl

" —1 T —1

P—1 T (PO —1) (1 + 9O 4 ... 4 DT

ist dann und nur dann ganz, wenn g, ein Teiler von n ist. Sie ist, falls
gie ganz ist, durch n teilbar, wenn (p.®) — 1, g)) = 1 gilt; denn = ist

ein Teiler von ’: : _11 (vgl. (8)) und wegen b) gilt

(n, 14 p@® 4o p@ P =1
Damit haben wir bewiesen: Aus gy|n und (p@:? —1,4q,) =1 folgt
o pui’_ 1
p°—1 -
Wir gehen nun von der Annahme aus, daB g, ein Teiler von n, p* — 1
ein Teiler von m =2~ und daB (pfo® — 1, g,) == 1 ist. Es gilt:

n
c) Ist = ein Primteiler von (p‘»® —1, ¢,), 80 auch von p___g.’ﬂ——l I
und wegen (p° — 1, p* — 1) = plo.® — 1:
pa__ 1 pﬁf__ 1
d) Aus p° — 1|m folgt PE 1 t= Ar—TD

Aus unserer Annahme und auf Grund von ¢), d) und (8) erhalten wir:
(p'o® — 1, ) = (n,t) = 2 und hieraus nach (12): n =¢— 1 = 2 mod 4.
Also sind p°—1 und p™ — 1 (wegen ¢ = g,(s,7)) durch dieselbe

ﬂ;———l (wegen 2|n) nicht durch
p° — 1 teilbar sein im Widerspruch zu unserer Annahme.
Aus Satz 5 und (18) kénnen wir jetzt folgern:

(19) Ist L ein normaler Teilkérper von M (4, o) und wmfaBt L das
Zentrum K, von M (+, o), so gilt L = K,.

2-Potenz teilbar. Dann kann aber m =

Beweis. Es sei p die Charakteristik von M (+, o), |L| = p° und

g = p*. Dann folgt aus Satz 5, daB p° — 1 ein Teiler von m = q";1

ist, und hieraus nach (18), daB g,|n und (o, p‘>>* — 1) =1 gilt. Aus K,CL
erhalten wir 7|0, d.h. (0, 7) = 7. Also gelten wegen p'>»¥ = p* = ¢ die
Aussagen (0y, ¢ — 1) =1 und op|n. Zusammen mit (10) ergibt sich
hieraus o, = 1, d.h. ¢ = 7, also L = K.

Mit Satz 5 sind alle normalen Teilkorper eines endlichen Dickson-
Veblenschen Fastkorper M (4, o) bestimmt. Die zentralen Teilkdrper
von M (+, o) sind genau alle Teilkorper des Zentrums K,. Gibt es in
M (+, o) auch normale Teilkdrper L, die nicht zentral sind? Nach (19)
wissen wir, daB L nicht das Zentrum K, umfassen kann, sondern mit
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K, einen Durchschnitt besitzen muB, der in L und K, echt enthalten ist.
Mit Hilfe von (18) kénnen wir fiir einen vorgegebenen endlichen Dickson-
Veblenschen Fastkérper M (4, o) alle normalen Teilkérper L, die nicht
zentral sind, angeben.

Die jeweils kleinsten normalen Dickson-Veblenschen Fastkorper (M, L)
der Rénge 2, 3 und 4, fiir die L nicht zentral ist, sind durch die folgenden
normalen Zahlentripel {p*, p*, p°} gegeben (vgl. Satz 5’ und (18)):

Rang [M: L] = 2: {2%3, 23, 23},
Rang [M : L] = 3: {237, 23, 27},
Rang [M : L] = 4: {2¢'3, 24, 28},

§ 4. Bestimmung der endlichen desarguesschen Inzidenzgruppen

Nachdem wir im letzten Paragraphen alle endlichen normalen Fast-
korper (M, L) mit Rang [M : L] > 2 angegeben haben, sind wir jetzt
in der Lage alle endlichen desarguesschen Inzidenzgruppen zu bestimmen.
Auf Grund der Erorterungen in der Einleitung wissen wir ndamlich, da
wir jede desarguessche Inzidenzgruppe G als Faktorgruppe F*/K* er-
halten kénnen, wobei (¥, K) ein normaler Fastkorper mit Rang [F : K] > 2
ist. Wir brauchen also nur die in den vorhergegangenen Paragraphen
gewonnenen algebraischen Resultate in eine geometrische Sprechweise
zu tiibersetzen.

Es sei (M, L) ein normaler Dickson-Veblenscher Fastkérper mit
Rang [M:L] > 2 und {|{M|, |K,|,|L} = {p™, p*, p°} das zugehorige
normale Zahlentripel (vgl. Satz 5'). Da der Rang [M : L] > 2 ist, gilt
30 < vn. Sind @ und b die durch Satz 1 beschriebenen Erzeugenden von
M* (o), so wird L* nach Satz 5 von a* mit s = g:lz,l, = nz(’;:,:ll) erzeugt.
Infolgedessen wird die Gruppe M*(o)/L*, die die Maichtigkeit %
hat, von den zwei Elementen 4 = L*a und B = L*b erzeugt, die auf
Grund von Satz 1 den folgenden Relationen geniigen:

A*=1, B*=At, BAB= A

20 ™
(20) mit s =2 !

mo__
PR i

=1 {Tap—q w4 9=p".

Also gilt:

Satz 6. Jeder endlichen desarguesschen Inzidemzgruppe G entspricht
genaw ein normales Zahlentripel {p™, ¥, p°} mit Tn = 3¢, so daf gilt:
@G besitzt zwei Erzeugende A und B, die den Relationen (20) gentigen und

@ hat die Ordnung 2; ?: i . Ist umgekehrt {p™, p*, p°} ein normales Zahlen-

tripel mit Tn = 3a, so gibt es genau eine endliche Inzidenzgruppe G der
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Ordnung P':—l mit zwei Erzeugenden A und B, die den Relationen (20)
gentigen. P —1

Der zweite Teil von Satz 6 folgt sofort aus dem zweiten Teil von Satz 5.

Mit Satz 6 sind also alle endlichen desarguesschen Inzidenzgruppen
bestimmt.

Welche der endlichen Inzidenzgruppen G sind linear, welche nicht
linear? Aus der Einleitung wissen wir, dal @ genau dann linear ist,
wenn in dem zu G gehdrigen normalen Fastkorper (M, L) der Teilkdrper
L sogar zentral ist, wenn also L C K, gilt (vgl. § 3). Ist |L| = p° und
|K,| = ¢ = p~, so ist L C K, gleichbedeutend mit p° — 1|p* — 1, d.h.
mit ¢|v. Hieraus erhalten wir:

Satz 7. Eine endliche desarguessche Inzidenzgruppe G mit dem nor-
malen Zahlentripel {p™, p*, p°} (vgl. Satz 6) ist genau dann linear, wenn
olT gilt.

Da es normale Dickson-Veblensche Fastkorper (M, L) gibt, fiir die
L nicht zentral ist (vgl. § 3), existieren auch endliche nichtlineare
Inzidenzgruppen.

Aus (20) erkennt man, daf8 eine endliche desarguessche Inzidenz-

gruppe G mit dem normalen Zahlentripel {p™, p*, p°} genau dann
kommutativ ist, wenn ¢ — 1 = p*— 1 durch s = 7%:% teilbar ist.
Hieraus folgt n(p°— 1){(p*— 1) = p™ — 1. Diese Ungleichung ist
aber wegen Tn = 3¢ nur fir » =1 richtig. » =1 hat {=1 und
F—1

1

s="2
P

zur Folge, d.h. G ist eine zyklische Gruppe. Da das normale

Zahlentripel von G die Gestalt {p*, p*, p°} hat, ist fiir den zu G korre-
spondierenden normalen Fastkorper (M, L) das Zentrum K, von M
gleich M, d.h. M ist ein kommutativer Koérper. Damit haben wir
bewiesen :

Satz 8. Jede endliche kommutative desarguessche Inzidenzgruppe ist
zyklisch und der zugehorige normale Fastkorper (M, L) ist kommutativ®).

§ 5. Genau einfach transitive Kollineationsgruppen
eines endlichen projektiven Raumes

Ist ein endlicher projektiver desarguesscher Raum II vorgegeben, so
kann man die Aufgabe stellen, alle scharf einfach transitiv operierenden
Kollineationsgruppen von II zu finden. Mit Hilfe der bisher erhaltenen

8) Dieses Resultat folgt auch aus [5] und [6]. Dort ist allgemein bewiesen worden,
daB jeder desarguesschen kommutativen Inzidenzgruppe G ein kommutativer
normaler Fastkorper (F, K) entspricht, d.h. F und damit auch K sind kommutative
Korper.
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Resultate ist es leicht eine Losung anzugeben. Wie in der Einleitung
bemerkt wurde, ist der Begriff einer auf einem projektiven Raum I7
scharf einfach transitiv operierenden Kollineationsgruppe G gleich-
wertig mit dem Begriff der Inzidenzgruppe. Da ein endlicher desargues-
scher projektiver Raum I7 durch die Anzahl seiner Punkte vollstindig
festgelegt ist, ist die gestellte Aufgabe also gleichwertig mit dem
Problem, alle Inzidenzgruppen G' zu bestimmen, deren Ordnung gleich
der Anzahl der Punkte von IT ist. 00

Die Anzahl der Punkte von IT sei 1 4+ p° + - . -  p°¥-V = ];,—:11 .
Ist G eine desarguessche endliche Inzidenzgruppe mit dem normalen

Zahlentnpel {p, B, 97} (vgl. Satz 6), so gilt |G| = 11. Die Zahlen

I; _11 und 27 11 sind genau dann gleich, wenn ﬁ P, § =0 und
= 7 —

tn = o6 gilt. Bezeichnen wir mit ®@(p, o, §) die Menge der in 7 und »
positiv ganzzahligen Losungen der Gleichung tn = ¢4 mit der Neben-
bedingung, daB {p*, n} ein Dicksonsches Zahlenpaar (vgl. Definition 2)

ist, so gilt (vgl. Satz 6):

Satz 9. Ist II ein endlicher desarguesacher projektiver Raum, dessen
Z’

Dimension grofer als 1 ist, und ist

Punkte von II, so besitzt II genau |<D p, o, 0)| nicht isomorphe genau
einfach transitive Kollineationsgruppen. Zu jeder Lbsung {r,n} aus
D(p, 0,8) gibt es genau eine genau einfach transitiv operierende Kolli-
neationsgruppe G von II, die durch das normale Zahlentripel (vgl. Satz 6)
{p™, p*, p°} bestimmt ist.

Die Menge @(p, 5, 8) ist nicht leer, denn {7, n} = {04, 1} liegt stets
in @ (p, o, 8). Dieser Losung entspricht die zyklische Kollineationsgruppe.

§ 6. Transitivitit der Hyperebenen

Zum AbschluB soll noch gezeigt werden, daB die Linkstranslationen
einer endlichen Inzidenzgruppe G genau einfach transitiv auf den Hyper-
ebenen von G operieren. Zu diesem Zweck denken wir uns eine Hyper-
ebene H der Inzidenzgruppe G ausgezeichnet (jede Hyperebene fassen
wir im folgenden stets als die Gesamtheit der mit ihr inzidierenden
Punkte auf). M = {®H; x € G} sei die Menge aller Hyperebenen, die
durch Linkstranslationen aus H hervorgehen und m die Kardinalzahl
von M. Da die Gruppe der Linkstranslationen transitiv auf den Punkten
von @ operiert, inzidieren mit jedem Punkt von @ gleich viele Hyper-
ebenen aus M, deren Anzahl wir mit r bezeichnen. Ist 1 4+ n - - - - + n*
die Ordnung der Inzidenzgruppe @, so liegen auf jeder Hyper-
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ebene genau 1 + n + --- 4 m*! Punkte aus G. Demnach erhal-
ten wir:
k
m= r1(1+t»1+. .++n:b“1) Sltndg 40k

Da m eine natiirliche Zahl <1 4 n 4 ... 4 n* ist und die Zahlen
14+n4---+nrund 1 4 n 4 - . - + n*? teilerfremd sind, folgt hier-
aus r=14+n+..--4+ntund m=1+a+ .-+ n* Also liegen
bereits alle Hyperebenen in %, d.h. die Linkstranslationen operieren
genau einfach transitiv auf den Hyperebenen von G.

Aus diesem Ergebnis folgt (vgl. [2] Satz 4), da8 jede endliche Inzidenz-
gruppe sogar als Gruppenraum D (@) darstellbar ist, wobei wir unter
einem Gruppenraum D (@) eine Gruppe @ verstehen, in der eine Teil-
menge D so ausgezeichnet ist, dafl die wie folgt definierte geometrische
Struktur ein projektiver Raum ist: Jedes Element x € G fassen wir
gleichzeitig als Punkt x und als Hyperebene (x) auf und erkliren die
Inzidenz zwischen einer Hyperebene () und einem Punkt y durch
zy € D. Also kennen wir mit allen endlichen desarguesschen Inzidenz-
gruppen auch alle endlichen desarguesschen Gruppenrdume.
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