
Endliche Inzidenzgruppen 

KURT REIDEMEISTER zum 70. Geburtstag gewidmet 

Von ERICH ELLERS und Hv.L~vT KARZEL in Hamburg 

Eine InzidenzgruTpe ist eine Menge G, die mit einer Gruppenstruktur 
und der Struktur eines projektiven Raumes der Dimension griiBer als 1 
versehen ist und in der jede Linkstranslation a*: x-+ ax(a, x eG) yon 
G a u f  sich eine Kollineation des projektiven Raumes ist. 

Der Begriff Inzidenzgruppe umfaBt genau alle Kollineationsgruppen 
(7, die genau einfach transitiv auf den Punkten eines projektiven Raumes 
/ /operierenl) .  

Die LSsung des Problems, alle Iuzidenzgruppen anzugeben, ist bisher 
ftir die Klasse der kommutativen Inzidenzgruppen (vgl. [5], [6], [1]) 
und die Klasse der elliptischen Gruppenr~ume (vgl. [4], [2]) gelungen. 
Hier soll dieses Problem ffir die Klasse aller endlichen desarguesschen 
Inzidenzgruppen gelSst werden. 

Wie wir bereits frfiher gezeigt haben (vgl. [2]), entsprieht jeder desar- 
guessehen Inzidenzgruppe G eindeutig ein normaler FastlcSrper (F, K), 
d.i. ein FastkSrper F, der einen Teflschiefkiirper K enth~lt, so dab F 
ein Linksvektorraum fiber K und K* ~ F* ist2). Denn als desarguessehem 
projektivem Raum ist G ein Linksvektorraum F fiber einem Schief- 
kSrper K zugeordnet. Neben der bereits in F vorhandenen Vektor- 
addition l~Bt sieh mit Hiffe der Inzidenzgruppe eine Multiplikation in 
F erkl~ren. Hierzu zeichnen wit einen Koordinatenvektor e des Punktes 
1 yon G aus, bezeichnen mit ~ : F * - >  G die Abbildung, die jeden yon 
Null verschiedenen Vektor a aus F auf den durch a repr~sentierten 

1) Zu zwei Punkten  a, b einer Inzidenzgruppe G gibt es genau eine Links~rans- 
lation, n~imlich (ba-1} *, die a in b iiberfiihrt. Also operiert die Gruppe der Links~ 
translationen, die zu G isomorph ist, genau einfach transit iv auf  den Punk ten  
yon (7. Is t  tungekehrt G eine Kollineationsgruppe, die genau einfach transit iv 
auf  den Punkten  eines projektiven R a u m e s / /  operiert, so zelchnen wir einen 
Punk t  i ~ ~ / / a u s  und  identifizieren jedes Gruppenelement a ~ G mit  dem P unk t  
a (P) ~ T/. Auf diese Weise erhalten wir eine Inzidenzgruppe, denn die Abbildung 
a *  : x ~ x ( P )  - ~  a x  ~ a x ( P )  ~ a ( x ( P ) )  ist eine Kollineation y o n / 1 .  

2) F* bzw. K* bezeichnet die multiplikative Gruppe yon F bzw. K. K* <~ F* 
bedeutet, dai3 K* ein Normaltefler yon F* ist. 
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Punkt  aus G abbildet, und ordnen jedem Vektor a ~ 0 aus F die semi- 
lineare Abbildung a* zu, die in G die Linkstranslation (~ (a))* : x -> ~0 (a)x 
induziert und dabei den Vektor e auf  den Vektor a abbildet. Definieren 
wit a - b ~ a * ( b )  fiir a ~ 0  und 0 . b = 0 ,  so wird F hierdurch zu 
einem Fastk6rper, der den mit  der Menge Kr identifizierten SohiefkSr- 
per K als Teilmenge enth~lt. Es gilt K*<~F*; denn ffir 2 e K * ,  a e F *  
erh/ilt man a~a -t = a*(~a -1) = ~a*a*(a-1) ~ h a" ~ K* (hierbei ist ~ -~ ~t a~ 
der Automorphismus von K der semilinearen Abbfldung a*). Also ist 
(F, K) ein normaler FastkSrper, aus dem man die Inzidenzgruppe Ga l s  
Faktorgruppe F*/K* zurfickerh/flt. 

In  natfirlicher Weise kann man aus jedem beliebigen normalen Fast- 
k6rper (F, K) mit  Rang [Iv : K] > 2 eine desarguessche Inzidenzgruppe 
G gewinnen, indem man die Faktorgruppe F*/K* bildet und die Elemente 
yon F*/K* mit den Punkten des projektiven Raumes identifiziert, der 
dem Vektorraum F fiber K zugeordnet ist. 

Die Frage nach allen endlichen desarguesschen Inzidenzgruppen ist 
also gleichwertig mit dem algebraischen Problem, alle endlichen nor- 
malen Fastk6rper (F, K) mit Rang I F : K ]  > 2 anzugeben. Bei der 
LSsung dieses Problems werden wir uns auf  das Resultat yon Zassenhaus 
[10] stfitzen, daft jeder endliche Fastk6rper F, dessen Rang fiber seinem 
PrimkSrper gr6fler als 2 ist, ein Dickson-Veblenscher FastkSrper ist. 

Wir werden also von einem endlichen Dickson-Veblenschen FastkSrper 
M ausgehen (in w 1 werden diese durch eine axiomatische Definition 
eingefiihrt und einige ihrer Eigenschaften hergeleitet) und nach den 
Teilk6rpern L - -  wir werden sie norma/e TeilkSrper nennen - -  yon M 
fragen, ffir die (M, L) ein normaler Fastk6rper ist. Jeder  normale Teil- 
k6rper L yon M hat  die Eigenschaft, dab L* ein zyklischer Normaltefler 
yon M* ist3). Daher werden wir in w 2 alle zyklischen Normalteiler yon 
M* bestimmen. Mit Hilfe dieses Resultats lassen sich dann alle nor- 
malen TeilkSrper L v o n  M angeben (w 3) und damit alle endlichen de- 
sarguesschen Inzidenzgruppen (w 4). 

Die desarguesschen Inzidenzgruppen kann man in zwei Klassen ein- 
teilen, je nachdem ob alle Linkstranslationen yon G yon linearen Ab- 
bildungen im zugehSrigen Vektorraum induziert werden, oder ob es 
mindestens eine Linkstranslation gibt, deren korrespondierende semi- 
lineare Abbildungen nicht linear sind. Demgem/~B werden wir die Inzi- 
denzgruppen der ersten Klasse linear, die der zweiten nichtlinear nennen. 
Ist  (F, K) der zu einer Inzidenzgruppe G gehSrige normale FastkSrper, 
so ist G genau dann linear, wenn K ein zentraler TeilkSrper yon F i s t ,  

3) Da L ein endlicher K6rper ist und L*<~ M* gilt, ist L* ein zyklischer Normal- 
toiler yon M*. 
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d.h. wenn K* im Zentrum yon F* liegt; denn wie berei~s gezeigt wurde, 
gilt a2a -1 ---- ,~* e K *  f i ir  2 e K * ,  a e F* .  

Unter  den endlichen desarguessohen Inzidenzgruppen gibt es sowohl 
lineare als auch nichtlineare InzidenzgTuppen (w 4). Zu den linearen 
Inzidenzgruppen gehSren insbesondere die endlichen kommutat iven de- 
sarguesschen Inzidenzgruppen. Diese sind sogar zykliseh und bei den 
zugeh5rigen normalen FastkSrpern (F, K) sind F und K endliehe KSrper. 

Fiir einen vorgegebenen endlichen desarguesschen projektiven Raum 
/ /  lassen sieh alle auf  H genau einfach transitiv operierenden KolU- 
neationsgruppen angeben (w 5). Alle endliehen Inzidenzgruppen haben 
die Eigensehaft, dab die Linkstranslationen aueh auf  den Hyperebenen 
genau einfach transitiv operieren (w 6). 

Zu bemerken ist noeh, dab die ersten genau einfach transitiv operie- 
renden Kollineationsgruppen G, die man betraehtet hatte, die sogenannten 
zyk l i schen  Geometrien (vgl. [8], [3]) waren, bei denen G also eine 
zyklisehe Gruppe ist. Beispiele niehtzykliseher Kollineationsgruppen 
dieser Art  hat  sp//ter Zappa [9] angegeben. Rosati [7] konnte unl/~ngst 
fiir die endliehen desarguessehen projektiven Ebenen alle genau einfaeh 
transitiv operierenden Kollineationsgruppen bestimmen. 

w 1. Dickson-Yeblensche Fastk6rper 

Definition 1. E i n  Fas tkbrper  M(A-,o)  ~) he i s t  Dickson-  Veblenscher 

Fas tkSrper ,  w e n n  es eine dritte bini~re 01Jeration �9 gibt, so da~  M(q-,  .) 
ein  S c h i e ] k ~ p e r  ist  u n d  [tlr ]edes yon N u l l  versehiedene a aus  M die A b -  

bi ldun9 Qa : x -~ a - l ( a  o x)  ein A u t o m o r p h i s m u s  yon M(A-, .) is t;  hierbei 

bezeichnet a -x das Inverse  yon a i m  Schie]kbrper M(A-, .)6). 
Es sei M ( + ,  o) ein endlicher Diekson-Veblenscher FastkSrper. Die 

Abbfldung ~ : a - ~ e ~  ist ein Homomorphismus der Gruppe M * ( o ) i n  
die Automorphismengruppe yon M (+ ,  .). Aus dem Assoziativgesetz fiir 

und o folgt n/imlich: 

a o (b o x)  = a e , ( b e b ( x ) )  = (aea(b))  (e, eb(x)) = (a o b )e ,  eb(x  ) 

= (a o b) o x = (a o b)e~ob(x), 

d.h. 

(1) ~o~  = ~ , ~ .  

4) Mit FastkSrper bezeichnen wit hicr stets eine Menge, in der eine Addition 
und eine Multiplikation erkl/~rt sind, so d ~  mit Aumaahme des rechtsseitigen 
Distributivgesetzes alto SchiefkSrperaxiome erfiillt sind. ZASSENHAUS [10] nennt 
diese FastkSrper vollst/indige Fa~tkSrtmr. 

s) Ist a e M, so bezeichnen wit mit a" die n-re Potenz von a beziiglich der 
Multiplikation �9 und mit a-" die n-to Potenz von a beziiglich der Multiplikation o. 
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Also ist ~ ( M * ) = F :  {Q~; x eM*} eine zykUsche Gruppe, da sie Unter-  
gruppe der Automorphismengruppe des endlichen K6rpers M(-~ ,  .) 
i s t .  

Es sei K q  der zu ]~ gehSrige FixkSrper yon  M ( ~ ,  .), d . h .  
Kq = {x e M ( + ,  .); ~(x) = x fiir alle ~ e F }  und q = IK I . Dann  wird F 
yon  dem Automorphismus ~0 : x -~ x q erzeugt. Bezeichnen wir mi t  n die Ord~ 
nung yon F, so ist q" die Anzahl  der Elemente  yon  M. M ( + ,  o) ist genau 
dann ein K6rper  (vgl. Satz 1), wenn F nur  aus der Iden t i t~ t  besteht.  

I s t  U ---- ~ (~) ---- {x e M* ; ~ ---- 1} der Kern  des Homomorphismus  % 

so grit IU] = m _ q ~ - - I  und  (wegen u o x  = u .  ~.(x)): 
n 

(2) u o x - ~ u . x  /ar u e U  und x e M .  

Hieraus folgt insbesondere, dab in U die Operationen o und  �9 tiberein- 
s t immen und  dab daher  die Einselemente yon  M*(.) und  M*(o)  iden- 
tisch sind. Infolgedessen ist  U auch Untergruppe yon M* (.) und  daher  
zykliseh. I s t  ~o eine Erzeugende yon  M* (.), so wird U yon eo" erzeugt. 
Wegen (2) ist 

M*---- U u  U o ~ u  Uo~ 2 k j . . . U  Ur "-~ 

gleiehzeitig eine Zerlegung yon M* (o) und  M* (.) in Nebenklassen yon U. 
Da f e r ne r / "  ~ M*(o) /U  ist, gibt es genau ein a < n mi t  ~(of)  -~ Q~, 
: ~0 (~0 : x -~ xq). Somit ist  eo ~ (~o~ 2 . . . . .  (o~O)~ 5) ein Repr/ isentanten- 

r 

system der Faktorgruppe  M*(o)/U.  Nun gilt aber (co~ B o~ q -  
qp-- 1 

Also miissen die Zahlen a~--~y_l fiir fl---- 1, 2 . . . . .  n a l l e  Restklassen 

- -  11 _--~ 0 rood n sein. Hieraus folgt aber rood n durchlaufen und  a q 
( a , n ) =  1 und  

q#-- 1 q~-- 1 __ 0 m o d n  (3) q _ l ~ O m o d n  far  O < f l < n  und q - - l - -  

q~--1 mi t  p 4"a, so I s t  m' das P roduk t  aller Primtefler  p yon  m -- 

gilt (wegen (g, n) ---- 1) auch (or -k re'n, ran) = 1. Daher  ist w~ eine 
Erzeugende yon M* (.). Da w~'~ e U ist, gelten nach (2) die Gleichungen 

CO a + m r  n ~ CO m '  n �9 ( D  a ~ ( D  m t  n 0 CO a 

u n d  

~(~+m'~) = ~ ( ~ ' ~ )  ~(~~ = ~(~~ = ~o- 

Dami t  ist gezeigt: 

(4) Es gibt eine Erzeugende o) yon M* (.) mit ~ -~ Qo. 
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Nun k f n n e n  wir den folgenden Satz beweisen: 

Satz 1. Die multiplikative Gruppe M*(o)  eines endlichen Dickson- 
Veblen~chen Fastk6rpers der Ordnung ~ besitzt zwei Erzeugende a und b, 
die den Relationen 

(5) a ~ =  1, b- n = a t ,  b o a o b =  l = a ~  

9enf~en, wobei [ftr die Zahlen m, n, t u n d  q die /olgenden Bedingungen 
gelten : 

(6) ( q - -  1 ) t  = m > o ,  

(7) q~ ~ l mod m tar l ~ v < n ,  q ~ - - = l m o d m ,  

(8)  (n,  t) = ( q - -  1, t) __~ 2 .  

B e w e i s .  Es sei oJ eine Erzeugende yon M*(.)  mi t  0| = 00 (vgl. 
(4)); f emer  sei a = oJ" und  b = ~. Dann  ist a eine Erzeugende yon U, 
also g i l t a -  ~ = a  ~ f l= l  f a r  0 < a < m u n d a  n =  1, und  1, b , M , . . . , b  "-x 
ist  e inReprgsentantensys tem der Faktorgruppe  M*(o)[U.  Daher  gilt  
sogar au f  Grund  yon  (2): 

(9) dedes x e M * ( o )  Mflt s i che indeu t ig inderForm x = a ~ - o b ~ - = a ~ . b  a_ 

q"--  1 und 0 ~ fl < n daradlen. mit  O ~ a  < m - -  ~ 

Arm (2) e r h g l t  m a n  w e i t e r h i n :  

b o a o b -1 = b o ( a .  b -x)  = bob(a ) Ob(b "x) = ob(a)(b o b -x) 

= Ob (a) = a q = Of f - .  

Da die Ordnung von I" _~ M* (o)/U gleieh n ist, gilt b- ~ e U, also gibt  es 
ein t m i t  b- ~ = a t und  0 ~ t < m. Andrerseits ist a ~ = eo ** und  b- ~ = Of- 

Cn--1 

= co ~ -  ~ Die Zahlen n t mad q " - - l  sind beide positiv und  kleiner als �9 

q- - -1  d .h .  m = ( q - - 1 ) t .  Dami t  sind n m  = q * - -  l .  Also gilt  nt  --  q _  l ' 
(5) und  (6) bewiesen. 

Da ran = q ~ -  1 ist, ist  die 0 r d n u n g  yon q (wir bezeichnen sic mi t  s) 
in der pr imen Rest ldassengruppe rood m ein Tefler yon  n. Aus m [ (q~ - -  1) 

l e t  / 

folgt q ' - - l ~ m - - - - q " - - I  mad hieratm n > l + q " + . . . + q ' ( - ~ - x ) .  

jede natar l iehe Zahl q > 1 ist  stem 2s _~ q*. Also g i l t : .  

d .h .  2s > n. Dies ist  wegen sin nur far s = n m6glieh, also 1st auoh 
(7) riehtig. 
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Ftir den Beweis der Relation (8) benStigen wir die folgenden 
I-Iiffssiitze: 

(tO) Ist  ~ eine Primzahl mit pin,  so folgt P l q -  1. 

B e w e i s .  Es se ip  ein Primteiler yon n mit  p 4"q - -  1 und Iv ~ die hSchste 
in n aufgehende p-Potenz. Aus p in  und n I q n - - 1  folgt (p, q ) =  1 
und hieraus qv~-~(~-l~ ~ 1 m o d p  ~. Is t  P0 der grSBte Primteiler yon n 

n 

mit 1oor q - -  1, so folgt po~(p-- 1 und daher q~o-~ 1 modID ~. Nach (3) 

i s t f e r n e r q ~ - - l =  - - 1  1 + ~r~-4- _f_ (~-I) �9 ..  ~ 0 m o d n  ( q - - l )  

und fiir jeden Primtefler r yon q - -  1 gilt r~'l -~ q ~  . . .  ~ q~(m-l) .  

Daher folgt q~----- 1 rood n ( q -  1), was (3) widerspricht. 

(11) Ist  q ~ 3 rood 4, so ist 4 kein Teiler von n. 

Fiir den Beweis yon (11) diirfen wir voraussetzen, dab n gerade ist; 
2" sei die h6chste in n aufgehende 2-Potenz. Nach (10) gilt dann: Is t  

T ein Primtefler von n, so teilt p die Zahl q ~ -  1, abet, falls ID # 2 ist, 

nicht q~ Jr 1. Hieraus folgt, da 2 "+~ (wegen q ~- 3 rood 4) die hSchste in 
n (q - -  1) aufgehende 2-Potenz ist: 

q2 ~-- 1 mod n ( q - -  1)2 -~-1. 

n 

Ist  v > 1 (d.h. 4 teilt n), so gilt auBerdem q~----- 1 rood 2 "+~ 6). Ftir 
fl 

> 1 folgt also q~ - -  1 rood n(q - -  1). Da diese Kongruenz der Aussage 
(3) widersprieht, ist u ~_~ 1, also 4 kein Teller yon n. 

Nun folgr der Beweis yon (8): 

Es sei p ein Primteiler yon q -  1 und p~ die hSehste in q -  1 auf- 

q - - -1  6) .  Ist  i t ~ = 2 ,  gehende p-Potenz. Is t  I~ ~ 2, so gilt p e t  ~ n ( q -  1) 

so gilt 2It genau dann, wenn n gerade ist. Also erhalf~n wir (q - -  1, t) _~ 2 
und es gilt (q  - -  1, t) ----- 2 genau dann, wenn q ~- 3 rood 4 und n gerade 

6) Wir  benStigen hier den folgenden Hilfssatz: Is t  p ein Primtefler von q -  1 
u n d  p~ bzw. p" die hSchste in q -  1 bzw. n aufgehende p-Potenz, so gilt 

qn _ _  1 ~ 0 m o d  p~+* 

und  

{: Omodp~'+v+I f'tir p g # 2  oder f'tir v = 0 ,  
q ~ - - I  0modpg+ '+ l  f'tir p~ = 2 und v > l .  
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ist (vgl. 6)). Hieraus folgt aber nach (10) und (11): (n, t) = (q - -  1, t) ~ 2. 
Damit ist (8) und die folgende Aussage bewiesen: 

(12) Es gilt (n, t) = (q - -  1, t) = 2 genau dann, wenn n ~ 2 rood 4 und 
q ~ 3 rood 4 ist. 

Aus Satz 1 folgt, dab das Zentrum von M*(o) yon a s erzeugt wird, 
m 

also eine Untergruppe yon U ist und die Ordnung ~- = q -  1 hat. Daher 
gilt: 

(13) Das Zentrum yon M(%,  o) ~st der K6rper Kq. 

Definition 2. Sind q und n zwei natt~rliche Zahlen, so heiflt das Paar 
{q, n} Dickson-Veblensches Zahlenpaar, wenn /olgende Eigenscha/ten er/allt 
sind : 

1. q ~st eine Primzahlpotenz ; 

2. Jeder Primteiler yon n ist auch Teiler yon q -  1; 

3. Ist q = 3 m o d 4 ,  so gilt n ~ O mod 4. 

Aus den bisherigen Ausfiihrungen geht hervor (vgl. (10) und (11)), dab 
jedem Dickson-Veblenschen FastkSrper ein Dickson-Veblensches Zahlen- 
paar zugeordnet ist. Wir wollen jetzt die Umkehrung beweisen: 

Satz 2. Zu jedem Dickson-Veblenschen Zahlenpaar {q, n} gibt es genau 
einen Dickson-Veblenschen FastkSrper M(-}-, o) mit  q~ Elementen, dessen 
Zentrum aus genau q Elementen besteht. 

Beweis .  Es sei M ( ~ ,  .) der endliche KSrper mit  ~ Elementen und 
co eine Erzeugende von M*(.). Auf Grund der Voraussetzungen yon 

q2 __ 1 qn - l__  | e i n  Satz 2 kann man zeigen (vgl. [10]), dal3 0, 1, 
q - - 1  ' ' "  ' q - - 1  

Repr~sentantensystem mod n i s t .  Daher ist 

M * ( . )  = U~A Um W U(,o q - 1  I , j . . .  ~ U(,o q - 1  

eine Zerlegung yon M* (.) in Nebenklassen, wobei U die yon ~o" erzeugte 
Untergruppe bezeichnet. Jedem Element a e M* ordnen wit einen 

Automorphismus ~ von M (~-,.) zu: Is~ a e Uo~ q -  1, so sei ~ : x -~ x ~ . 
Definieren wir nun in M* eine neue Multiplikation o durch a o b = a~(b),  
so ist M ( 3 ,  o) der gesuchte Dickson-Veblensche FastkSrper. 

DaB es zu einem Dickson-Veblenschen Zahlenpaar (bis auf  Isomorphic} 
nur  einen Dickson-Veblenschen FastkSrper gibt, l~Bt sich aus (4) und 
(9) folgern. 
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w 2. Zyklische Normaltefler der multiplikafiven Gruppe 
eines Dickson-Yeblenschen Fastkiirpers 

U m  die zyklischen Normaltei ler  der mul t ipl ikat iven Gruppe  eines 
Diekson-Veblenschen FastkSrpers  zu bes t immen,  beweisen wi t  zun~chst :  

Satz 3. Es  8el G eine Gruppe mit  den Erzeugenden a, b, die den Rela- 
tionen (5), (6) und (7) gen•gen. Erzeugt a~b ~ 7) einen zyklischen Normal-  
teller yon G, so gilt q~ ~ 1 mod t. 

B e w e i s .  a~b ~ erzeuge einen zyklischen Normalteiler.  Dann  ist das 
Element  a -1 (a~b~)a -~ a ~-] (a~b $) in der Form (a~ b~) k ---- a ~(l+q~ +'" "+q~-~)) b ~ 
darstellbar.  Hieraus  folgen mi t  Hilfe yon  (5), (6) und (7) die Kongruenzen  
fl(k - -  1) - -  0 rood n und  

qO(~-l)_ 1 rood t q~- - l - - - -o~q  ~ q ~ - - I  

Da  fl (/c - - 1 )  dureh n teflbar ist, ist q~ ( k - i ) _  1 naeh (7) dureh m---- ( q -  1) t 
teilbar. Also k6nnen wi t  die letzte Kongruenz aueh in der Form 

a (q--  1) t mod t .  (14) q~ - -  1 --~ oc q~ __ 1 

schreiben. 
Auch da~ Element  b(a~b~)b-l-~ aa(q-l)aab ~ ist in der Fo rm (a~b~) ~' 

darstellbax. Hieraus  erh~lt man  entspreehend f l ( k ' - -  1) ~ 0 rood n und  

a'(q-- 1)t m o d t "  (15) a ( q - - 1 ) - - ~  q~--I 

Es sei lv ein Primtei ler  v o n t  und  p~, p~', IvQ, p~' jeweils die hSehste in 
t, ~, q -  1, q ~ -  1 aufgehende Iv-Potenz. Aus (14) und  (15) erh~ilt man 
dann:  

(16) p~' z--p~'+~+~-~' a modlo �9 

mid  

(17) p~'+~ --~-- p~'+~+~-~' a' "mod p~. 

Sollte v - - f l '  > 0 sein, so wiirde aus (I7) folgen r162 + Q ~ v, d.h.  
~' d- ~ d- ~ -  fl' ~ �9 -[- ( ~ -  fl') > v. Hieraus  und aus (16) ergibt  sieh 
aber  f l ' ~  r im Widerspruch  zu unserer Annahme v > fi t  Also gilt 
fl' _~ v und  daher  qa ---- 1 rood p~. Diese Aussage ist aber  fiir alle Pr im- 
tefler p yon  t riehtig. Also gilt qa -~ 1 rood t, w. z. b. w. 

Wir  wenden je tz t  Satz 3 au f  die mult ipl ikat ive Gruppe  G ---- M* (o) 
eines endliehen Diekson-Veblendsehen FastkSrpers  an. Hierzu nehmen 
wit  an, dab  azb-~ einen zyklisehen Normaltei ler  erzeugt. Naeh (9) diirfen 

7) Ist  speziell G die multiplikative Gruppe eines Dickson-Veblenschen Fast- 
kSrpers, so verstehen wir hier unter  xr die Potenzbildung beziiglieh der Operation o. 

17 7808 Hbg. Math. Abh., Bd. XXVII 
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wir 0 ~ fl -~ n voraussetzen.  Aus Satz 3 folgt dann q~ ~ 1 mod t und  
( q -  1)t m 

hieraus q~ ~ 1 rood (q _ 1, t) oder nach (6) q~ - -  1 mod  ( q _  1, t) " Auf  

Grund  yon  (8) haben wlr die zwei F~lle zu unterseheiden:  

1. I s t  (n, t) = ( q - -  1, t) = 1, also q~ - -  1 m o d m ,  so folgt naeh (7) 
aber  n[fl, also fl = 0, da fl < n vorausgesetz t  war. Daher  liegen alle 
zyl~liaehen Normaltei ler  yon  M* (o) in U ---- (~). 

m 
2. I s t  (n, t) = ( q - -  l, t) ----- 2, also q ~ - - l m o d ~ ,  so folgt (wegen 

2 ] q -  1) die Kongruenz q2~--1  m o d m .  Wegen (7) gilt daher  n]2fl, d.h.  
n 71 

n m folgt m fl ----- 0 oder fl = ~ ,  da  fl < n ist. Aus q~--- 1 rood ~ y ~ q-~--  1, 
n 

q" - -  1 qn d.h .  2n "< q~---  1, d a m n  -~ - -  1 ist. Aus der letzten Ungleichung 
n 

erhal ten wir du tch  Umformen  q~ + 1 _~ 2 n. Wegen (n, t) ---- (q - -  1, t) = 2 
n 

ist aber  n _~ 2 und  q :> 3. Also ist die Ungleiehung q-~ + 1 _~ 2n nur  ffir 
q ---- 3 und n ---- 2 riehtig. Daher  gilt: I s t  q ~ 3 oder n ~ 2, so liegen 
alle zyklisehen Normaltei ler  yon  M* (o) in U ---- (~). I s t  q ---- 3 und  n ---- 2, 
so folgt aus (5), daft M* (o) die Quaternionengruppe ist, da [M*] ---- q ' - - 1  
---- 3 " - - 1 - - - - 8 ,  m = 4  und t----2 ist. 

Zusammenfassend  erhalten wir: 

Satz 4. E8 sei M (+,  o) ein endlicher Dickson-Veblenscher FastkZrfper. 
Ist [M] ~ 9, so sind die zyklischen Normalteiler yon M*(o)  genau die 
Untergruppen der zyklischen Gruppe U ---- {x e M*;  ~ = 1). Ist ]M] = 9 
und M ( + ,  o) kein KSrper, 8o ist M*(o)  die Quaternionengrulwpe und 
]edes Element van M*(o)  erzeugt einen zyklischen Normalteiler. 

w 3. Normale TeilkSrper endlicher Dickson-Veblenscher Fastk~rper 

Einen Fas tk6rper  M ( + ,  o) haben wit  normed tiber einem TeilkSrper L 
genannt  und  L einen normalen Teilk2rper yon  M ( W ,  o), wenn M ein 
L inksvek to r raum fiber L ist und  wenn L*<~ M*(o)  gilt. Es  sollen bier 
alle normalen TeilkSrper L eines endlichen Dickson-Veblenschen Fas t -  
kSrpers M ( + ,  o) bes t immt  werden.  

Hierzu beweisen wir: 

Satz 5. E8 sei M ( + , o) ein endlicher Dickson- Veblenscher FastkSrper 
der Charakteristik p, (q, n) das zugehOrige Dickson-Veblensche Zahlenpaar, 
U --~ (x e M* ;  q~= 1) und a eine Erzeuqende yon U. Dann gilt: 

I. Ist L ein normaler TeilkSrper von M ( + , o), so ist L* eine Untergruppe 

qn_ 1 und L* wird erzeugt yon a', yon U, d.h. [L* [ i s t  ein Teller yon m -- 
qn- -  1 

wenn s = ~  ist. 
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q n  1 
- -  - -  , so gibt es genau einen II. Is t  p~ 1 ein Teiler von m n 

normalen TeilkSrper L yon M ( + ,  o) mit  ILI = P~ 

B e w e i s  von I. Da L* ein zyklischer Normalteiler yon M*(o) ist, 
gilt L* C U nach Satz 4. Hieraus folgt, dal~ I L*] ein Teiler yon 

_ _  q ~ - -  1 
[ U [ =  m --q'--n 1 ist und dab L* yon a' mit s -  n---~*l erzeugt wird. 

_ m bezeichnen mit L* die von B e w e i s  von II. Wir setzen s p ~  

a'  erzeugte Untergruppe yon U und mit L = L* u {0}. L hat  genau 
p, Elemente und ist hinsiehtlich der Operationen + u n d o  ein K6rper, 
da U aueh Untergruppe der multiplikativen Gruppe M* (.) des K6rpers 
M ( + ,  .) ist und in U die Operationen �9 u n d o  fibereinstimmen (vgl. (2)). 
Es gilt L*<~ M*(o), denn alle Untergruppen yon U (vgl. Satz 4) sind 
Normalteiler. SehlieBlich ist M ( + ,  o) ein Linksvektorraum fiber L, 
denn aus (2) ergibt sieh: Sind 2, # e L und x e M, so gilt ~ + # e L und 
( ~ + # ) o x = ( ~ + / ~ ) . x = 2 . x + / ~ . x = , t o x + / ~ o x .  Also ist L 
ein normaler TeilkSrper yon M ( + ,  o). L i s t  eindeutig bestimmt, da L* 
nach I. eine Untergruppe der zyklisehen Gruppe U ist und U genau eine 
Untergruppe der Ordnung p ~  1 besitzt. 

Nennen wir (p*", p~, p~ ein normales Zahlentripel, wenn (p ~, n} ein 
Diekson-Veblensches Zahlenpaar und wenn p ~  ein Teiler yon 

pTn_ 1 ist, so kSnnen wir Satz 5 aueh die folgende Fassung geben: 
n 

Satz 5". Is t  (M, L) ein endlicher normaler Dic~on-Veblenscher Fast- 
lcOrper und K ,  das Zentrum yon M,  so ist {[M], IK,[, l / [} ein normales 

Zahlentripel. Is t  umgekehrt (p*'*, PL P~ ein normales Zahlentripel, so gibt 

es genau einen normalen Dickson-Veblenschen FastkSrper (M, L),  so daft 
[M[ = p~', ILl = p" ist und dab Zentrum von M genau p" Elemente 
enthdlt. 

Aus Satz 5 sell eine Folgerung gezogen werden. Hierzu benStigen 
wir den Hilfssatz: 

(18) Es sei (q, n} ein Dickson- Veblensches Zahlenpaar mit  q = p~ (p Pr im-  
zahl). Ferner sei a eine natl~rliche Zahl und % dutch a = a o (a, v) 

q " - -  1 
definiert, p o - - 1  ist genau dann ein Teller yon m -  , wenn 

n 
%] n und (ao,p(a, ~1 - -  1) : 1 gilt. 

Beweis .  Es grit: 

a) Jede der Zahlen (p(~ l,  ao), (p(~ l,  l + p(o,*) + . . . 
+ p(~,,~(Oo-1)) und ( p ' - -  1, 1 + p(o,~l + . . . + p(~,'~0-1)) ist durch 
dieselben Primzahlen te i lbar . .  
17" 



260 Erich Ellers und Helmut Karzel 

Zusammen mi t  (10) ergibt  sich aus a): 

b) Aus (p(~ - -  1, Co) ---- I folgt (n, 1 -F Io (~ -F �9 �9 �9 ~- p(o.,)(ao-1) _-- 1. 

Die Zahl  

p"'~-- I p"~-- 1 
p~-- 1 - -  (p(a,')-- 1) (1 -F p(a,,) -F "'" ~- p(a,,j c%-1,) 

ist dann  und  nur  dann  ganz, wenn eo ein Teiler yon  n ist. Sie ist, falls 
sie ganz ist, durch  n teilbar,  wenn ( p ( ~  1, So) = 1 gilt;  denn  n ist  

p - ' - - 1  (vgl. (6)) und  wegen b) gilt  ein Teller  yon  p , _ ~  

(n, 1 ~- p(o,,) ~_ . . .  + p(o,,)(~0-1)) __ 1. 

Da mi t  haben  wir bewiesen: Aus aoln und  ( p ( o , ' ) - - 1 ,  so)----1 folgt  

pa __  1 P"=~- 1 

Wir  gehen nun  yon  der Annahme  aus, dab eo ein Teiler yon  n, p~ - -  1 
p'~'-- 1 (~(o,T)_ ein Teller yon  m - -  - -  und  dab 1, So) :4:1 ist. Es  gilt:  

n 

f - - t  
C) I s t  ~ sin Pr imte i le r  von  ( p ( o , , ) _  1, so), so auch  y o n  

p ( a , ~ r ~  _ _  1 ' 
u n d  wegen (p~ - -  1, p~ - -  1) = p(o,') - -  1: 

pa 1 p,r 1 
d) Aus po - -  11 m folgt  p~,., _ 1 n (p" - -  1) " 

Aus unserer  Annahme  und  au f  Grund  y o n  c), d) u n d  (8) e rha l ten  wi t :  

(p(~ - -  1, So) ---- (n, t) = 2 und  hieraus nach  (12): n - -  q - -  1 ~ 2 rood4.  
Also sind T ~ - -  1 und  p ' - -  1 (wegen a ---- e0 (a, T)) d u t ch  dieselbe 

p - ' - -  1 (wegen 2In) n icht  durch  2-Potenz  teilbar.  Dann  kann  aber  m ---- n -  

p ~  1 te i lbar  sein im Widerspruch  zu unserer  Annahme.  
Aus Satz  5 und  (18) kSnnen wit  j e t z t  folgern:  

(19) Is t  L ein normaler TeillcSrper yon M(-F ,  o) und umfaflt L das 
Zentrum K~ yon M (-F, o), so gilt L = Kq. 

B e w e i s .  Es  sei p die Charakter is t ik  yon  M( -F ,  o), ILl----po und  

q = p ' .  Dann  folgt aus Satz  5, dal3 po - -  1 ein Teiler yon  m ---- q" - -  1 

ist, und  hieraus nach  (18), dab eo[n und  (So,p(~ " ) -  1) = 1 gilt. Aus K ~ C L  
erha l ten  wir TIe, d .h .  (a, T) ---- T. Also gelten wegen p(~ ----p~ ---- q die 
Aussagen (e0, q - - 1 ) =  1 und  aoln. Zusammen mi t  (10) ergibt  sich 

hieraus e0---- 1, d .h .  a = T, also L = Kq. 
Mit Satz  5 sind alle normalen  Tei lkSrper  sines endUchen Dickson- 

Veblenschen Fas tkSrper  M( -F ,  o) bes t immt .  Die zent ra len  Tei lk6rper  
yon  M (~-, o) sind genau alle Tei lkSrper  des Zen t rums  K~. Gib t  es in 
M ( - F ,  o) auch normale  Tei lkSrper  L, die n icht  zentra l  sind~. Nach  (19) 
wissen wit, dab L nicht  das Zen t rum Kq umfassen kann,  sondern mi t  
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Kq einen Durchschnitt besitzen muB, der in L und Kq echt enthalten ist. 
Mit Hilfe yon (18) kSnnen wir ftir einen vorgegebenen endlichen Dickson- 
Veblenschen Fastkiirper M (~ ,  o) alle normalen Teilkiirper L, die nicht 
zentral sind, angeben. 

Die jeweils kleinsten normalen Dickson-Veblenschen FastkSrper (M, L) 
der R~nge 2, 3 und 4, fiir die L nicht zentral ist, sind dutch die folgenden 
normalen Zahlentripel ( p " , p ~ , p ~  gegeben (vgl. Satz 5' und (18)): 

Rang [M: L] ---- 2 : (2 ''8, 2 ~, 28}, 

Rang [M: L] ---- 3:(23"7, 28, 27}, 

Rang [M : L] = 4 : (24"3, 24, 2a}. 

w 4. Bestimmung der endlichen desarguessehen Inzidenzgruppen 

Nachdem wir im letzten Paragraphen alle endlichen normalen Fast- 
kSrper (M, L) mit Rang [M:L]  > 2 angegeben haben, sind wir jetzt 
in der Lage alle endlichen desarguesschen Inzidenzgruppen zu bestimmen. 
Auf Grund der Eriirterungen in der Einleitung wissen wir n/imlich, dab 
wir jede desarguessche Inzidenzgruppe (7 als Faktorgruppe F*/K*  er- 
halten kSnnen, wobei (F, K) ein normaler FastkSrper mit Rang [iv : K] > 2 
ist. Wir brauchen also nur die in den vorhergegangenen Paragraphen 
gewonnenen algebraischen Resultate in eine geometrische Sprechweise 
zu iibersetzen. 

Es sei (M, L) ein normaler Dickson-Veblenscher FastkSrper mit 
Rang [M:L]  > 2 und (tM[, ]Kq[, ILl}----(p",p~,p~ das zugehSrige 
normale Zahlentripel (vgl. Satz 5'). Da der Rang [M : L] > 2 ist, gilt 
3a ~ ~n. Sind a und b die durch Satz 1 beschriebenen Erzeugenden yon 

q"-- 1 pT.__ 1 M*(o), so wird L* nach Satz 5 yon a" mi t  s = n[L*-------~, = n(p a -  15 erzeugt. 
p T .  l Infolgedessen wird die Gruppe M*(o) /L* ,  die die M~ehtigkeit p o _  1 

hat, yon den zwei Element~n A = L*a  und B = L*b emeugt, die auf 
Grund yon Satz 1 den folgenden Relationen geniigen: 

A* = 1, B"  ---- A s, B A B  -1 ~ A q 

(20) p"-- i t -- P " - -  1 
mit  s --  n(pa - 1~) ' n (p ' - -  1) U ~  q ~ p ' .  

Also gilt : 

Satz 6. Jeder endlichen deaarguesachen Inzidenzgruppe G entspricht 
genau ein normales ZahtentripeI (p ' . ,  p. ,  po~ mit  Tn ~_ 3a, 8o daft gilt: 
G besitzt zwei Erzeugende A und B,  die den Relationen (20) genagen und 

p"-- I Is t  umgekehrt (F" ,  P', P~ ein normales Zahlen- G hat die Ordnu~. p.  1" 

tripel mit ~n ~_ 3a, so gibt e~ genau eine endliche Inzidenzgruppe G der 
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Ordnung f n _  1 mit zwei Erzeugenden A und B, die den Relationen (20) 
genagen, pa_ l 

Der zweite Teil yon Satz 6 folgt sofort aus dem zwei~en Teil yon Satz 5. 
Mit Satz 6 sind also alle endliehen desarguesschen Inzidenzgruppen 

bestimmt. 
Welehe der endlichen Inzidenzgruppen G sind linear, welehe nieht 

linear? Aus der Einleitung wissen wir, dab O genau dann linear ist, 
wenn in dem zu G gehSrigen normalen FastkSrper (M, L) der Teilk6rper 
L sogar zentral ist, wenn also L C Kq gilt (vgl. w 3). Ist  ILl = p~ und 
IKal = q : p~, so ist L CKq gleiehbedeutend mit  po __ llp~ __ 1, d.h. 
mit  a l~. Hieraus erhalten wir: 

Satz 7. Eine endliche desarguessche Inzidenzgruppe G mit dem nor- 
malen Zahlentripel (p" ,  p~, po} (vgl. Satz 6) ist genau dann linear, wenn 
air gilt. 

Da es norma]e Diekson-Veblensehe FastkSrper (M, L) gibt, fiir die 
L nieht zentral ist (vgl. w 3), existieren auch endliehe niehtlineare 
Inzidenzgruppen. 

Aus (20) erkennt man, daft eine endliche desarguessehe Inzidenz- 
gruppe G mit  dem normalen ZaMentripel {Iv TM, p',  pa} genau dann 

kommutat iv  ist, wenn q -  1 ~ p~ - -  1 durch s n(p a -  1) teilbar ist. 

Hieraus folgt n ( p ~  1)(p~--  1) _~ p ~ - -  1. Diese Ungieiehung ist 
aber wegen T n ~ 3 a  nut  f i i rn- - - -  1 rieh$ig, n ~  1 hat  t----1 und 

= p_'-_A1 s f - -  i zur Folge, d.h. G ist eine zyklisehe Gruppe. Da das normale 

Zahlentripel yon G die Gestalt (p~, p', p~) hat, ist ftir den zu G korre- 
spondierenden normalen Fa~tk5rper (M, L) das Zentrum K~, yon M 
gleieh M, d .h .  M ist ein kommutat iver  KSrper. Damit  haben wir 
bewiesen: 

Satz 8. Jede endIiche kommutative desarguessche Inzidenzgruppe ist 
zy]disch und der zugehSrige normale Faz t~Ter  (M, L) ist kommutativS). 

w 5. Genau einfaeh transitive Kollineationsgruppen 
eines endliehen projektiven Raumes 

Ist  ein endlicher projektiver desarguesscher Raum / /vorgegeben ,  so 
kann man die Aufgabe stellen, alle scharf einfach transitiv operierenden 
Kollineationsgruppen v o n / / z u  finden. Mit Hflfe der bisher erhaltenen 

8) Dieses Resultat folgt auch aus [5] und [6]. Dort fist allgemein bewiesen worden, 
daI3 jeder desarguesschen kommutativen Inzidenzgruppe (/ ein kommutativer  
normater FastkSrpcr (F, K) entspricht, d.h. F u n d  damit auch /~  sind kommutat ive 
KSrper. 



Endliche Inzidenzgruppen 263 

Resultate ist es leieht eine L6sung anzugeben. Wie in der Einleitung 
bemerkt wurde, ist der Begriff einer auf  einem projektiven Raum / /  
seharf einfach transitiv operierenden Kollineationsgruppe G gleieh- 
wertig mit dem Begriff der Inzidenzgruppe. Da ein endlieher desargues- 
seher projektiver R a u m / / d u r e h  die Anzahl seiner Punkte  vollst~ndig 
festgelegt ist, ist die gestellte Aufgabe also gleiehwertig mit  dem 
Problem, alle Inzidenzgruppen G zu bestimmen, deren Ordnung gleieh 
der Anzahl der Punkte  von / / i s t .  

p ~ - - I  
Die Anzahl der Punkte  yon 11 sei 1 -~ p" ~- �9 �9 �9 ~- p~ (~-1) p~ 1 " 

Ist G eine desarguessehe endliehe Inzidenzgruppe mit dem n o m a l e n  

_-- ~ ' - - -  1 Die Zahlen Zahlentripel (i5", 15", 15 v} (vgl. Satz 6), so gilt [G I ~ - -  1 " 

p~ und sind genau dann gleieh, wenn /~----p, ~ ~ a und 

vn ~ a~ gilt. Bezeiehnen wir mit r  a, (~) die Menge der in ~ und n 
positiv ganzzahligen LSsungen der Gleiehung vn ---- a5 mit der Neben- 
bedingung, daft (p~, n} ein Dieksonsehes Zahlenpaar (vgl. Definition 2) 
ist, so gilt (vgl. Satz 6): 

Satz 9. Ist I1 ein endlicher desarguesscher pro]ektiver Raum, dessen 
pq~-- 1 Dimension grSfler als 1 ist, und ist - p O ~  (p Primzahl) die Anzahl der 

Punkte yon 11, so besitzt 11 genau ]~b(p, a, 6)[ nicht isomorphe genau 
ein/ach transitive Kollineationsgruppen. Zu ]eder L6sung (v, n} aus 
r  a, 6) gibt es genau eine genau ein/ach transitiv operierende Kolli- 
neationsgrulrpe G yon 11, die dutch das normale Zaldentripel (vgl. Satz 6") 
{1o", p~, p~ bestimmt ist. 

Die Menge ~(p ,  a, 6) ist nieht leer, denn {v, n} = (a6, 1} liegt stets 
in r (p, a, 6). Dieser LSsung entsprieht die zyklisehe Kollineationsgruppe. 

w 6. Transitivit~t der Hyperebenen 

Zum Absehluf soll noeh gezeigt werden, dab die Linkstranslationen 
einer endliehen Inzidenzgruppe G genau einfaeh transitiv auf  den Hyper- 
ebenen yon G operieren. Zu diesem Zweek denken wir uns eine Hyper- 
ebene H der Inzidenzgruppe G ausgezeichnet (jede Hyperebene fassen 
wir im folgenden stets als die Gesamtheit der mit ihr inzidierenden 
Punkte  auf). ~J~ ~ {xH; x eG} sei die Menge aller Hyperebenen, die 
dureh Linkstranslationen aus H hervorgehen und m die Kardinalzahl 
von ~ .  Da die Gruppe der Linkstranslationen transitiv auf den Punkten 
von G operiert, inzidieren mit jedem Punkt  yon G gleieh viele Hyper- 
ebenen aus ~ ,  deren Anzahl wir mit  r bezeiehnen. Ist  1 ~ n ~- �9 �9 �9 ~ n ~ 
die Ordnung der Inzidenzgruppe G, so liegen auf  jeder Hyper- 
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1 ~ - n  ~ . . .  ~ n ~-1 Punkte  aus G. Demnach erhaJ- 

r (1 -~-  n T . . .  -~ n ~) 
m = i - + ~  : =V-n~-~ ~-- 1 ~- n -t- ""  -t- n ~. 

I)a m eine nattirliche Zahl ~_ 1 ~ - n  ~ - . . .  ~ n ~ ist und die Zahlen 
1 -t- n W �9 "" -t- n ~ und 1 + n - ~  . .  �9 -t- n ~-1 teileffremd sind, folgt hier- 
aus r =  l ~ - n ~ . . . ~ - n  ~-z und m =  l ~ - n ~ - . . . + n  k. Also liegen 
bereits alle Hyperebenen in ~J~, d.h. die Linkstranslationen operieren 
genau einfach transitiv auf  den Hyperebenen yon G. 

Aus diesem Ergebnis folgt (vgl. [2] Satz 4), daI3 jede endliche Inzidenz- 
gruppe sogar als Gruppenraum D(G) darstellbar ist, wobei wir unter 
einem Gruppenraum D(G) eine Gruppe G verstehen, in der eine Teil- 
menge D so ausgezeichnet ist, da~ die wie folgt definierte geometrische 
Struktur  ein projektiver Raum ist: Jedes Element x e G fassen wir 
gleichzeitig als Punkt  x und als Hyperebene (x)  auf und erld~ren die 
Inzidenz zwischen einer Hyperebene (x)  und einem Punkt  y durch 
x y ~ D. Also kennen wir mit  alten endlichen desarguesschen Inzidenz- 
gruppen auch aUe endliehen desarguesschen Gruppenr~ume. 
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