Normale Fastkorper mit kommutativer Inzidenzgruppe

Von HeimuTr Karzer in Hamburg

Es sei F ein Fastkorper!) und K ein Teilschiefkorper von F. Dann
heiBt F normal iiber K und das Paar (F, K) ein normaler Fastkorper
(vgl. [2]), wenn gilt:

I (« + B)c =oc+ B¢ fur alle x, € K und alle c€ F, d.h. F ist ein
Linksvektorraum iber K.

II. K*(:) < F*(-), d.h. K*(-) ist etn Normalteiler von F*(-).

Ist (¥, K) ein normaler Fastkorper, so nennen wir die Faktorgruppe
F*|K* (die wir wegen 1I bilden kénnen) die Inzidenzgruppe?) des nor-
malen Fastkorpers (F, K). In dieser Note sollen normale Fastkorper
(F, K) mit kommutativer Inzidenzgruppe F*/K* betrachtet werden.
Fiir diese gilt:

Satz 1. Ist (F, K) ein normaler Fastkorper mit [F: K] = 33) und ist
F*|K* kommutativ, so ist F ein kommutativer Korper.

Dieser Satz ist fiir 3 < [F: K] < oo in [4] und fiir [F: K] =3 in
[5] bewiesen worden. Hier soll gezeigt werden (§ 1), dal Satz 1 auch fiir
[F: K] = oo richtig ist. Die Folgerungen, die sich aus Satz 1 fiir die
Geometrie ergeben, findet man in [7]. Vor allem 148t sich mit Hilfe dieses
Satzes und eines Satzes von A. BRaANDIS [1} eine Vermutung von M.
HawLL beweisen (vgl. [7]), daB jede unendliche zyklische Ebene nicht de-
sarguessch ist?).

Die Frage, ob Satz 1 auch unter der schwicheren Voraussetzung
[F: K] = 2 allgemein richtig ist, ist zu verneinen. Bisher sind aber erst

1} Eine Menge F, in der eine Addition + und eine Multiplikation - erklirt sind,
hei8t Fastkorper, wenn gilt: 1. F{+) und F*{-} mit F* = {f e F; ¢ + 0} sind
Gruppen, 2. a- (b + ¢) = ab + ac firallea,b,ce Fund 3. 0-a = O firalloacF.

2) Zu dem Begriff Inzidenzgruppe gehort noch eine projektive Struktur, die mit
der Gruppenstruktur vertriglich ist (siehe § 1).

3) Jedem normalen Fastkorper (¥, K) entspricht nach Axiom I als Rang {F: K]
die Dimension des K-Linksvektorraums F.

4) Eine projektive Ebene heiBt zyklisch, wenn die Kollineationsgruppe eine
zyklische Untergruppe enthilt, die transitiv auf den Punkten der projektiven
Ebene operiert.
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zwei Gegenbeispiele, die beide endlich sind, bekannt. Fiir endliche nor-
male Fastkorper gilt namlich (§ 2):

Satz 2. Ist (F, K) ein endlicher normaler Fastkirper mit [F: K] = 2
und ist F*|K* kommutativ, so gilt:

a) F ist entweder ein endlicher Korper mit |F| = q? oder einer der Dick-
sonschen Fastkorper DF (9,3) bzw. DF (64,4) mit 9 bzw. 64 Elementen.

b) Ist F = DF(9,3), so ist F*/K* die Kleinsche Vierergruppe; tst F
ein endlicher Korper oder F = DF (64,4), so ist F*|K* zyklisch.

Ist Satz 2 auch ohne die Endlichkeitsvoraussetzung richtig? Dieses
Problem konnte ich bisher nur unter der stirkeren Voraussetzung, daB
K im Zentrum von F liegt, 16sen (§ 3):

Satz 3. Ist (F, K) ein zentraler Fastkorper (d.h. K* liegt im Zentrum
von F*) mit [F: K] = 2 und ist F*|K* kommutativ, so ist F entweder ein
kommutativer Korper oder der Dicksonsche Fastkorper DF (9,3) mit neun
Elementen.

Durch die Forderung, dal K im Zentrum von F liegen soll, wird der
in Satz 2 erwidhnte Dicksonsche Fastkdrper DF (64,4) ausgeschlossen.

§ 1. Beweis von Satz 1 fiir [F: K] =®

Eine Inzidenzgruppe (vgl. [2]) ist eine Gruppe G(-), deren Elemente
gleichzeitig Punkte eines projektiven Raumes G'(n) sind, so daB gilt:

(V) Far jedes a €@ ist die Abbildung a*:x— ax von G in sich eine
Kollineation des projektiven Raumes G (7).

Nach 1 ist jeder normale Fastkorper (F, K) ein K-Linksvektorraum.
Also entspricht (F, K) ein projektiver Raum, dessen Punkte die ein-
dimensionalen Teilrdume Ky mit g € F* sind. Identifizieren wir jeden
Punkt Ky mit dem Element K*r der Faktorgruppe F*/K*, so wird
F*|K* in dem eben definierten Sinne zu einer Inzidenzgruppe, da auch
die Vertriglichkeitsbedingung (V) erfiillt ist.

In [4] ist Satz 1 unter der Voraussetzung, dafl 3 < [F: K] < oo ist,
bewiesen worden. Von der Voraussetzung [F : K] < co wurde nur bei dem
Beweis des Hilfssatzes (1) aus [4] Gebrauch gemacht. Daher geniigt es
hier — fiir den Beweis von Satz 1 fiir [F : K] = oo — nur zu zeigen, dafl
Hilfssatz (1) auch noch unter der schwicheren Voraussetzung [F: K] > 3
richtig ist.

Es sei also (F, K) ein normaler Fastkérper mit [F: K) >3 und
G = F*/K* kommutativ. Dann ist die Dimension der Inzidenzgruppe
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G mindestens gleich 3. Der zu beweisende Hilfssatz (1) aus [4]
lautet:

(1) Zu a,beG mit a,b = 1 und dim:{i, a, b, a5} < 25) gibt es stets ein
ce@ mit dim {1, a, ¢, ac} = dim {b, ab, ¢, ac} = 3.

Beweis. Da dim G = 3 ist und da nach Voraussetzung dim {1, a,m}
< 2 ist, gibt es in G eine Hyperebene H (die Hyperebenen fassen wir
hier als Teilmengen von ¢ und die Inzidenzrelation als Enthaltenseins-
relation auf) mit 1,a,b,abe H. Nach (V) ist die Abbildung (a1)*:
x—a~'x eine Kollineation von . Daher ist mit H auch die Menge
a'H eine Hyperebene. G laBt sich also als transitive Permutations-
gruppe der Menge M = {x H; x € G} (diese enthilt mehr als ein Element)
darstellen. ¢ ist nach Voraussetzung kommutativ und operiert daher
regulir®) auf der Hyperebenenmenge M. Also sind, da o == 1 ist, die
Hyperebenen H und a—! H verschieden. Folglich gibt es auf H einen Punkt
¢, der nicht auf a—*H und keiner der Geraden {1, a} und {b, ab} liegt.
Auscé¢atH folgt ac¢ H. Aus 1,a,cc H, c ¢ {1, a} und ac ¢ H erhalten
wir dim {1, a,¢,ac} = 3. Aus b,ab,ce H, c¢{b, ab} und ac ¢ H folgt
dim {b_, ab,c, ac} = 3.

§ 2. Endliche normale Fastkérper mif kommutativer Inzidenzgruppe

Ein Fastkorper F(--,-) heiBt Dicksonscher Fastkorper, wenn gilt
(vgl. [3], [6]):

In F lift sich eine dritte bindre Operation o so erkliren, daf F(4, o)
ein Schiefkorper ist und daf fir jedes a€F die Abbildung ¢t —a' o (a-x)
etn Automorphismus von F (-4, o) ist.

Jeder Schiefkorper ist auch ein Dicksonscher Fastkérper.
Uber endliche Dicksonsche Fastkorper F lassen sich folgende Aussagen
machen (vgl. [3], [8]):

Das Zentrum Z (F) von F ist ein Korper.

Ist |Z(F)| = q und |F| = g", so besitzt das Zahlenpaar {g, n} folgende
Eigenschaften: 1. ¢ ist eine Primzahlpotenz; 2. Jeder Primteiler von n
ist auch ein Teiler von ¢ — 1; 3. Ist ¢ = 3 mod 4, so gilt » == 0 mod 4.

5} Ist T eine Menge von Punkten aus &, so bezeichnen wir mit 7 den kleinsten
projektiven Teilraum von G, der die Punkte aus 7' enthdlt.

$) Eine Gruppe & operiert auf einer Menge M reguldr, wenn es zu zwei Elementen
a,be M genau ein x € G gibt mit «(a) = b.
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Zu jedem Paar {g,n} mit diesen Eigenschaften — wir nennen es
Dicksonsches Zahlenpaar — gibt es mindestens einen Dicksonschen
Fastkorper F mit |[F| = ¢" und |Z(F)| = ¢; diesen Fastkorper bezeich-
nen wir mit DF(¢®, q).

DF (g, q) ist genau dann ein Korper, wenn n = 1 ist,

Wie Zassenhaus [8] gezeigt hat, sind bis auf sieben Ausnahmetypen
alle endlichen Fastkorper Dicksonsche Fastkorper.

Zum Beweis von Satz 2 betrachten wir zunichst nur Dicksonsche
Fastkérper DF (¢*, q).

Unsere Aufgabe ist es, alle Dicksonschen Fastkérper DF{g®, q) zu
bestimmen, die einen Teilkdrper L enthalten, so daBl die folgenden drei
Bedingungen gelten:

(2) DF(q~, q) ist normal dber L.
(3) [DF(g" q): L] =2
(4) DF(q~, q)*/L* ist kommutativ.
In [3], Satz 5" und Satz 6, ist fiir jeden Dicksonschen Fastkorper
DF (p, p*), wobei p eine Primzahl ist, gezeigt worden:

tTn ___
1. Ist p° — 1 ein Teiler von p—nl, 80 besitzt DF (p*», p*) genau einen

Teilkérper L mit |L| = p°, iiber dem DF (p*", p*) normal ist.
2. Ist DF (p*®, p*) normal iiber L, so gilt:
a) |L| = p° ist eine p-Potenz.

. . . pFr—1
b) |L|— 1 ist ein Teiler von .

¢) [DF(p~, p7): L] ==,
d) Die Faktorgruppe DF (p*", p*)*/L* besitzt zwei Erzeugende A
und B, die den Relationen

$ N — —1 — A»* - . pre—1 —_ prn—1
(5) Ar=1, Br=A!, BAB =AY mit s = 05—, t= 05,

geniigen.

Hieraus ersehen wir, dafl die oben gestellte Aufgabe gleichwertig mit
der folgenden ist: Fiir welche Quadrupel {p, 7, », ¢} natiirlicher Zahlen
sind die Bedingungen

(6) p ist eine Primzahl,

(7} {p*, n} ist ein Dicksonsches Zahlenpaar,

®) @ — 1|




128 Helmut Kargzel

9) n =20,

T’_"i _
10 F=5ler—
erfiillt?

Wegen (9) ist (8) gleichbedeutend mit
(11) = |(p*+ 1)
und (10) gleichbedeutend mit

(12) EEDT) ey,

Zu jeder Losung dieser Aufgabe, d.h. zu jedem Quadrupel {p, 1, =, o},
das den Bedingungen (8), (7), (8), (9) und (10) geniigt, gibt es einen
Dicksonschen Fastkorper DF (p**, p*) und einen Teilkérper L von
DF (p*", p¥) mit |L| = p°, so daB fiir DF (p*", p*) und L die Bedingungen
(2), (3) und (4) erfiillt sind.

Zundchst fragen wir nach allen Losungen {p, 7, n, o}, bei denen n
ungerade ist. Nach (9) ist dann 7 eine gerade Zahl. Daher konnen wir

T =290 und o =ng setzen und die Bedingung (12) in der Form
M‘ (p*¢ — 1) schreiben. Aus dieser folgt (p°)" < n((p?)*— 1) < n(p)?

n
also (p?)"~% < n. Diese Ungleichung hat aber, da p eine Primzahl, also
p°? = 2 sein soll, fiir n >4 keine Losung. Fiir n =3 erhalten wir als
einzige Losung p¢ =2, d.h. p =2, o =1, T =2 und ¢ =3. Wie man
sofort bestétigt, erfiillt das Quadrupel {2, 2, 3, 3} die geforderten Bedin-
gungen und ist daher eine Losung unserer Aufgabe. Fiir » = 1 sind alle
Quadrupel {p, 20, 1, 0}, wobei p eine Primzahl und o eine beliebige na-
tiirliche Zahl ist, Losungen der gestellten Aufgabe.

Nun bestimmen wir die Losungen, bei denen n gerade ist. Es sei
n = 2». Aus (9) folgt dann ¢ = »7 und (12) nimmt die Gestalt

(13) e —1)

an. Fir ]ede Lésung gilt also (p*)* << 2»(p* — 1) < 2»p* und daher
auch (p*)"! < 2». Da p* = 2 sein mull, haben diese Ungleichungen nur
fuir » =1, d.h. fiir n» =2 eine Losung. Fiir » =1 folgt aus (13)
(p* + 1) | 2(p* — 1). Diese Bedingung ist aber nur fiir p* = 3 erfiillt.
Hieraus erkennen wir, daB es fiir gerades » nur die eine Losung {3, 1, 2, 1}
(diese erfiillt auch die anderen Bedingungen) gibt.

Die zu den Quadrupeln {p, 20, 1, ¢} gehorigen Dicksonschen Fast-
korper DF (p?e, p*°) sind endliche Kérper mit p2° Elementen. Jeder
dieser Korper enthilt genau einen Teilkérper L mit |L| =p° und
DF (p*e, p2°)*/L* ist eine zyklische Gruppe.
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Dem Quadrupel {3, 1, 2, 1} entspricht der kleinste echte Fastkoérper
DF(9,3) mit neun Elementen und ein Teilkérper L mit drei Elementen
(nimlich sein Zentrum). Aus (5) folgt sofort, daB DF(9,3)*/L* die
Kleinsche Vierergruppe ist, da s = ¢ = 2 ist.

SchlieBlich bleibt noch das Quadrupel {2, 2, 3,3} ibrig. Der zu-
geordnete Dicksonsche Fastkérper DF (64, 4) besteht aus 64 Elementen
und der zugeordnete Teilkdrper L aus acht Elementen. DF (64, 4)*/L*
ist nach (5) eine zyklische Gruppe der Ordnung 9, da s =3 und ¢t =7
ist, d.h. da 4% =1 und B® = A7 = 4 ist.

Fiir den Beweis von Satz 2 haben wir noch nachzuweisen, daB keiner
der sieben Zassenhausschen Ausnahmetypen (vgl. [8]) einen Teilkorper
enthilt, so daBl die Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt sind. Dies werden
wir im néchsten Paragraphen im Anschlufl an den Beweis von Satz 3
zeigen.

§ 3. Zentrale Fastkérper mit kommutativer Inzidenzgruppe

Ist (F, K) ein normaler Fastkorper und liegt K* im Zentrum von F*,
80 heilt F' zentral iiber K und das Paar (F, K) ein zentraler Fastkorper.
Zum Beweis von Satz 3 setzen wir jetzt voraus, daB (F, K) ein zen-
traler Fastkorper mit [F: K] = 2 und G = F*/K* eine kommutative
Gruppe ist. Dann liegen fiir alle 3,y eF* die Kommutatoren
[x, 9] =z9z'y~* in K. Wir nehmen folgende Fallunterscheidung vor:

1. t2e K fur alle x € F. Dann folgt:

(14) Fir jedes a € F mit a ¢ K und jedes o € K* gilt [1 + xa,a] = —1
und (1 4+ xa)? = 1 — a2q?,

Beweis. Es gilt (man beachte, daBl F ein K-Linksvektorraum ist und
K im Zentrum von F liegt):

M+ axa)(l+aa)=14+aa+x-[1+aa,a] (a+ xa?)
=1+a-[1+aaa]laa?+ (1l +[1 +«a,a))ac K.

Hieraus folgt aber (da der Koeffizient von a wegen a ¢ K Null sein muB)
[1 4+ «a,a] = —1 und daher avch (1 4+ xa)?2 = 1 —a2n2.

Ist acF und a¢ K, so liBt sich (wegen [F: K] = 2) jedes b € F'*
mit Kb &= K, Kqa in der Form b = (1 + «a) mit «, 8 € K darstellen.
Beachtet man, dal K* im Zentrum von F* liegt, so erhilt man aus (14):

(18) Far a,b e F* gilt:

1 falls Ka = Kb oder a€ K oder be K gilt

[a, b] ={__1 falls Ka == Kb und a,b ¢ K gilt.
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Aus (15) erkennen wir also, daB F ein kommutativer Kérper ist, wenn
die Charakteristik von X gleich 2 ist.

(16) Ist die Charakteristik von K ungleich 2, so gilt a* = } far alle a e F
mit ag¢ K.

Beweis. Es gilt die Identitit:
20—1=a—(1—a)=(a—(1—a))-(a+(1—a))
=[2a—1,a) - (a2 —a + a?)
+[2a—1,1—a]([1—a,a] - (a—a?)— (1 —a)?)

Nach (15) gilt aber [2a —{,a] =[2a— 1,1 —a)l =[1—gqg,a]l =—1
und nach (14) (1 — a)? = 1 — q% Also erhalten wir aus der Identitit:

20— 1=—(2a2—a)—(2a2—a—1)=—4024+2a+1, dh =1}

Es sei die Charakteristik von K ungleich 2. Dann erhalten wir aus (16)
fiir alle x € K* und alle ac F mit a¢ K:

} =(xa) =a2a2 =442, d.h. a2=1.

Also gilt « = 1 oder « = —1 fiir alle « € K*, d.h. K ist der Primkoérper
der Charakteristik 3. Daher besteht F wegen [F: K] =2 aus neun
Elementen. Da F kein kommutativer Korper ist, ist ¥ der kleinste echte
Fastkoérper DF(9,3).

2. Es gibt ein a € F mit a* ¢ K. Hier folgt:
(17) Ist abe K, so gilt ab = ba.
Beweis. Wir setzen ab = «. Dann gilt, da K im Zentrum von F liegt:
ba =banle =bxtax =b(b'-aVa(a-b) =a-b.
(18) Ist a4 K, so gibt es x, B K mit (xa)? = + xa.

Beweis. Da [F: K} =2 und aq¢ K ist, 1Bt sich a? in der Form
a? = A + pa mit 4, u € K darstellen. Multiplizieren wir diese Gleichung
mit u~2, so erhalten wir (u'a)? = u~2A + p'a,d. h.&x = p'undf = u22
sind die gesuchten Elemente aus K.

(19) Ist a2 = +a mt ae K, so gilt a(l —a) =(1 —a)a = —«.

Beweis. Da a(l —a) =a—a? = —a« ist, folgt die Behauptung
aus (17).

(20) Ist a® =o + a mit x € K, so liegt a tm Zentrum von F.
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Beweis. Wir diirfen a ¢ K voraussetzen. Ist y € K, so gilt wegen (19)

1—al+ya)=1—a+y(l—ala=1—ya—a
=[t—a, 1+ ya(l +ya—[t + ya,a]- (a + ya?)
=[1—a,1+ya]{1l —[1 +ya,a}yx
+r—I[t+ya,a]l- (1 + ) a}.

Da 1 und a K-unabhiingig sind, folgt durch Koeffizientenvergleich
aus der ersten und letzten Zeile:

l—ya=[1—a,1+ya]l (1 —[1 + ya,a] yx)
—l=[1—a1l+ya]l - (y—[1+yaal (1+7)

und hieraus:

—(—0 +rya,al- (1 + ) - (1 —px) =1—[1+ ya,a] -y,
d.h.:
1+ ya,al - (1 + 71 —ya) + ya) =1+ y(1 —ya).

Also ist [1 +ya,a] =1 fiir alle yeK; denn wegen (1—a) (1 + ya)
=—yPPa—y+ya) ist Y*a—y=+1, dh 1+ 9y(1—ya)=0. Da
sich (wegen [F: K] = 2) jedes Element t € F in der Form ¢ = & + ga
darstellen 148t, erhalten wir schlieBlich, falls & 4= 0 ist:

g-r=af(1l+&pa)=¢a{l +&na)=£,(1 4 &lna)a=3-a

und falls £ =0 ist: a ¥ = ana = naa = ga.

Aus (18) und (20) erkennen wir, daBl es Zentrumselemente gibt,
die nicht in K liegen; ein solches Zentrumselement sei a. Dann gilt
F =K + Ka. Fir ¢t = 4§, + &a und §) = 5, + n,a mit &, 9, € K folgt
Y = t0n + n0) = tm + 0 = mI + 20T = né + n&a + péa
+ 6,0 = yy. Also ist F in diesem Fall stets ein kommutativer Korper.
Damit ist Satz 3 vollstindig bewiesen.

Um noch den Beweis von Satz 2 zu vervollstindigen, zeigen wir:

(21) Ist (F, K) ein normaler Fastkorper und P der Primkérper von K,
so ist (F, P) ein zentraler Fastkorper.

Beweis. Da Pe K ist, ist P ein Teilkérper, fiir den das Axiom I
erfilllt ist. Fiir jedes a € F* ist die Abbildung &-—>afa-1: K— K ein
Automorphismus des Schiefkérpers K (vgl. [2] (9)). Jeder Automorphis-
mus von K 1Bt aber den Primkorper elementeweise fest. Also gilt
afa! = £ fiir alle a € F* und alle £ € P, d.h. P liegt im Zentrum von F.
9‘
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Aus (21) folgt sofort:

(22) Ist (F, K) ein endlicher normaler Fastkorper und ist |F| = p2,
wobet p eine Primzahl ist, so ist (F, K) ein zentraler Fastkorper.

Jeder endliche Fastkorper F, der zu den Ausnahmetypen gehort, hat
p?® Elemente, wobei p eine Primzahl ist (vgl. [8]). Wiirde nun F einen
Teilkorper K enthalten, so daB ¥ normal iiber K und F*/K* kommutativ
ist, so wire (F, K) nach (22) ein zentraler Fastkorper mit kommutativer
Inzidenzgruppe F*/K*. Nach Satz 3 sind aber bis auf den Dicksonschen
Fastkorper DF (9,3) alle zentralen Fastkorper (F, K) mit kommutativer
Inzidenzgruppe F*/K* kommutative Korper. Also erfiillt kein endlicher
Fastkorper, der zu den Ausnahmetypen gehort, die Voraussetzungen
von Satz 2.
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