
Normale Fastkiirper mit kommutativer Inzidenzgruppe 

Von HELMVT K~_aZ~.L in Hamburg  

Es sei F ein FastkSrper ~) und K ein TeilsehiefkSrper yon F.  Dann 
heil3t F normal fiber K und das Paar  (F, K) ein normaler FastkSrper 
(vgl. [2]), wenn gilt:  

I. (o~ q-fl) c =o~r q-flc /ftr alle a, f l E K  und alle c ~ F ,  d.h. F ist ein 
Lin~vektorraum tiber K. 

II .  K*(.) <3 F*(.), d.h.  K*(.) ist eiu Normalteiler von F*(.). 

Is t  (F, K) ein normaler FastkSrper,  so nennen wir die Faktorgruppe  
F*/K* (die wir wegen 1I bilden kSnnen) die Inzidenzgruppe 2) des nor- 
malen FastkSrpers (F, K). In  dieser Note sollen normale FastkSrper  
(F, K) mit  kommuta t ive r  Inzidenzgruppe F*/K* bet rachte t  werden. 
Ffir diese gilt: 

Satz  1. Ist (F, K) ein normaler FastkOrper mit IF : K] ~ 3 a) und ist 
F*/K* kommutativ, so ist F ein kommutativer KSrper. 

Dieser Satz ist ffir 3 < [F :  K] < oo in [4] und fiir [F :  K] = 3 in 
[5] bewiesen worden. Hier soil gezeigt werden (w 1), dab Satz 1 auch fiir 
[F : K] = oo richtig ist. Die Folgerungen, die sich aus Satz 1 fiir die 
Geometrie ergeben, finder man in [7]. Vor allem l~l]t sich mit  Hilfe dieses 
Satzes und eines Satzes :von A. BRANDIS [ |]  eine Vermutung  von M. 
HaLL beweisen (vgl. [7]), dab jede unendtiehe zyklisehe Ebene nicht  de- 
sarguessch ist4). 

Die Frage, ob Satz I auch unter  der sehw~eheren Voraussetzung 
[F : K] ~ 2 allgemein richtig ist, ist zu verneinen. Bisher sind aber erst  

1) Eine Mengo F, in der eine Addition + und eine Multiplikation �9 erkl/ixt sind, 
hei~t Fa~tkSrper, wenn gilt: 1. F ( + )  und F*(-) mit F* = { ~ F ;  ~ :l= 0} sind 
Gruppen, 2. a. (b + e) = ab + oe f'tir alle a, b, c e F u n d  3. 0. a = 0 f'dr alle a eF .  

2) Zu dem Begriff Inzidonzgruppe gehSr~ noch oino projoktivo Struktur, die mit 
der Gruppenstruktur vertr/iglioh ist (sieho w 1). 

a) Jedem normalen FastkSrper (F, K) entsprieht naeh Axiom I als Ran9 IF:K] 
die Dimension des K-Linksvekf~orraums F. 

4) Eine projektive Ebene heil3t zyklisch, werm die Kollineationsgruppe eine 
zyklisohe Untergruppe enth/ilt, die transitiv auf den Punkten der projektiven 
Ebone operiert. 
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zwei Gegenbeispiele, die beide endlich sind, bekannt. Fiir endliche nor- 
male FastkSrper gill n~mlieh (w 2): 

Satz 2. Ist (F, K) ein endlicher normaler FaatkSrper mit [F : K] = 2 
und ist F*/K* kommutativ, so gilt: 

a) F i s t  entweder ein endlicher KSrper mit IF I = q~ oder einer der Dick- 
aonschen FastkSrper D F  (9,3) bzw. DF(64,4) mit 9 bzw. 64 Elementen. 

b) Ist F --~ DF(9,3), so ist F*/K* die Kleinsche Vierergruppe; ist F 
ein endlicher KSrper oder F = DF(64,4), so ist F*/K* zyklisch. 

Ist  Satz 2 auch ohne die Endlichkeitsvoraussetzung richtig? Dieses 
Problem konnte ieh bisher nur unter der st/irkeren Voraussetzung, dab 
K im Zentrum yon F liegt, 15sen (w 3): 

8atz 3. Ist (F, K) ein zentraler FastkSrper (d. h. K* liegt im Zentrum 
yon F*) mit [F : K] > 2 und ist F*/K* kommutativ, so ist F entweder ein 
]commutativer KSrper oder der Dicksonsche FastIcSrper DF  (9,3) mit neun 
Elementen. 

Dureh die Forderung, dab K im Zentrum von F liegen soll, wird der 
in Satz 2 erw~hnte Dicksonsche FastkSrper DF(64,4) ausgesehlossen. 

w I. Beweis von Satz 1 fiir IF:K]  = 

Eine Inzidenzgruppe (vgl. [2]) ist eine Gruppe G(.), deren Elemente 
gleichzeitig Punkte eines projektiven Raumes G(~) sind, so dab gilt: 

(V) Far jedes a eG ist die Abbildung a*:  x - ~ a x  yon G in sich eine 
Kollineation des projektiven Raumes G(ze). 

Nach I i s t  jeder normale FastkSrper (F, K) ein K-Linksvektorraum. 
Also entsprieht (F, K) ein projektiver Raum, dessen Punkte  die ein- 
dimensionalen Teilr~ume K~ mit ~ e F* sind. Identifizieren wir jeden 
Punkt  K~ mit dem Element K*~. der Faktorgruppe F*/K*, so wird 
F*/K* in dem eben definierten Sinne zu einer Inzidenzgruppe, da auch 
die Vertr~gliehkeitsbedingung (V) erftillt ist. 

In  [4] ist Satz I unter  der Voraussetzung, dab 3 < [F : K] < ~ ist, 
bewiesen worden. Von der Voraussetzung [F : K] < ~ wurde nur bei dem 
Beweis des Hilfssatzes (1) aus [4] Gebrauch gemaeht. Daher geniigt es 
hier - -  fiir den Beweis von Satz 1 fiir IF : K] = ~ - -  nur zu zeigen, dab 
Hilfssatz (1) auch noeh unter der sehw~cheren Voraussetzung [iv : K] > 3 
riehtig ist. 

Es sei also (F, K) ein normaler FastkSrper mit [ F : K ) >  3 und 
G = F*/K* kommutativ.  Dann ist die Dimension der Inzidenzgruppe 
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G mindestens gleich 3. Der zu beweisende Hilfssatz (1) aus [4] 
laute t :  

(1) Z u  a, b e G  mit  a, b :4= 1 und dim{l ,  a, b, ab} <= 2 5 ) gibt es stets ein 

c e G mit dim {1, a, c, ac} ---- dim {b, ab, c, ac} = 3. 

B e w e i s .  Da dim G > 3 ist  und  da  nach Voraussetzung dim {1, a,b,ab} 
2 ist, gibt es in G eine Hyperebene H (die Hyperebenen fassen wir 

hier als Teilmengen yon G und die Inzidenzrelation als Enthal tenseins-  
relation auf) mi t  1, a, b, ab e H.  Nach (V) ist die Abbildung (a-l)*:  
x ~ a - i x  eine Koll ineation von G. Daher  ist mi t  H auch die Menge 
a - l H  eine Hyperebene.  G 1/~Bt sich also als transit ive Permuta t ions-  
gruppe der Menge M = { x H ;  x e G} (diese enth/~lt mehr  als ein Element)  
darstellen. G i s t  nach Voraussetzung kommuta t i v  und  operiert  daher  
regul/~r e) auf  der Hyperebenenmenge M. Also sind, da  a # 1 ist, die 
Hyperebenen H und  a -1H verschieden. Folglich gibt es auf  H einen P u n k t  

c, der nicht  auf  a - l H  und keiner der Geraden {1, a} und  {b, ab} liegt. 

Aus c ~ a-~H folgt ac ~ H. Aus l, a, c e H,  c ~ {1, a} und  ac ~ H erhalten 

wir dim {1, a, c, ac} = 3. Aus b, ab, c e H,  c q{b, ab} und ac ~ H folgt 

dim {b, a b, c, a c} ---- 3. 

w 2. Endliehe normale FaStkfirper mit kommutativer lnzidenzgruppe 

Ein FastkSrper  F ( + ,  .) heiBt Dicksonscher F~tkSrper ,  wenn gilt  
(vgl. [3], [6]): 

I n  F laflt sich eine dritte bindtre Operation o so erkli~ren, daft F ( + , o ) 
ein Schie/kSrper ist und da f t / a r  jedes a e F  die Abbildung ~ ~ a -1 0 ([~" ~) 
ein Automorphismus yon F ( + ,  o ) ist. 

Jeder  SchiefkSrper ist auch ein Dicksonscher Fastk5rper.  
Ober endliche Dicksonsche FastkSrper  F lassen sich folgende Aussagen 

machen (vgl. [3], [8]): 

Das Zent rum Z ( F )  von F i s t  ein KSrper. 

Is t  IZ(F)] = q und IF I = q", so besitzt das Zahlenpaar  {q, n} folgende 
Eigenschaften:  1. q ist eine Pr imzahlpotenz;  2. Jeder  Primteiler von n 
ist auch ein Teiler yon q - -  l ; 3. Is t  q == 3 mod 4, so gilt n ~ 0 mod 4. 

s) Ist T eine Menge yon Punkten aus G, so bezeiohnen wir mit �9 den kleinsten 
projektiven Teilraum von (7. der die Punkte aus T enth~lt. 

6) Eine Gruppe G operiert aufeiner Menge M regu~r, wenn es zu zwei Elementen 
a, b ~ M genau ein ~x ~ G gibt mlt or(a) = b. 
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Zu jedem Paar  {q, n} mit diesen Eigensehaften - -  wir nennen es 
Dicksonsches Zahlenpaar - -  gibt es mindestens einen Dieksonsehen 
Fastk6rper F mit IF I = q" und IZ(F) I = q; diesen Fastk6rper bezeich- 
nen wir mit D F ( q  n, q). 

D F ( q  n, q) ist genau dann ein K6rper, wenn n = 1 ist. 
Wie Zassenhaus [8] gezeigt hat, sind bis auf  sieben Ausnahmetypen 

alle endlichen Fastk6rper Dicksonsehe FastkSrper. 
Zum Beweis von Satz 2 betrachten wir zun~iehst nur Dicksonsche 

FastkSrper D F  (qn, q). 
Unsere Aufgabe ist es, alle Dicksonschen FastkSrper D F ( q ' ,  q) zu 

bestimmen, die einen TeilkSrper L enthalten, so dab die folgenden drei 
Bedingungen gelten : 

(2) D F ( q  n, q) ist normal tiber L. 

(3) [DF(q '~, q) :L ]  = 2. 

(4) D F ( q  ~, q)*/L* ist kommutativ. 

In [3], Satz 5' und Satz 6, ist ffir jeden Dieksonsehen Fastk6rper 
D F ( p  "~, p'), wobei p eine Primzahl ist, gezeigt worden: 

1. Ist  pO __ 1 ein Teiler von - - - -  so besitzt D F ( p  "n, p ' )  genau einen 

TeilkSrper L mit ILl - -p~ fiber dem D F ( p " ~ , p  ") normal ist. 

2. Ist D F ( p ' " , p  ~) normal fiber L, so gilt: 

a) ILl - - p ~  ist eine p-Potenz. 

p~n -- 1 
b) I L l - -  1 ist ein Teiler yon - -  

n 

c) [ D F ( p ' " , p ' ) : L ]  = ~ . n  
q 

d) Die Faktorgruppe D F ( p ' n , p ' ) * / L  * besitzt zwei Erzeugende A 
und B, die den Relationen 

p ~ - -  1 p~n __  1 (5) A ' = I ,  B " = A  t, B A B  -I = A ~ mit s - -  t - -  n (p~ --  l) '  n (p~ --  1) 

genfigen. 
Hieraus ersehen wir, dag die oben gestellte Aufgabe gleichwertig mit 

der folgenden ist: Ffir welehe Quadrupel (p, 3, n, a} natfirlieher Zahlen 
sind die Bedingungen 

(6) p ist eine Primzahl,  

(7) {p', n} ist ein Dicksonsches Zahlenpaar, 

(8) - ' ,  
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(9) "~n = 2a, 

(10) p'" --  1 n(p"-- l )  ( P ' - -  1) 

effiillt ? 
Wegen (9) ist (8) gleichbedeutend mit  

(11) n [ ( p ~  1) 

und (10) gleichbedeutend mit  

(po+x)~ ( p ,  1). (12) 

Zu jeder L6sung dieser Aufgabe, d.h.  zu jedem Qua~trupel {p, % n, a}, 
das den Bedingungen (6), (7), (8), (9) und (10) gentigt, gibt es einen 
Dieksonsehen FastkSrper DF(p'",p') und einen TeilkSrper L yon 
D E  (p'", p ')  mit  ILl = p~ so dal3 ftir D F  (p'", p ')  und L die Bedingungen 
(2), (3) und (4) erfiillt sind. 

Zun/~ehst fragen wir nach allen LSsungen (p, % n, a}, bei denen n 
ungerade ist. Naeh (9) ist dann z eine gera~le Zahl. Daher kSnnen wir 

~--2e und a----no setzen und die Bedingung (12) in der Form 
pnr + 1 

-ff (p~q - -  1) sehreiben. Aus dieser folgt (pq)" < n((/~) z -  1) < n(/~) 2 

also (pq)n-2 < n. Diese Ungleiehung hat  aber, da p eine Primzahl, also 
pq _~ 2 sein sell, f i i r n  ~> 4 keine LSsung. Ftir n----3 erhalt~n wir als 
einzige LSsung pq----2, d.h.  p -  2, 0 = I, ~ = 2 und a----3. Wie man  
sofort bes~t ig t ,  erftillt da~ Quadrupel (2, 2, 3, 3} die geforderten Bedin- 
gungen und ist daher eine LSsung unserer Aufgabe. F i i r n  ---- 1 sind alle 
Quadrupel (p, 2a, 1, a}, wobei p eine Primzahl und a e i n e  beliebige na- 
tiirliehe Zahl ist, L6sungen der gestellten Aufgabe. 

Nun bestimmen wit die LSsungen, bei denen n gerade ist. Es sei 
n ---- 2~. Aus (9) folgt dann a ~-- v~ und (12) n immt  die Gestalt 

(13) p-+ l  ~ ( p , - -  1) 

an. Fiir jede L6sung gilt also (p')" < 2 ~ ( p ' - - 1 ) <  2~p" und daher 
such (p,),-x < 2v. Da p" i> 2 sein mul~, haben diese Ungleiehungen nur  
fiir v----l, d.h.  ftir n----2 eine LSsung. Fitr ~----1 folgt aus (13) 
(p" -}- 1) 12 ( p ' - -  1). Diese Bedingung ist aber nur  fttr p" = 3 erfiillt. 
Hieraus erkennen wir, dab es ftir gerades n nut  die eine LSsung {3, 1, 2, 1} 
(diese erfiillt aueh die anderen Bedingungen) gibt. 

Die zu den Quadrupeln {p, 2a, 1, a} gehSrigen Dieksonsehen Fa~t- 
k6rper DF(p ~~ p~") sind endiiehe KSrper mit  pie Elementen. Jeder  
dieser K6rper enth~lt genau einen Teilk6rper L mit  ILl----p~ und 
DF(p~~176 * ist eine zyklisehe Gruppe. 
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Dem Quadrupel {3, 1, 2, 1) entsprieht der kleinste eehte FastkSrper 
DF(9,3)  mit neun Elementen und ein TeilkSrper L mit drei Elementen 
(n/~mlieh sein Zentrum). Aus (5) folgt sofort, daft DF(9,3)*/L* die 
Kleinsehe Vierergruppe ist, da s = t = 2 ist. 

Schlieflieh bleibt noch das Quadrupel {2, 2, 3, 3} fibrig. Der zu- 
geordnete Dicksonsche FastkSrper DF(64,  4) besteht aus 64 Elementen 
und der zugeordnete TeilkSrper L aus aeht Elementen. DF(64,  4)*/L* 
ist naeh (5) eine zyklische Gruppe der Ordnung 9, da s = 3 und t = 7 
ist, d.h. da A 8 =  1 und B 8 - = A  7 = A  ist. 

Ffir den Beweis von Satz 2 haben wir noeh naehzuweisen, dab keiner 
der sieben Zassenhausschen Ausnahmetypen (vgl. [8]) einen Teilk6rper 
enth/ilt, so daft die Voraussetzungen yon Satz 2 erffillt sind. Dies werden 
wir im n~ehsten Paragraphen im Anschluf an den Beweis von Satz 3 
zeigen. 

w 3. Zentrale Fastk~rper mit kommutativer Inzidenzgruppe 

Ist  ( F,  K) ein normaler Fastk5rper und liegt K* im Zentrum yon F*, 
so heiBt F zentral fiber K und das Paar (F, K) ein zentraler FastkSrper. 

Zum Beweis von Satz 3 setzen wir jetzt  voraus, daft (F, K) ein zen- 
traler FastkSrper mit [ F : K ]  : 2 und G ~ F*/K* eine kommutat ive 
Gruppe ist. Dann liegen ffir alle ~, t ) e F *  die Kommutatoren 
[~, t}] ---- ~ t) ~-1 t)-i in K. Wit  nehmen folgende Fallunterseheidung vor: 

1. ~2 e K /at alle ~ ~ F. Dann folgt: 

(14) Far jedes a e F  mit a r K und jedes ~ e K* gilt [1 ~ ~a, a] ---- - - 1  
und (1 q-D~{~) 2 : 1--~x~a ~. 

Bewe i s .  Es gilt (man beaehte, dab F ein K-Linksvektorraum ist und 
K im Zentrum von F liegt): 

( 1 +  ~a)(1 + ~a) = 1 + ~a + ~,. [1 + ~a ,a ] .  (a + ~a ~) 
: 1 ~- a - [1 + a a ,  a]~xa 2 -b ~x(1 q- [1 -b aa, a])a e K.  

Hieraus folgt aber (da der Koeffizient von a wegen a ~ K Null sein mul3) 
[1 + ~a, a] ~ - - - 1  und daher auch (1 ~-~a)  2 -~ 1--~2a2.  

Is t  a e F  und a r K, so 1/~ft sich (wegen [ F : K ] - ~  2) jedes b e F* 
mit Kb =4= K, Ka  in der Form b ----fl(1 + ~a) mit ~ , ~ e K  darstellen. 
Beaehtet man, da f  K* im Zentrum von F* liegt, so erh~lt man aus (14): 

(15) Ft~r a, b eF*  gilt: 

I 1 ]alls Ka  = Kb  oder a e K  oder b e K gilt 
[ a , b ] =  - - 1  [alls Ka  ~= Kb und a, b C K  gilt. 
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Aus (15) e rkennen  wir also, dab  F ein k o m m u t a t i v e r  K 6 r p e r  ist, wenn  

die Charak te r i s t ik  yon  K gleich 2 ist. 

(16) 1st die Charakteris t ik  yon K ungleich 2, so gilt a 2 = �89 [l~r alle a e F 

mi t  a r K .  

B e w e i s .  Es  gilt  die Ident i t / i t :  

2 a - -  1 - - - - a - - ( I - - a )  ---- ( a - -  (l - -  a)) . (a ~- ( l - - a ) )  

= [2  a - -  1,  a ] -  {a s - -  a + a s) 

§ [ 2 a - -  I, l - -  a] ([l - -  a, a] . (a - -  a s ) - ( l - a )  s) 

N a c h  (15) gil t  aber  [2a - -  1, a] = [2{1 - -  1, 1 - -  a] = [1 - -  a, a] = - - 1  
und  nach  (14) ( 1 -  a) s ---- 1 -  a s. Also erha l ten  wir aus  der  I den t i t~ t :  

2 a - - l = - - ( 2 a * - - a ) - - ( 2 a 2 - - a - - 1 ) = - - 4 a 2 + 2 a + l ,  d.h .  a S = � 8 9  

Es  sei die Charak te r i s t ik  von  K ungleich 2. D a n n  erha l ten  wir  aus  (16) 

f i ir  alle ~ e K*  und alle a e F  mi t  a E K :  

� 8 9  2 : a s a  2=�89 2, d.h.  oe2=l.  

Also gilt  ~ = 1 oder  ~ = - -  1 fi ir  alle a e K*,  d .h .  K ist der  P r i m k 6 r p e r  

der  Charak te r i s t ik  3. Dahe r  bes t eh t  F wegen [ F : K ]  = 2 aus  neun  
E lemen ten .  D a  F kein  k o m m u t a t i v e r  K 6 r p e r  ist, is t  F der  kle ins te  echte  

F a s t k S r p e r  D F  (9, 3). 

2. E s  gibt ein a e F m i t  a2r  K.  Hie r  folgt:  

(17) I s t  a b e K ,  so gilt ab  = h a .  

B e w e i s .  Wir  setzen ab  ~ a. D a n n  gilt, da  K im Z e n t r u m  von  F liegt:  

b a  = b a ~ - ~  = b ~ - ~ a a  = b(b -~ �9 a - ' ) a ( a  �9 b) = a �9 b. 

(18) I s t  a s C K ,  so gibt es a, fl e K mi t  (a a ) ~ : fl ~- a a. 

B e w e i s .  Da  I F : K ] - - - - - 2  und  a c K ist, 1/il]t sich a ~- in der  F o r m  

a ~ - -  2 -{-/~a m i t  ~, # e K darstel len.  Multiplizieren wir diese Gleichung 

m i t  #-~, so e rha l t en  wir (#-~ a) s = #-s  ~t W p-~ a, d. h. a ----/z -~ und  fl = ~-2 ~t 

sind die gesuchten  E lemen te  aus K.  

(19) 1st a 2 = o ~  % a m l t  a e K ,  so gilt a ( 1 - - a ) - - - - ( 1 - - a ) a - - - - - - ~ .  

B e w e i s .  D a  a ( 1 - - a )  ~ a - - a  2 ~ - - - a  ist, folgt  die B e h a u p t u n g  

aus  (17). 

(20) Is t  a 2 = o~ -+- a mi t  a e K ,  so liegt a i m  Z e n t r u m  yon F .  
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B e w e i s .  Wir diirfen a r K voraussetzen. Is t  7 e K, so gilt wegen (19) 

( l - -a) (1  + 7a) = 1 - - a  + y(1--a)a  = i - - r ~ - - a  

= [I - -  a, I + 7a](1 + r a - -  [~ + 7a, a]. (a + 7a~)) 

= [1 - -  a, 1 + ~,a]{1 - -  [1 + ~,a, a] to ,  

+ ( r  - -  [~ + r a ,  a ] .  (1 + r)) a}. 

Da 1 und a K-unabh/ingig sind, folgt durch Koeffizientenvergleieh 
aus der ersten und letzten Zeile: 

1 - -  7 ~  = [1 - -  a, 1 + 7 a ]  �9 (~ - -  [1 + 7 a ,  a] �9 7 ~ )  

- - 1  = [1 - -  a, ~ + r a ] "  ( r - -  [1 + r a ,  a]" (1 + 7) )  

und hieraus : 

- - ( r - -  [1 + r a ,  a ] .  (1 + r ) )"  (1 - -  r~)  = 1 - -  [1 + r a ,  a ] .  r~ ,  

d.h.: 

[1 --[- 7a, a ] - ( (1  -[- 7)(1 - -  7~x) + 7o~) : 1 + 7(1 - -  7~x). 

Also ist [1-4-Ta, a] = 1 fiir alle 7 e K ;  denn wegen ( l - - a ) ( 1  + 7  a) 
=--7- ' (7%~--7-4-7a)  ist 7~a--7=~=1, d.h.  1 + 7 ( 1 - - 7 a ) # 0 .  Da 
sieh (wegen [F : K] ---- 2) jedes Element ~ e F  in der Form ~ = ~ q- ~a 
darstellen 1/ift, erhalten wir schlieBlieh, falls ~ ~= 0 ist: 

und falls ~ = 0 ist: a �9 ~ = aVa -= ~aa = ~a. 
Aus (18) und (20) erkennen wir, dab es Zentrumselemente gibt, 

die nieht in K liegen; ein solches Zentrumselement sei a. Dann gilt 
F = K + Ka.  Fiir ~ = ~ + ~.a und t] = Vl + ~za mit ~ ,  ~ e K folgt 

-4- ~252a 2 = t~.  Also ist F in diesem Fall stets ein kommutat iver  KSrper. 
Damit  ist Satz 3 vollst/~ndig bewiesen. 

Um noch den Beweis yon Satz 2 zu vervollst/~ndigen, zeigen wit: 

(21) Ist (F, K) ein normaler FastkSrper und P der PrimkSrper yon K, 
so ist (F, P) ein zentraler FastkSrper. 

B e w e i s .  Da P e K ist, ist P ein TeilkSrper, fiir den das Axiom I 
effiillt ist. Fiir jedes a e F *  ist die Abbildung ~-+a~a-l :K--+K ein 
Automorphismus des SchiefkSrpers K (vgl. [2] (9)). Jeder  Automorphis- 
mus yon K 1/~Bt aber den Primk6rper elementeweise fest. Also gilt 
a~a -1 -= ~ fiir alle a e F *  und alle ~ e P,  d.h. P liegt im Zentrum v o n F .  
9* 
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Aus (21) folgt sofort: 

(22) Ist (F, K) ein endlicher normaler FastkSrper und ist IF I =p2 
wobei p eine Primzahl ist, so ist (F, K) ein zentraler FastkSrper. 

Jeder cndliche FastkSrper F, der zu den Ausnahmetypen gehSrt, hat  
p2 Elemente, wobei p eine Primzahl ist (vgl. [8]). Wiirde nun F einen 
TeilkSrper K enthalten, so dal~ F normal fiber K und F*/K* kommutat iv  
ist, so w/~re (F, K) nach (22) ein zentraler FastkSrper mit kommutativer 
Inzidenzgruppe F*/K*. Naeh Satz 3 sind aber bis auf  den Dieksonschen 
FastkSrper DF (9,3) alle zentralen FastkSrper (F, K) mit kommutativer  
Inzidenzgruppe F*/K* kommutative KSrper. Also erfiillt kein endlicher 
FastkSrper, der zu den Ausnahmetypen gehSrt, die Voraussetzungen 
yon Satz 2. 
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